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KAPITEL 1

Grundbegriffe: Mathematische Sprache und Mengen

In diesem Kapitel werden einige grundlegende mathematische Begriffsbildungen vor-
gestellt. Diese gehoren nicht im eigentlichen Sinne zur Analysis. Vielmehr werden die
hier vermittelten Inhalte in jeder mathematischen Disziplin verwandt. Die Mathematik
bedient sich einer eigenen Formelsprache. Hierzu gehort zunédchst die Sprache der Logik
und darauf aufbauend die Sprache der Mengentheorie !. Es ist keine Ubertreibung zu
sagen, dass die gesamte heutige Mathematik auf der Mengentheorie aufbaut.

Das nachfolgende Material erhebt keinen Anspruch, eine Logik- oder Mengentheo-
rievorlesung zu ersetzen. Vielmehr sollen von einem pragmatischen Standpunkt ausge-
hend, die Inhalte vermittelt werden, die notwendig sind, Mathematik zu betreiben. Fiir
an grundlagentheoretischen Fragen interessierte Studenten? werde ich im SS 2002 ein
Proseminar zum Thema ,, Axiomatische Grundlagen der Mathematik* anbieten.

1. Aussagenlogik

1.1. Aussagen. Ein sprachlicher Ausdruck, welcher eindeutig wahr oder eindeutig
falsch ist, nennen wir eine Aussage.

Diese ,,Definition“ wird an dieser Stelle, obwohl das moglich wére [5], nicht weiter
philosophisch hinterfragt. Wir alle haben (hoffentlich) ein intuitives Verstandnis des Be-
griffes , Aussage®. Jedenfalls unterscheiden sich Aussagen klar von Fragen, Anweisungen
oder MeinungsiauBerungen. Bei letzteren ist der Ubergang zu Aussagen allerdings flie-
Bend. Ein sprachlicher Satz, bei welchem sich iiber wahr oder falsch vortreflich streiten
lieBe (,,Dieses Bild ist sehr schon“) wollen wir jedenfalls nicht als Aussage betrachten.

BEISPIELE 1.1.

24+3=5 (wahr)

P :=T. KUPPER ist Rektor der Universitit zu Kéln

p (wahr)
44+5=28 (falsch)

P ist falsch (falsch)

Warum studieren Sie Mathematik? (keine Aussage)

Wir verwenden die folgenden Hauptprinzipien der zweiwertigen Logik

— Prinzip der Zweiwertigkeit
— Extensionalitatsprinzip

1Der umgangssprachliche Begriff ,Mengenlehre* erinnert zu sehr an die Bildungsreform der 70er
Jahre und ist daher belastet. Die mathematische Mengentheorie ist jedenfalls nicht mit dem zu ver-
wechseln, was Padagogen unter , Mengenlehre® fiir die Klasse 5 verstehen.

’Das Wort H»otudent ist geschlechtsneutral zu verstehen.



6 I. GRUNDBEGRIFFE: MATHEMATISCHE SPRACHE UND MENGEN

Das Prinzip der Zweiwertigkeit besagt, dass eine Aussage entweder wahr oder falsch
ist. Diffuse Begriffe wie ,,ungefahr”, , meist wahr“ sind daher ausgeschlossen. Auch das
Alltagsprinzip , keine Regel ohne Ausnahme* ist nicht akzeptiert; vielmehr: ,jede Regel
ohne Ausnahme*.

Das Zweiwertigkeitsprinzip lasst sich aufspalten in

— Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch:
Eine Aussage kann nicht zugleich wahr und falsch sein,
— Tertium non datur - es gibt kein drittes:
Eine Aussage hat einen der Wahrheitswerte ,, wahr* oder ,falsch*.

Das Extensionalitiatsprinzip besagt, dass der Wahrheitswert einer zusammengesetzten
Aussage nur von den Wahrheitswerten ihrer Bestandteile abhéngt.

BEISPIELE 1.2. 1. Ich liebe Mathematik und ich wohne in Bonn
1 1

o O O

0 1
1 0
0 0

Er verlief3 das Land und wurde reich
Er wurde reich und verlie3 das Land

Beide Ausagen sind im Sinne der zweiwertigen Logik vollig aquivalent. Allerdings
enthalten beide Satze verschiedene sprachliche Intentionen. Diese werden durch die
zweiwertige Logik (zunéchst) nicht erfasst.

1.2. Aussageverkniipfungen. Aussagen konnen in verschiedener Weise mitein-
ander verkniipft werden. Aufgrund des Extensionalitétsprinzips kann man Verkniipfun-
gen in Form von Wahrheitstafeln darstellen. Die wichtigsten Verkniipfungen sind:

1.2.1. Kongunktion. AN\ B (sprich: A und B) ist genau dann wahr, wenn A und B
beide zugleich wahr sind.

Es stehen zwei Varianten von Wahrheitstafeln zur Verfiigung:

A|B|ANB
AANB |10 111 1
1 110 0]0 0
0 00 110 0
01 0
1.2.2. Disjunktion. AV B (sprich: A oder B)
A|B|AVB
111 1
0]0 0
110 1
01 1

Man beachte, dass in der deutschen Sprache das ,oder” oft im ausschliefenden Sinne
gebraucht wird. ,V“ hingegen ist im nichtausschliefenden Sinne zu verstehen!

BEISPIEL 1.3. Wollen Sie Tee oder Kaffee?
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Das ,,oder“ ist hier im ausschlieBenden Sinne gemeint. Ein Mathematiker kénnte
jedoch einfach mit ,ja“ antworten! Mein zweijiahriger Sohn hat das nichtausschliefende
,oder® iibrigens bereits verstanden. Er antwortet beim Abendbrot auf die Frage ,, Wurst
oder Kéase?* stets mit ,ja“.

Will man das ,,oder” ausschliefend verwenden, so bedient man sich der ,,entweder-
oder“-Konstruktion. Die Wahrheitstafel des ausschliefenden ,oder* (Antivalenz ge-
nannt) lautet:

A|B| Axor B

111 0

00 0

110 1

01 1

1.2.3. Negation. = A (sprich: nicht A). Die Negation ist eine unére Operation.

Al -A
110
0] 1

1.2.4. Implikation. A = B (sprich: A impliziert B). Weitere iibliche Sprechweisen
fiir die Implikation sind: ,, A impliziert B“, ,Wenn A dann B“, A ist hinreichend fiir
B*, B ist notwendig fiir A“.

Die Wahrheitstafel der Implikation bereitet erfahrungsgeméifl gewisse Schwierigkei-
ten:

A|lB|A=B
110 0
01 1
111 1
0|0 1

Zur Motivation diene folgende Betrachtung: Person X stelle die Behauptung A = B
auf. Wann konnen wir sicher sagen, dass X liigt? Falls A falsch ist, so ist die Aussage
A = B leer, also kann man X kaum der Liige iiberfithren. X ist nur dann der Liige
iiberfithrbar, wenn A falsch und zugleich B wahr ist. Dem entspricht obige Wahrheits-
tafel.

Man beachte, dass die extensionale Implikation keinerlei kausalen Zusammenhang
(weder implizit noch explit) zwischen A und B herstellt. Zur Illustration betrachten
wir:

Wenn Deutschland zu Furopa gehért, dann ist Schnee weifs.
oder
Wenn der Mond ein Wiirfel ist, so gehért Deutschland zu Australien.

Beide Aussage sind wahr! Die erste Aussage erweckt den Eindruck als wiirde ein
kausaler Zusammenhang zwischen der geographischen Lage von Deutschland und der
Farbe des Schneees bestehen. Die zweite (wahre!) Aussage diirften Menschen, die die
extensionale Implikation nicht kennen, als Unsinn betrachten.

Fazit. Ex falso sequitur quodlibet - aus dem Falschen folgt das Beliebige.



8 I. GRUNDBEGRIFFE: MATHEMATISCHE SPRACHE UND MENGEN

DEFINITION 1.4. Zwei zusammengesetzte Aussagen heiflen logisch &dquivalent
(Schreibweise =), falls ihre Wahrheitswerte fiir alle moglichen Wahrheitswerte ihrer
Teilaussagen iibereinstimmen.

SATZ 1.5. (A = B) ist logisch dquivalent zu (—A) V B, oder kurz
(A= B) = (mA)V B.

BEWEIS. Der Beweis ergibt sich aus der Betrachtung der folgenden Wahrheitstafel:

A|/B|A=B|-AV B
110 0 0
0]1 1 1
111 1 1
0]0 1 1
O
1.2.5. Aquivalenz. A < B (sprich: A ist dquivalent zu B)
A|B|A< B
111 1
0]0 1
110 0
0]1 0
BEMERKUNGEN 1.6. 1. Man mag sich die Frage stellen, was der Unterschied zwi-
schen ,=“ und ,,<“ ist. Diese beiden Zeichen liegen in der Tat sehr eng beieinander.

,="“ beinhaltet die Behauptung der logischen Aquivalenz wihrend , < lediglich ein
logisches Verkniipfungssymbol ist. Die zusammengesetzte Aussage A < B kann die
Wahrheitswerte 0 oder 1 annehmen. Hingegen sollten wir A = B lesen als: ,,unabhéngig
von den Wahrheitswerten der Teilaussagen von A und B ist die Aussage A < B stets
wahr.

2. Ahnlich der alten Schulregel ,,Punktrechnung geht vor Strichrechnung® gibt es
auch fiir die logischen Verkniipfungsymbole Bindungsprioritéten, die die Zahl der Klam-
mern in den Formeln reduzieren. Die Prioritdten lauten wie folgt:

4. =, &, =
Dies bedeutet, dass man statt (mA)V B einfach AV B schreiben kann. Ebenso konnen
in (AA B)V (C A D) die Klammern weggelassen werden. Es hat allerdings noch nie
geschadet, eine Klammer zu viel zu setzen!

1.3. Tautologien, Schlussregeln.

DEFINITION 1.7. Eine (zusammengesetzte) Aussage heifit eine Tautologie, falls sie
unabhingig von den Wahrheitswerten ihrer Teilaussagen wahr ist.

Sie heifit ein Widerspruch, falls sie unabhéngig von den Wahrheitswerten ihrer
Teilaussagen falsch ist. M.a.W. A ist genau dann ein Widerspruch, wenn —A eine Tau-
tologie ist.

Das Symbol fiir den Widerspruch lautet: L Absurdum
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BEISPIELE 1.8. Die folgenden Aussagen sind Tautologien:
AV —A,
AN-As L,
P=(PVQ),
PANQ=P

Man iiberpriift dies unmittelbar durch Aufstellen der jeweiligen Wahrheitstafel. Siehe
dazu auch die Wahrheitstafel (1.1).

SATz 1.9 (DE MORGANsche Regeln). Die DE MORGANschen Regeln zur Negation
einer Konjunktion bzw. einer Disjunktion lauten:

(P A Q)< —PV-Q,
(P V Q)& =P A Q.

BEWEIS. Der Beweis ergibt sich aus der Betrachtung der folgenden Wahrheitstafel:

Jede Tautologie liefert eine Schlussregel. Die wichtigsten Schlussregeln sind:

PIQ[-Pl-QI-(PAQ)[-PV -Q[~(PVQ)|-PA-Q
1100 0 0 0 0
010 1 | 1 i 1 1 1
100 1 i i 0 0
0l1]| 1] 0 i i 0 0

g

L [PANP=Q)]=Q (modus ponens)
2. [(P=Q) A (Q@=R)] = [P=R] (Gesetz des Syllogismus)
3. (P=Q) & (-Q = —P) (Widerspruchsbeweis 1. Variante, Kontrapositiv)
4. P& (-P=1) (Widerspruchsbeweis 2. Variante)
5. (A& B) & [(A= B) A (B=A) (Aquivalenzbeweis)

Jede dieser Tautologien beweist man durch Betrachtung der entsprechenden Wahrheits-
tafel. Beispielhaft beweisen wir 3.:

PlQ|P=Q|Q=-P|(P=Q)< (—-Q=-P)

111 1 1 1

1[0 0 0 1 (1.1)
011 1 1 1

00 1 1 1

Da in der rechten Spalte unabhéngig von den Wahrheitswerten von P und () stets eine
1 steht, handelt es sich in der Tat um eine Tautologie.

1.4. Aussageformen, Quantoren.

DEFINITION 1.10. Eine Aussageform ist ein sprachlicher Ausdruck mit einer oder
mehreren Leerstellen (Variablen) so, dass nach Ausfiillen der Leerstellen jeweils eine
Aussage entsteht.

Einer Aussageform selbst kommt kein Wahrheitswert zu.
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BEISPIELE 1.11. 1. P(x) = z ist Bundeskanzler
P(G. SCHRODER) (wahr)
P(M. LEschH) (falsch)

2. P(z,y,2) = (x+y=2)
P(2,3,4) (falsch)
P(2,3,5) (wahr)

Eine Aussageform, P(z), mit einer Variablen kann wie folgt zu einer Aussage quan-
tifiziert werden.

zu lesen als

3, P(z) | Es gibt mindestens ein x so, dass P(x) wahr ist.

V., P(x) | Fiir jedes beliebige = eingesetzt in P(x) wird P(z) zu einer wahren
Aussage.

Die Symbole 4,V werden nicht weiter erklart. Vielmehr wird ihr Gebrauch durch
Regeln festgelegt.
Ist P(a,b,c,d) eine Aussageform mit vier freien Variablen, so wird durch

Q(a,b,c) = F4P(a,b,c,d)
eine Aussageform mit drei Variablen und durch

R(a,b) =V.Q(a,b,c)
=V.34P(a,b,c,d)

eine Aussageform mit zwei Variablen. In der Formel V.3;P(a,b, ¢, d) spricht man von
a,b als freie Variablen und von ¢, d als (durch Quantoren) gebundene Variablen.
Die Regeln zum Gebrauch der Quantoren lauten:

AxioM 1.12 (Regeln fiir die Quantoren V,3). Sei A eine Aussage und P(z) eine

Aussageform. a sei ein Name fiir ein bestimmtes Objekt. Dann gilt:

1. P(a) = 3,P(x) ,Falls P fiir ein bestimmtes a richtig ist, so ist 3, P(x) richtig®;

2. ¥V, P(z) = P(a) ,Falls P(x) fir alle x gilt, so gilt es fir ein Individuum a*;

3. Vo(A= P(z)) = (A= V. P(x));
4. V. (P(x) = A) = (I, P(x) = A);
5. ﬁvxP(a:) = HI—\P($);
6. ~3,P(x) =V,~P(z).

Diese Regeln entsprechen unserer intuitiven Vorstellung von , fiir alle* und ,,es gibt“.
Dennoch handelt es sich um Axiome in dem Sinne, dass sie (jedenfalls aus den bisherigen
Betrachtungen heraus) nicht beweisbar sind.

WARNUNGEN 1.13. 1. Man beachte, dass die Reihenfolge der Quantoren wesent-
lich ist:

V3, ((z ist Mann) = (y ist Frau und « und y sind verheiratet))

,Jeder Mann ist mit einer Frau verheiratet. (falsch)

3,7.(..)
,Es gibt eine Frau, die mit jedem Mann verheiratet ist.“ (falsch)
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Zwar sind beide Aussagen falsch, doch ist ihr Sinn sehr verschieden.

V3, ((z ist Mensch) = (y ist biologische Mutter von ))

»Jeder Mensch hat eine biologische Mutter.* (wahr)
3,7(.)
,Es gibt eine Person, die biologische Mutter aller Menschen ist.* (falsch)

Diese Beispiele mogen noch so offensichtlich erscheinen. Glauben Sie mir, aus Er-
fahrung kann ich Thnen sagen, dass Fehler aus der Vertauschung von Quantoren bei der
Diskussion mathematischer Sachverhalte leider (nicht selten) vorkommen.

2. Quantoren sind sprachliche Elemente der Logik, die gewissen syntaktischen Regeln
gehorchen. Dazu gehort, dass die durch V und 4 gebundenen Variablen hinter den
Quantoren zu stehen haben.

Es ist eine weit verbreitete Unsitte, Quantoren als reine Abkiirzungen in den Text
einzustreuen (schlimmstenfalls hinter einer Formel). Auch wenn dies sogar unter profes-
sionellen Mathematikern vorkommt, so wird diese Unsitte im Rahmen dieses Kurses als
Fehler betrachtet werden! Beachten Sie, dass das systematische Negieren von Aussagen
nur unter Beachtung der syntaktischen Regeln mdglich ist.

Gelegentlich findet man noch den Ausdruck 3!. Dieser kann wie folgt aufgelost wer-
den:

W P(z) = (FP(x)) A Vey(P(z) A Ply) = = =y)
,Es gibt genau ein z, so dass P(z) gilt.“

1.5. Was ist ein Beweis? Grob gesagt, ist ein Beweis eine Abfolge von Aussagen
Ay, Ay, ..o Ay, wobed die i-te Aussage A; unter Anwendung der logischen Schlussregeln
zweifelsfrei aus den vorangegangenen Aussagen hervorgeht. Dabei ist A; die Hypothese
und A,, die Konklusion. Einzelne Beweisschritte lassen sich auf einige wenige Beweis-
schemata zuriickfithren. Im Folgenden werden diese im Einzelnen besprochen und sie
sollten sie sich gut einprédgen. Damit ist nicht gemeint, dass Sie die Beweisschemata
,Auswendig pauken* sollten. Vielmehr sollten Sie sie , verstehen“ und durch den tégli-
chen Umgang sollte sich ein Auswendig Lernen eriibrigen:

1.6. Beweisschemata.
1.6.1. Direkter Beweis.

yund“ in der Hypothese

,und®“ in der Konklusion

Aund B
A
B

A
B
Konklusion: A und B

V in der Hypothese

YV in der Konklusion

V. A(x)
A(t)

Sei z beliebig

A(2)
Konklusion: V, A(z)
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Implikation in der Hypothese Implikation in der Konklusion

A= B Angenommen A

A B

B Konklusion: A = B (nicht etwa B !)
,oder” in der Hypothese ,oder® in der Konklusion

AV B :

Beweis durch Fallunterscheidung: A

1. Angenommen A Konklusion: AV B

C

1. Konklusion: A = C
2. Angenommen B

C
2. Konklusion: B = C
Konklusion: C

3 in der Hypothese 3 in der Konklusion

Angenommen 3, A(x)
A(z) (z ist temporédrer Name fiir ein | A(t)
Ding, das existiert)

C' (z darf in C nicht als freie Variable
vorkommen)
Konklusion: C' Konklusion: 3, A(z)

1.6.2. Indirekter Beweis.

Widerspruchsbeweis 1. Variante Widerspruchsbeweis 2. Variante
(Kontrapositiv, Schlussregel 3 Seite 9 ) | Schlussregel 4 Seite 9
Behauptung: B Man méochte C' beweisen
Angenommen —B Widerspruchsannahme: =C

-A 1 (Widerspruch, absurdum)
Konklusion: A = B Konklusion: C

1.6.3. Aquivalenzbeweis. Das folgende Beweisschema fiir einen Aquivalenzbeweis
kann sowohl fiir einen direkten wie auch fiir einen indirekten Beweis verwandt wer-
den:
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Behauptung: A < B
1. Angenommen A

B
1. Konklusion: A = B
2. Angenommen B

A
2. Konklusion B = A
Konklusion: A < B

2. Mengen

Es scheint eine menschliche Eigenschaft zu sein, gewisse Dinge unseres Alltags zu
groferen Einheiten zusammenzufassen (,,Die Bevolkerung der Bundesrepublik“, , Die
Einwohner Bonns, die mit dem Fahrrad zur Arbeit fahren...“). Der grundlegende Begriff
der Mathematik ist daher der der Menge. Dabei steht ,, Menge® nur fiir die Zusammen-
fassung gewisser Objekte zu einer Einheit. Im Sprachgebrauch intendiert der Begriff
»Menge“ mitunter auch eine gewisse Grofe (,Das ist aber eine Menge Arbeit®). Der
mathematische Begriff der Menge sagt nichts iiber Grofie aus.

Historisch hat sich der Mengenbegriff in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhundets
herausgebildet. Wir nehmen hier den naiven Standpunkt ein und definieren nach G.
CANTOR.

DEFINITION 2.1. (Naive Mengendefinition) Eine Menge ist eine Zusammenfassung
wohlunterscheidbarer Objekte der Anschauung oder des Denkens.

Es sei nicht verschwiegen, dass diese Definition nicht unproblematisch ist (vgl. Satz
2.2 unten). Daher wurde zu Beginn des letzten Jahrhunderts auch der Mengenbegriff auf
eine axiomatische Grundlage gestellt. Diese sog. ZERMELO-FRAENKEL Theorie konnen
wir im Rahmen dieses Kurses jedoch nur am Rande streifen. Dieser Problemkreis wird
im SS 2002 in dem fakultativen Proseminar , Axiomatische Grundlagen der Mathema-
tik* vertieft werden. Fiir ein Objekt x und eine Menge A gilt stets

r€e€A ,xistin A, .z ist Element von A,

oder
r g A=-(x € A) ,x ist nicht in A“, | x ist nicht Element von A*.

2.1. Gleichheit, Teilmengen. Der Begriff der Gleichheit ist nicht weiter definier-
bar: y = x bedeutet, dass x und y Bezeichnungen fiir ein und dasselbe Objekt sind.
Es ist aber eine Besonderheit der Mengentheorie, dass zwei Mengen schon durch ih-
re Elemente bestimmt sind: das Fxtensionalititsaziom der Mengentheorie besagt, dass
zwei Mengen A und B schon dann gleich sind, wenn sie dieselben Elemente enthalten,
genauer

A=B & V,(x€ A< zeB).
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Man nennt B eine Teilmenge von A, Schreibweise: B C A, falls aus = € A bereits
x € B folgt:
BCAeV, (reB = xcA).

Dabei bedeutet der Doppelpunkt vor ,<“ dass die linke Seite durch die rechte Seite
definiert wird, lies: , per definitionem #quivalent zu“. Ahnlich ist ,:=* zu lesen als , per
definitionem gleich®.

Falls B C A so ist nicht ausgeschlossen, dass B = A. Man nennt B eine echte
Teilmenge von A, falls B C A und B # A und schreibt dafiir B C A.

Offenbar gilt

A=B < (AC B) AN (BCA).

Dies liefert zugleich eine haufig verwendete Beweisstrategie: um A = B zu zeigen geht
man in zwei Schritten vor. Zunéchst zeigt man © € A = 2z € B. Im zweiten Schritt
zeigt man x € B =z € A.

2.2. Quantoren iiber Mengen. Sei A(z) eine Aussageform und X eine Menge.
Héufig schreibt man

zu lesen als
JrexA(x) | Es gibt ein z € X, so dass A(z)
VeexA(z) | Fir alle z € X gilt A(x)

Dies ldsst sich auf die bisherige Verwendung der Quantoren wie folgt zuriickfiihren:
JexAlz) & Elz((x €X)A A(x)),
VeexAz) & Vo((z € X) = A(z)).

Zum Beispiel kann man die Teilmengenbeziehung und die Mengengleichheit nun wie
folgt ausdriicken:

B CA & Vyepbe A,
Wie wir sehen, ist der neue Ausdruck fiir B C A kiirzer, wiahrend der neue Ausdruck

fiir B = A nicht unbedingt iibersichtlicher ist.

2.3. Konstruktion von Mengen. Es gibt eine ganze Reihe von Operationen, die
es erlauben, Mengen zu konstruieren.

2.3.1. Aussonderung. Ist A(x) eine Aussageform und X eine Menge, so ist gibt es
eine Menge Y mit der Eigenschaft

yeY esye X AAy).

Y besteht also aus all denjenigen = € X fiir die A(x) zutrifft. Die folgende Schreibweise
zur Definition von Y ist gebrauchlich:

V={zeX | Ax)}.
Die Aussageform A(x) sondert Y aus X aus.

Man beachte, dass die Aussonderung aus einer vorgegebenen Menge vorgenommen
wird. L.a. ist eine Mengenbildung der Art

X ={z | A(z)}
= {alle Objekte , fiir die A(x)}
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unzulassig. Als Beispiel diene
SATz 2.2 (RUSSEL’s Antinomie). *
X = {x | T Menge}
1st keine Menge. M.a.W. es gibt keine Menge aller Mengen.

BEWEIS. Angenommen X wére eine Menge. Aufgrund des Aussonderungsprinzips
wére dann auch

R = {x e X } x ¢ :L'}
eine Menge (die Menge aller derjenigen Mengen, die sich nicht selbst enthalten).

1. Fall: R € R. Aufgrund der Definition von R ist dann R ¢ R. Widerspruch!
2. Fall: R ¢ R. Dann folgt R € R. Dies ist wiederum ein Widerspruch.

Die Annahme, dass X eine Menge ist fiihrt in beiden Féllen zu einem Widerspruch.
Damit ist die Annahme falsch und der Satz bewiesen. U

Der naive Mengenbegriff fiihrt also bei zu unbedarftem Umgang zu Widerspriichen.
Bei korrekter Anwendung des Aussonderungsprinzips sind Widerspriiche bisher nicht
bekannt. Dies mag zunéchst unbefriedigend erscheinen. In der Tat kann man zeigen,
dass es keinen Beweis der Widerspruchsfreiheit der ZERMELO—FRAENKELschen Men-
gentheorie geben kann (jedenfalls dann nicht, wenn man sich dabei der Sprache der
Mengentheorie bedient). Dies ist weniger schlimm als es scheint: sollten in der Tat Wi-
derspriiche entdeckt werden, so wiirde aller Wahrscheinlichkeit nach damit nicht die
Mathematik zusammenbrechen. Vielmehr wiirde man das ZERMELO-FRAENKELsche
Axiomensystem korrigieren miissen. Es ist kaum zu erwarten, dass eine solche Korrek-
tur auf die ,Mathematik des Alltags* wesentliche Auswirkungen hétte.

2.3.2. Enumerative Mengenbildung. Sind Objekte a, b gegeben, so bezeichnet {a, b}
die Menge, die genau diese Objekte enthélt.

2.3.3. Leere Menge. Eine Konsequenz der Aussonderung ist die Existenz einer Men-
ge ohne Elemente, der sogenannten leeren Menge: Sei X irgendeine Menge. Setze

0= {xeX ! x;«éx}
Offenbar ist
Vex & 0.
Da Mengen schon dann gleich sind, wenn sie dieselben Elemente besitzen, gibt es nur
eine leere Menge. Wir sprechen also von () als der leeren Menge. Die leere Menge ist
Teilmenge jeder Menge!

2.3.4. Vereinigung und Durchschnitt. Fiir zwei Mengen A, B ist die Vereinigung
AU B erklart durch

AUB = {x | xeA\/xeB}.
Ist allgemeiner .# ein Mengensystem (eine Menge von Mengen) so setzt man
UZ = |UF = {2| IrerzeF}.
FeZ

3Bertrand Russel, 1872-1970, brit. Mathematiker und Philosoph, Nobelpreis fiir Literatur 1950.
Nur wenige Mathematiker haben, allerdings in anderen Disziplinen, einen Nobelpreis erhalten. Fiir
Mathematik gibt es keinen Nobelpreis, siehe dazu [2].
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Man beachte, dass das Aussonderungsprinzip fiir die Definition der Vereinigung nicht
greift. Es gehort zu den Aziomen der Mengentheorie, dass die Vereinigungsbildung eine
zuldssige Operation ist.

Der Durchschnitt zweier Mengen A, B ist definiert durch

AN B = {xEAUB‘xGA/\xEB}
= {$€A|x€B}
= {xEB|x6A},

bzw.

ﬂ? = ﬂ F = {xEU?‘VFeyxEF}.

FeF

2.3.5. Potenzmenge. Ist X eine Menge, so bezeichnet P(X) = {Y ! Y C X}
die Potenzmenge von X. P(X) ist die Menge aller Teilmengen von X. Dass P(X)

tatséchlich eine Menge ist, gehort ebenfalls zu den Aziomen der Mengentheorie.
2.3.6. Komplement. Seien A, B Mengen. Die Differenz, A\ B, ist erklart durch

A\B = {z €A | xz¢B}.

Sind alle betrachteten Mengen Teilmengen einer festen Grundmenge X, so schreibt man
an Stelle von X \ A auch CA oder A¢ und nennt A°¢ das Komplement von A (in X).
Offenbar gilt (A°)° = A.

SATz 2.3 (DE MORGANsche Regeln). Sei .# C P(X) ein System von Teilmengen

von X. Dann gilt
Usr=Nr

FeZ
Jzr = r
FeZ
BEWEIS. Sei z € (U.%)°. Dann ist
oder
r€X A Vpegzr & F,

also
r€X N Vpezgx € F°,

und somit x € (pcs F° Da die Schliisse umkehrbar sind, folgt die erste Formel.
Die zweite Formel folgt aus der ersten:

() B)° = () F))

Fez Fez

~(U

FeF

= r-

FeZ
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2.3.7. Geordnete Paare und das kartesische Produkt. Fiir Objekte a, b ist das geord-
nete Paar definiert durch
(a,b) = {{a},{a,b}}.

LEMMA 2.4. Sind (a,b), (c,d) geordnete Paare, so gilt
(a,b) = (c,d) & a=cANb=d.
BeEwEIs. Offenbar ist nur ,,=* beweisbediirftig. Sei also

{{a}.{a,0}} = {{c} {c.d}}. (2.1)
Dann ist
{a} € {{c}, {c.d}}.
1. Fall: {a} = {c}
Dann ist a € {c} und somit a = c.
2. Fall: {a} ={¢, d}
Dann sind ¢, d € {a} und folglich ¢ = d = a.
Damit ist a = ¢ bewiesen.
Weiterhin liefert (2.1) die Beziehung {a,b} € {{c},{c, d}}.
1. Fall: {a,b} = {c}
Wie oben folgt a = b = ¢. Dann ist aber
{{eh e diy = {{a} {a,a}} = {{a},{a}} = {{a}}
und somit {¢,d} = {c} = {a}, also auch d =c=a =b.
2. Fall: {a,b} = {c,d}
Dann ist d € {a,b}, also d = a oder d = b. Ist d = b so sind wir fertig.
Ist hingegen d = a = ¢, so folgt wie oben aus {a,b} = {c,d} = {c} auch
b=c=d.
U

Sind A, B Mengen, so definieren wir das kartesische Produkt, A x B, als die Menge
aller geordneten Paare von Elementen aus A und aus B:

AxB = {(a,b) | a€ Ab e B}
= {2 € B(P(A U B)) | JocaFhepz = (a,b)}.
Dabei zeigt die zweite Zeile, dass es sich bei A x B tatsdchlich um eine Menge

handelt.
3. Relationen und Abbildungen

3.1. Relationen.

DEFINITION 3.1. Seien X,Y Mengen. Eine Teilmenge R C X X Y nennt man auch
eine Relation von X nach Y. Ist X =Y so spricht man von einer bindren Relation auf

X.
Fiir eine Relation R von X nach Y erklart man den Definitionsbereich durch
2(R) :={x € X | Jyev(z,y) € R}. (3.1)
Das Bild R is analog definiert als
Z(R) = {y ey ‘ Jrex(z,y) € R}. (3.2)
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BEISPIELE 3.2. 1.
X = {Studenten der Universitiat zu Koln},
(z,y) € R & x und y studieren dasselbe Fach.

2. Auf der Menge der ganzen Zahlen, Z, ist < eine binédre Relation.

DEFINITION 3.3. Eine binidre Relation ~ auf X heifit

— reflexiv, falls © ~ x fiir alle z € X,

— symmetrisch, falls aus x ~ y auch y ~ x folgt,

— transitiv, falls aus x ~ y und y ~ z auch x ~ z folgt.
Eine binére Relation ~ auf x heifit Aquivalenzrelation, falls sie reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist.

BEISPIELE 3.4. 1. Relation 1. aus Beispiel 3.2 ist reflexiv und symmetrisch, jedoch
nicht transitiv.

Zum Beweis betrachten wir einen Studenten x mit den Fachern Mathematik und
BWL, einen Studenten y mit den Fachern Mathematik und Physik sowie einen Studen-
ten z mit den Féchern Physik und Chemie. Dann ist x Ry, yRz jedoch nicht xRz.

2. Relation 2. aus Beispiel 3.2 ist reflexiv und transitiv, nicht jedoch symmetrisch.

3. ) C Z x 7Z ist symmetrisch und transitiv, jedoch nicht reflexiv.

4. Sei X ={Menschen} und setze

x ~ 1y < x,y sind beide Raucher oder beide Nichtraucher.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Wir betrachten nun eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X. Fiir z € X nennt
man

[z] = {yeX |y~ua}
die Aquivalenzklasse von X. Desweiteren ist
X/~ = {Y € BX) | TuexY = [z]}
= {[z] € B(X) } ve X}

die Menge der Aquivalenzklassen bzw. der Quotient von X nach ~.
Ein System % C P(X) nichtleerer Teilmengen (d.h. Vre s F' # ()) nennen wir eine
Partition von X, falls gilt

(i) UZ =X,
(i) die Elemente von .# sind paarweise disjunkt, d.h.
Viges (F=GVFNG=0).
Zu einer solchen Partition .% erkliren wir eine Relation ~ 4 auf X wie folgt:
r~gy & drega,y €F
& x,y gehoren zur selben Menge der Partition.

~ g ist eine Aquivalenzrelation. Reflexivitdt und Symmetrie sind offensichtlich. Zum
Beweis der Transitivitit betrachten wir z,y,z € X mit x ~2 y und y ~# z. Dann gibt

es ;G € . mit z,y € Fund y,z € G. Damit ist y € ' N G. Da die Elemente von .#
paarweise disjunkt sind, folgt daraus schon F' = G und somit = ~# 2.
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Der folgende Satz sagt uns, dass Aquivalenzrelationen und Partitionen im Grunde
dasselbe sind.

SATZ 3.5. Sei X eine nichtleere Menge.

1. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Dann ist F = X/ ~ eine Partition von
X und es gilt ~g=r.

2. Sei F eine Partition von X. Dann ist ~z eine Aquivalenzrelation und es gilt
X/, =F.

BEWEIS. 1. Seien z,y € X. Ist [x] N [y] # 0, so gibt es ein z € [z] N [y], also
x ~ zund z ~ y. Aus der Transitivitdt folgt + ~ y. Wieder aus der Transitivitéit
folgt nun fir jedes a € [z] auch a ~ y. Also ist [x] C [y] und aus Symmetriegriinden
[z] = [y]. Damit ist gezeigt, dass die Aquivalenzklassen paarweise disjunkt sind. Jede
Aquivalenzklasse [z] enthiilt das Element z, sie ist also nicht leer. Jedes 2 € X gehort
zur Aquivalenzklasse [z]. Damit ist gezeigt, dass .# = X/ ~ eine Partition von X ist.
Weiterhin

T ~FY = H[z]eX/Nil’,yE[Z]
S dex:i(x~z2)AN (2 ~y)
= T~y

2. Dass ~z eine Aquivalenzrelation ist, wurde bereits oben gezeigt. Sei € X und
F € 7 die einzige Menge mit x € F. Man sicht nun unmittelbar, dass [z] = F. O

Aquivalenzrelationen werden uns noch sehr hiufig begegnen!

3.2. Abbbildungen.

DEFINITION 3.6. Eine Relation f von X nach Y nennt man eine Abbildung, falls es
zu jedem x € X genau ein y € Y mit (x,y) € f gibt.

Man betrachtet Abbildungen auch als Zuordnungsvorschriften. Jedem x € X ist
genau ein y € Y, namlich dasjenige mit (z,y) € f, zugeordnet. Wir schreiben daher
Abbildungen als

f: X =Y

Anstelle von (z,y) € f schreibt man y = f(x).

In der Literatur werden Abbildungen oft als Zuordnungsvorschriften definiert und
es wird zwischen der Abbildung f und ihrem Graphen I'(f) = {(z,y) € X x Y ‘
y=1F (x)} unterschieden. Bei dieser Definition stellt sich die Frage was unter einer
Zuordnungsvorschrift zu verstehen ist. Historisch ist das lange diskutiert worden. Es
gab Mathematiker, die unter einer Zuordnungsvorschrift eine konkrete Rechenvorschrift
zur Berechnung von f(x) aus x verstehen wollten. Dieses Verstédndnis hat sich als zu
eng gefasst erwiesen.

Die heutige mengentheoretische Sichtweise des Abbildungsbegriffes hat sich durchge-
setzt. Die oft angetroffene Unterscheidung zwischen der Abbildung und ihren Graphen
ist dann jedoch kiinstlich und eigentlich obsolet.
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BEISPIELE 3.7. 1. f:N—=N, k— k+2.
Falls die Zuordnungsvorschrift tatsédchlich in Form einer Formel angegeben wer-
den kann, so bedient man sich der vorstehenden Notation.
2. Sei X die Menge der Studenten der Uni Kéln. Die Zuordnung

f: X — N, x+— Matrikelnummer von x

ist eine Abbildung.
3. Sei X wie in 2. und Y die Menge der Fakultdten der Uni Koln. Wir setzen

f: X =Y, x— Fakultdt des Hauptfaches von x.

Moglicherweise ist dies jedoch keine Abbildung, da es Studenten geben soll, die
ein Doppelstudium durchfiihren.
4. Auf einer beliebigen Menge X ist die Identitét, idy, erklart durch

idy : X — X,z =z,
bzw.
idy = {(z,9) e X x X | =y}
Sei f: X — Y eine Abbildung. Fiir A C X heifit

fA) = {yeY | Foeafz) =y}
das Bild von A unter f. Diese Begriffshildung steht natiirlich in Beziehung zum in
(3.1) bereits definierten Bild einer Relation. Fiir A C X bezeichnen wir zundchst mit
g := flA die Einschrinkung von f auf A, dh. g: A — Y,a+— f(a) bzw. in mengen-
theoretischer Notation g = f N A x Y. Dann ist f(A) = g(A) = Z(g).
Desweiteren bezeichnet fiir B C Y
f74(B) = {z € X | f(x) € B}
das Urbild von B unter f.
Sind f: X =Y, ¢g:Y — Z Abbildungen, so definiert man ihre Komposition durch
gof: X—Z (go f)lx):=g(f(2)), (3-3)
bzw.
gof={(z.2) € XxZ | Jyev((w,y) € f N (y.2) €9)}. (3.4)
Die Komposition kann analog auch fiir Relationen erklart werden.

SATZ 3.8. Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt fir A BC X, C,DCY
fi(CuD) = fH(C)u fFH(D),
fHCn D)y = f7H(C) n f7H(D),
f(AU B)= f(A) U f(B).

WARNUNG 3.9. Im allgemeinen ist f(A N B) # f(A) N f(B). Als Gegenbeispiel
betrachten wir X =Y = {1,2} und die Abbildung

f: X—=Y z—1firz=1,2.

Dann ist einerseits {1} N {2} = 0, also f({1} N {2}) = 0. Andererseits ist f({1}) N
F{2h) = {1} #0.
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BEWEIS VON SATZ 3.8. Wir beweisen beispielhaft die zweite Gleichung:
re€ fH(C N D)
& f(zr)eC N D
& (f(x) € C) A (fz) € D)
S (ze fHO) A (ze f7HD))
sz fH(C)n (D).
O

LEMMA 3.10. Fiir Abbildungen A J.p % oD gilt das Assoziativgesetz
ho(gof) = (hog)olf
BEWEIS. Fiir a € A ist
(ho(go f))a) = h((g o f)a)) = h(g(f(a)))
=(h o g)(f(a)) = ((hog)o f)la)

DEFINITION 3.11. Eine Abbildung f : X — Y heifit
— injektiv, falls V, pex f(z) = f(2') = v =12/,
— surjektiv, falls Vyey Jpex f(z) =y,
— bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

BEISPIELE 3.12. Die Abbildung von Beispiel 3.7 2. ist sicher nicht surjektiv, da es
mehr natiirliche Zahlen als Studenten gibt. Da Studenten durch ihre Matrikelnummern
eindeutig identifizierbar sein sollen, diirfte die Abbildung, ein fehlerfreies Arbeiten des
Studentensekretariats vorausgesetzt, injektiv sein.

Die Abbildung von Beispiel 3.7 3. ist surjektiv und nicht injektiv. Wire sie nicht
surjektiv so géibe es Fakultédten ohne Studenten, wire sie injektiv, so héitte jede Fakultét
hochstens einen Studenten.

Fiir eine bijektive Abbildung f : X — Y definiert man die Umkehrabbildung = :
Y — X wie folgt
I () €Y x X | () € f). (3.5)
f~1ist tatséichlich eine Abbildung: ist y € Y gegeben, so gibt es wegen der Surjek-
tivitdt von f ein x € X mit f(z) = y. Wegen der Injektivitat von f ist x eindeutig
bestimmt, also f~!(y) = x. Es gilt offenbar

foft =idy, f'lof = idyx.
Man beachte, dass das Symbol f~! in zwei Bedeutungen gebraucht wird. Die Um-

kehrabbildung ist nur fiir bijektive Abbildungen erklart. Hingegen ist das Urbild von
Mengen fiir jede Abbildung definiert. Die Unterscheidung ergibt sich aus dem Kontext!

SATZ 3.13. Sei f : X — Y eine Abbildung.
1. f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g : Y — X so gibt, dass
go f=idy.
2. f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g : Y — X so gibt, dass
f c g= ldy
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BEWEIS. 1. Zunéchst sei g : Y — X mit g o f = idx. Ist nun f(z) = f(2') fir
x,x’ € X, so folgt

also ist f injektiv.
Umgekehrt sei f injektiv. Dann ist f : X — f(X) C Y eine bijektive Abbildung,.
Sei f~!: f(X) — X die Umkehrabbildung. Wihle irgendein 2y € X und setze

Lo, ygf(X%

Y — X —
! Y {f‘l(yL y € f(X).

bzw. in mengentheoretischer Schreibweise

g={,2) €Y xX [ ((y & [(X)) Ne=u0) V ((z,9) € f)}.
Dann ist offenbar g o f =idy.
2. Zunéchst sei g : Y — X mit f og = idy. Ist nun y € Y so folgt f(g(y)) =
(f o g)(y) =y und f ist surjektiv.
Zum Beweis der Umkehrung benétigt man das Auswahlaxiom (s. Axiom 3.16). Infor-

mell funktioniert der Beweis wie folgt: Zu y € Y wdhlen wir aufgrund der Surjektivitéat
von f ein ¢g(y) € X mit f(g(y)) = y. g ist die gesuchte Abbildung. O

Der letzte Teil des Beweises hinterldsst ein ungutes Gefiihl, da der Auswéhlpro-
zess nicht weiter spezifiziert wird. Bei unendlichen Mengen wird man unendlich oft
auswahlen miissen und praxisorientierte Menschen mogen so etwas fiir fragwiirdig hal-
ten. Ob eine derartige Schlussweise zuléssig ist, wurde zu Beginn des letzten Jahr-
hunderts in der Tat lange diskutiert. Es zeigte sich, dass man bei Ablehnung solcher
Schlussweisen im Grunde ganze Gebiete der Mathematik negieren muss. Siehe auch die
Diskussion im Anschluss an Axiom 3.16 bzw. im Abschnitt 3.4 unten.

Zum Schluss zeigen wir noch eine erste Anwendung des Begriffes der Aquivalenzre-
lation:

Sei f: X — Y eine Abbildung. Auf X erkldren wir eine binédre Relation wie folgt:

rr~pa e fx) = f(2).
Man iiberzeugt sich sofort, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Wir erkldren nun
[ X/ ~p=Y
durch
flz]) = fl).

f ist wohldefiniert, denn sind x, 2’ mit [2] = [2'] so ist auch f(z) = f(2’). Wir erhalten
das kommutative Diagramm
f

X

Y

|

X/~
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Dabei ist 7(z) = [x] die kanonische Projektion. Wir zeigen noch, dass f injektiv ist:
ist f([z]) = f([]), so ist f(z) = f(2'), also z ~; 2’ und somit [z] = [2'].

Wir haben also die Abbildung f = f o 7 zerlegt in das Produkt einer surjektiven
und einer injektiven Abbildung.

3.3. Indizierte Familien, allgemeines kartesisches Produkt und das Aus-
wahlaxiom. Ist man bei einer Abbildung f : I — X weniger an den Eigenschaften
der Zuordnungsvorschrift als an den Werten f(7) interessiert, so benutzt man haufig die
Indexschreibweise, etwa

(x;)ier, wobei x; = f(i),
und nennt (z;);c; eine Familie mit Indexmenge I.
Ist (X;)ies eine Familie von Mengen (i.e. eine Abbildung f : I — %, X, := f(i)),
so wollen wir das allgemeine kartesische Produkt [] X; erkléren. Dazu betrachten wir
iel
zundchst I = {1,2} und setzen
o {f:F->X1UXo| f(1) € X1,[(2) € Xo} = X1 x X,
o= (f(1), £(2).
¢ is offenbar eine Bijektion. M.a.W. das kartesische Produkt X; x X, kann als

eine gewisse Menge von Abbildungen von {1,2} nach X; U X, aufgefasst werden. Wir
definieren daher

DEFINITION 3.14. Ist (X;);es eine Familie von Mengen, so heifit
[[x = {r1-Ux ‘ Vierf(i) € Xi}
il i€l
das kartesische Produkt der Familie X;.

LEMMA 3.15. Seien X,Y Mengen. Genau dann ist X x Y = () wenn X = () oder
Y =0.

BEWEIS. Ist X = () oder Y = () so ist offenbar X x Y = (. Ist X # 0 und Y # 0 so
gibt es ein € X und ein y € Y und es folgt (z,y) € X x Y, also X x Y # (). O

Erstaunlicherweise ist die analoge Aussage fiir ein beliebiges kartesisches Produkt
auf der Basis der bisher formulierten Axiome nicht beweisbar.

AxIoM 3.16 (Auswahlaxiom). Sei (X;);e; eine Familie nichtleerer Mengen. Dann
gibt es eine Abbildung (Auswahlfunktion!)

f:1 — U X;
iel
mit f(i) € X; fir allei e I. M.a.W.
[]x # 0.
i€l
Die Auswahlfunktion f wdhit also simultan aus jedem X; ein Element f(i) aus.

Das Auswahlaxiom garantiert die Existenz geniigend vieler Abbildungen. Es entspricht
unserer Intuition. Man beachte jedoch seinen nicht konstruktiven Charakter.
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Wir diskutieren kurz wie man das Auswahlaxiom im letzten Teil des Beweises von
Satz 3.13 benutzt: Sei also f : X — Y surjektiv. Wir betrachten die Familie von Mengen

(f{yD)yer

Da f surjektiv ist, ist f~1({y}) # 0 fiir alle y € Y. Aufgrund des Auswahlaxioms gibt
es also eine Abbildung

g:Y = J My = X
yey
mit g(y) € f~*({y}) fiir jedes y € Y. Dies bedeutet aber nichts anderes als

Vyey f(9(y)) = v.

3.4. Die Axiome der Mengentheorie. Wir haben im bisherigen Verlauf des
Abschnitts 3 fast alle Axiome der sog. ZERMELO-FRAENKELschen Mengentheorie in
informeller Weise kennengelernt. Ich moéchte diese Axiome hier, zumindest soweit dies
moglich ist, nochmals zusammenstellen.

Axiom 0 (Existenz). Es gibt eine Menge:
3, (z = x).
Axiom 1 (Extensionalitit). Zwei Mengen X,Y sind genau dann gleich, wenn sie
dieselben Elemente besitzen:
Vxy(Va(z€ X & 2€Y) = X =Y).
AXIOM 2 (Aussonderung). Ist X eine Menge und A(x) eine Aussageform, so ist
auch {x € X | A(z)} eine Menge:
VxdYV,zeY & (e X) AN Ax).
AxioM 3 (Paaraxiom). Fir a,b ist {a,b} eine Menge:
VopIuVez €M & x=aV =0

AxioM 4 (Vereinigung). Fiir jedes Mengensystem F existiert die Vereinigungsmen-
ge U :
VeduVex € M < dpczx € F.

AxioMm 5 (Potenzmenge). Fir jede Menge X existiert die Menge aller Teilmengen
P(X):
Vx3dpV,2e P & 2z C X.

AX10M 6 (Unendlichkeitsaxiom). Dieses kann hier nur informell mitgeteilt werden.
Es besagt, dass es eine unendliche Menge, etwa die natiirlichen Zahlen gibt.

AxIoM 7 (Ersetzungsaxiom). Dieses Aziom kann an dieser Stelle nicht erkldrt wer-
den. Interessierte Studenten verweise ich auf mein Proseminar im kommenden Som-
mersemester oder auf (3, 1|. Zur Beruhigung sei aber gesagt, dass das Ersetzungsaziom
fiir diesen Kurs ohne Bedeutung ist.

Axiom 8 (Regularitit, schwache Form). Es gibt keine Menge, die sich selbst als
Element enthdlt:

Vx X & X.
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AXIOM 9 (Auswahlaxiom). Sei (X;);er eine Familie nichtleerer Mengen. Dann gibt
es eine Abbildung
fiI = |JX
i€l

mit f(i) € X; fir allei € 1.

Die Axiome 0-8 nennt man die ZERMELO-FRAENKELschen Axiome der Mengen-
theorie (ZF). Unter ZFC versteht man ZF + Axiom 9 (C steht fiir ,,choice®). Man
kann die gesamte Mathematik im Grunde aus ZFC ableiten. Wie auf Seite 15 bereits
ausgefiithrt wurde, ist es nicht bekannt ob ZFC widerspruchsfrei ist; wir alle hoffen dies
natiirlich. Das Auswahlaxiom war lange Zeit Gegenstand kontroverser Diskussionen.
Man weifl heute jedoch folgendes:

Ist ZF widerspruchsfrei, so auch ZF+C.
Ist ZF widerspruchsfrei, so auch ZF+- C.

D.h. falls das Axiomensystem 0-8 widerspruchsfrei ist, so fithrt weder die Akzeptanz
des Auswahlaxioms noch seine Ablehnung zu Widerspriichen.

Damit wird die Akzeptanz des Auswahlaxioms zu einer Frage des Geschmacks. Unter
rein pragmatischen Gesichtspunkten kann man auf das Auswahlaxiom jedoch nicht
verzichten und so werden wir es im Folgenden akzeptieren. Gelegentlich werde ich jedoch
darauf hinweisen, wenn das Auswahlaxiom verwendet wird.

Das Auswahlaxiom hat eine ganze Reihe dquivalenter Formulierungen auf die wir
hier nicht weiter eingehen. Wir mochten jedoch eine erstaunliche Anwendung des Aus-
wahlaxioms zumindest erwidhnen. Dazu zunéchst einige Bezeichnungen:

Sei X eine Menge und . C PB(X) ein System von Teilmengen von X. F' € .F heifit
mazimal, falls aus G € .% und F' C G bereits F' = G folgt. Eine Teilmenge 2~ C %
heifit eine Kette, falls fiir K, Ky € £ stets K; C Ky oder Ky C K gilt.

THEOREM 3.17 (spezielle Form des ZORNschen Lemmas). Sei X eine Menge und
F C PB(X) ein System von Teilmengen von X. Gilt fir jede Kette & C F auch

(U K)eﬁ

Kex

so besitzt F ein maximales Element.

Waihrend das Auswahlaxiom recht intuitiv ist, ist Theorem 3.17 eine starke Exis-
tenzaussage, die Sie im Laufe Thres Studiums noch oft benotigen werden. Umso erstaun-
licher ist es, dass auf der Grundlage der Axiome 0-8 Theorem 3.17 und das Auswahl-
axiom dquivalent sind.

Der Beweis von Theorem 3.17 kann nicht konstruktiv sein. Man starte etwa mit
Fy € #. Ist F} maximal, so sind wir fertig, sonst gibt es Fy, € . %, I} ;Cé F,. Man fahre
so fort und erhilt eine Kette (F),)n=12... Nun bilde man

F = F.
n=1
Aufgrund der Voraussetzung tiber Ketten in Theorem 3.17 ist F L € .F. Ist F 1 maximal

so sind wir fertig, sonst gibt es F, ... Es ist nicht klar, wie dieser Prozess zum Erfolg
fithren soll!
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Ich verweise nochmals auf das im SS 2002 geplante Proseminar, wo diese grund-
lagentheoretischen Fragen vertieft werden. Insbesondere werden Sie dort einen Beweis
von Theorem 3.17 kennenlernen.



KAPITEL II

Natiirliche, ganze und rationale Zahlen

In diesem Kapitel werden wir die natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen
einfithren. Wir gehen dabei von den PEANO—-Axiomen fiir die natiirlichen Zahlen aus.
Die Konstruktion der ganzen und rationalen Zahlen werden wir nur streifen, da diese
in der Vorlesung Lineare Algebra von Herrn FAIGLE behandelt worden ist.

1. Die Peano—Axiome der natiirlichen Zahlen, vollstidndige Induktion

Die natiirlichen Zahlen entspringen dem Zéahlen, eine Fahigkeit, die in (fast) allen
Kulturen existiert. Es soll jedoch einen Stamm siidamerikanischer Ureinwohner geben,
in dessen Sprache nur die Zahlen 1,2,3 existieren; groflere Zahlen werden durch einen
Blick vélliger Bestiirzung ausgedriickt. Von L. KRONECKER stammt der Ausspruch
,die natiirlichen Zahlen hat Gott geschaffen, alles andere ist Menschenwerk*.

G. PEANO hat zuerst Axiome formuliert, die die natiirlichen Zahlen vollstandig
beschreiben. Man kann aber auch, ausgehend von der ZFC-Mengentheorie, ein Modell
der natiirlichen Zahlen konstruieren. Dann werden die PEANO—Axiome zu beweisbaren
Satzen. Diese Konstruktion kénnen wir hier aus Zeitgriinden nicht durchfithren. Inter-
essierte Studenten verweise ich auf die Biicher [4, 1] bzw. auf mein Proseminar im SS
2001. Die PEANO-Axiome der natiirlichen Zahlen lauten:

Axiom 1.1 (PEANO-Axiome fiir N). Es gibt eine Menge N, genannt Menge der
natirlichen Zahlen, mit den folgenden Eigenschaften:

(NO) Es gibt ein ausgezeichnetes Element 0 € N.

(N1) Auf N ist eine injektive Abbildung S : N — N\ {0} erklart.

(N2) (Induktionsprinzip) Enthdlt eine Teilmenge A C N die 0 und ist mit jedem
n € A auch S(n) € A, so gilt schon A = N:

Man beachte, dass (N1) auch beinhaltet, dass 0 ¢ S(N). Diese Aussage wird oft als

separates Axiom formuliert.
Man schreibt nun wie gewohnt

0,1,2,3,...
anstelle von
0, S(0), S(S(0)), S(S(S(0))),. ..

Das Induktionsprinzip liefert ein Beweisverfahren, welches oft wie folgt formuliert wird:

SATZ 1.2 (Beweisprinzip der vollstandigen Induktion). Sei A(n) eine Aussageform.
Es gelte

— A(0) ist wahr,
— Voen t A(n) = A(n +1).

27
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Dann gilt A(n) fir alle n € N.
BEWEIS. Man setzt A := {n € N | A(n)}. Dann liefert (N2) sofort A = N. O
Das Induktionsprinzip liefert nun, dass die Abbildung S nur den Wert 0 auslaft:
LEMMA 1.3. Es gilt Z(S) =N\ {0}.

BEWEIS. Wir betrachten die Menge A := {0} U Z(S). Offenbar ist 0 € A und falls
n € A, so auch S(n). Nach dem Induktionsprinzip ist A = N und die Behauptung ist
bewiesen. 0

Mit Hilfe der PEANO-Axiome gelingt es rekursiv (vgl. Abschnitt 2 unten) eine Ad-
dition und eine Multiplikation festzulegen. Dies wollen wir hier nicht im Einzelnen
ausfithren. Wir halten nur fest.

THEOREM 1.4. 1. Es gibt genau eine Abbildung + : N x N — N, so dass fiir
alle x,y € N gilt:

r+0=z, z+(y+1)=5+y).
Weiterhin gilt fir alle x,y,z € N:

(M1) (x4+y)+z=a2+(y+2); (Assoziativgesetz)

(M2) 0 ist neutrales Element der Addition, d.h. x +0 = 0+ x = x fir jedes
x e N;

(M3) x+y=y+x. (Kommutativgesetz)

2. Es gibt genau eine Abbildung - : N x N — N, so dass fir alle x,y € N gilt:
r-0=0, z-(y+1)=z-y+ux.
Weiterhin gilt fir alle x,y, z € N:

(R1) (z-y) -z = x-(y-2); (Assoziativgesetz der Multiplikation)

(R2) z-(y+2) = z-y+x-z; (Distributivgesetz)

(R3) z-y = y-x; (Kommutativgesetz der Multiplikation)

(R4) 1 ist neutrales Element der Multiplikation, d.h. 1 -z =x -1 = x fir alle
z € N.

(M1-3) besagen, dass die natiirlichen Zahlen mit der Addition ein kommutatives Mo-
noid bilden. (R1-4) sind im wesentlichen die Axiome der Multiplikation einer Ringstruk-
tur. Gébe es zu jedem x € N ein inverses Element y € N mit 2 +y = 0, so wiirde N mit
der Addition eine abelsche Gruppe bilden. Zusammen mit der Multiplikation hétten
wir dann einen kommutativen Ring.

SATZ 1.5. 1. In N gilt die Kiirzungsregel, d.h.
VeyzeN:T+2=y+2 = v=1y.

2. Seien x,y € N,x # y. Entweder es gibt genau ein z € N, so dass x = y + 2
oder es gibt genau ein z € N, so dass y = x + z. Das so eindeutig bestimmte z
nennen wir r —y bzw. y — x.

BEWEIS. 1. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach z. Im Falle z = 0 ist nichts
zu beweisen. Die Behauptung gelte fiir z. Ist nun 2 + z +1 = y + 2 + 1 so folgt aus der
Injektivitdt von S schon = 4+ z = y + 2z und aus der Induktionsannahme x = y.
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2. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus 1. Der Beweis der Existenz erfolgt durch Induk-
tion nach z. Die Behauptung gilt fir z = 0, da y = 0 + y. Wir nehmen nun an, die
Behauptung gelte fiir x und betrachten das Paar x + 1, .

1. Fall: y =2 + 2.
Falls z = 0 so ist (z + 1) = y + 1 und die Behauptung gilt auch fiir = + 1. Ist
z # 0 so gibt es wegen Lemma 1.3 ein 2’ € Nmit z = 2/+ 1, alsoy = z+2'+1 =
(x+1)+ 2.
2. Fall: x =y + 2.
Dann ist (x +1) =y + (2 + 1).
Es bleibt noch zu zeigen, dass © —y und y — x nicht beide gleichzeitig existieren kénnen:
esseialsoxr =y+zund y =2+ 2. Dannist t +y = 2 + y + (2 + 2/) und mit der
Kiirzungsregel z + 2z’ = 0. Wére z # 0 so gibe es wegen Lemma 1.3 ein m € N mit
z = m+ 1, also hétten wir 0 = (2/ +m) + 1 im Widerspruch zu (N1). Analog fiihrt
die Annahme 2’ # 0 zu einem Widerspruch. Also ist z = 2z = 0 und folglich x = y im
Widerspruch zur Voraussetzung x # y. U

Der vorstehende Satz liefert den Schliissel zur Einfithrung einer Ordnungsrelation
auf N:

DEFINITION 1.6. Fiir z,y € N setzen wir
r<y & den:y=x+2.
Ist z <y und = # y so schreiben wir dafiir x < y.

SATz 1.7. 1. Die bindre Relation < ist eine Ordnung auf N, d.h.
(01) Firxz,y € N gilt x <y oder y < x.
(02) Istx <y undy <z soistx=y.
(03) < ist reflexiv, d.h. Vpen @ x < x.
(04) < ist transitiv, d.h. Vyy.en 2 <y ANy<z = <z,
2. x <y genau dann, wenn r + z < y + 2.
3. Istx <y soauchx-z<y-z.

Bewers. 1. (O1) und (02) folgen aus Satz 1.5 und (O3) folgt unmittelbar aus der
Definition. Zum Beweis von (O4) betrachten wir z < y,y < z. Dann ist y = =+ m und
z =y +n mit m,n € N. Folglichist z=y+n=x+ (m+n), also z < z.

2. und 3. sind einfach und werden als Ubung iiberlassen. Il

LEMMA 1.8. Fiir alle m,n € N gilt:
1.n>0.
2. 7(n<m<n+1).

BEWEIS. 1. ist wegen n = 0 + n trivial.

2. Ist m > n so gibt es ein z € N mit m = n+ z. z # 0 denn sonst wiare m = n. Also
ist wegen Lemma 1.3 z = 2/4+1 mit 2’ € N. Somit erhalten wir m = n+2z'+1 = (n+1)+2’
und folglich m > n + 1. O

Das Induktionsprinzip wird oft in folgender Variante verwendet:

SATZ 1.9 (Induktion 2. Art). Sei A(n) eine Aussageform. Es gelte fir ein ng € N:
— A(ng) ist wahr,
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— Falls die Aussage A(k) fiir jede natirliche Zahl k mit ng < k < n richtig ist, so
qilt sie schon fir n.

Dann gilt A(n) fir alle n > ng.

Dieser Satz beinhaltet zwei Verschiarfungen des Satzes 1.2. Einerseits kann der In-
duktionsanfang auch bei ng starten, wenn die Aussage erst ab ny bewiesen werden soll.
Andererseits diirfen wir im Induktionsschritt annehmen, dass die Aussage bereits fiir
alle ng < k < n bewiesen ist.

BEwEIS. Wir betrachten die Menge
{n eN } (n < no) V VkGN,noSkSTl : A(k))}

Sicherlich ist 0 € B. Sei nun n € B.

1. Fall: n < ny.
Wegen Lemma 1.8 ist n + 1 < ng, also in jedem Falle n+1 € B.
2. Fall: n > ng.
Dann gilt A(k) fir ng < k < n, also auch A(n + 1) und somit n + 1 € B.

Nach dem Induktionsprinzip ist nun B = N, also gilt A(n) fir alle n > ny. U
Wir geben eine Anwendung der Induktion zweiter Art.
SATZ 1.10. Jede nichtleere Teilmenge A C N besitzt ein kleinstes Element, d.h.
JaeaVbeab > a.

BEWEIS. Sei A C N eine Teilmenge ohne kleinstes Element. Wir miissen zeigen,
dass A = (). Dazu betrachten wir B = N\ A. Sicherlich ist 0 € B, denn wére 0 € A, so

wire 0 das kleinste Element von A. Wir nehmen nun an, dass 1,...,n — 1 € B.! Wire
n € A, so wire damit n das kleinste Element von A. Also muf3 auch n in B sein.
Nach dem Induktionsprinzip ist B = N und folglich A = (). U

2. Ganze und rationale Zahlen

Ich mochte kurz andeuten, wie man die ganzen und rationalen Zahlen konstruiert.
Die Ausfiihrung der Details ist langwierig und vielleicht auch etwas langweilig.

Wir hatten im Abschnitt 1 bemerkt, dass die natiirlichen Zahlen N mit der Addition
und Multiplikation bis auf eine Ausnahme alle Axiome eines kommutativen Ringes mit
1 erfiillen. Die einzige Ausnahme ist, dass ein n € N im allgemeinen kein additiv Inverses
besitzt. Anders ausgedriickt, in N ist die Gleichung

n+xr = m (2.1)

nicht unbeschrénkt losbar. (2.1) ist genau dann l6sbar, wenn n < m. Dann ist z =
m — n € N. Man behebt diesen Mangel durch eine algebraische Standardkonstruktion,
die zu jedem Monoid eine entsprechende Gruppe erzeugt. Die Konstruktion wurde Ihnen
in der LA-Vorlesung von Herrn FAIGLE mitgeteilt. Wir halten nur fest.

SATz 2.1. 1. Die ganzen Zahlen Z bilden mit der Addition und Multiplikati-
on einen kommutativen Ring mit 1. D.h. zusdtzlich zu (M1-M3), (R1-R4) aus
Theorem 1.4 gilt:

(M4) Zu jedem x € 7 gibt es ein inverses Element —x € Z so, dass v+ (—x) = 0.

11,...,n—1 € B ist eine abkiirzende Schreibweise fiir Vpen: 1 < k<n—1 =k € B.
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2. 7Z enthalt die natiirlichen Zahlen mit ihrer Addition und Multiplikation.
3. Fir jedes x € Z\ {0} ist entweder v € N oder —z € N, d.h. Z ist die disjunkte
Vereinigung

Z = NU {-z | 2 € N\ {0}}.
Die Ordnung 148t sich auf Z wie folgt ausdehnen: fiir x,y € Z setzt man
r<y <= y—xzeN

Dann bleiben Satz 1.7, 1. und 2. giiltig. Satz 1.7, 3. ist leicht zu modifizieren: seien
r,y € Z mit x < y. Dann ist 0 <y — x. Ist nun z € N, so liefert Satz 1.7, 3.

0<(y—a)-2 = yz—az,
also
rzz < yz.
Satz 1.7, 3. ist daher zu ersetzen durch
Voyez Veen : © <y = w2z < yz. (2.2)
Der Ring der ganzen Zahlen hat den Mangel, dass die lineare Gleichung
ar = b

fir a € Z\{0}, b € Z nicht allgemein losbar ist. Insbesondere hat nicht jedes a € Z\ {0}
ein multiplikatives Inverses.

Dieser Mangel wird durch die Konstruktion der rationalen Zahlen, Q, behoben.
Diese Konstruktion wurde ebenfalls von Herrn FAIGLE in der LA-Vorlesung behandelt.
Wir halten nur fest:

SATZ 2.2. 1. Die rationalen Zahlen, Q, bilden mit der Addition und Multipli-
kation einen Kdrper.
2. 7 1ist ein Unterring von Q.
3. Jedes x € Q besitzt eine Darstellung x = m/n mit m € Z, n € N\ {0}.

Die Ordnung auf Z 1488t sich auf QQ wie folgt fortsetzen:

p_v
Vpwez Yoqenmio) : = pqd <pq.
Man {iberzeugt sich, dass dies in der Tat wohldefiniert ist und Satz 1.7 mit der Modifi-
kation (2.2) entsprechend gilt.
Von nun an betrachten wir N, Z, Q mit ihrer Addition, Multiplikation und Ordnung
als bekannt!

3. Rekursion, Definition durch Induktion

Oft werden Konstruktionen induktiv durchgefiihrt, d.h. der n 4+ 1-te Schritt setzt
voraus, dass die ersten n Schritte bereits durchgefiihrt sind. Abstrakt besteht eine re-
kursive Definition aus

— einer Anweisung fiir den 0-ten Schritt.
— einer Anweisung unter der Annahme, die ersten n-Schritte seien bereits aus-
gefiihrt.

Ein Beispiel hierfiir sind rekursive Definitionen von Folgen.
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BEISPIEL 3.1. Sei ag = 7 und

an/2, a, gerade,
Apy1 =
3a, + 1, a, ungerade.

Dann erhélt man die Folge 22,11, 34, 17,52, 26, 13, 40, 20, 10, 5,16, 8,4,2,1,4,2,1... etc.
Die CoLLATZ-Vermutung besagt, dass diese Rekursion fiir jeden Startwert in der
Schleife 4,2,1,4,2,1,... endet. Diese Vermutung ist bis heute unbewiesen!

Hinter der Definition durch Rekursion steckt das folgende mathematische Prinzip,
welches man auch den DEDEKINDschen Rekursionssatz nennt:

SATZ 3.2. Sei X eine Menge und ¢ : |J X" — X eine Abbildung. Dann gibt es zu
n=1
a € X genau eine Abbildung f: N — X mit

(1) f(0) = a,
(2) f(n+1) = o(f(0),..., f(n)).

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die

ZWISCHENBEHAUPTUNG. Zu jedem n € N git es genau eine Abbildung f,
{0,...,n} — X mit

(i) fn(0) =a,
(i) folk+1) = o(Fa(0), ..., fulk)) fir k <mn—1.

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n. Fiir n = 0 ist die Behauptung klar: es
ist fo: {0} = X, fo(0) =a.

Induktionsschritt n — n + 1: Ist f : {0,...,n 4+ 1} — X eine Abbildung mit (i),
ii) so erfiillt f | {0,...,n} ebenfalls (i) und (ii). Nach Induktionsannahme ist dann
f110,...,n} = f,. Weiterhin gilt

fln+1) = o(f(0),..., f(n))

3.1
= B(fa(0),... fuln). (3.1)
Dies beweist die Eindeutigkeit. Offenbar erfiillt nun
fn(k>7 k S n,
ni1(k) = 3.2
Fra®) {¢(fn(0)7---,fn(n)), k=n+1, (3.2)

die Bedingungen (i) und (ii) womit auch die Existenz bewiesen ist. Damit ist die Zwi-
schenbehauptung bewiesen.

Die Eindeutigkeitsbehauptung des Satzes ergibt sich nun wie folgt: sei f : N — X
mit (1) und (2). Dann erfiillt f | {0,...,n} die Bedingungen (i) und (ii) der Zwi-
schenbehauptung. Folglich ist f | {0,...,n} = f,. Da n beliebig war, liefert dies die
Eindeutigkeit.

Zum Beweis der Existenz setzen wir nun

f(n) = fuln). (3.3)
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Dann ist f(0) = fo(0) = a und

fn+1) = faaln+1)
2 8(£u(0),. ., fuln)) (3.4)
= ¢(f0(0)7f1(1)7 afn(n))

= o(f(0),.... f(n)).
Dabei haben wir in der vorletzten Zeile benutzt, dass fiir m < n wegen der Eindeutigkeit
der f, gilt f,, [ {0,...,m} = fi.. O

BEISPIELE 3.3. 1. Im obigen Beispiel 3.1 ist die Abbildung ¢ des Rekursions-
satzes gegeben durch

¢: | JN'— N, o(x1,...,2,) = {
n=1

Tn/2, falls x,, gerade,
3z, + 1, falls z, ungerade.

2. Die Fibonacci-Folge (F},)nen ist rekursiv wie folgt definiert
F() = 0, F1 = ]_, Fn = 1'p_ +Fn—27 n 2 2.
In diesem Falle ist die Abbildung ¢ des Rekursionssatzes gegeben durch
> 1, n=1,
o : UN”—>N, ng(xl,...,xn):{

Tp+ Tpno1, N >2.

3. Wie in Theorem 1.4 schon angedeutet, sind Addition und Multiplikation auf N
rekursiv definiert durch

r4+0=2z, 2+ (y+1)=5+y).
In diesem Fall haben wir
A1, .., xn) = S(Tn).

4. Sei K ein Ring oder Korper. Dann definieren wir fiir Elemente aq, as, ... in K
die Summen- und Produktsymbole durch

n+1

Zak —0 ZGk = (Zak> +an+1 =ay + . +CLn+1),

bzw.

Hak =1, Hak = <Hak> cpr1(=ar . ang).

k=1
5. Die Fakultat ist (rekursw) definiert durch

n+1

0:=1, (n+1)!:=(n+1) Hk:

6. Sei K ein Ring oder Korper und z € K. Dann setzt man
0-2:=0, (n+1)-2:=(n-z)+z,

bzw.
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Diese Definitionen kénnen auch nicht-rekursiv erfolgen. Dazu betrachten wir die
Folge z,, := x,n € N, und setzen

n n
n
n~ac::E Tg; T ::”xk.
k=1 k=1

Fiir n < 0,2 € K setzt man noch
n-xr:=—(-n)-x

bzw. falls x # 0

n

"= (z7") 7

Man iiberpriift nun unmittelbar, dass fiir alle n, m € Z gilt

n-x+m-x = (n+m)-uz,
"™ = "t (3.5)

Beachten Sie, dass nicht notwendigerweise N C K sein muf. Insofern handelt
es sich bei dem ,,Produkt® n -z nicht um die Kérpermultiplikation. Daher ist die
Nullteilerfreiheit eines Korpers hier nicht anwendbar. In dem Koérper Fy = {0, 1}
mit 2 Elementen gilt etwa 2 -1 = 0! Allgemein nennt man K einen Korper der
Charakteristik 0, falls n- 1 # 0 fiir alle n € N\ {0}. Andernfalls nennt man K
einen Korper der Charakteristik p # 0 falls p-1 = 0 und p die kleinste natiirliche
Zahl = 0 mit dieser Eigenschaft ist.

[Fy ist ein Korper der Charakteristik 2, Q hat die Charakteristik 0. Man kann
zeigen, dass die Charakteristik stets eine Primzahl ist.



KAPITEL III

Die reellen Zahlen

Die Tatsache, dass bereits einfachste Gleichungen in N oder Z keine Lésung besitzen,
fithrte uns auf die Konstruktion des Korpers Q der rationalen Zahlen. Da es sich um
einen Korper handelt, sind nun lineare Gleichungen der Form

ar+b=0

fir b € Q,a € Q" stets losbar. Anders verhélt es sich jedoch bekanntermafien mit
algebraischen Gleichungen hoherer Ordnung. Schon die einfache quadratische Gleichung

22 =2

besitzt in Q keine Losung. Zum Beweis nehmen wir an, wir hétten eine rationale Zahl
p/q,p € Z,q € N* mit (p/q)? = 2. Wir diirfen annehmen, dass der Bruch p/q gekiirzt
ist; insbesondere sind dann p, ¢ nicht beide zugleich durch 2 teilbar. Multiplikation der
Gleichung (p/q)? = 2 mit ¢* liefert

p2 _ 2q2

Dies bedeutet, dass p gerade sein muf}; denn das Quadrat einer ungeraden Zahl ist stets
ungerade. Wir konnen also p = 2p’ mit p’ € Z schreiben. Einsetzen liefert nun

4p"* = 2¢°, oder ¢* = 2p”.

Dies bedeutet, dass auch ¢ gerade ist. Dies widerspricht jedoch der Annahme, dass der
Bruch p/q gekiirzt ist.

Dass in Q das Wurzelziehen nicht unbeschrénkt durchfiihrbar ist, ist ein erheblicher
Mangel. Dieser Mangel kénnte jedoch auf rein algebraischem Wege behoben werden.
Allerdings gibt es Zahlen, die sich selbst einer algebraischen Beschreibung entziehen.
Dazu gehort die Kreiszahl 7, die als Flache des Kreises vom Radius 1 definiert ist. Im
Jahre 1882 konnte F'. LINDEMANN folgendes zeigen:

7 ist keine algebraische Zahl, d.h. fir beliebige rationale Zahlen ag,ay,...,a, gilt
stets

ap + a1 + aom® + .. 4 a,m™ # 0.

D.h. die Zahl 7 geniigt keiner algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizien-
ten. Um also 7 als Zahl verstehen zu konnen, miissen wir zunéchst einen Zahlbereich
(Korper) konstruieren, welcher 7 enthélt. Dies fithrt nahezu zwangslaufig auf den Korper
der reellen Zahlen.

1. Angeordnete Korper, Absolutbetrag

Wir hatten in den Abschnitten II.1 und II.2 eine Ordnung auf den natiirlichen,
ganzen und rationalen Zahlen eingefiihrt, die mit der algebraischen Struktur vertréglich
ist. In diesem Abschnitt werden wir den Ordnungsbegriff etwas néher beleuchten.

35



36 ITI. DIE REELLEN ZAHLEN

DEFINITION 1.1. Ein Korper K heifit ein angeordneter Kérper, falls eine Teilmenge
P C K so ausgezeichnet ist, dass gilt

(A1) Fiir jedes € K gilt genau eine der 3 Bedingungen z € P, x =0, —z € P,
(A2) Vypex v,y € P = z4+y € P,
(A3) Vyopex v,y € P = -y € P.

BEMERKUNGEN 1.2.

1. Q ist ein angeordeter Korper.
2. Wir schreiben fir z,y € K

r<y &= y—x€P,
zly &= z<yVaz=uy.

Dann definiert < eine Ordnungsrelation auf K und es gilt sinngeméf Satz I1.1.7
wobei Satz 11.1.7, 3. durch (I1.2.2) zu ersetzen ist. Diese Tatsachen ergeben sich
aus:

FOLGERUNG 1.3. Fir x, 2, y,y,z € K gilt:
z<y V y<uzx.

z<y N y<r=zx=y.

r<y Ny<z=—ux <z

r<y < rt+tz<y+z.

<Yy = —y<-—2x.

r<y Nr'<y=axz+2<y+vy.
r<y,z>0= 2z <yz.

0<r <y, 0<a <y = z2/ <yy'.
r<y,z<0= 2y < zzx.

10.  # 0 = 22 > 0.

1. z>0<1>0.

122 0<r<y=0<yl<al

13. 1> 0.

S ISR

©

BEWEIS. 1. Wegen (Al)ist z —y >0 V 22—y =0 V y—x > 0, also
z<y V y<uz.
2. Wére x # y so wiaren x —y € P und y — x € P im Widerspruch zu (A1).
3. Esist z—x=(2—y)+ (y —x) € P wegen (A2), also = < z.
4.
r<y < y—xe€P”P
<— y+z—(r+2)€eP
— rtz<ytz.

r<y < y—xep”lP
— (—x)—(-y) €eP
= —y< I

6. t+2 <x+y <y+y, wobei zweimal 4. verwandt wurde.
7. (A3) liefert yz —xz = (y —x) - 2 > 0, also zz < yz.
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8. Zweimalige Anwendung von 7. liefert
xx' < xy <uyy.
9. Wegen 5. ist —z > 0, also wegen 7. (—2)z < (—z)y und nochmals 5. liefert
2y < zx.
10. Falls = > 0 so folgt die Behauptung aus (A3). Falls z < 0, so ist —z > 0 und
folglich z* = (—z)? > 0.
11. Folgt aus 10. und 27! = z(271)2
12. Folgt durch zweimalige Anwendung von 7: z <y = z/y < 1 =y ' <z L.
13. 1 =12 > 0 wegen 10.
O

SATZ 1.4. Sei K ein angeordneter Korper. Dann ist char K = 0 und es gibt genau
eine Abbildung f : Q — K mit

(i) f(1) #0,
(ii) f(a+0b) = f(a)+ f(b) fir alle a,b € Q,
(iii) f(a-b) = f(a)- f(b) fir alle a,b € Q.

Dieses f ist injektiv und ordnungserhaltend und es gilt fir v =", m € Z, n € N\ {0}
flx) = (m-1g)(n- 1x)~"
M.a.W., wir dirfen Q als Teilkorper von K auffassen.

BEWEIS. Wir zeigen induktiv n-1x > 0 fiir n € N\{0}. 15 > 0 wegen Folgerung 1.3,
12. Ist n-1x > 0 so liefert Folgerung 1.3, 6. die Ungleichung (n+1)1x =n-1x+1x > 0.
Damit ist char K = 0 gezeigt.

Eindeutigkeit: Sei f gegeben. Dann ist f(1g)* = f(lg) - f(lg) = f(13) = f(1lq),
also

f(1)(f(lg) — 1x) = 0.

Wegen (i) folgt f(lg) = 1k.
Ebenso ist

f(0g) = f(0g + 0g) = f(0Og) + f(0g),
also f(0g) = Ok.

Induktiv nehmen wir nun f(n) =n - 1x an, Dann ist
flnt1g) = f(n) + 1k =n-1x + 1k
fiir n € Z,n < 0, erhalten wir
f(n) +(=n)lg = f(n) + f(-n)
= f(n+(=n)) = f(0g) = Ox,
also
f(n)=n-1g.

Damit ist f(n) =n - 1g fir n € Z bewiesen.
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Schlieflich erhalten wir fiir m € Z, n € N\ {0}:
m
e = fm)= /()
m
= 1™ )

m

Zf(z)'(”'lk),

also .
m m:- 1k
Y = . 1.1
fy = 2 (1)
Damit ist gezeigt, dass f notwendigerweise durch die Formel (1.1) gegeben ist.
Ezxistenz: Wir definieren f durch (1.1). Es ist klar, dass f dann (i)-(iii) erfiillt.
Zur Injektivitdt: Hierfir wird (i) nicht bendtigt. Sei f(x) = f(2). Wéire x — 2’ # 0,
so ware

r—a 1 1

—) = [ =) f(——) = (f(z) = f(@) (

—a rT—x
im Widerspruch zu (i). Also ist doch = = '
Im Hinblick auf (1.1) ist f ordnungserhaltend O

Von nun an fassen wir Q als Teilkoérper von K auf!

1.1. Der Absolutbetrag. Es sei K ein angeordneter Korper. Fiir x € K setzen

wir
x, x>0,
x| =
—z, x<0.

SATz 1.5. |.| hat folgende Figenschaften:

1. Es ist stets |x| > 0 und |x| = 0 genau dann, wenn x = 0.
2. | — x| = |z| fir alle x € K.

3. |zy| = |x| ly| fiir alle z,y € K.

4. 171 :%fu‘r allex e K,y e K*.

BEWEIS. 1. und 2. sind klar.
3. Uberpriift man durch Fallunterscheidung.
4.z =7y, also [z[ =[7| - [y und es folgt die Behauptung. O

SATZ 1.6 (Dreiecksungleichung). Fir xz,y € K gilt
|z +y <zl +yl,
oyl > ||z =yl ]
Bewels. Offenbar ist z < |z| und y < |y|. Folgerung 1.3 liefert = +y < |z| + |y|.
Analog sieht man —x — y < |z| + |y|, also insgesamt |z + y| < |z| + |y|.
Die zweite Ungleichung folgt aus der ersten:
2] = |z +y—yl <|le+yl+ -yl =z +yl+1yl,
folglich
2] =yl < |z +yl.
Vertauscht man die Rollen von x und y so erhélt man |y| — |z| < |z +y|, also insgesamt
2] =yl | < |z +yl- 0
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Eine wichtige Ungleichung ist die sog. BERNOULLIsche Ungleichung.

SaTz 1.7 (BERNOULLIsche Ungleichung). Sei a € K* mit 1 +a > 0. Dann ist fir
nelN, n>2,
(14+a)" > 1+ na.
Fiir n =1 gilt offenbar Gleichheit.

BewEis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 1 gilt Gleichheit.
Fiir n > 1 gelte (14 a)"® > 1+ na. Dann folgt wegen (14 a) > 0

(14+a)"™ > (14+na)(1+a)
=1+ n+1a+a*>1+(n+1)a O
1.2. Archimedisch angeordnete Korper.

DEFINITION 1.8. Ein angeordneter Korper heifit archimedisch angeordnet, falls es
zu jedem x € K ein n € N so gibt, dass n > .

BEMERKUNGEN 1.9.
1. Nicht jeder angeordnete Korper ist auch archimedisch angeordnet. Vgl. dazu
Aufgabe 20.
2. Q ist archimedisch angeordnet: Sei etwa x = §, p€ Z,qe N\{0}. Falls p <0
so ist < 0 und wir wéahlen n = 1. Ist p > 0 so setzen wir n = p+ 1 und erhalten
q q
also n > %’.

Im Folgenden sei K ein archimedisch angeordneter Korper.

SaTtz 1.10.

1. Zux,y € K, x,y > 0, gibt es ein n € N so, dass nx > y.

2. Zux € K gibt es genau ein [z] € Z so, dass [x] < x < [z] + 1.
3. Zuee K, e >0, gibtesneNmit%<e.

4. Zux,y e K, z <y, gz’btesge(@mz’tx<§<y.

4. Bedeutet, dass Q in K ,dicht® liegt.

BEWEIS. 1. Sei n € N mit n > £. Dann ist nx > y.
2. Wir nehmen zunéchst x > 0 an. Da K archimedisch angeordnet ist, ist die Menge

A:{nEN ‘ n>:v}

nicht leer. Nach Satz I1.1.10 besitzt sie ein kleinstes Element, etwa k. Setze [z] := k— 1.
Dann ist sicherlich [x] +1 = k > z nach Konstruktion. Wére sogar [z] > x so wére k
nicht das kleinste Element von A, also [z] <z < [x] + 1.
Ist x < 0 so ist
—o) <~z < [~a] + 1,

also
—[—z]-1<2 < —[—z].

{—Pw%—L v # ~[~al.

Wir setzen daher
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Zum Beweis der Eindeutigkeit betrachten wir n,m € Z mit

n<zr<n+l1,
m<zx<m-+l.

Dann ist
n—-—m-1<0<n—m-+1,

und Lemma II.1.8 liefert n = m.

3. Wéhle n € N mit n > e~ !. Dann ist + < «.

4. O.B.d.A.sei 0 <z <y. Wahle ¢ € N so, dass ¢(y — ) > 1 und setze

p = [gx] + 1.
Dann ist
qr <p < qr+1<gqy,

also

x<2<y.
q

SaTz 1.11.

1. Sei b > 1. Dann gibt es zu jedem v € K einn € N mit b" > x.
2. Sei 0 < b < 1. Dann gibt es zu jedem € > 0 einn € N mit b < ¢.

BeEweEis. 1. Nach der BERNOULLIschen Ungleichung ist
=01+ b-1)">1+n(b-1),

und da K archimedisch angeordnet ist, gibt es ein n € N mit n(b—1) > x
2. Nach 1. gibt es ein n € N so, dass

folglich b < e. U

2. Supremum und Infimum
In diesem Abschnitt sei K D Q ein archimedisch angeordneter Kérper.

DEFINITION 2.1. Fiir a,b € K, a < b, setzen wir

L. [a, b b ={zekK } a<z<b} (abgeschlossenes, beschrianktes Intervall)
2. [a, —{x€K|a<x<b}

(a,b] :={z € K ! a<z<b} (halboffene, beschrénkte Intervalle)
3. (a ={zeK |a<z<b} (offenes, beschrinktes Intervall)
4. [ oo):—{xGK‘a<:17}

(—00,b] :={z e K { z < b} (abgeschlossene, unbeschriankte Intervalle)
5. (a,00) :—{$€K‘@<x}
(—00,b):={z € K | z <b}
(—00,00) = K

U@

00
00 (offene, unbeschriankte Intervalle)
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Weiterhin definieren wir
K+::{w€K ‘ xz()}
K_ ::{xEK ‘ xSO}.

Die Eigenschaften ,,beschrankt“ bzw. ,unbeschréankt® lassen sich fiir beliebige Teil-
mengen von K erklaren:

DEFINITION 2.2. z € Z(K) heifit nach oben (unten) beschrdnkt mit oberer (unte-
rer) Schranke S, falls
Veex <8 (z2>9).

X heifit beschrdinkt, falls  nach oben und unten beschréinkt ist.

BEISPIEL 2.3.

1. Fiir a,b € K, a < b sind die Intervalle (a,b), (a,b],[a,b), [a,b] beschriankt. Die
Intervalle [a, 00), (a,00) sind nach unten, nicht jedoch nach oben beschrinkt.

2. N ist nach unten durch 0 beschrénkt; N ist jedoch nicht nach oben beschrénkt.
7Z,Q sind weder nach oben noch nach unten beschrankt.

Das beschrankte Intervall [a, b] hat die Eigenschaft, dass mit b eine obere Schranke
zu |a, b] selbst gehort. Hingegen ist kein Element von [a, b) eine obere Schranke!
DEFINITION 2.4. Sei x € Z(K).

1. Ist S eine obere (untere) Schranke von X und gleichzeitig S € X, so heiit S ein
Mazimum (Mzmmum) von X.

2. Sl S (X)={SeK ‘ S ist obere/untere Schranke von X }. Ein Minimum
(Max1mum) S von 7 (X)(S-(X)) nennt man ein Supremum (Infimum) von
X.

SATZ 2.5.

1. Mazimum und Minimum, erst recht also Supremum und Infimum, einer Menge
sind eindeutig bestimmt.
2. Ezistiert max(X) (min(X)), so ist max(X) = sup(X)(min(X) = inf(X)).

BEWEIS. 1. Es geniigt, den Beweis fiir das Maximum zu fithren. Seien 57, So Maxima
der Menge X. Damit sind S, S € X und 57, .5, sind obere Schranken von X.

Aus S; € X und Sy € ., (X) folgt S; < Sy und aus Sy € X, 5, € ., (X) folgt
Sy < 51, also insgesamt S7 = 95.

2. Sei S = max(X). Dann ist S € X N .7, (X). Ist nun S’ € ., (X) so folgt hieraus
S" > S, also ist S = min(.% (X)) = sup(X). O

DEFINITION 2.6. Fir X € Z(K) bezeichnen im Falle der Existenz max(X),
min(X), sup(X), inf(X) das Maximum, Minimum, Supremum bzw. Infimum von X.
Ergénzend setzen wir fiir eine nach oben (unten) unbeschrinkte Menge X:
sup(X) := +oo(inf(X) := —o0).
Desweiteren setzen wir sup(f)) := oo, inf(0)) = +oo.
BEISPIEL 2.7.
1. max([a,b]) = b, min([a,b]) = a. (a b, (a,b), haben kein Minimum. Es ist aber
inf((a, b)) = inf((a,b]) = a, den
7 ((a;b))

7 ((a,b]) = (=00, a].
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2. Ist X C K endlich (vgl. den nachfolgenden Abschnitt 3) und nicht leer, so

existieren max(X ) und min(X).

SATZ 2.8. Sei X C K, X # (). Fine Zahl S € K ist genau dann das Supremum von
X, falls gilt:
S€y+(X) /\ (v£>03xeex . S_€<x5§5) (21)

BEWEIS. 1. Sei S =sup X und € > 0. Da S = min., (X), kann S — € keine obere
Schranke von X sein. Also gibt es ein z. € X mit S —e < x. < S.

2. Umgekehrt sei S € ., (X) und es gelte (2.1). Sei nun S € .7, (X) ein weiteres
Element. Wire S < S, sogéibeeszus=5—§>0eina75 EXmit§:S—€<£E5 <S.
Dies aber widerspricht S € .7, (X). Also doch S > S und S = sup(X) ist bewiesen. [

BEeispiEL 2.9. Wir diskutieren das Existenzproblem fiir Wurzeln. Sei a € K, a > 0
und ¢ € N*. Wir betrachten die Gleichung

! =a (2.2)
fiir x > 0. Diese Gleichung hat hoéchstens eine Losung, denn es gilt fiir z,y € K,:
T <y<= 2! <yl (2.3)

Den einfachen Induktionsbeweis iiberlasse ich als Ubung.
Wir betrachten nun die Menge

A:{xEK ! ng/\xqga}.

Sicherlich ist A # () denn 0 € A. Nun zeigen wir dass A nach oben beschrinkt ist: Aus
der BERNOULLIschen Ungleichung folgt nédmlich fiir z € A

(I1+a)?>1+qga>14a> 27,

also wegen (2.3) auch z < 1 + a.
Wir nehmen nun an, dass £ = sup A existiert und zeigen, dass dann &9 = a:
a) Angenommen ¢ < a: dann folgt fiir n € N*

() - ez e ()
< §q+%a, a::zq: (Z) gk

k=1

Nach Satz 1.10 gibt es nun ein n € N so, dass < (a — £7)/a. Dann ist
1 q
<€+—) <¢+Z<a
n n

und folglich & + % € A im Widerspruch zu £ = sup A.

b) Angenommen £ > a: dann folgt fir n € N, n > %

N 1\ q
(n) = o) = (0-%)

= g g
n
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Nach Satz 1.10 gibt es wieder ein n € N, n > % so, dass

n> (" —a)/q€".

Dann ist
1\ 1 .
E-—) -l >a
n n

Wegen (2.3) ist damit auch £ — 1 eine obere Schranke von A im Widerspruch zu
& =sup A.

Falls also sup A existiert, so ist sup A die einzige nichtnegative Losung der Gleichung
(2.2). Im Umbkehrschluss bedeutet das, dass die Menge

{xEQ | 0§x/\x2§2}

kein Supremum im Korper Q besitzen kann; denn wir haben zu Beginn des Kapitels 111
gezeigt, dass es keine rationale Zahl z gibt mit 22 = 2.

Die Existenz des Supremums einer nichtleeren nach oben beschrankten Menge ist
damit als von besonderer Wichtigkeit erkannt!

DEFINITION 2.10 (Vollstdndigkeitsaxiom). Sei K ein archimedisch angeordneter
Korper. K heiflt wvollstindig, falls jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge
X C K ein Supremum in K besitzt.

Bis jetzt ist keineswegs klar, ob ein solcher Korper existiert. Wir nehmen fiir den
Moment an, wir hitten einen vollstdndigen archimedisch angeordneten Kérper R vorlie-
gen. In der Tat begniigen sich viele Lehrbiicher zur Analysis lediglich damit, die Axiome
eines vollstdndigen archimedisch angeordneten Korpers als die Axiome der reellen Zah-
len aufzulisten, ohne ein Modell und damit (auf der Basis der ZFC Mengentheorie)
die Existenz von R zu beweisen. Dieser axiomatische Zugang, welcher sicherlich 4-5
Vorlesungsstunden einspart, ist von D. HILBERT vorgeschlagen worden. B. RUSSELL
meinte dazu etwas siiffisant, dass die Vorziige dieses axiomatischen Zugangs denen dhn-
lich seien, die der Diebstahl vor ehrlicher Arbeit hat. Wir werden ehrlich arbeiten und
spater, nachdem wir den Begriff der Konvergenz diskutiert haben, die Existenz und
Eindeutigkeit des Korpers R beweisen!

Beispiel 2.9 liefert nun sofort:

SATZ 2.11. Seia € R.. Dann gibt es zu jedem q € Z genau ein x € R, mit 27 = a.

BEWEIS. Falls ¢ € N, so folgt dies sofort aus Beispiel 2.9. Ist ¢ < 0 so folgt die
Behauptung aus dem bewiesenen Fall ¢ > 0 sowie 179 = a <= 27 = a L. O

DEFINITION 2.12. Fira € Ry, r = § € Q, setzen wir
a’ = (ap)%,
d.h. a" ist die einzige Losung x € R, der Gleichung
x? = aP.
SATZ 2.13. Seien a,b e Ry, r,s € Q:

1. a” ist wohldefiniert, d.h. ist r =2 =5 so gilt

(a?)

Q= R
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2.
a'bt” = (ab)",
(a'/')a — CLTS’
a"a® = a"s.

3. Ist r > 0 so gilt:

a" <b <= a<b.
4. Ist a > 1 so gilt:

a" <a®<=r<s.

BEwEIs. 1. Ist p/q =p'/q¢/, so gilt

<(ap)$><rq _ (<(ap>§>q)q (@) = o

also nach Satz 2.11 (a?)"/4 = (a?)"/9",

2. (a"b")? = aP - b? = (ab)P, also (a"b") = (ab)".

Die anderen beiden Identitdten folgen analog.

3. und 4. iiberlassen wir zur Ubung. U

2.1. Intervallschachtelungen.

DEFINITION 2.14. Eine Folge (I,,)nen von abgeschlossenen und beschriankten Inter-
vallen heifit eine Intervallschachtelung, falls gilt

(1) Vo I,y C 1.
(2) Zu jedem £ > 0 gibt es ein n € N so, dass L(I,,) < ¢.
Dabei bezeichnet L(I) die Lénge eines Intervalls: L([a, b]) := b — a.

Fiir eine Intervallschachtelung (I,)nen besteht [\ 1, aus hochstens einem Element:
n=1

Sind ndmlich z,y € () I, und wére x # y so gibe es ein n € N so, dass L([,,) < |y —z|.
n=1
Dann kénnen jedoch x,y nicht beide in [, liegen.
SATZ 2.15. Fiir einen archimedisch angeordneten Korper K sind dquivalent:
(1) K ist vollstindig, d.h. jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge X C K
besitzt ein Supremum.

(2) Flir jede Intervallschachtelung (I,)nen in K gilt () I, # 0.
n=1

Ist (2) erfiillt, so gibt es nach der vorangegangenen Uberlegung zu jeder Intervall-

schachtelung (1,,) genau ein x € K mit {z} = () I,.

n=1
BEWEIS. (1) = (2): Sei (I,,) eine Intervallschachtelung mit 7, =: [ay, b,]. Die Menge

A= {an | n €N } ist nicht leer und durch by nach oben beschrinkt. Sei £ = sup A.
Dann ist einerseits V,,§ > a,,. Andererseits ist VyV,,by > a,, also Vyby > &. Damit ist
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ce L.
=1

(2) = (1): Es gelte (2) und es sei ) # X C K nach oben beschrinkt.

Wir konstruieren induktiv eine Folge (a,)ney € X und eine Folge (b,)nen oberer
Schranken so, dass ([an, by|)nen eine Intervallschachtelung ist. Dazu wihlen wir ag € X
und eine obere Schranke by. Seien ag < ... < a, < b, < ... < ag schon gewéhlt.

1. Fall: (a, +b,)/2 ist eine obere Schranke von X.
Setze a,y1 = ap, byi1 = antbn
2. Fall: (a,, +b,)/2 ¢ 7L (X).
Dann gibt es ein a,.1 € X, ap4q > @ Setze b, 11 1= by.

Nach Konstruktion ist (b, — a,) < 27"(by — ag), also ist ([a,, by])nen eine Intervall-

schachtelung. Nach (2) existiert ein & € [ [an, ba]-
n=1

£ e S (X): Wire € ¢ 7, (X), so gébe es ein x € X mit x > £. Sei nun n € N so
groB, dass |b, — a,| < (x —&). Dann ist

T <b,=a,+ (b, —a,) <&+ —&=x. Widerspruch!

¢ =sup X: Sei & € ., (X) eine obere Schranke.
Wire ¢ < £ so gibe es ein n mit (b, —a,) < { —¢&. Dannist & =& — (£ - &) <
b, — (b, — an) = a,. Widerspruch! O

3. Michtigkeit von Mengen, abzihlbare und iiberabzihlbare Mengen

Als Anwendung des Intervallschachtelungsprinzips werden wir zeigen, dass es in
gewissem Sinne viel mehr reelle als rationale Zahlen gibt. Dazu miissen wir jedoch
einige Uberlegungen zur Mdchtigkeit von Mengen anstellen.

Fir n € Nsei N, := {1,...,n} = {k: e N ‘ 1 <k < n} Man beachte, dass
Ny = {k eN | 1<k < O} = (). N, ist der Prototyp einer Menge mit n Elementen.

SATz 3.1 (DIRICHLETsches Schubfachprinzip).
(1) Falls f : N,, — N, injektiv ist, so ist n < m.
(2) Falls f :N,, — N, surjektiv ist, so ist n > m.

Den einfachen Induktionsbeweis iiberlassen wir zur Ubung. Insbesondere gibt es
genau dann eine Bijektion f : N,, — N,, wenn n = m. Wir nennen eine Menge X
daher endlich, falls es ein n € N und eine Bijektion f: X — N,, gibt. Das so eindeutig
bestimmte n nennen wir die Kardinalitit von X, Schreibweise | X|. Ist X nicht endlich,
so nennen wir X unendlich. Endliche Mengen lassen sich auch wie folgt charakterisieren.

SATZ 3.2. Eine Menge ist genau dann endlich, wenn fir jede injektive Abbildung
fX—=Xglt f(X)=X.

Die ,,Grolen unendlicher Mengen lassen sich noch weiter differenzieren.

DEFINITION 3.3. Zwei Mengen X, Y heiflen gleichméchtig (bzw. von gleicher Kardi-
nalitit), Schreibweise: | X| = |Y|, falls es eine Bijektion f : X — Y gibt. Wir schreiben
| X| < |Y, falls es eine injektive Abbildung f: X — Y gibt.

Die Notationen sind mit der fiir die Kardinalitdt endlicher Mengen vertraglich. Es
gilt sogar der
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SATZ 3.4 (SCHRODER-BERNSTEIN). Fir Mengen X,Y gilt:

(1) (IXI <Y A Y] <IX]) = X =Y].

2) [X] < Y|V [Y]<[X]

(3) |X| < |Y| < es gibt eine surjektive Abbildung f:Y — X.

Einen Beweis fiir diesen Satz werden Sie in meinem Proseminar im SS 2002 kennen-
lernen.

DEFINITION 3.5. Eine Menge X heifit abzdihlbar, falls | X| = |N|; sie heiit hdchstens
abzdhlbar, falls | X| < |N]J.

SATZ 3.6. Z ist abzdhlbar.
BEWEIS. Wir setzen

2%k, k>0,

f:Z—N, k+—
2kl -1, k<0,

d.h. f ist wie folgt gegeben:

3 -2 -1 012 3
I
5 3 1 0 2 46
f ist offenbar bijektiv. U

SATZ 3.7. N X N und Q sind abzihlbar.

BeEwEISs. Eine Bijektion N x N — N ist gegeben durch
E+0Ok+1+1

kg = EHDEETED

Die Umkehrabbildung ist fiir n € N gegeben durch die Formeln

1 1
k+1= 2 R —
+ [/ n+4 2],

R R (R RSY
> .

Damit ist die Abzéhlbarkeit von N x N gezeigt. Im Hinblick auf Satz 3.6 ist dann
auch N x Z abzidhlbar. Die Abbildung

FiN"XZQ (q,pwg

ist surjektiv, folglich ist Q hochstens abzéhlbar. Da jedoch g : N — Q,n — n injektiv
ist, ist Q abzéhlbar. O

+ k.

FOLGERUNG 3.8. Seien X1, Xs, X3,... (hichstens) abzihlbare Mengen. Dann ist
U X, (hichstens) abzdhlbar.
n=1

BEWEIS. Seien f; : N — X surjektiv. Setze

fZNXN — U Xn7 f(laj) = f]<2>

n=1

Dann ist f surjektiv. U
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Es gibt jedoch Mengen, die nicht abzéhlbar sind:
THEOREM 3.9 (CANTORs Diagonalschluss). Fiir jede Menge X ist |B(X)| > | X].
BEWEIS. Es sei f: X — PB(X) eine Abbildung. Wir betrachten

A={zeX |zd¢[f(x)}
Wir nehmen an, es gibe ein £ € X mit A = f(£). Nun fragen wir £, ob es in A liegt. £
ist etwas peinlich beriihrt; denn die Definition von A sagt fiir £: £ € A < £ € A. Dieser
Widerspruch kann nur aufgelost werden, wenn A ¢ f(X). Also ist f nicht surjektiv. Da

es keine surjektive Abbildung X — (X)) wohl aber eine injektive, ndmlich x — {z}
gibt, folgt | X| < |PB(X)]. O

Insbesondere ist die Menge P(N) nicht abzéhlbar.
SaTz 3.10. 'B(N)| = |R].

BEWEIS. Ich zeige hier etwas weniger, namlich nur |R| > |N|, d.h. R ist nicht
abzahlbar. Wir fithren den Beweis durch Widerspruch und nehmen an, wir hitten eine
Abzahlung (z,)neny von R. Nun konstruieren wir induktiv eine Intervallschachtelung
(In)nen wie folgt: Sei Iy := [ag, bp] ein Intervall der Lange 1 mit x¢ & Iy. Induktiv seien
Iy DI, D ... D I, schon so konstruiert, dass

(1) T gélk,k:(),...,n

(11) (bk —CLk) :3_k,k =0,...,n

Man betrachte das Intervall [a,, b,]. Wir wihlen ein Teilintervall 7,11 C [a,, b,] der
Lénge %(bn —ay) so, dass x,11 & I,,+1. Man iiberlege sich geometrisch, dass dies moglich
ist.

Aufgrund der Eigenschaften (i), (ii) ist (1, )nen in der Tat eine Intervallschachtelung.
Nach Satz 2.15 und der nachfolgenden Bemerkung gibt es genau eine reelle Zahl z €

ﬂ I,,. Da (z,,)nen nach Annahme eine Abzihlung von R ist, gibt es ein k& € N so, dass
x = x. Wegen (i) ist jedoch

x:mkglkDm]n
n=1

also auch nicht x & ﬂ I,,. Dies ist ein Widerspruch, also ist die Annahme falsch und
=1
R ist nicht abzahlbar O

LEMMA 3.11. Sei |X| < |N|. Dann ist X endlich oder | X| = |N|.

BEWEIS. Sei f: N — X surjektiv.

1. Fall: 3,en f(N,) = X.
Dann ist | X| < |N,,|, also ist X endlich.

2. Fall: =(3,f(Ny) = X) <= VienTmonf(m) € f(Ny).
Wir konstruieren induktiv eine injektive Abbildung g : N — X. Wir setzen

g(0) = f(0). Sind ¢(0), ..., g(n) schon konstruiert, so gibt es ein m € N mit

{9(0), .., g(n)} € F(Nm).
Wiéhle nun ein k£ > m mit f(k) € {g(0),...,g(n)} und setze g(n + 1) := f(k).
O
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Die Kardinalitdt von N ist also die auf die endlichen Kardinalitéten unmittelbar
folgende; d.h. es gibt keine unendliche Menge X mit |X| < |N|. Welche Kardinalitét
folgt auf |N|? Gibt es eine Menge X mit

IN] < [X] < [R]?
G. CANTOR vermutete die Kontinuumshypothese wonach
~(3xIN| < |X] < |R]). (CH)
Man kann relativ leicht zeigen, dass |R| = [J(N)|. Dann kann man (CH) zur verallge-
meinerten Kontinuumshypothese (GCH) erweitern:

Zu einer unendlichen Menge X gibt es keine Menge Y mit
[ X| < Y] <[BX)]
Die Antwort auf die Frage, ob (CH) bzw. (GCH) wahr sind, lie§ lange auf sich
warten. Dafiir fiel die Antwort umso iiberraschender aus:

Sarz (K. GODEL 1938). ZFC + GCH sind konsistent, d.h. in ZFC kann GCH
nicht widerlegt werden.

SATZ (P. COHEN 1963). ZFC + = CH sind konsistent, d.h. in ZFC kann CH nicht

bewiesen werden.

(GCH)

Beachten Sie, dass diese Aussage stdirker als die Konsistenz von ZFC + — GCH ist!

Die Satze von GODEL und COHEN wirken auf den ersten Blick verwirrend. Ein Satz
muss doch entweder wahr oder falsch sein, oder? Beachten Sie, dass obige Aussagen
auf das mengentheoretische Universum Bezug nehmen und lediglich sagen, dass die
Kontinuumshypothese in diesem Universum nicht entscheidbar ist.

Als Beispiel nehmen wir an, unser mathematisches Universum bestiinde nur aus den
Axiomen eines Korpers K. Betrachten wir die Aussage

per 22 = 2. (W2)
Dann ist (W2) nicht entscheidbar; denn

1. K+ (W2) ist konsistent:

Betrachte als Modell K = R. Dann ist (W2) wahr.
2. K + - (W2) ist konsistent:

Betrachte das Modell K = Q. Dann ist (W2) falsch.

Analog zu diesem (trivialen) Beispiel hat K. GODEL ein Modell der Mengentheorie
konstruiert, in welchem GCH gilt. COHEN hat ein Modell konstruiert, in welchem — CH
gilt. Es versteht sich von selbst, dass diese Konstruktionen etwas komplizierter sind und
mit allen Details fiillen sie ganze Biicher.



KAPITEL IV

Metrische Rdume und Konvergenz

Die zentrale Begriffsbildung der Analysis ist die Konvergenz. Diese formalisiert un-
sere Vorstellung von ,,beliebig nahe kommen*“.

1. Die komplexen Zahlen

Die Einfithrung der komplexen Zahlen wird motiviert durch die Tatsache, dass die
einfache quadratische Gleichung
2 _
¢ =—1
keine Losung x € R besitzt. Bei der Diskussion der Ordnung hatten wir nédmlich ge-
sehen, dass fiir jedes x € R* stets 22 > 0 gilt. Die Einfithrung der komplexen Zahlen
wird detailliert in der Linearen Algebra behandelt. An dieser Stelle werden nur die

wichtigsten Tatsachen summarisch zusammengefasst.
Auf R erhélt man durch

(z,y) + (@ y) = (@+2"y+Y),
(@,y)- (@ y) = (a2’ —yy',zy’ +2y),
eine Korperstruktur. Man nennt diesen Kérper den Korper der komplexen Zahlen C.
Es ist
Oc = (0,0), 1c = (1,0). (1.1)
statt (0, 1) schreibt man ¢ und erhélt
i* = (0,1)> = (=1,0) = —1. (1.2)
Fiir Zahlen der Form (z,0) gilt

(z,0) + (2/,0) = (z+42/,0)
(x,0) - (2/,0) = (x2/,0).

Wir kénnen daher R als Unterkorper von C auffassen, indem wir statt (x,0) wieder
einfach x schreiben.

Jede komplexe Zahl z schreibt sich in der Form z = x + iy mit x,y € R. Mit
komplexen Zahlen rechnet man wie mit reellen Zahlen, man hat nur die Relation i? = —1
zu beachten.

Fir z = x + iy heilit 2 := = — 1y die zu z konjugiert komplexe Zahl, x = Re z heifit
Realteil, y = Im z heiflt Imagindrteil von z. Fiir z, z1, zo € C gelten die Regeln

1. Z =z,

2. 0+ 2 =7+ 7,
3. 21z =71 %2,
4. Re z=1(2+72),
5.Im z = 5 (2 — 7).

49
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Fir z = x + iy € C heifit

|z] = V22 =22 + 32

der Betrag von z. || stimmt offenbar fiir reelle Zahlen mit dem urspriinglich definierten
Betrag iiberein. Fiir z, 21, 25 € C gilt:

1. [z] >0und |z2| =0 <= 2 =0.

2. |21 - 22| = |z1] - |22/, insbesondere ist fiir z € C und A € Ry : |[Az| = A|z|.

3. |Z| = |z].

4. |21 + 22| < |z1| + |22] (Dreiecksungleichung).
Die Dreiecksungleichung folgt aus der unten bewiesenen MINKOWSKIschen Ungleichung.

2. Einige Ungleichungen
2.1. Die AGM-Ungleichung. Wir betrachten reelle Zahlen x,y > 0. Dann ist

0< (Vi Vi) =o+y -2y,
also
VT < 5 +y) (2.1)

und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn x = .

Allgemeiner definiert man fiir x1,...,z, > 0 das arithmetische Mittel durch
1 n
A e Tp) = — , 2.2
(T1,. .5 Tn) 0 ; Tk (2.2)

bzw. das geometrische Mittel durch

G(1,...,x,) = (H xk)l/n.
k=1

Die Bezeichnung Mittel weist darauf hin, dass
) Az, ..., xp)
min(zy, ..., x,) < { Glor,. ... z) < max(xy,...,T,) (2.3)
SaTz 2.1 (AGM-Ungleichung). Fir nichtnegative reelle Zahlen x4, ..., x, gilt
Gy, xn) < Axy,...,2).
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn r; = ... = x,.

BEWEIS. Der Fall n =1 ist trivial, der Fall n = 2 wurde oben gezeigt.
Offenbar sind G und A homogen, d.h. es gilt fiir A > 0,z,...,2, > 0:
Gy, ..., xn) = AG (21, ..., xp),
ANz, .. Aey) = N2y, ..., x).

Ist die Behauptung fir den Fall A(zy,...,x,) = 1 bewiesen, so folgt fiir beliebige

Ti1y.v.y Ty Z 0
T T,
G(—,...,—) <1
A A —
(0.B.d.A. A # 0, warum?), also wegen (2.4) die Behauptung.
Induktionsschritt n — n + 1: Es seien xy, ..., 2,11 > 0 mit

1+ T =n+1. (2.5)

(2.4)
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Ist x; = ... = x,4; = 1 so ist nichts zu beweisen. Andernfalls gibt es wegen (2.5)
Indices k,¢ mit z;, < 1 und x, > 1. Wir nummerieren die (z;) gegebenenfalls so um,
dass z, < 1 und x,.1 > 1.

Man betrachte nun z,, := (z,+x,41—1) > 0. Dann ist sicherlich z1+- - -+, 1+, =
n und die Induktionsannahme liefert

1>a ooy (xy + Ty — 1),
Nun ist jedoch

b = (1= (1= 2))(1+ (zns — 1))
< 1—=—(1=z,)+ (zpy1 — 1)

=Ty + Ty — 1,

und es folgt die Behauptung. U

2.2. CaucHy-ScHWARZsche Ungleichung. Diese lautet:

SATZ 2.2. Seien z,w € C". Dann gilt

n n 1/2 n 1/2
> son < (Ylat) (Lhwnt)
k=1 k=1 k=1

Dabei tritt Gleicheit genau dann ein, wenn z = Aw bzw. w = Az mit einem A € C.

BEWEIS. Offenbar ist nichts zu zeigen, wenn w = 0. Also nehmen wir w # 0 an und
betrachten fiir A\ € C

o
IA

Z |Zk — )\wk|2

k=1

= ) el + AP [wel> = 2Re > Az
k=1 k=1 k=1

(2.6)

Setzt man speziell
n 1 n
A= (Z lwi|?) Z 2,
k=1 k=1

so folgt

2

)

n n n
0< D laul® = Q hwel?) [z
k=1 k=1 k=0

() 5]

Im Hinblick auf (2.6) tritt Gleichheit genau dann ein, wenn z = \w. 0

also

n

E ZEWy

k=1




52 IV. METRISCHE RAUME UND KONVERGENZ

2.3. Skalarprodukt und Norm. Der vorangegangene Abschnitt motiviert uns
zur Einfithrung einiger abkiirzender Notationen. Fiir z,w € C" setzen wir

n

(z,w) := Zikwk. (2.7)

k=1

(z,w) heifit das (Standard-)Skalarprodukt der Vektoren z und w. Offenbar gelten fiir
2,21, 20,w € C* )\ € C:

NoTi1z 2.3 (Rechenregeln fiir (-, -)).

Fir z € C" setzt man

n 1/2
I2]l2 7= v/ (2, 2) = (Z |2k|2>

k=1

und nennt dies die (Standard-)Norm von z. Oft schreiben wir auch einfach || - || statt
|- ||2- Die Bedeutung des Indexes ,,2* wird erst spéter klar werden. ||z|| ist der Abstand
von z zum Nullpunkt.

SaTz 2.4 (Eigenschaften von || - ||)). Es gilt fir z,w € C",\ € C:

(1) ||z]] = 0 mit Gleichheit genau fir z =0,

@) 22l = A=l

(3) [{z,w)| < ||z]| [Jw|| (CAUCHY-SCHWARZSche Ungleichung),
(4) ||z +w|| < ||z]| + ||w|| (Dreiecksungleichung),

(5) Iz +wll = ||zl = [[wl| | (Dreiecksungleichung nach unten,).

BEWEIS. (1), (2) folgen unmittelbar aus Notiz 2.3.
(3) ist nur eine Umformulierung der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung Satz 2.2.
(5) folgt aus (4) wie im Beweis von Satz II1.1.6.

(4) verdient eine eigene Uberschrift (s.u.)! O

2.4. MiNnkowsKische Ungleichung.

SATZ 2.5. Seien z,w € C". Dann gilt

n 1/2 n 1/2 n 1/2
(Zm —|—wk|2> < <Z|zk|2> + (Zmﬁ) .
k=1 k=1 k=1

Dabei tritt Gleichheit genau dann ein, wenn z = Aw oder w = Az mit X > 0.

BEwEIs. Offenbar 148t sich die Satzbehauptung unter Verwendung der im voran-
gegangenen Unterabschnitt eingefithrten Notation wesentlich kompakter schreiben: Die
Satzbehauptung ist gleichbedeutend mit

|1z + wlf < flz[ + [Jwl]].
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Es ist nun
Hz—i—w||2 = (z4w,z+w)
= (2,2) + (w,w) + (z,w) + (w, 2)
= |l2l]* + llw||* + 2Re(z, w)
1217 + llw]]? + 2| (z, w)]|
I2|1* + [|Jw||* + 2||2]| |lw|]| (CAUCHY-SCHWARZ)
(2]l + llw|)?.

Hieraus folgt die Ungleichung. Gleichheit tritt nur ein, wenn in beiden Ungleichungen
n (2.8) Gleichheit eintritt.

In der zweiten Ungleichung tritt Gleichheit genau dann ein, wenn 2z = Aw (0.B.d.A.)
mit A € C. In der ersten Ungleichung tritt Gleichheit genau dann ein, wenn » Z,wy
reell und > 0 ist. Dies bedeutet aber

> Nuwil* € Ry
k=1

Dies ist genau dann der Fall, wenn A > 0. O

<
<

3. Metrische Riume

In der Mathematik und auch im Alltag begegnet uns der Abstandsbegriff sehr héufig.
Der mathematische Rahmen zur Analyse des Abstandsbegriffes ist der des metrischen
Raumes.

DEFINITION 3.1. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X,d), wobei X eine Menge
und d : X x X — R eine Abbildung ist mit folgenden Eigenschaften:

(1) d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y,

(2) fir z,y € X gilt d(z,y) = d(y,z),

(3) fiir z,y,2z € X gilt die Dreiecksungleichung d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Es ist nicht wesentlich, dass Bild (d) C R. Es ist auch d : X x X — K mit einem
archimedisch angeordneten Korper K zugelassen.

BEISPIELE 3.2.

1. Der Betrag auf R bzw. C induziert eine Metrik durch

d(z,y) = |z —y| fir z,y € C (bzw. R).
2. Allgemeiner setzen wir fiir z,w € C"

a(zw) = o = wll = (3 o —wil?)

k=1
Die Axiome einer Metrik folgen unmittelbar aus den Eigenschaften von || - ||.
Die Dreiecksungleichung fiir d folgt aus der Dreiecksungleichung fiir || - ||.

3. Ist (X,d) ein metrischer Raum und A C X, so induziert d in trivialer Weise
eine Metrik auf A durch da(z,y) = d(z,y) fir z,y € A.
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4. Auf jeder Menge X konnen wir die diskrete Metrik einfiihren durch

0, ==y,
d(fﬁ,y)Z{1 vty

5. In der Ebene R? fiihren wir die zentralistische Metrik ! ein:
d,(z,y) = {H:CH + |ly|l, falls z,y l?near unaE)héi'ngig,
|z —yl, falls x, y linear abhingig.
d, ist tatséchlich Metrik!

Wir notieren noch, dass fiir eine Metrik d stets d(x,y) > 0 gilt:
0=d(z,z) < d(z,y) + dy, x) = 2d(z,y). (32)
DEFINITION 3.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum und p € X. Fiir ¢ € R, heifit

Up) :={qe X | dlp.q) <¢}

die e-Umgebung von p. U C X heifit Umgebung von p, falls es ein ¢ > 0 so gibt, dass
U D U.(p). Als Beispiel notieren wir

a€eR, Ua) =(a—¢e,a+¢).
4. Konvergenz

DEFINITION 4.1. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,),eny in X heifit
konvergent mit Grenzwert x, falls es zu jedem € > 0 ein ng € N so gibt, dass

d(z,,x) <e firalle n > ng.

Schreibweise: * = lim x,. Ist (x,)neny nicht konvergent, so sagt man auch (z,) sei

n—oo

divergent.

Man kann die Konvergenz einer Folge gegen x auch wie folgt ausdriicken: In jeder
Umgebung U von x liegen fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) Glieder der Folge.

BEISPIELE 4.2.

1. Die konstante Folge x,, = x konvergiert gegen x. Denn fiir jedes £ > 0 und jedes
n € Nist d(z,,z) =0 < e.
2. In R gilt lim % = 0. Denn ist € > 0 so gibt es nach der archimedischen Eigen-

n—oo

schaft ein ng so, dass nio < e. Dann ist fiir n > ng:

1 1
—-< —<e.
n Un
3. In C gilt lim %:%:seig>0gegeben. Dann ist
L+ni i| |2+2ni—i—2ni| | 2—i
1+2n 2| 2(1+ 2n) ~12(1+ 2n)
< ! 1—|—i <1<
— 2n 2 n ©

1 p gteht fiir Paris. Die zentralistische Metrik modelliert die Bahnkilomter zwischen Orten in Frank-
reich, da dort (fast) alle Bahnverbindungen iiber Paris gehen.
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fiir n > e 1.

4. Sei z,, = (—1)" in R. Dann ist (z,) divergent.

BEWEIS. Wir nehmen an, es gibt ein £ € R mit lim x,, = x. Dann gibt es zu ¢ = %

n—oo
ein ng so, dass |z, — x| < % fiir alle n > ng. Insbesondere ist dann
1 1
2 = [Tngt1 — Tng| < |Tpgr1 — 2| + |1 — 2| < 5T5 = 1
was offensichtlich absurd ist. ]

SaTz 4.3 (Eindeutigkeit des Limes). Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,)nen
eine Folge in X mit lim z, = x und lim z, = x’. Dann ist x = 2'.

n—oo n—oo

BEWEIS. Sei ¢ > 0 und ng so gewéhlt, dass d(z,,z) < ¢ und d(z,,z') < e fur
n > ng. Dann folgt mit der Dreiecksungleichung

d(z,2") < d(z,2n,) + d(zp,, 2') < 2e.
Da € > 0 beliebig war, folgt d(x,2’) = 0 und somit = = z'. O

SATZ 4.4. Sei (x,)nen eine konvergente Folge in (X,d). Dann ist (x,) beschrinkt,
d.h. zu a € X gibt es ein C > 0 so, dass

d(a,z,) < C
fiir alle n € N.

Der Beschranktheitsbegriff fiir metrische Rdume héangt offenbar nicht von dem ,,Ba-
sispunkt® a ab; denn ist Y C X und gilt

d(a,y) < C
fiir y € Y, so folgt fiir einen anderen festen Punkt b € X
d(b,y) < d(a,b) + d(a,y) < C +d(a,b).

BEWEIS. Es sei z := lim z,. Zu ¢ = 1 gibt es ein ng so, dass d(z,,x) < 1 fir

n—oo

n > ng. Dann folgt fiir beliebiges n € N
d(a,z,) < max{d(a,z,) | 1 <n<ng}+d(a,z)+1.

SATz 4.5. Seien (ay), (b,) C C konvergente Folgen mit lim a, = a, lim b, = b.

1. (an + bp)nen ist konvergent mit
lim (a, + b,) = lim a, + lim b,.

2. (apbp)nen ist konvergent mit

lim (a,b,) = ab.

n—oo

3. Ist b # 0 so gibt es ein ng so, dass b, # 0 fir alle n > ng. Des weiteren
konvergiert die Folge (3 )n>n, gegen 3.



56 IV. METRISCHE RAUME UND KONVERGENZ

BEWEIS. Den Beweis von 1. iiberlassen wir als Ubung.
2. Sei € > 0 gegeben. Nach Satz 4.4 sind die Folgen (a,) und (b,) beschrankt. Also
gibt es ein C' > 0 so, dass
max{|a,|, |bn|} < C

fiir alle n € N. Dann folgt
|anb, — ab| < |(a, — a)b,| + |(b, — b)a| < Cla, — a| + |a||b, — b].
Waihlen wir also ng so, dass fiir n > ng

—al < —
lan —al < 55

und -
b, — b] < —,
so folgt fir n > ng auch |a,b, — ab| < e.
3. Zunidchst wihlen wir zu e = %' > 0 ein ng so, dass |b, — b| < |b]/2 fiir n > ny.
Dann folgt mit der Dreiecksungleichung nach unten Satz 2.4

b
bl = |6~ o~ bl [ > 2 > 0,

Weiterhin folgt fiir n > ng

a, —a 1 1
|——— < | bn \HG(E )l
< D —al + jof 21
Ibl o]
2|a
|an—a\—i— by, — b
=Tl [o?
Wahlt man also n > ng so, dass fiir n > n,
la, —al < Me
n 4 Y
und o2
b
b, — bl < —-¢,
so folgt b—"—%<eﬁirn2n1. O
SATZ 4.6 (Konvergenz im Rp) Eine Folge (a,) C R? mit a, = (aj,, ..., a}) konver-
giert genau dann gegen a = (a',... a?) € R?, wenn gilt: hm a=a j=...,p.

Insbesondere konvergiert eine Folge (z,) C C genau dann, wenn die Folgen

(Rez,), (Im z,) in R konvergieren. In diesem Fall gilt

lim z, = lim Rez, + ¢ lim Im z,.

n—~oo n—oo n—oo

BEWEIS. 1. Es sei (a,) konvergent gegen a und £ > 0. Dann folgt fiir j = 1,....p
und n > no(e):

‘ ' p 1/2
la? — | < <Z|aﬁ—ak|2> < e.
k=1
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Also gilt lim a! = a’.

n—oo

2. Nun sei lim @ = @ fiir j = 1,...,p. Zu e > 0 gibt es dann n;(e) so, dass fiir

n—oo

n = n;(e)

. . €
J _ ) _
|a), — d’| < —.

VP

Dann folgt fiir n > max{nj(g) | j=1,... ,p}

» 1/2
||an—a||=<2|ai;—aji2> < vpmax{lo, —a’ | j=1,...p} <<
j=1

g

SATZ 4.7. Es seien (ay,), (b,) C R konvergente Folgen mit lim a, = a, lim b, = b.

n—oo n—oo
Es gelte
an < by

fir alle n > ng. Dann ist a < b.

WARNUNG 4.8. Im allgemeinen kann aus a, < b, nicht auf a < b geschlossen
werden. Als Beispiel betrachte man a,, =0 < % =:b,. Es ist jedoch a =b = 0.

BEWEIS. Es sei ¢ > 0 und ng so gro8, dass |a — a,| < £/2 und |b — b,| < /2 fiir
alle n > ny. Dann folgt

a=a—Apy + Apy < Ay +€/2
< bpy +/2
<b+e.

Da € > 0 beliebig war, ergibt sich a <. U

Es folgt daraus das iiberaus niitzliche
SATZ 4.9 (Sandwich-Lemma). Es seien (ay,), (by), (¢,) Folgen in R mit
p < Cp < by

fir n > ng. Falls (a,) und (b,) beide gegen denselben Grenzwert a konvergieren, so
konvergiert auch (c,) gegen a.

BEWEIS. Zu ¢ > 0 wéhlen wir n(e) > ng so, dass
la, —a] <e und |b, —a| <e
fir n > n(e). Dann folgt fiir n > n(e)
—e<a,—a<c,—a<b,—a<e,

also |¢, —a| < e. O
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4.1. Weitere Beispiele konvergenter Folgen. Wir diskutieren einige besonders
wichtige Folgen und ihr Konvergenzverhalten:

1.

lim = =0 fiir jedes s € Q, s > 0.

7Zu vorgegebenem € > 0 setze N = ¢~ V/*. Fiirn > N gilt dann n™° < N=° =
€

2. lim ¢™ = 0 fiir jedes ¢ € C mit |¢| < 1.

n—oo

Nach Satz II1.1.11 gibt es zu € > 0 ein N mit |¢|¥ < . fiir n > N ist dann
7" = aI" < lal™ <e.

. lim n=1.

n—oo

Sicherlich ist /n > 1, also liefert die Binomialentwicklung
no= (¥Yn)"=1+/n-1)"
> 1+ (5) (V-1
also

und folglich

5
o< ym_1< Y2

NG
Wegen 1. ist lim \/iﬁ = 0 und das Sandwich-Lemma 4.9 liefert die Behauptung.

n—oo

lim /a =1 fiir jedes reelle a > 0.

n—oo

Fiir a > 1 und n > a haben wir

1< /a < 3/n,
also folgt die Behauptung in diesem Fall aus 3. und dem Sandwich-Lemma 4.9.
Ist a < 1, so wenden wir Satz 4.5 an und erhalten

-1
1
%:<”—) — 1t =1

a

limZ—k:OfﬁrjedeskENundzECmit |z| > 1.

n
n—oo

Wir schreiben |z| = 1 + z mit > 0. Dann ist fiir n > 2k

yzln — (1—0—:6)”2 (kj:l)karl
1

= 0 1)!77,(71— ... (n—k)z"!
= ﬁnkﬂ(l — %) (1= %)xkﬂ
> pktl A
- 26(k + 1)V
also
nk - 25k + 1! oo 0
l2[r = 2Rl g ‘
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6. lim 2—7,1 = 0 fiir jedes z € C.
" Fiir n > 2|z| ist
2" L]e"
(n+1)! = 2 nl

und folglich induktiv mit k := [2]z]] + 1

2" _ 1 2
n — 2nk k!
Daher folgt die Behauptung aus 2. und dem Sandwich-Lemma II1.1.11.

—Zz

N
7. Fir z € C mit |2]| < 1 gilt T}Lrgo; ¢ =L

Man zeigt durch Vollstéindigezlnduktion unmittelbar die geometrische Sum-

menformel:
1 — 2N
Z z" = , zeCk
1-z
Hieraus folgt nun die Behauptung unter Verwendung von 2.

5. Konvergenzprinzipien

DEFINITION 5.1. Eine reelle Folge (ay,)nen heift monoton wachsend (fallend), falls
an < apy1 (an > apqq) fiir alle n € N,

SATZ 5.2. Sei (ay)nen C R eine monoton wachsende nach oben beschrinkte Folge.
Dann ist (an)nen konvergent gegen a := sup{a, ‘ n € N}.

BEWEIS. Sei ¢ > 0 gegeben. Dann gibt es nach Satz II1.2.8 ein ng € N so, dass
a—¢ < a,, < a. Dann ist aber wegen der Monotonie fiir n > ng

a_gganogan§a7

also |a — a,| <e. O

n
BEISPIELE 5.3. 1. a, := Y ; ist sicherlich monoton wachsend. Weiterhin ist
k=0

L2 L L\ s
M2 T2 \3 o
Folglich
1 1< /1\"? 5 11 1 11
D<= 4+-5(2) <2422 - <3
=¥ +2+2k223(3> =27331-13 1

Also konvergiert (a,,) gegen eine reelle Zahl

1
=1 n < — < 3.
1ma_4

n—oo

2. a, = (1+ 1)

n
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Es ist

—~ 1
a, < Z 7 <e (5.2)

m
m -1 /
k=0 (=1

Weiterhin folgt aus (5.1)

n 1k—1
a, < — < Qpa1-
Sl (1-5) <o

Also ist (a,,) monoton wachsend und nach oben beschrénkt. Damit ist sie nach Satz 5.2
konvergent. Aus (5.2) und (5.3) ergibt sich fiir beliebiges m € N

> lim 0.2 lim |H( ):i%
k=0 k=0

1 n
lim (1 + —) = e.
n—o0 n

3. Numerische Berechnung von Wurzeln.
Sei a > 0 und p € N\ {0,1}. Wir betrachten fiir beliebiges o > 0 die rekursiv
definierte Folge

und somit

_p—1 a
Tp+1 = " Tp + pmf;l . (54)
Man iiberzeugt sich induktiv sofort, dass z, > 0 fiir n € N. die BERNOULLIsche
Ungleichung liefert fiir n > 0

1 a

2P =P (1= —)" > (1-1 =

Kas $( p—i_pxn) _xn< * n) “
—_——

>—1

also gilt stets x,, > ¢/a fiir n > 1. Weiterhin ist dann fiir n > 1

1 a 1
Ty — Ty = — (xn— 1) = —7 (2 —a) > 0.
p p pr

P
Tn n

Also ist (x,,)n>1 eine nach unten beschriankte monoton fallende Folge. Nach Satz 5.2 ist
sie konvergent gegen ein £ € R, £ > ¢/a. Es folgt nun aber
p—1 a p—1 a
= hm Tpy1 = lim Ty + = + ,
ST T T T T e




5. KONVERGENZPRINZIPIEN 61

also .
a
0=+,
p- pgr!
und somit £ = ¥/a.
Die rekursive Folge (5.4) konvergiert also fiir beliebigen Startwert x, gegen /a.
Diese Folge konvergiert ,,besonders schnell“. Um dies zu erldutern, betrachten wir den

Spezialfall p = 2. Dann ist fiir n > 1

1 1
1 1
— E(l'n—a)Q S %(l'n—a)Q,

d.h. es liegt sog. quadratische Konvergenz vor. Das bedeutet im wesentlichen, dass
sich die Anzahl der signifikanten Dezimalstellen in jedem Iterationsschritt verdoppelt.
Natiirlich gilt dies nur als Faustregel, da auch die Gréflenordnung von a in die Feh-
lerabschitzung eingeht. Man kann mit etwas mehr Aufwand zeigen, dass fiir beliebige
p € N\ {0,1} ebenfalls quadratische Konvergenz vorliegt.

5.1. Caucnuy-Folgen. Wir kommen nun zum &uflerst wichtigen Begriff der
CAucHy-Folge. Die Konvergenzdefinition nimmt auf den Grenzwert Bezug. D.h. dass
man den Grenzwert kennen mufl um entscheiden zu kénnen, ob eine Folge konvergiert
oder nicht. Wir werden nun eine Charakterisierung der Konvergenz kennenlernen, wel-
che auf den Grenzwert keinen Bezug nimmt.

DEFINITION 5.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,)neny € X heift
CaucHy-Folge, falls
Ve>0 3no(e) Vimzno(e) d(Tn, Tm) < €.
SATZ 5.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,)nen eine Folge in X.
(1) Ist (z,) konvergent, so ist (x,) eine CAUCHY-Folge.
(2) Ist (z,) eine CAUCHY-Folge, so ist (x,) auch beschrinkt.

BeEwEIS. (1) Sei z := lim z,. Zu e > 0 gibt es dann ein ny(¢) so, dass fiir n > ny(e)
die Ungleichung d(zx, =) %_;72 gilt. Dann ist fiir n,m > ng(e)
d(xp, ) < d(Tn, z) + d(z, 2,) < €.
(2) Zu e = 1 gibt es ein ng so, dass fiir n,m > ngy die Ungleichung d(x,,, x,,) < 1 gilt.
Dann ist fiir beliebiges k € N sicherlich
d(w, Tny) < 1+ max{d(zj,zn) | j=0,...,m0},

folglich ist (z,) beschrinkt. O

THEOREM 5.6. Fliir einen archimedisch angeordneten Korper K sind dquivalent:

(1) K ist vollstandig, d.h. jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge A C K
besitzt ein Supremum.
(2) In K konvergiert jede CAUCHY-Folge.

BEWEIS. (1) = (2): Sei (#n)nen C K eine CAUCHY-Folge. Nach Satz 5.5 ist {z,, |
neN } beschrankt. Insbesondere existiert daher

ap = inf{xk ‘ k> n}
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Offenbar ist a,, < sup{xk ‘ k e N}, also existiert
x = sup{an ‘ n e N}.
Wir zeigen: lim z, = x. Dazu sei ¢ > 0 gegeben. Da (z,,) eine CAUCHY-Folge ist, gibt

n—0o0

es ein ng € N so, dass fiir alle n,m > ng
|zp — x| < /3.
Da die Folge (a,) monoton wachsend ist, gibt es ein n; > ng so, dass
|z — an,| < e/3.
Schliellich gibt es im Hinblick auf die Definition von a,, ein ny > ny so, dass
|ap, — xn,| < /3.
Dann ist fiir n > ne
|zn — | < Ty — Tny| + |0y — any| + |an, — 2| <e.

Damit ist die Konvergenz von (x,,) bewiesen.

(2) = (1): Wir zeigen das Intervallschachtelungsprinzip, welches nach Satz I11.2.15
zu (1) dquivalent ist. Sei also ([an, by])nen eine Intervallschachtelung. Dann ist (a,) eine
CaucHy-Folge. Zu € > 0 gibt es nédmlich ein ny mit b,, —a,, < . Dann ist fiir n,m > ng
erst recht |a,, — a,,| < € denn a,, a,, € [an,y, by,y]. Sei also & = lim a,,. Da (a,) monoton
wachsend ist, ist & > a,, fiir jedes n € N. Andererseits ist a,, < by fiir alle n, N € N.

Daraus ergibt sich £ < by fiir alle N € N. Insgesamt ist £ € () [an, by]. O
n=1

DEFINITION 5.7. Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede CAUCHY-
Folge in X konvergiert.

Im Hinblick auf Theorem 5.6 und Satz 4.6 sind R, C, R™, C" vollstdndige metrische
Réaume.

5.2. Konvergenzprinzip von BOLZANO-WEIERSTRASS.

DEFINITION 5.8. Sei (2, )nen eine Folge in der Menge X . Sei weiterhin ng < ny < ...
eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heifit (z,, )ren eine
Teilfolge von (x,).

DEFINITION 5.9. Sei (X, d) ein metrischer Raum und (z,)n,eny C X eine Folge. Der
Punkt z € X heifit Hiufungspunkt von (z,,), falls

v€>0 \V/’I’Lo EITLZTLO d(xny x) S E.

BEISPIELE 5.10.

1. a, = (—1)". Haufungspunkte sind 1 und -1.
2. (=1)"(7 + 2). Héufungspunkte sind 7 und -7.

Beiden Beispielen ist gemeinsam, dass es zu jedem Haufungspunkt eine Teilfolge
gibt, die gegen diesen konvergiert. Das ist kein Zufall.

SATz 5.11. Ein Punkt x in einem metrischen Raum (X,d) ist genau dann ein
Hdaufungspunkt der Folge (x,)nen, wenn es eine Teilfolge (z,, )ren von (x,) gibt mit

lim z,, =x.
k—o0
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BEWEIS. 1. Es sei lim z,, = z. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ky so, dass

k—o0

d(zp,, ) < e fir k > ko. Insbesondere gibt es zu n € N ein k& > max(n, ko). Dann ist
ng > nund d(z,,,z) < e. Also ist = ein Haufungspunkt der Folge (x,,).
2. Umgekehrt sei ein Haufungspunkt = gegeben. Wihle ny so, dass d(x,,,x) < 1.

Induktiv seien n; < ny < ... < ng schon so gewéhlt, dass d(z,,,r) < % firj=1,...,k.
Nach Definition des Haufungspunktes gibt es nun ein ngy; > ny so, dass d(zp,,,,7) <
=t +1 Die Teilfolge (z,, )ken konvergiert offenbar gegen x. O

Im Hinblick auf die bereits im Beweis von Theorem 5.6 durchgefiihrte Konstruktion
definieren wir fiir eine reelle Folge (a,)neny € R den Limes superior durch

lim a, := limsup a, := mf sup a € R U {00}, (5.5)

n—00 n—00 N g>n
bzw. den Limes inferior durch

lim a, := liminf a, := sup 1nf ar € R U {£o0}. (5.6)

n—00 n—00 neN

BEISPIELE 5.12.

1. a, = (—1)". Es ist sup ay = 1 und énf ap = —1, also liminf a,, = —1 bzw.
k>n

limsup a, = 1.
2. ap :=n+(=1)"(n—21),n>1. Esist
{%, n ungerade,

1
41+ N gerade.

sup ay = +oo und inf a;, =
Also lim sup a,, = +oo und liminf a, = 0.
3. a, = (—1)"n. Dann ist limsup a,, = 400 und liminf a, = —o0.

Es wird im folgenden niitzlich sein, den Konvergenzbegriff in R etwas weiter zu
fassen. Wir sagen, dass eine Folge (z,),eny € R uneigentlich gegen +oo konvergiert,
falls

VR>0 Elno anno T, 2 R. (57)

Uneigentliche Konvergenz gegen —oo ist analog definiert.

_SATZ 5.13. Sei (x,) C R eine beschrinkte Folge. Dann sind limz, und
limz, Hdiufungspunkte wvon (x,). Insbesondere ist die Menge H = {x €
R | x Haufungspunkt von (x,)} nicht leer. Es gilt weiterhin

sup H = hm Ty,

inf H = h_m T,

n—oo

Insbesondere besitzt jede beschrankte Folge in R eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS. 1. Wir zeigen, dass limz, € H. Der Beweis fiir lim verliuft analog. Zu

€ > 0 und ng € N wahle zunéchst ein n > ng so, dass |[sup x — lim xn‘ < ¢/2. Dann
k>n

wéhle ein n; > n so, dass |x,, —sup xk} < ¢/2. Dann ist offenbar |z, — limz,| < e.
k>n
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2. Sei € H und € > 0. Nach Definition gibt es zu jedem n € N ein k£ > n so, dass
|z, — | < e. Also ist

Vnen SUp Ty > T — €
k>n

und folglich

lim z, > x —e¢.

n—oo

Da € > 0 beliebig war, folgt lim z,, > x. Analog folgt x > liminf x,,. O

SATZ 5.14. Eine beschrinkte Folge (a,) C R ist genau dann konvergent, wenn
liminf a,, = lim sup a,,.

BEWEIS. Ist (a,) konvergent gegen a, so konvergiert jede Teilfolge gegen a, also
enthélt die Menge H der Haufungspunkte nur den Punkt a. Folglich
liminf a,, = inf H = a = sup H = limsup a,,.

Umgekehrt gelte liminf a,, = limsupa,, = a. Zu € > 0 gibt es dann ein nj so, dass
a, < a+ ¢ fiir n > ng. Ebenso gibt es ein ny so, dass a, > a — ¢ fiir n > n;. Also ist
la — a,| < e fir n > max(ng, ny). O

6. Reihen

Von einem theoretischen Standpunkt aus betrachtet, gibt es keinen Unterschied
zwischen einer Reihe und einer Folge. Ist (a,),en eine Folge komplexer Zahlen, so kénnen
wir eine neue Folge, die Folge der Partialsummen,

=3 (6.1)
k=0

o
betrachten. Wenn wir ) ay schreiben, so ist zunéchst diese Folge (s,)nen der Partial-
k=0

(o]
summen gemeint. Ist (s,),en konvergent, so sagen wir, dass die Reihe ) ay konvergiert

k=0
und schreiben

n—oo

Z a = lim s, (6.2)
k=0
Wir kennen bereits die geometrische Reihe
[e.e] . 1 .
Zz =—— 2€C mit 2] <1
— 1—=z

Wir wollen nun eine Reihe von Kriterien fiir die Konvergenz von Reihen entwickeln.
Aus dem CAucHY-Kriterium fiir die Folgenkonvergenz folgt unmittelbar:

SATz 6.1 (CAucHY-Kriterium). Die Reihe Y ay konvergiert genau dann, wenn es
k=0
zu jedem € > 0 ein ng(e) so gibt, dass fir alle m > n > nqg gilt

m
‘Z ak‘ < E.
k=n
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LEMMA 6.2. Ist > a, konvergent, so ist lim a, = 0.

k=0 n—0o0
BEWEIS. Aus den CAucHY-Kriterium folgt offenbar fiir n > ng(e), dass |a,| <
€. U
WARNUNG 6.3. Die Umkehrung dieses Lemmas ist falsch. Z.B. ist die harmoni-
sche Reihe ) % divergent. Zum Beweis betrachten wir
n=1
antl_q
1 1 1
Z -2 2n‘2n+1 -
=2/
2n+1_1 [ee]
also 21 % > ”T“ Damit ist die Folge der Partialsummen unbeschrénkt, folglich 21 %
Jj= n=
divergent.

6.1. Teleskopreihen. Der offenkundigste Vertreter dieser Gattung ist die Reihe
S L Wegen —1—~ =1 - L folgt
n=1

n(n+1)° n(n+1) n n+1
SRR
— n(n+1) —~n n+1
_ 1 1+1 1+1
N 2 2 3 37
1
-1
N+1’
also
> 1
>
n(n+1)

n=1
Offenbar erhélt man aus jeder Folge (a,)nen eine Teleskopreihe durch ) (a, — apiq).
n=1
Letztere konvergiert genau dann, wenn (a,) konvergiert.

6.2. Reihen mit nicht-negativen Gliedern. Ist a, > 0 so bilden die Partial-

o

summen der Reihe > a, eine monoton wachsende Folge. Nach Satz 5.2 ist diese genau
n=1

dann konvergent, wenn sie beschrankt ist.

Wir schreiben kurz

f: {< 0o, falls Konvergenz vorliegt,
g

pr = 00, falls Divergenz vorliegt.

Es sei betont, dass diese Notation nur fiir Reihen mit nicht-negativen Gliedern sinnvoll
ist.

SATZ 6.4 (Majoranten- und Minorantenkriterium). Seien (a,), (b,) Folgen nicht-

negativer reeller Zahlen mit a,, < b, firn € N. Dann gilt:

(1) Ist > by konvergent, so auch Ay,
k=0

n=0



66 IV. METRISCHE RAUME UND KONVERGENZ

(2) Ist > a, divergent, so auch > b,.
n=0

n=0

BEWEIS. (1) Es ist fiir beliebiges N € N

N 00
Z a, < Z b, < oo,
n=0 n=0

N
also ist (Z ) ney beschrénkt und somit konvergent.

OO
(2) Da Z ,» divergiert, gibt es nach der vorangegangenen Diskussion zu jedem

N
R > 0ein N so, dass > a, > R. Folglich ist auch
n=0

N N
an > Za

n=0 n=0
N
Damit ist () bn)n < unbeschriinkt und folglich divergent. O
n=0

SATZ 6.5 (Verdichtungssatz von CAUCHY). Sei (a,)nen €ine monoton fallende Null-
folge reeller Zahlen. Dann gilt

(o] (o)
Zan < 00 = Z2”a2n < o0.
n=0 n=0

o
BEWEIS. Sei Y. 2"asn < oo und N € N. Wihle 7 so, dass 2771 < N < 27. Dann
n=0
st
r—12/+t11

I

7=0 k=27

)

|/\
uM )

\3
I
—

oo
ay < Z 27 a9 < 00.
1 j=0

IN

<.
Il

Umgekehrt ist

SETHIED S5 SRS o

Jj=1 k=2i—-141 n=0

BEISPIEL 6.6. ) =

n=1
Fir p > 0 ist die Folge (%) sicherlich eine monoton fallende Nullfolge. Weiterhin

ist
2'I’L

1 Ly n-1)
oy = B
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[e.9]

Die Reihe >’ (%)n(pfl) konvergiert genau dann, wenn p > 1. Also gilt
n=0
= 1
Y —<oo = p>1. (6.3)
n=1 ne

6.3. Absolute Konvergenz.

DEFINITION 6.7. Die Reihe Y a, mit a, € C heifit absolut konvergent, falls

n=0
oo

la,| < 0.
n=0

SATZ 6.8. Die Reihe ) a, konvergiere absolut. Dann konvergiert sie (im tblichen
n=0
Sinne).

BEwEIis. Wir verwenden das CAUCHY-Kriterium. Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es,
wegen Y |a,| < 0o, ein ny(e) so, dass fiir alle m > n > ny

m
Y lajl <e
j=n

Dann ist aber erst recht

m m
‘Zaj‘ < Z‘aj|<€
j=n j=n
[e.e]
Also ist ) a, konvergent. O

n=0
Weiter unten werden wir sehen, dass die Umkehrung von Satz 6.8 nicht gilt.
SATZ 6.9 (Majoranten- und Minorantenkriterium fiir absolute Konvergenz). Es sei-
en (ap)nen C C und (by)neny C Ry Folgen. Dann gilt:

(1) Ist |an| < b, und > b, konvergent, so konvergiert . a, absolut.
(2) Ist b, < |ap| und > b, divergent, so konvergiert >, a, nicht absolut.

BEWEIS. Folgt unmittelbar aus Satz 6.4 U
BEISPIEL 6.10. Die Reihe ) ;—Z ist absolut konvergent; denn ‘;—2‘ < n% und
n=1
> 5 < oo
n=1

SATZ 6.11 (Quotientenkriterium). Es seien a, € C*,n € N. Es gelte
lim ‘anﬂ

n—00 an ‘ -
Dann gilt:
oo

(1) Falls g < 1 so konvergiert Y a, absolut.
n=0

(2) Falls g > 1 so divergiert » . ay,.

n=0
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Zusatz. Fiir die absolute Konvergenz ist lim sup ‘“Z—“} < 1 bereits hinreichend. Al-
n—od

lerdings kann aus lim sup |%{ > 1 nicht auf Divergenz geschlossen werden.
BEWEIS. 1. Es sei ¢ := lim sup ‘%‘ < 1. Dann gibt es ein ng so, dass fiir n > nyg

n—oo

an, 1+ ~
[ < =1 g
an, 2
Folglich ist fiir n > nyg
n—1
aj41 “n
|an| = H ‘ ZL‘ | ang| <@ ang - (6.4)
Jj=no J
Also ist die geometrische Reihe > ¢" " eine Majorante fir »_ a,. Nach dem Ma-
n=ng n=ng

jorantenkriterium konvergiert > a,, absolut.
2. Es sei ¢ > 1. Da lim ‘a"“‘ > q > 1 gibt es ein ng € N so, dass fiir n > ng gilt

an

An41 1 + q ~
> = qg>1. 6.5
lz == =1 (6.5)
Dann ist fiir n > ng stets |a,| > ¢ ay,|, also lim |a,| = +oc.
Im Hinblick auf Lemma 6.1 ist »_ a, divergent. g
n=0

SATZ 6.12 (Wurzelkriterium). Es sei (a,)nen C C eine Folge und

g = limsup {/|a,| € Ry U {oco}.
Dann gilt:
(1) Ist g < 1, so konvergiert > a, absolut.
n=0

(2) Ist ¢ > 1, so divergiert > ay.
n=0

BEWEIS. 1. Sei ¢ < 1. Dann ist fiir geeignetes ng und n > ng stets {/|a,| < # =
g < 1. Also gilt fiir n > nyg
an| < ¢
Nach dem Majorantenkriterium Satz 6.11 folgt die Behauptung.
2. Vollig analog folgt |a,| > ¢ fiir unendlich viele n > 0, wobei ¢ = % > 1. Also
ist (ay) keine Nullfolge und folglich divergiert die Reihe ) a,. O

Wir diskutieren die Grenzen des Quotienten- und des Wurzelkriteriums:

BEMERKUNGEN UND BEISPIELE 6.13.

1. Ist lim }az—“| = 1 so liefert das Quotientenkriterium keine Aussage. Als Bei-
n—00 m
[e.e] [e.e]
spiele betrachten wir die Reihen Y- -5 bzw. Y +. Erstere ist konvergent und

n=1 n=1
letztere divergent. Es gilt jedoch

1 1
lim M — lim n
n—o0 1/n n—oo 1 + 1
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und

1 1)2
lim M — lim ( " )2
n—00 1/n? n—oo ‘N + 1

Diese beiden Beispiele zeigen ebenfalls, dass das Wurzelkriterium im Falle
limsup /a, = 1 keine Aussage macht. Es gilt ndmlich nach Abschnitt 4

1

1
lim — = lim

n — 1
n—00 n n—00 {’/ﬁ
und ebenso
lim /= = lm (—=)® = 1
n—00 n2 T a5 {l/ﬁ -
[o¢]
. Wir betrachten die Reihe > a, mit
n=1
(3)", n gerade,
a, = .
(3)", mn ungerade.
Es ist
%, n gerade,
3, N ungerade,
also

1
limsup a, = D) < 1.
Nach dem Wurzelkriterium ist die Reihe konvergent. Andererseits ist

1.2
Uny1 {3(5)”, n gerade,

an $(3)", n ungerade.

Folglich ist
Gp41

lim sup = +o0.

n—oo an
Dies zeigt, dass in (2) des Quotientenkriteriums lim|az—:1{ nicht durch
lim sup|a2—:1| ersetzt werden kann.
. Das Wurzelkriterium ist stéarker als das Quotientenkriterium in dem Sinne, dass
wenn Konvergenz bzw. Divergenz mittels des Quotientenkriteriums nachgewie-
sen werden kann, dann auch mittels des Wurzelkriteriums.
Ist ndmlich lim sup‘az—:l‘ = ¢q <1, so liefert (6.4)

n—oo

an| < @7 |, ],

Viaal < @/ q70anl,
limsup v/]a,| < ¢g<1.

Ist hingegen lim }%} = ¢q > 1, so liefert (6.5)

also

und folglich

’anl > g |an0|,
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also

VNaal = qV/q0]an,|,
und folglich
lim sup m > q.
6.4. Alternierende Reihen.

SATZ 6.14 (LEIBNIZkriterium fiir alternierende Reihen). Es sei (a,)nen €ine mono-
ton fallende Nullfolge reeller Zahlen. Dann konvergiert die alternierende Rethe

A = Z(—l)"an.

n=0
Desweiteren gilt die Fehlerabschdtzung:
N
|Z (-1)” Ay — Al S }CLN_H‘.
n=0
BEWEIS. Sei
Sn = (—1)k Qg
k=0

die Folge der Partialsummen und

Sns de,
An — { n ungerade

Sn_1, n gerade,

bzw.

B - Sh, n gerade,
" Sn_1, mn ungerade.
Dann sind (A,) monoton wachsend, (B,,) monoton fallend und es gilt stets A, ;1 <
Sn < B,y1. Weiterhin gilt

1B, — A, = a, =2 0.

[e.°]

Das Sandwich-Lemma liefert die Konvergenz von » (—1)"a,. Weiterhin ist wegen
n=0
S, 8n € [Ant1, Buy1] auch |s — s,| < apor- O

BEISPIEL 6.15. Die alternierende harmonische Reihe > (—1)"* £ konvergiert. Man
n=1
kann zeigen, dass

(_1 n+1

i T) = log2.

n=1
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6.5. Umordnung. Bei bedingt konvergenten (d.h. konvergenten, aber nicht ab-
solut konvergenten) Reihen kommt es auf die Summationsreihenfolge an. Als Beispiel
diskutieren wir nochmals die alternierende harmonische Reihe

— (-1t 1 1 1

1 1 5
—=1--<s<1l-—=-+- = ==
5 5 + 5 0.833
Betrachte nun die Umordnung
=~ 1 1 1
( + - )
po 4k+1 4k+3 2k+2
1 1 1 1 1 1 1 1
= (14+-—= -4+ - —= — 4+ — — =) +..
<+3 2)+(5 7 4)+(9+11 6)Jr
1 1 1 1 1
14+ —= 4 -z
= +3 2)+(5 7 4>
L
6 140 '

D.h. falls diese Umordnung konvergiert, so ist ihre Summe sicher verschieden von s. Die
Summe konvergiert in der Tat. Dazu schétzen wir die Summanden wie folgt ab:

‘ 1 N 1 |
4k +1  4k+3  2k+2
—| 1 N 1
- 4k +1  4k+4 4k +3 4k +4
3
< 2
T (4k+1)(4k+4)
31 .
S gﬁ,furkZ:[

Also ist die Reihe ) 1%2 eine konvergente Majorante.
k=1
Das gerade beschriebene Phanomen ist auf bedingt konvergente Reihen beschrénkt,

denn es gilt der

SATZ 6.16 (Umordnungssatz). Die Reihe Y a, mit komplexen Summanden a, € C
n=0
konvergiere absolut. Desweiteren sei ¢ : N — N eine Biyektion. Dann konvergiert auch

die umgeordnete Reihe Y a,mm) absolut und es gilt

n=0
Z anp = Z Qp(n)-

n=0 n=0
oo
BEWEIS. Da )’ |a,| < oo, gibt es zu € > 0 ein Ny so, dass Y |a,| < e. Da ¢(n)
n=Np

eine Bijektion ist, gibt es einen Index N; so, dass {0,..., No} C {¢(0),...,p(N1)}. Es
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folgt dann fiir N > N,

00 N )
Dot = D | £ D el <z
n=0 7=0 n=Np
N 00
also lim ) ayjy = > an. Da aber auch
N—oo ;= n=0
N 0o
Z ‘%(j)‘ < Z ’an’7
=0 n=0
o0
konvergiert ) ay(;) in der Tat absolut. 4
=0

Ohne Beweis erwdhnen wir

SATZ 6.17. Es sei Y a, eine konvergente aber nicht absolut konvergente Reihe mit
n=0
reellen Summanden. Dann gibt es zu jedem s € R eine Bijektion ¢ : N — N so, dass

s = Z Ap(n)-
n=0

6.6. CaucHY-Produkt.

SATZ 6.18. Seien > ay,, >, b, absolut konvergente Reihen mit komplexen Summan-
den. Dann konvergiert thr CAUCHY -Produkt

i Xn: 4 bn=s

n=0 j=0

Q4 bnfj = (i an> (i bn> .
n=0 j=0 n=0 n=0

BEWEIS. Die absolute Konvergenz ergibt sich sofort aus der Abschétzung

absolut und es gilt

3

N n N N
S aibay| < Y Jardd] = <Z|Qk|> (Zlbkl)
n=0 |j=0 k<N k=0 k=0

<

(S5 (5]
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Weiterhin ist

i Zn: @ bn—j = (i “k) (i bk)

n=0 j=0 k=0 k=0
< D lal bl
0<k, (<N
k+€>N
N N
< (Xw) [ ow) o (3 ) (Tw)
k=0 N/2<t<N N/2<k<N =0
< (o) (3 m) o (X ) (o).
k=0 (>N/2 k>N/2 =0
Da > |ax| < oo und ) |by| < oo strebt dies fiir N — oo gegen 0. O

Man kann zeigen, dass das CAUCHY-Produkt auch noch dann gegen das Produkt der
Reihen konvergiert, wenn nur eine der beiden Reihen absolut und die andere bedingt
konvergiert. Allerdings ist das CAUCHY-Produkt im allgemeinen dann ebenfalls nur
bedingt konvergent. Sind beide Reihen nur bedingt konvergent, so ist das CAUCHY-
Produkt im allgemeinen nicht konvergent.






KAPITEL V

Existenz und Eindeutigkeit der reellen Zahlen
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KAPITEL VI

Polynome und Potenzreihen

1. Potenzreihen

Potenzreihen sind Reihen der Gestalt

o0

E an 2"

n=0

mit einem komplexen Parameter z. Sie stellen Verallgemeinerungen von Polynomen dar.
Wir kennen mit der geometrischen Reihe bereits ein Beispiel einer Potenzreihe.

SATz 1.1. Die Reihe f(z) := > a,=z" konvergiere fir zg € C. Dann konvergiert

n=0
sie fir jedes z mit |z| < |zo| absolut.
SATZ 1.2. Sei Y a,z" eine Potenzreihe. Dann gibt es ein wohlbestimmtes R €
n=0
Ry U {oo} so, dass gilt:
(1) Die Reihe ¥ ay, 2" konvergiert absolut fiir |z| < R.

(2) Die Reihe divergiert fir |z| > R.

Fir |z| = R kann sowohl Konvergenz als auch Divergenz vorliegen. R heiffit Kon-
vergenzradius der Reihe.

Formeln fiir R:
1
R = ———— (CAUCHY-HADAMARD Formel),
lim sup {/|a,| ( )
R = lim| n }, falls dieser Limes existiert.

n—00! Gy 11

Setzt man % = 00 bzw. é = 0 so bleiben die Formeln auch fir R = 0 bzw. R = oo
richtig.

BEISPIELE 1.3.

LY 2 S gy
n=1 n=1 n=1
Alle diese Reihen haben Konvergenzradius 1. i 2" divergiert fir |z] = 1, da
2" = 1 und folglich (=) keine Nullfolge ist.
§1 % divergiert fiir z = 1 und konvergiert fiir z = —1.
il % konvergiert nach dem Majorantenkriterium fiir alle z mit |z| = 1 absolut.

7
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oo

2. Die Ezxponentialreihe ';—7: hat Konvergenzradius oco: Es ist ndmlich a, = %

n=1 i

also a
= n+1 "8 .
Qn41

o0 oo
SATz 1.4. Seien f(z) = > a, 2", g(z) = Y b, 2" Potenzreihen mit Konvergenz-

n=0 n=0

radien r¢,r,. Dann gilt

fiir alle z mit |z| < min(rg,r,).
BEISPIEL 1.5. Sei |z| < 1. Dann ist
1 1 1

(1—-2)2 1-2 1-z

n

SDIONEE

n=0 k=0 n=0
2. Polynome
In diesem Abschnitt bezeichne K einen der Kérper R oder C.
DEFINITION 2.1. Eine Abbildung P : K — K heifit Polynomfunktion, falls

P(z) = Z ay, xF
k=0
mit a € K, n € N.
Der Grad von P ist definiert durch
deg(P) := sup{k € Z | ay #0} € Zy U {—o0}.
Man beachte, dass der Grad des Nullpolynoms —oo ist.

Etwas ungenau sagen wir im Folgenden ,,Polynom* statt ,,Polynomfunktion“. Man
beachte, dass man iiber endlichen Kérpern préizise zwischen den Begriffen , Polynom*
und ,, Polynomfunktion® unterscheiden muss. Uber unendlichen Korpers ist dies wegen
Satz 2.4 unten nicht nétig.

Die Menge aller Polynome iiber K bezeichnen wir mit K[x]. Mit der punktweise
definierten Addition und Multiplikation wird K[z] zu einem kommutativen Ring mit 1.

Man iiberzeugt sich unmittelbar davon, dass

deg(P + @) < max(deg P, degQ),
wobei Gleichheit eintritt, falls deg P # deg (). Weiterhin ist
deg(P-Q) = deg P+ degQ.

SaTz 2.2 (Euklidischer Algorithmus). Zu P,Q € Klz], @ # 0, gibt es eindeutig
bestimmte S, R € K[z] so, dass

P = SQ + R und degR < deg@.
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Wir notieren einige wichtige Folgerungen aus Satz 2.2.

SATZ 2.3.

1. Sei o € K eine Nullstelle von P, d.h. P(a) = 0. Dann gibt es ein Q € Klz] so,
dass

Plz) = (r—a)Q(x).
2. P hat hochstens deg P Nullstellen.

SATz 2.4 (Identitétssatz fiir Polynome). Seien

flz) = Zakxk, g(x) = Zbk:ck
k=0 k=0

Polynomfunktionen tber K. Gibt es n + 1 verschiedene Punkte xq,...,x,11 € K mit
f(x;) = g(x;) so gilt ar, = by, firk=0,...,n.

3. Der Identitidtssatz fiir Potenzreihen

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung und betrachten eine Potenzreihe
o) = > st m=o
k=m
mit Konvergenzradius R > 0. Dann folgt fiir festes » < R und |z| <r
TN = 13tz < (3 aandr) 2l = clel™ (3.1)
k=0 k=0

man beachte, dass X|ag.m|r* < oo wegen r < R.

SATZ 3.1 (Identitdtssatz fiir Potenzreihen). Seien

f(z) = Zakzk, g(z) = Zbkzk
k=0 k=0

Potenzreihen mit Konvergenzradien # 0. Es gebe eine Nullfolge (2,)neny mit z, # 0 und
f(zn) = g(z,) fiir alle n. Dann gilt ay, = by fir alle k € N.






KAPITEL VII

Topologische Grundbegriffe, Stetigkeit

1. Offene und abgeschlossene Mengen

In diesem Abschnitt sei stets (X, d) ein metrischer Raum.

DEFINITION 1.1. U C X heifit offen, falls es zu jedem x € U ein £ > 0 so gibt, dass
B(z,e) CU.

Eine Teilmenge A C X heiit abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

BEISPIELE 1.2.

1. Seien a,b € R, a < b. Dann ist (a,b) offen, [a,b] ist abgeschlossen, [a,b) bzw.
(a, b] sind weder offen noch abgeschlossen.

2. Fira € X und r > 0 ist B(a,r) = {# € X | d(a,z) <r} offen und {z € X |
d(a,z) < r} abgeschlossen.
WARNUNGEN 1.3.

1. [a,b), (a,b] C R sind weder offen noch abgeschlossen. Desweiteren sind () und
X sowohl offen als auch abgeschlossen. ,abgeschlossen® ist daher nicht das
Gegenteil von ,,offen*.

2. ,offen” bzw. ,abgeschlossen“ sind relative Begriffe. Als Beispiel betrachten wir
X =Rund Y = [a,b). YV ist in X nicht offen, wohl aber in sich selbst. Bei der
Betrachtung von Y als eigensténdigem metrischem Raum wissen wir nichts von
dem Oberraum X. Als weiteres Beispiel betrachten wir das in R offene Intervall
(a,b). Wir kénnen dieses jedoch auch als Teilmenge von C auffassen. Als solche
ist (a,b) nicht offen. Denn zu z € (a,b) und € > 0 ist x + ie/2 € B(z,¢) \ (a,b).

SATZ 1.4.
1. 0 und X sind offen.

2. U,V offen = UNV offen.

3. Ist (U;)ier eine Familie offener Mengen, so ist
Ju
iel
offen.
Entsprechend gelten
1" 0 und X sind abgeschlossen.

81
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2" A, B abgeschlossen = A U B abgeschlossen.

3" Ist (A;)ier eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X, so ist auch
(4
iel
abgeschlossen.

DEFINITION 1.5. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine beliebige Menge.

Dann heif3t
A = m Y

ACYCX
Y abgeschlossen

die abgeschlossene Hiille von A und

o
i- U ov
UCA
U offen in X

der offene Kern von A.

SATZ 1.6. A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn folgendes gilt: Fir jede Folge
(Tn)neny C A die gegen ein x € X konvergiert gilt schon x € A.

SATZ 1.7. Sei A C X. Ein Punkt £ € X liegt genau dann in A, wenn es eine Folge
(Tn)nen C A so gibt, dass lim x, = &.

n—~o0

2. Grenzwerte von Abbildungen, Stetigkeit

DEFINITION 2.1. Seien X,Y metrische Rdume, A C X und f: A — Y eine Abbil-
dung.
Sei ¢ € A. Man schreibt 1im5 f(z) = y, falls fiir jede Folge (z,)neny C A mit

lim z, = & gilt:

n—oo

lim f(z,) = v.

n—oo
Zur Verdeutlichung schreibt man mitunter auch lin% f(x).
r—
z€A

BEISPIEL 2.2. Sei X =Y =C, A=C\ {0} und
' exp(z) — 1 O 2"
f.A—>C,zv—>—Z ,exp(z)—z )

Dann ist lirr(l] f(z)=1.

Es ist namlich

exp(z) = 1+z+2%.
n=2 ’
Nach (VI.3.1) ist
[e.e] Zn
D | < e
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fiir |z| < 1. Folglich

exp(z) — 1 1 o= 2"
i S T s
z + z ;; n!’
also .
exp(z) =1 < 2.
z

SATZ 2.3. Mit den Bezeichnungen von Definition 2.1 gilt lin% f(x) =y genau dann,

wenn es zu jedem € > 0 ein d > 0 so gibt, dass

d(f(z),y) < €
fiir alle x € A mit d(x,§) < 0.

DEFINITION 2.4. Die Abbildung f : X — Y heifit stetig im Punkt & € X, falls
lin'é f(z) = f(&). f heit stetig, falls f in jedem Punkt £ € X stetig ist.

BEMERKUNG 2.5. Aufgrund von Definition 2.1 ist f genau dann stetig in £ € X,
wenn eine der beiden folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(1) Fiir jede Folge (x,) C X mit lim z, = ¢ gilt lim f(z,) = f(£).

(2) Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 so, dass d(f (), f(z)) < € fir alle x € X mit
d(§,x) < 4.

Bevor wir Beispiele diskutieren, mdéchte ich eine Variante des Stetigkeitsbegriffs
diskutieren, die sich oftmals leicht verifizieren 148t:

DEFINITION 2.6. f : X — Y heifit LiPSCHITZ-stetig, mit LipscHITZ-Konstante L,
falls
d(f(x), f(x)) < Ld(z,2)
fir x, 2" € X.
f heiBt lokal LipScHITZ-stetig, falls es zu jedem z € X eine Umgebung U von z
gibt, auf der f LIPSCHITZ-stetig ist.

LEMMA 2.7. (Lokal) LIPSCHITZ-stetige Abbildungen sind stetig.
BEISPIELE 2.8.
1. Sei f(z) = > ay 2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Wir unter-

n=0
suchen, ob f stetig ist; seien dazu |z|,|2z9| < R gegeben:

1f(z) = fz)] = D an(z" = =)
— ‘Z an(z 2 zgflfj)(z — zo)}
(Ol Y 2 0)= — =

o0

< > nlag|(max(fz], z0)" "z = 20l

n=0

(2.1)

IN
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Die Ungleichungskette ist dann gerechtfertigt, wenn wir zeigen koénnen, dass
o0
> nla,|(max(|z], |20]))" ! konvergiert. Wir wihlen r < R so, dass |z|, |z < r

n—=
und betrachten die Potenzreihe
o0

> nlag | (2.2)

n=0

Es ist

limsup {/nla,| = lim ¢/n limsup {/]a,| = limsup {/|a,|,

folglich hat die Reihe (2.2) ebenfalls den Konvergenzradius R.
Wir erhalten also mit (2.1) fiir |z], |z0] <r < R

[e.9]

f(z) = fz)l < (D nlanlr™™)]z = 2ol- (2.3)

n=0

Fazit: Potenzreihen sind in threm Konvergenzkreis lokal LIPSCHITZ-stetig.

2.Seip e Nund f : [0,00) = R, 2 — ¢/x. Dann ist f stetig. Fiir z,y > 0 gilt
zunéchst

v—y = W) = (v = Q) )7 Ve = /),

T
L

<.
Il
o

also insbesondere

v =yl = (Vo + Yz =yl
Hieraus folgt sofort, dass f auf (0, 00) lokal LIPSCHITZ-stetig ist.
Zum Beweis der Stetigkeit in 0 sei € > 0 gegeben. Man wéhle § := £P. Dann
gilt fir0 <z <9
[f(z) = fO)] = ¥z <e
Allerdings ist f in keiner Umgebung der 0 LIPSCHITZ-stetig: angenommen, es
wire |{/x — ¢/y| < L|lz —y| fir 0 < z,y < e. Dann hétten wir fir 0 <z <y <

(L)P/(P—l)
pL
|z —y| |z —y]
|%_W| = p—1 . ] Zp(w)pfl ZL|IL’—y|,
>y
=0
Widerspruch!

Man kann sogar zeigen, dass es eine stetige Funktion f : R — R gibt, die in
keiner einzigen offenen Teilmenge U C R LIPSCHITZ-stetig ist.

Es folgen noch weitere dquivalente Formulierungen der Stetigkeit:

SATZ 2.9. Fir eine Abbildung f : X — Y zwischen den metrischen Riumen X,Y
sind dquivalent:

(1) f st stetig.

(2) Fiir jede offene Menge U C'Y st auch f~1(U) offen in X.

(3) Fiir jede abgeschlossene Menge A CY ist auch f~'(A) abgeschlossen in X.
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(4) Fir jede Teilmenge A C X gilt
f(A) c f(A).
(5) Fir jede Teilmenge B C'Y gilt
f1(B) C f71(B).
2.1. Stetigkeitskriterien.

SATz 2.10. Seien X,Y, Z metrische Riume und f : X — Y, g:Y — Z Abbildun-
gen. f sei stetig in a und g sei stetig in f(a). Dann ist g o f stetig in a.

SATZ 2.11. Die folgenden Abbildungen sind stetig:
add: C* - C, (z,w)—z+w,
mul : C* — C, (z,w) — zw,

quot : Cx C* = C, (z,w) — z
W

FOLGERUNG 2.12. Seien X ein metrischer Raum und f,g : X — C stetig. Dann
sind auch f+g,f-g: X > Cund f/g: {z € X ‘ g(z) # 0} — C stetig.

BEISPIEL 2.13. Sei f: X — R, stetig. Dann ist auch /f stetig.

3. Der Zwischenwertsatz
Dieser lautet:

SaTz 3.1. Seien a,b € Rya < b und f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem
Wert ¢ zwischen f(a) und f(b) ein vy € [a,b] mit f(v) = c.

Wir diskutieren zwei Anwendungen.
BEISPIELE 3.2.
1. Sei p(x) = Y axz® € R[z] ein normiertes reelles Polynom ungeraden Grades;
k=0

d.h. n ist ungerade und a,, = 1. Dann ist

Ay Ay a
2+ 2.

— (1
p(z) fv(+x o o

% < % Dann folgt

Lo

n—1
Sei nun xy > 0 so groB, dass
i=0

> Lon >
p(x) {— 2t e (3.1)

< =Lz, 2 < —a.

Insbesondere ist p(zg) > 0 und p(z) < 0. Nach dem ZWS gibt es ein £ € R mit
p(€) = 0.
2. Wir beweisen nochmals die Existenz der p-ten Wurzel; sei a > 0,p € N\ {0,1}
und betrachte die stetige Funktion
f: Ry =R f(x) =2 —a.

Es ist f(0) = —a < 0 und fiir > max(1,a) ist f(z) > 0, also gibt es ein £ > 0
mit f(§) = 0.
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4. Kompaktheit

Zur Motivation betrachten wir die Funktionen
f:(0,1) =R,z +— 2°

und

g:[0,1] = R, 2 s 2%

Es gilt in beiden Féllen
sup{ f(z) | z € (0,1)} =sup{g(z) | z €[0,1]} =1.

Allerdings nimmt f ihr Maximum nicht an, wéhrend g(1) = 1 = max{g(z) | = € [0,1]}.
Wann konnen wir schliefen, dass eine stetige reellwertige Funktion ihr Maximum
annimmt?

DEFINITION 4.1. Ein metrischer Raum X heifit folgenkompakt, talls jede Folge in
X eine konvergente Teilfolge besitzt.

SaTz 4.2. Sei X folgenkompakt und f : X — R stetig. Dann nimmt f Maximum
und Minimum an, d.h. es gibt Tyin, Tmax € X S0, dass

f(Tmax) = max{f(x) ’ T € X},
und
f(Tmin) = min{g(z) | z € X}
Es bleibt natiirlich zu analysieren, welche Mengen folgenkompakt sind!

SATz 4.3. Sei X ein metrischer Raum und A C X folgenkompakt. Dann ist A
beschrdnkt und abgeschlossen.

WARNUNG 4.4. Die Umkehrung von Satz 4.3 ist im allgemeinen falsch.

SATZ 4.5. Sei X folgenkompakt und A C X abgeschlossen. Dann ist auch A folgen-
kompakt.

SATZ 4.6 (HEINE-BOREL). Fine Teilmenge A C R" ist genau dann folgenkompakt,
wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt ist.

DEFINITION 4.7. Ein metrischer Raum X heifit (iiberdeckungs-)kompakt, falls fol-

gendes gilt: Ist (U;);e; eine offene Uberdeckung von X, so gibt es eine endliche Teilmenge
J C1so,dass X C U Uj.
jed
Dabei heift (U;)ic; offene Uberdeckung von X, falls
— V,;U; C X offen,
- yJu; o X.
i€l
SATZ 4.8. Ein metrischer Raum X ist genau dann folgenkompakt, wenn er tiberde-
ckungskompakt ist.

Wir reden daher im Folgenden nur noch von kompakten Rdumen.

LEMMA 4.9 (LEBESGUEsches Lemma). Sei X folgenkompakt und (U;);c eine offene

Uberdeckung. Dann gibt es ein v > 0 so, dass es zu jedem x € X einen Index i, € I
gibt mit B(z,r) C U;,.
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SATZ 4.10. Seien X,Y metrische Riume, X sei kompakt und f : X — Y sei stetig.
Dann ist auch f(X) kompakt.

SATZ 4.11. Seien X, Y wie zuvor. f : X — Y sei stetig und bijektiv. Dann ist die
Umkehrabbildung f~' ;Y — X stetig.

5. Der Fundamentalsatz der Algebra

SATZ 5.1. Sei p(z) = > apz® € Clz] ein komplezes Polynom von Grad n. Dann
k=0
besitzt p mindestens eine komplexe Nullstelle.

BEWEIS. Wir verwenden im Beweis, dass es zu jeder Zahl w € C und p € N* ein
¢ € C gibt mit & = w. Dies wird erst spéater bewiesen werden.

Hilfsaussage 1: [p| nimmt auf C ein Minimum an.

BEWEIS. Da C nicht kompakt ist, kann der Satz vom Minimum a priori nicht ver-
wendet werden. Wir schreiben

n—1
p(2) = a,z" (1 + Z Z—sz”)
j=0 "

&5

an

n—1
und wihlen R so grof}, dass > RI=" < 2. Dann ist fiir |2] > R
j=0

|a’n| n
> — .
p(2)] > -]

Insbesondere gibt es ein Ry > R so, dass fir |z| > Ry

p(2)] > |p(0)]. (5.1)
Da die Menge {z € C||z| < R} kompakt ist, gibt es ein |{| < Ry mit |p(§)] =
min{[p(z)|| |z| < Ri}. Wegen (5.1) ist £ das gesuchte Minimum.

Hilfsaussage 2: Es ist p(¢) = 0.

BEWEIS. Wire p(§) # 0, so schreiben wir

]%p(z) = 1+4b(z ="+ (2 — Og(z)

mit g(z) € C[z],b # 0 und k > 1. Insbesondere ist fiir [z — & < 1
(= =" a(2)] < Clz = g™
mit geeignetem C. Wiihle nun ein a € C mit o = —b~!. Dann ist fiir A € (0,1)

1
—p(§+Aa) =1 — N+ (A
p(§) ( ) )
mit [o(A)| < CA¥FL Dann folgt fiir 0 < A < min{1, 55}
—pf+r)| <T-N+ON— =1-"F <1,
p(§) ( ) 20 2

im Widerspruch zur Minimalitédt von &. O
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FOLGERUNG 5.2. Sei p(z) € Clz],n = degp. Dann gibt es z,...,z, € C (nicht
notwendig verschieden!) so, dass

p(z) = AT ]z = %)
j=1
6. Gleichmaiaflige Stetigkeit

Wir betrachten nochmals die auf R, bekanntermaflen stetige Wurzelfunktion

fiRy =Ry, f(x):= .

In den Ubungen hatten wir gesehen, dass f nicht lokal LIPSCHITZ-stetig ist. Wir ana-
lysieren nun, wie das ¢ in der € — §-Charakterisierung der Stetigkeit zu wéhlen ist.
Sei zunéichst zy > 0 und € > 0 gegeben. Wihlt man 6 = £2/4 so folgt einerseits fiir
To > €%/16 und |x — 20| < ¢

() = |z — x0] 52/4:
’f(x) f( 0)| \/E+\/§0 8/4

andererseits ist fiir o < €2/16 und |z — 20| < ¢

€3

VE = Vol £ VE+Va < (4

Die Funktion f ist gleichmdffig stetig in dem Sinne, dass § = £2/4 unabhingig von
gewahlt werden kann.

+—)€<8.

=&
=

DEFINITION 6.1. Seien X, Y metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heifit
gleichmapig stetig, falls

V6>0 3(5>0 vx,m’eX : d(l’, IL‘/) S 0 = d(f(l’), f(ZE,)) S €.

BEISPIEL 6.2. Die Funktion f : R — R,z — 22, ist nicht gleichmiflig stetig. Wire

sie es, so giibe eszu e = 1 ein d > 0 so, dass |22 —y?| < 1 fiir alle z,y € R mit |[z—y| < 4.

Wihle nun z = 2 und y = 2 + . Dann ist sicherlich |y — | = § < §; andererseits ist

Y- =2+ % > ¢. Widerspruch!
SATZ 6.3. Sei X kompakt und f: X — Y stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig.

7. Normen

Wiederum bezeichne im Folgenden K = R oder C.

DEFINITION 7.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||.|| : V' — R heit eine
Norm auf V', falls gilt:

(1) ||z|| > 0 mit Gleichheit genau fir = 0,
(2) [|Az]] = |A| ||z]| fir alle A e K,z € V|

3) [l +yll < llzll + [yl fiir alle 2,y € V.
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BEISPIELE 7.2. Auf den K" sind Normen definiert durch

x|l = Z |z, (Summen- oder 1-Norm)
j=1
|zll2 = (Z \$j|2)1/2, (Quadratsummen- oder 2-Norm)
j=1
|2]|o0 = maX{|xj] ‘ jg=1... ,n}, (Max- oder co-Norm).

Eine Norm auf V induziert eine Metrik:

d(z,y) == |lz—yl.
Man iiberzeugt sich unmittelbar, dass d in der Tat die Axiome einer Metrik erfiillt.

DEFINITION 7.3. Zwei Normen || ||1, || ||2 auf V" heiflen dquivalent, falls es ein ¢ > 0
so gibt, dass fiir alle x € V gilt

“llzlly < llzllz < eflz]]s-

NoTIZ 7.4. Aquivalenz von Normen ist tatsichlich eine Aquivalenzrelation.
SATZ 7.5. Auf R™ bzw. C™ sind alle Normen dquivalent.

BEISPIEL 7.6. Wir fixieren einen metrischen Raum X und einen normierten Vek-
torraum V (z.B: V =R, C,R", C"). Dann setzen wir

C(X,V):= {f X -V ‘ fstetig},
CHX,V) = {F € C(X.V) | supllf@)] < o).

C(X,V) ist der Raum der stetigen V-wertigen Funktionen auf X, Cy(X, V') ist der Raum
der stetigen und beschrinkten V-wertigen Funktionen auf X. C(X,V) bzw. Cy(X, V)
wird mittels der punktweise erklarten Addition und skalaren Multiplikation zu einem

Vektorraum.
Fiir f € Cp(X,V) setzen wir

£l = sup{ 7@y | = € X}.
|| - |oo ist tatsdchlich eine Norm auf Cy(X, V).

Wir hatten diverse Stetigkeitsbegriffe und deren Abhéngigkeiten (stetig, gleichméfig
stetig, LIPSCHITZ-stetig, etc.) untereinander diskutiert. Fiir eine sehr wichtige Klasse
von Abbildungen, die linearen Abbildungen, liegt die beste aller Welten vor:

SaTz 7.7. Seien K =R oder C und V, W normierte Vektorraume iber K. Fiir eine
lineare Abbildung f:V — W sind dquivalent:

(1) f ist stetig in 0,

(2) f st stetig,

(3) Es gibt ein L > 0 so, dass || f(x)|lw < L||z||y fir alle z € V,

(4) f ist LIPSCHITZ-stetig.
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Wir betrachten nun eine stetige lineare Abbildung f:V — W. Dann heifit

£ = sup{ | f (@) llw | llzllv =1} (7.1)
die Norm der linearen Abbildung f. Wegen Satz 7.7 (3) ist || f|| in der Tat wohldefiniert.
Es gilt dann fir alle x € V' \ {0}

1f ()]l = ||f(||x||)|! ]l < LA I (7.2)

Die Ungleichung ||f(x)]| < ||fllllz]] gilt nun aber fir alle x € V (fir die 0 ist sie
offensichtlich richtig).

DEFINITION 7.8. Wir setzen Z(V,W) := {f: V — W | f ist stetig und linear}.
Man iiberzeugt sich unmittelbar, dass Z(V, W) ein Unterraum des Vektorraums aller
linearen Abbildungen von V und W ist. Damit ist Z(V, W) selbst ein Vektorraum.

xz

SATz 7.9. Die in (7.1) definierte Abbildungsnorm ist tatsichlich eine Norm auf
ZL(V,W). Weiterhin gilt fir g € L(W,U), f € L(V,W):

lg o fII < gl 1£]

7.1. Matrixnormen. Es seien nun V = K", W = K"™; desweiteren seien Normen
||| auf V,W fest gewahlt. Eine m x n-Matrix A € M (m x n, K) induziert in natiirlicher

Weise eine lineare Abbildung, der Einfachheit halber ebenfalls mit A bezeichnet, von
V nach W durch

r+— A-z, (Matrixmultiplikation).

Eine mit den fest gewéhlten Normen auf K" K™ vertragliche Matriznorm ist eine
Norm || - || auf M(m x n,K), so dass

o |[Az|| < |A]l ||=| fiir alle z € K", A € M(m x n,K),

o ||AB| < ||A] ||B] fiir alle A, B € M(m x n,K).

Eine Matrixnorm ist also stets gréfler gleich der Abbildungsnorm. Der Hintergrund
dieser Begriffsbildung ist, dass Abbildungsnormen i.A. schwer zu berechnen sind. Daher
hétte man gerne gut berechenbare Matrixnormen.

.....

1. Fuklidische Norm: Anwendung der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung zeigt,

dass durch
AL = (3> ayl?)?

i=1 j=1
eine mit der euklidischen Norm vertriagliche Matrixnorm gegeben ist.

2. Maz-Norm: Die Zeilensummennorm
n
|Allzs == T?EX > lasj]
j=1

ist vertréglich mit den co-Normen auf K", K™.
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3. 1-Norm: Die Spaltensummennorm
m
n
14lss = max 21: |aij|
1=

ist vertréglich mit den 1-Normen auf K", K™.
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KAPITEL VIII

Die Exponentialfunktion

1. Die Funktion exp
Wir hatten bereits gesehen, dass

e}

exp(z) = Y -

n!
n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius oo ist. Folglich ist

n

exp:C—C
eine stetige Funktion.

SATz 1.1 (Funktionalgleichung). Fiir z,w € C gilt

exp(z) - exp(w)

exp(z + w).
Wir hatten auch bereits gesehen, dass e

= exp(1) = lim (1 + £)". Allgemeiner
untersuchen wir nun fiir z € C
o~ (12 = 2 - 1+
n n n
n—1 . .
J n—1—j
= o (3) - () [ e (3) (+3) )
n n , n n
7=0
»
Aus

und
)1+5‘ <1418 < exp<|z’>
n n
folgt
’Z‘ < Zexp (—) < n-exp(|z]);
j=0 "
also
Z\" exp(£) — 1 z
-(1+2)] < U | e
exple) = (14 2)"] < menp(ah |22 |2
exp(z) — 1
— n -1
lex(eh |22 =

93
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SATZ 1.2.
1. Es gilt fir |z] <1+ %

N

ZTL
exp(z Z m

n=

‘2|N+1

N+1)

2. lim &&= _ 1

z—0 z
3. Fir jede Folge (z,) C C mit lim z,, = z gilt

lim (1 4z ) = exp(2).

n—oo

Insbesondere gilt exp(z) = lim (14 2)".

n—oo

SATz 1.3 (Charakterisierung von exp). Sei f : C — C eine Funktion mit

(1> vz,wE(C f(z + U)) = f(Z)f(U))

(2) lim @ =c.

z—0

Dann gilt f(z) = exp(cz).

SATZ 1.4. Es sei f: R — R eine Funktion mit f(x +y) = f(x)f(y) fir z,y € R.
Dann gilt firp/q € Q: f(2) = f(1ypa.
Insbesondere ist also fiirr € Q
exp(r) = €.

DEFINITION 1.5. Fiir z € C schreiben wir e* := exp(z).

1.1. Die exp-Funktion fiir reelle Argumente.

SATZ 1.6. Fiir v € R ist e* € R und > 0. Weiterhin ist exp : R — R streng
monoton wachsend und bijektiv.

SaTz 1.7. Firn e N gilt

lim z"e ™™ =0,
rT—00 =

lim = = 00.
T—00

M.a.W.: Die Exponentialfunktion wéchst starker als jede Potenz von z.

SATZ 1.8. e ist irrational.

2. Der Logarithmus

SATz 2.1 (Hauptsatz iiber monotone Funktionen). Sei I C R ein Intervall und
f: 1 — R streng monoton und stetig. Dann ist f(I) =: J ein Intervall. Weiterhin ist

f: 1 — J bijektiv und die Umkehrabbildung g := f~' : J — I ist ebenfalls streng
momnoton und stetig.

SATZ UND DEFINITION 2.2. Die nach Satz 2.1 eindeutig bestimmte Umkehrabbildung

von exp : R — R heifit (natirlicher) Logarithmus log. log: R% — R ist streng monoton
wachsend und stetig.
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WARNUNG 2.3. Beachte, dass log(z) nur fiir > 0 definiert ist. exp : C — C* ist
keineswegs bijektiv (s. auch Satz 3.5 unten).

SATz 2.4. Fir x,y > 0 gilt log(zy) = logx + logy.

SATZ 2.5. Seia >0 und r € Q. Dann ist " = exp(rloga).

SATZ UND DEFINITION 2.6. Fir a > 0 besitzt die Abbildung
Q>r — d

genau eine stetige Fortsetzung zu einer Funktion auf R. Diese stetige Fortsetzung ist
gegeben durch x — exp(xloga). Wir schreiben daher fir a € R und z € C
a® = exp(zloga).
Die Abbildung
R xC —C, (a,z2)—a”
15t stetig.

SATZ 2.7. Es gilt fiir a,b € R} und z,w € C, v € R,

a*b* = (ab)?,
(ax)z — CLIZ,
azaw — aerw,
loga® = xzloga.
SATZ 2.8.
1. lim 1 = lim 1 = —00.
i, logw = oo, Jip logar = —oo

2. Fira>0 git: lim z* =0, lim x% = +o00,

z—0+ T——+00

3. Fira>0 gilt: lim x*logx =0, hmx “logx = 0.

z—0+ T—

3. Die trigonometrischen Funktionen

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die Funktion €™ fiir reelles z. Zunéchst sieht
man sofort, dass fiir z € C

2\ zn >z
exp(z) Z = Z o= = exp(z (3.1)
n=0 n=0
und folglich ist fiir z € R
|6ix|2 — eixeﬁ — eicce—icc — 60 — 1’ (32)

d.h. €™ ist fiir reelles = eine komplexe Zahl vom Betrag 1.

DEFINITION 3.1. Wir setzen fir z € C

1 . .
cos(z) := 5(6”—%6_“’),

sin(z) == —(e”® —e ).
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Man beachte, dass fiir x € R
cos(z) = Re(e™), sin(x) = Im(e™);

fiir allgemeines z € C gelten diese Formeln jedoch nicht!

SATZ 3.2. sin, cos : C — C sind stetig. Weiterhin gilt fir z,w € C
—sin(—z), d.h. cos ist eine gerade Funktion und

(1) cos(z) = cos(—z),sin(z)
sin ist eine ungerade Funktion.

(2) cos(z)? + sin(z)? = 1.

®)
) ) e
@)
sin(z) = g %
con(z) = > P

diese Rethen haben Konvergenzradius oo.

3.1. Die Zahl 7. Wegen Satz 3.2 (4) sind die sin,cos-Reihen fiir 0 < z < 1
alternierend. Also liefert das Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen fiir 0 < z < 1

3
T < sin(z) < x, (3.3)
und
72
1-— 5 < cos(x) < 1. (3.4)
Insbesondere ist . |
sin — < —
V2 V2
und
N SNV
sin- > - — ~—“—~+ > —.
5 5 6 V2

Nach dem Zwischenwertsatz besitzt die Gleichung
_ 1
sine = —
V2

daher eine Losung im Intervall (%, ). Wir setzen

[\

T 1 : _ 1
DEFINITION 3.3. T :=inf{z > NG | sinz = ﬁ}
Da sin stetig ist, gilt auch sin 7 = \/Li Ebenso ist wegen (3.4)
T 1
cos— =4/1 —sin’r/4 = —.
4 / V2
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Es ist
2.82 < 1w < 3.2.

7 ist in der Tat die einzige Losung der Gleichung sinz = \%, denn es gilt
SATZ 3.4. sin ist streng monoton wachsend auf [—75, 7.

SATZ 3.5.
1. Man hat die folgenden speziellen Funktionswerte

z |0 /4 /2 7w 37 2rm
sinz | 0 \% 1 0 -1 0
cos T 1 1 \/Li | . -1 0' 1
e |1 s+ @ -1 —i 1

2. exp ist periodisch mit Periode 27i;sin, cos sind periodisch mit Periode 2mw. Es

gilt weiter
sin(z + 7/2) = cos(z), cos(z + 7/2) = —sin(z).

SATZ 3.6.
1. Zu z € C mit |z| =1 gibt es genau ein x € [0,27) mit ¢ = 2.

2. Fir z,w € C gilt genau dann e* = €*, wenn 5% € Z.

BEMERKUNG 3.7. 1. bedeutet, dass es zu zwei Zahlen a, b € R mit a?+b? = 1 genau
ein z € [0, 27) gibt, so dass cosz = a und sinz = b.

FOLGERUNG 3.8.
1. {z€C | sin(z) =0} = {kn | kel}.
2. {z€C | cos(z2) =0} = {kn+5 | keZ}.
3.2. Die Polarzerlegung.
SATZ 3.9. Jede komplexe Zahl z besitzt eine Darstellung
z = |z|e

mit p € R. Ist z # 0, so ist ¢ bis auf Addition von 2wki, k € Z, eindeutig bestimmd.
Man nennt ¢(mod 27i) das Argument von z.

Satz 3.9 erlaubt eine geometrische Interpretation der Multiplikation komplexer Zah-
len. Sind némlich z = |z|e®, w = |w|e® gegeben, so folgt
zw = |z| |w|ei(¢+¢),

d.h. man multipliziert komplexe Zahlen indem man die Betrdge multipliziert und die

Argumente addiert.
Wir konnen nun den Beweis der Existenz der n-ten Wurzeln — dies wurde beim

Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra vorausgesetzt — nachholen:
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SATz 3.10. Fiir w = |w|e" € C und n € N* besitzt die Gleichung
2" =w
genau die Losungen
zj = A, ]w]ei(%rj%ﬂ), j=0,1,...,n—1.

Dabei bezeichnet o/ die eindeutige positive n-te Wurzel einer positiven reellen Zahl.
Insbesondere sind die Lisungen der Gleichung

gegeben durch

BEWEIS. Es ist

()" = Juwfeme/mes

= |w|e"e”™ = 2.

Ist
Zj = Zk
so folgt
1= Z _ it
4% ’
also nach Satz 3.6 % € Zund da j,k €{0,...,n— 1}, muss j — k = 0 sein. U

4. Tangens und Arcusfunktionen
DEFINITION 4.1. tan z := 222 fiir z € C\ {(k+ §)7 | k € Z}.

SATZ 4.2. tan hat die Fundamentalperiode m, d.h. tan(z) = tan(w) genau dann,

wenn Z;w e 7.

SATZ 4.3.

1. sin bildet [—7, 5| streng monoton wachsend auf [—1,1] ab. Die Umkehrfunktion
heifit (Hauptzweig des) Arcussinus (arcsin).

2. cos bildet [0, 7] streng monoton fallend auf [—1,1] ab. Die Umkehrfunktion heifst
(Hauptzweig des) Arcuscosinus.

SATZ 4.4. tan bildet das Intervall (—%,%) streng monoton wachsend auf R ab. Die
Umkehrfunktion heif$t arctan (Arcustangens).



KAPITEL IX

Differentialrechnung

1. Die Ableitung

Approximation ist eines der zentralen Motive der Analysis und auch die Differen-
tiation 148t sich mittels des Approximationsgedankens (aber nicht nur mit diesem)
motivieren. Besonders einfache Abbildungen sind ohne Zweifel die affin-linearen Abbil-
dungen. Eine Abbildung

T:RP — R?
heifit dabei affin-linear, falls es eine lineare Abbildung A: R? — R? und einen Vektor
b € R? so gibt, dass
T(x) = Ax +b.
Wir diirfen uns dabei A als ¢ x p-Matrix vorstellen; dann ist Ax das Matrizenprodukt

zwischen A und der p x 1-Matrix .
Seien nun X C RP,Y C R? offen und

f: X —Y

eine beliebige Abbildung. Wir fragen uns nun, ob wir zu f eine bestapproximierende
affin-lineare Abbildung finden kénnen. Dazu ist zundchst der Begriff | bestapproximie-
rend“ zu kldren. Global mag dies nicht sinnvoll zu kldren sein (f kann sehr ,wild*
aussehen); wohl ist dies aber lokal moglich: Wir betrachten ein festes a € X. Die ge-
suchte bestapproximierende affin-lineare Abbildung 7" an f im Punkt a sollte sicherlich

T(a) = f(a)
erfiillen. Dann hat T die Gestalt
T(z) = A(x — a) + f(a)

mit A € M(p X ¢,R). Wie ist der Parameter A zu wihlen? Die Forderung ist, dass die
Differenz

flz) = T(x)
von héherer als 1. Ordnung in a verschwindet. Geometrisch bedeutet dies (fiir p = ¢ =
1), dass T die Tangente an den Graph von f parametrisiert.

DEFINITION 1.1. Seien X C RP|Y C R? offen und
f: X —Y

eine Abbildung. f heifit differenzierbar in a € X, falls es eine lineare Abbildung D f(a) €
Z(RP,RY) so gibt, dass fur z € X

lim —— (f(z) - f(a) — Df(a)(x —a)) = 0.
M o=l

f hei3t differenzierbar, falls f in jedem Punkt z € X differenzierbar ist.

99
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BEMERKUNGEN 1.2.
1. Alternativ schreibt man

f(x) = f(a) + Df(a)(z — a) + R(x)||lz — al|. (1.1)

Dann ist die Differenzierbarkeit im Punkte a dquivalent zu lim R(x) = 0.

r—a

. Ist p=¢g =1, soist f genau dann differenzierbar in a, wenn

L F@) = f)

Tr—a R
) r—a

=: f'(a)

existiert.

. Sei f differenzierbar in a. Wir schreiben f in der Form (1.1). Wegen lim R(z) = 0

gibt es zu e > 0 ein § > 0 so, dass |R(x)|| < ¢ fiir alle z € B(a,d). Dann ist fiir
x € B(a,0)

() = f@)l < 1Df(a)(z = a)|| + [[R()]| ||z = al

1.2
< (e +1Df@)z ~ . 2
Ist Df(a) sogar invertierbar, so gilt zunéchst fiir £ € R”
€]l = [IDf(a) " Df(a)é]| < [|Df(a) D f(a)é],
also
IDf(a)él > D f(a)~ €]l (1.3)
Die Dreiecksungleichung nach unten liefert nun fiir x € B(a, 9)
1f(z) = fla)l = [Df(a)(z —a)| — |R(=)]| ||z — a| (1.4)

> (IDf(a) 7" —&)llz —all.

Als Fazit halten wir fest: ist f differenzierbar in a, so gilt in einer Umgebung
von a

If(z) = fla)|| < Llz — al|. (1.5)
mit geeignetem L > 0.
Ist sogar D f(a) invertierbar, so gilt in einer Umgebung von a

Lz —all < ||f(z) = f(a)l| < Loz — al| (1.6)

mit geeigneten Ly, Lo > 0.
Die Ungleichungen (1.2), (1.4) liefern Abschétzungen fiir L, Ly, Lo.

. Wir unterscheiden zwischen der linearen Abbildung Df(a) € Z(RP,R?) und

ihrer Matrix. Die Matrix von D f(a) bzgl. der kanonischen Basen von R? und
R? bezeichnen wir mit f’(a), d.h.

f(a) = (f'(a)ij)1<i<q mit (f'(a)iy)i1<i<q = Df(a)ey,

1<j<p

d.h. die j-te Spalte von f’(a) entsteht durch Anwendung von Df(a) auf den
j-ten kanonischen Basisvektor.

Ist p = ¢ = 1, so unterscheiden wir nicht zwischen Zahlen und 1 x 1-Matrizen.
Dann ist die Zahl f’(a) gegeben durch

F'(a) = Df(a)1 = lim +(f(a+ h) ~ (@)

Im Folgenden seien stets X C RP,|Y C R? offen.
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SATZ 1.3. Sei f: X — Y differenzierbar in a.

(1) Df(a) ist eindeutig bestimmit.

(2) f ist stetig in a.

BEISPIELE 1.4. Die folgenden Abbildungen sind differenzierbar:
(1) f:R—=R, f(z)=2"neN

n—1
fy) = fla)y=y"—a" =) ya" ' (y— ),
=0
also lim £W=1@) — pon—1
y—
(2) exp: R — R,.
Yy __ x Yy—x __ 1 z __ 1
¢ et e’, da lim ¢ =1,
y—x Yy—x y—w z—0  Zz
also gilt: exp’ = exp.
(3) 'R =R, f(z) = L
1_1 =y
y T o ry _i _l
y—xr y—z xy y—o a2’

d.h. lim f®=f@ _ 1

y—x YT
(4) Als weiteres mehrdimensionales Beispiel betrachten wir A = (a;;) € M(n,R)
und setzen

f:R" - R, f(z) = (z,Ar) = 2" Ax
= Z Qi TiTj.
ij=1
Fiir festes ¢y € R™ ist nun
f(wo+&) = (zo+ & Alzo +§))
= (20, Azo) + (£, Azo) + (0, AG) + (£, AE)
= flxo) + ((A+ ANy, &) + (€, AE).

Nun ist

(€, AT < lIElNIAEN < (AN €l

also

tim (€, 42} /€] = 0
Folglich ist f differenzierbar mit
Df(0)(€) = ((A+ A')zo,8).
(5) Sei f € Z(RP,R?) eine lineare Abbildung. Dann ist
f(z) = f(zo) = f(z — ),
d.h. f ist differenzierbar und Df(x) = f fiir alle x € RP.
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(6) Differentiation komplexwertiger Abbildungen.

C ist bekanntlich ein 2-dimensionaler R-Vektorraum. Insofern bedarf die reelle
Differentiation von Abbildungen f: C? — C? keiner besonderen Diskussion. Man
beachte aber, dass die Ableitung D f(x) stets eine R-lineare Abbildung von C?
nach C? ist. Abbildungen, deren Ableitungen sogar C-linear sind, haben ganz
besondere Eigenschaften. Sie werden néher in der Vorlesung Funktionentheorie
studiert.

Dennoch werden wir solchen Abbildungen hin und wieder begegnen. Wir nennen
eine Abbildung f: X — C9 X C CP offen, komplezx differenzierbar, falls f
differenzierbar ist und D f(z) € Z(CP,C9).

Interessant ist der Spezialfall p = ¢ = 1. Eine C-lineare Abbildung C — C ist
gegeben durch Multiplikation mit einer komplexen Zahl. Analog zu Bemerkung
1.2 4. setzen wir daher fiir eine komplex differenzierbare Abbildung f : U C
C—C:

f'(a) := Df(a)1 = lim 5 (F(a-+ h) — F(a))
Man beachte, dass hier h € C.

MERKE: Die Ableitung einer Abbildung R? — RY ist eine lineare Abbildung R? —
RY, i.e. eine ¢ x p-Matrix. Falls p = ¢ = 1 ist die Ableitung eine Zahl (1 x 1-Matrix).

SATZ 1.5 (Rechenregeln).
Seien I C R ein Intervall, f,g: I — R differenzierbar in a und \ € R.
Dann sind auch f + g, \f, f - g differenzierbar in a und es gilt

(f+9)(a) = f(a)£4(a),
(Af)(a) = Af'(a),
(f9)'(a) = f(a)g(a) + fla)g'(a).
Ist g(a) # 0, so ist auch 5 differenzierbar in a und es gilt
' Fla)g(a) = fla)g'(a)
(5) @=Hee s

Man beachte, dass wegen der Stetigkeit von ¢ in a (Satz 1.3) g(z) # 0 in einer
ganzen Umgebung von a.

BEISPIEL 1.6. Fiir n € N,z # 0, liefert die Quotientenregel
d d 1 —ng" !

= = = —nz "L

dz’ T dzan 2
SATZ 1.7 (Kettenregel).
Es seien X CRP)Y C R4, Z CR" offen und f: X — Y, g: Y — Z Abbildungen. f
seiina € X und g in f(a) € Y differenzierbar. Dann ist g o f : X — Z differenzierbar
i a und es gilt

D(g o f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

Wir diskutieren Anwendungen der Kettenregel: Zunichst sei A € Z(RP,R?) und
f:R? — R" differenzierbar im Punkt Azy. Dann ist f o A differenzierbar in xy und es
gilt

D(f o A)(xg) = Df(Azg) o A.
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Fiir eine komplexe Zahl A € C betrachte nun
fiR—C, f(z)=¢e".

Mit der R-linearen Abbildung ¢,: C — C,¢(z) = Az ist f = exp o p,.
Zuerst untersuchen wir die Differenzierbarheit von exp:

LEMMA 1.8. exp: C — C ist komplex differenzierbar und es gilt

Dexp(z)§ = €*¢.
M.a.W. Dexp(z) ist komplexe Multiplikation mit e*.

KOROLLAR 1.9. sin, cos : C — C sind komplez differenzierbar und es gilt D sin(z) =
cos(z), D cos(z) = —sin(z).

DEFINITION 1.10. Seien X,Y metrische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y heifit
ein Homdomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f als auch f~! stetig sind.

SATZ 1.11. Seien X,Y C R" offen und F: X — Y ein Homdomorphismus. Wei-
terhin sei F' im Punkt a € X differenzierbar und DF (a) invertierbar.
Dann ist die Umkehrabbildung F~ differenzierbar in F(a) und es gilt

DF~YF(a)) = (DF(a))™" (1.7)

BEMERKUNGEN 1.12.

1. Sei I C R ein Intervall, f: I — R stetig und streng monoton wachsend. Nach
dem Hauptsatz itber monotone Funktionen VIII.2.1 ist f(I) = J ein Intervall
und f: I — J ein Homoéomorphismus. Falls f differenzierbar ist in zy € I mit
1 (xo) # 0, so liefert Satz 1.11

N
f'(@o)

2. Die Formel (1.7) folgt sehr leicht, wenn man schon weif}, dass F'~! differenzierbar
ist. Die Kettenregel angewandt auf

(f) (f(=0)) =

F'oF=id
liefert namlich
I = D(F‘1 o F)(a) = DF_l(F(a)) o DF(a),

also
DF~!(F(a)) = (DF(a))~".

Hieraus folgt sofort, dass die Invertierbarkeit von DF'(a) eine notwendige Be-
dingung fiir die Differenzierbarkeit von F~1 in F(a) ist.
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Als Anwendung berechnen wir die Ableitungen einiger Umkehrfunktionen:

d in(z) 1 1
— arcsin(z) = =
dx sin’(arcsin z) cos(arcsin )

= ——, —71/2<z<7/2

V1—a?

1 1
dz reanT = tan'(arctanz) 1+ 22’ veR.
1
%logm = —exp’(logx) =z > 0.

2. Pathologien

2.1. zsin % Die Funktion

rsinl, x#0,

R —R, fz) = @
[iR=R, f(2) { S
ist sicherlich stetig auf R\ {0}. Wegen |f(x)| < |z| ist sie auch stetig in 0. Weiterhin
ist fiir z #£ 0
1
f'(z) =sin— — = cos —,
r T x
folglich ist f auf R\ {0} stetig differenzierbar. Allerdings ist f in 0 nicht differenzierbar;
setzt man nadmlich z,, = %, n € N*, so folgt

i L) = F(0)

= lim sin(nm) =0;

n—oo Tp — 0 n—oo
: " _ 1
andererseits folgt fiir z,, = @+ D)
») — f(0 . 1
ﬁ&i%%t§l"£&ﬁﬂ%+5”‘1

Also existiert lirr(l) %{;(0) nicht.
xr—

2.2. z%sin % Wie vorher sieht man, dass
w?sint, x#£0,
fayi= o e T
0, x =0,
auf R* stetig differenzierbar ist.
Weiterhin ist
lim M = lim xsin — = 0,

=0 1 —0 z—0 x
also ist f differenzierbar und es gilt

() = 2xsin% —cos%, x # 0,
0, xz=0.

Allerdings ist f’ nicht stetig, da lirr(l) 2x sini =0 und lim cos% nicht existiert.
r—

z—0
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2.3. Eine stetige, nirgends differenzierbare Funktion. Es sei
1 1
90@)—5— $—[l’]—§‘-

SATZ 2.1. Die Funktion
iR =R, f(z) =) 47"p(4"x)
n=0

ist stetig; jedoch ist sie in keinem Punkt x € R differenzierbar.

Fiir einen Beweis siche [6].

3. Lokale Extrema, Mittelwertsidtze, Monotonie

DEFINITION 3.1. Sei U C R” offen und f: U — R. Ein Punkt a € U heif$t lokales
Mazimum (Minimum) von f, falls es ein € > 0 so gibt, dass

fla) = f(z) (< f(=))

fir alle x € B(a,¢).
Es stellt sich die Frage, wie lokale Extrema gefunden werden koénnen.

SATZ 3.2. Sei U C R™ offen und f: U — R. f sei differenzierbar im Punkt a € U
und a sei ein lokales Extremum. Dann ist D f(a) = 0.

WARNUNG 3.3. Die Umkehrung von Satz 3.2 ist i.a. falsch. Betrachte etwa f(z) =
23, Dann Ist f/(0) = 0, aber 0 ist kein lokales Extemum.

Allgemein bezeichnet man fiir eine Funktion f: U — R, U C R" offen, diejenigen
Punkte @ € U mit Df(a) = 0 als kritische Punkte. Die kritischen Punkte sind die
potentiellen Extrema. Allerdings bedarf es zur Entscheidung ob und ggf. welche Art
von Extremum vorliegt, weiterer Untersuchungen. Dies wird weiter unten néher erértern
werden!

SATZ 3.4 (Mittelwertsatz). Seien f,g : [a,b] — R stetig und differenzierbar in (a,b).
Dann gibt es ein & € (a,b) so, dass
(f(b) = f(a)g' (&) = f'(€)(g(b) — g(a)).

Der Spezialfall f(a) = f(b),g(x) = z ist als Satz von ROLLE bekannt. Satz 3.4
wird meist als verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung bezeichnet. Als
Mittelwertsatz der Differentialrechnung bezeichnet man oft den Spezialfall g(z) = =.
Satz 3.4 besitzt auch eine hoherdimensionale Verallgemeinerung:

Satz 3.5 (Mittelwertsatz II). Sei U C R™ offen und f: U — R differenzierbar.
Seien a,b € U so, dass die Verbindungsstrecke [a,b] = {a+t(b—a) | 0<t <1} ganz
in U liegt. Dann gibt es ein & € (a,b) mit

f(0) = f(a) = Df(&)(b—a).

BEMERKUNGEN 3.6.

1. Oft wird nur folgende Konsequenz aus Satz 3.5 benétigt:

1£(b) = f(a)] SzlelgHDf(b)H 16— all. (3.1)
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2. Die Sétze 3.4, 3.5 gelten nicht fiir vektorwertige Abbildungen. Betrachte etwa
f:[0,2n] — R?, f(x) = (cosz,sinz)
Es ist f(0) = f(2m) = (1,0), allerdings ist

DF(z) = <— smx)
cos T
stets # 0. Also kann es kein £ € [0, 27] geben mit f(27) — f(0) = DF(§)2.
Der Mittelwertsatz kann natiirlich auf die Komponentenfunktionen ange-
wendet werden: es ist
0 =sin(27) —sin(0) = sin'(5)(27 —0),
0 =cos(2m) —cos(0) = cos'(m)(2m — 0).

Hier sehen wir auch den Grund fiir das Scheitern. Fiir die erste Komponente

kann & = 7 oder %w, fiir die zweite Komponente hingegen & = 7w gewéhlt

werden. Es kann aber fiir die beiden Komponenten kein gemeinsames £ geben.
Allerdings kann (3.1) auf vektorwertige Abbildungen verallgemeinert werden.

SATZ 3.7 (Schrankensatz). Sei X C R? offen und f: X — R? differenzierbar. Seien
a,b € X so, dass [a,b] C X. Dann gilt

Hﬂ@-:ﬂ@”égggﬂDf@WHb—aH

Wir bringen nun eine wichtige Anwendung des Schrankensatzes.

SATZ 3.8. Sei X C RP offen, f: X — R? sei differenzierbar mit Df = 0.

Dann ist f lokal konstant, d.h. zu jedem x € X gibt es eine Umgebung U von x So,
dass fU konstant ist.

Ist x = I C R ein Intervall, so ist [ sogar konstant.

BEMERKUNG 3.9. ,lokal konstant“ kann nicht ohne weiteres durch , konstant® er-
setzt werden. Man betrachte etwa X = (—1,0) U (1,2) C R und

f@%:{a 1<x<0,

1, l<z<2.

Es ist f/ = 0, aber f ist nicht konstant. Das Problem hier ist, dass die Menge X =
(—1,0)U(1,2) nicht zusammenhingend ist. Der Begriff des Zusammenhangs wird weiter
unten vertieft werden.

3.1. Die Regel von de I’'Hospital. Oft steht man vor dem Problem, den Grenz-
wert eines Bruches zu bestimmen, wobei jedoch Zahler und Nenner gegen 0 oder oo
streben. Ich erinnere daran, dass

.oet—1
lim =1
x—0 x
e_q lim (e*—1) )
Die formale Rechnung 1iII[1) = = —— = % = 1 ist jedoch nicht stichhaltig, da %

nicht sinnvoll erklirt werden kann. Ist ndmlich A € R beliebig, so ist zwar lim Az+322 =

z—0
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0 und lim z = 0. Es ist jedoch

z—0

A 2
lim 225y
z—0 €x
Der folgende Satz gibt uns ein Hilfsmittel zur Hand, um Grenzwerte von Briichen zu

bestimmen.

SAaTz 3.10 (Regel von de I'Hospital). Die Funktionen f,g : (a,b) — R, b € RU
{+o0}, seien differenzierbar und ¢'(x) sei stets # 0. Es sei weiterhin
(A) lim f(z) = lim g(z) =0
oder
(B) lirl? g(x) = £oo.

Falls hIlI)l g:gg € RU{+xoo} im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne existiert, so gilt
x—b—

TR CO R )

im )
b= g(z) b ()
Ein entsprechender Satz gilt fiir v — a—.

BEISPIELE 3.11.
1. Nach Satz VIII.2.8 wissen wir bereits, dass fiir a > 0 gilt 1ir(r)1+ x%logx = 0. Dies

folgt jedoch auch aus der Regel von de I’'Hospital, denn

d |
) —logx . -1
lim dfl—: lim =0
z—04+ Lyp—a z—0+ axr—¢
dx
Cim (=— — =) = lim &322 — (). Zunéchst is
2.1 L 1 lim &=L — (. Z hst ist
$—>0 s x X $—>0 rsmx
d .
(v —sinw) _ l—cosw
%azsinx T Ccosx + sinx

und nochmaliges Differenzieren von Zahler und Nenner liefert

—sinx

0.

2cosx —xsinx z—0

Die Regel ist hier also zweimal anzuwenden.
3. Die Regel funktioniert nicht bei

flz) _e"+e™”
g(z) et —e®

fiir £ — oo; denn es ist stets ™ (x) — oo und g™ (z) — oo.
Allerdings 148t sich lim ? leicht bestimmen:

a—00 9(2)
e + et 1 + €—2m
e —e T l—e 2

4. Ein weiteres Nicht-Beispiel ist lim % mit f(z) = 2% cos(
f(x)  2xcos(1)+sin(1)

— 1,z — o0.

1

=), 9(x) = sinx, denn

g'(x) cos T
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hat keinen Grenzwert fiir x — 0.

3.2. Monotonie. Aus dem Mittelwertsatz schlieft man leicht, dass eine differen-
zierbare Funktion mit nichtnegativer Ableitung monoton wachsend ist. Allerdings funk-
tioniert dieses Kriterium schon fiir die einfache Funktion

z, 0<z <1,
f(x)_{Zx—l, 1<,

nicht unmittelbar. Anstatt sich nun mit stiickweise differenzierbaren Funktionen abzu-
geben, ist es sinnvoller, den Differenzierbarkeitsbegriff leicht zu verallgemeinern:

DEFINITION 3.12. Sei I C R ein offenes Intervall. Die stetige Funktion f : I — R
heilt nahezu tiberall differenzierbar, falls es eine abzdhlbare Ausnahmemenge A C [
gibt, so dass f in jedem = € I\ A differenzierbar ist.

Da die Vereinigung zweier abzdhlbarer Teilmengen wiederum abzahlbar ist, ist mit
fygauch f+ g, Af, und falls g(x) stets # 0 auch % nahezu iiberall differenzierbar.

SATz 3.13. Die Funktion f: [a,b] — R sei stetig und nahezu tiberall differenzierbar
in (a,b). Falls f" > 0(> 0,<0,< 0) nahezu tberall, so ist f monoton wachsend (streng
monoton wachsend, monoton fallend, streng monoton fallend).

FOLGERUNG 3.14. Es sei f wie in Satz 3.13. Es sei xg € (a,b). Es sei

1 <0 (f" <0) fiir nahezu alle x < xy,

3.2
I >0(f" >0) fiir nahezu alle v > x. (32)

Dann ist zg ein (isoliertes) Minimum von f.

Dieser Satz hat eine offensichtliche Modifikation fiir den Fall eines Maximums. Eben-
so hat der Satz eine offensichtlich lokale Version: gelten die Ungleichungen (3.2) nur in
einer Umgebung von z(, so erhélt man ein lokales Extremum.

FOLGERUNG 3.15 (Verallgemeinerter Schrankensatz). Sei f: [a,b] — R stetig und
nahezu tiberall differenzierbar. Es sei m < f' < M n. i. Dann gilt fir x,y € I mit
r<y

m(y —x) < fly) — f(x) < M(y — ).

FOLGERUNG 3.16 (Eindeutigkeitssatz der Differentialrechnung). Es sei f: [a,b] —
R stetig und nahezu tiberall differenzierbar. Ist f' = 0 nahzu diberall, so ist f konstant.

4. Konvexitit

DEFINITION 4.1. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit konvex, falls fir a <z <y <b
und A € (0,1) gilt

FOz4+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1= N f(y).

Gilt die Ungleichung mit “<” statt “<”, so heifit f streng konvex.
f heifit (streng) konkav, falls —f (streng) konvex ist.

BEISPIELE 4.2.
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1. f(x) = x? ist streng konvex, denn fiir z < y ist
Az + (1= N)y)? = X222 + (1 = A%y + 20(1 — N)zy
< (WAL= A2 + (1= ) + A1 = N)y?
=%+ (1 - Ay
Hier wurde die Ungleichung 2ab < a? + b* fiir a # b mit a = /A(1 — \)x,

b= +/A(1 =Ny benutzt.

2. f(x) = |x| ist offenbar ebenfalls streng konvex, allerdings nicht differenzierbar.

SaTz 4.3. [ :[a,b] — R ist genau dann (streng) konvex, wenn fir x,y, z € [a,b] mit
r<y<z qlt

W) DTG (g ),
Ist f (streng) konvex, so gilt fir x <y < z sogar
fy) — f(z) < f(z) = f(z) < 1(2) — 1) (resp. <).
Y—x zZ—XT 2=y

SATZ 4.4. Sei f : [a,b] — R konvex. Dann ist f stetig. Weiterhin ist f in (a,b)
rechts- und linksseitig differenzierbar, d.h. fir x € (a,b) existieren

Sy — fe)
! = lim ——————=,
felw) = lim ==—
Es ist stets f' (x) < fi(z). fL sind monoton wachsend.
Ist f sogar streng konvex, so sind f. streng monoton wachsend.

Von Satz 4.4 gilt auch die Umkehrung. Wir beweisen jedoch nur eine leicht schwéche-
re Version.

SATZ 4.5. f : [a,b] — R sei stetig und differenzierbar in (a,b). [’ sei (streng)
monoton wachsend auf (a,b). Dann ist f (streng) konvez.

f ist insbesondere dann (streng) konvex, wenn f zweimal differenzierbar in (a,b) ist
und f" >0 (> 0) ist.

4.1. Einige fundamentale Ungleichungen.
SATZ 4.6 (JENSEN-Ungleichung). Sei f : [a,b] — R konvex. Dann gilt fir i, ..., x,
und Ay, ..., A, >0 mit Y N =1

j=1
f (Z )\jxj) <Y ONf ().
j=1 j=1
Ist f streng konvex, so tritt Gleichheit genau fir x1 = ... = x, ein.
SaTz 4.7 (Gewichtete AGM-Ungleichnung). Seien 1, ...,x,; A1,..., A\, > 0 mit
> A\;j =1. Dann gilt
j=1
[T <> ner
j=1

j=1
Gleichheit tritt genau fir 1 = ... = x, ein.
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Fir M =...=)\, = % erhalten wir die AGM-Ungleichung.

DEFINITION 4.8. Fiir p > 1 erkléren wir auf K" die p-Norm durch

]l = (Z |$j|”) ;o= (z;) € K"
j=1

Dass ||- || tatsdchlich eine Norm ist, haben wir bisher nur fiir p = 1, 2 gezeigt. Mittels
der gewichteten AGM-Ungleichung gelingt nun der Nachweis fiir beliebige p.

SATz 4.9 (HOLDER-Ungleichung). Seien p,q > 1 mit % +% = 1. Dann gilt fir
r,y € K"

n
> lziyil < llzlpllyle-
j=1

Fir p = ¢ = 2 erhalten wir die bereits bekannte CAUCHY-SCHWARZsche Unglei-
chung.

SaTz 4.10 (MINKOWSKIsche Ungleichung). Firp > 1,x,y € K" gilt
Iz +yllp < llzllp + [yl
d.h. || - ||, ist tatsdchlich eine Norm.
5. Partielle Ableitungen

Wiéhrend es fiir eine Funktion f : R — R eine ganze Reihe von Differenzierbarkeits-
kriterien gibt, haben wir noch immer kein praktikables Kriterium zur Hand, welches
die Differenzierbarkeit einer Abbildung f : R? — R? liefert.

DEFINITION 5.1. Sei X C RP? offen und f : X — R? gegeben. f heiflit im Punkt
a € X partiell differenzierbar, falls fur jedes j € {1,...,p} die Abbildung

p(t) == f(a+te))
in t = 0 differenzierbar ist.
Man setzt

1
D;f(a) = =—(a) = lim Z(f(a +te;) — f(a)) € R%.
M.a.W.: f ist in a genau dann partiell differenzierbar, wenn folgendes gilt: Halt man
p — 1 Variablen fest, so ist f bzgl. der verbliebenen Variablen differenzierbar.

LEMMA 5.2. f : X — R? ist genau dann in a partiell differenzierbar, wenn jede
Komponente f; : X — R,j=1,...,q, in a partiell differenzierbar ist. Es gilt dann

o= (@) q

-----

Ist f: X — RY (total) differenzierbar, so bezeichnet f’(a) die Matrix von D f(a)
bzgl. der kanonischen Basen, d.h.

Df(a)h = (Z f’(a)ijhj>
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SATZ 5.3. Set X C RP offen und f : X — R? sei differenzierbar in a. Dann st f
partiell differenzierbar und es gilt

f'(a) = <§£ (CL)) 1<i<p

1<j<q

Die Umkehrung von Satz 5.3 ist leider i.a. falsch (vgl. Ubungen). Allerdings haben
wir den duflerst wichtigen

SATZ 5.4. Sei X C RP offen und f : X — RY partiell differenzierbar. Die partiellen
Ableitungen D;f, 7 =1,...,p, seien stetig im Punkt a. Dann ist f differenzierbar in a.






KAPITEL X

Das Baby Integral

Abweichend von den iiblichen Lehrbiichern werden wir hier die Integration als Um-
kehrprozess zur Differentiation einfithren. Einen wirklich befriedigenden Integralbegriff
liefert jedoch erst die Lebesguesche Theorie.

1. Das bestimmte Integral

SATZ UND DEFINITION 1.1. Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. f : [a,b] — C
heifit S-integrierbar, falls es eine nahezu tiberall differenzierbare Funktion F : a,b] — C
gibt mit F' = f n.i. . Mit SR]a,b] bezeichnen wir die Menge aller S-integrierbaren
Funktionen auf [a,b].

Ist f € SR[a,b] und F' = f n.i., so setzt man

/f(x)da: = F(b) — Fl(a).

b
[ ist wohldefiniert, d.h. unabhingig von der Wahl von F.

F bezeichnet man auch als Stammfunktion von f.

BEISPIELE 1.2.
1. Jedes Polynom p(z) € Clz] ist in SR[a, b]. Es ist

b
1
/m"dw = ——a"t!
n+1

2. Seia<ec<d<b. Dann ist

1, c<xz<d,
Lea(z) = {

b bn+1 _ an+1

a n+1

0, sonst,
S-integrierbar. Eine Stammfunktion ist gegeben durch

0, a<z<ec,
Flz)=<x—¢, c<z<d,
d—ec, d<z<hb.
Folglich ist

113
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3. Allgemein ist jede Funktion, zu der wir eine Stammfunktion angeben kénnen,
S-integrierbar. Das Auffinden von Stammfunktionen ist jedoch ein sehr schwie-
riges Problem.

SATZ 1.3 (Rechenregeln).

b
(i) SRla,b] ist in natiirlicher Weise ein C-Vektorraum und [ : SR[a,b] — C ist ein
lineares Funktional, d.h. fir f,g € SRla,b] und A € C gi?t A +g € SR[a, b] und

b

j@f+w=A]f+/g

(i) Sind f,g : [a,b] — R S-integrierbar mit f < g, so gilt

b

/bf < /g. (Monotonie)

a

SATZ 1.4 (Schrankensatz). Sei f € SR|a, b].
(i) Ist 0 < g € SR]a,b] und |f| < g, so ist

b b
/fé/g-

(ii) Fiir reellwertiges f gilt

(inf £)(b— a) < /f < (sup f)(b — a).

2. Integrationstechnik

SaTz 2.1 (Partielle Integration). Seien f,g : [a,b] — C S-integrierbar mit Stamm-
funktionen F,G. Ist fG S-integrierbar, so auch Fg und es gilt

ij:FG

Da G stetig ist, ist nach Theorem 3.5 unten fG sicher dann S-integrierbar, wenn f
absolut S-integrierbar ist.

b

b
—/Fg.

a

BEISPIELE 2.2.
1.

b

a a

b b
1 b

/logxda::xlog:c —/x—dx:(:clogm—x) ,
x
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allgemeiner sei o # —1

1 Ia+11
o] dr = —— 21 / =d
/x 0BT AT =T 08T atr1z"

LCCH—I

CEE

a+1

=—2""lo
a—l—l o8

. Wir setzen
Ii(z) = /sinkx dx,k € Z,

Partielle Integration liefert

Ix(z) = /sin:csink1 x dz

= —coszsin* 'z + (k—1) /0052 zsin® 2z du

= —coszsin* 'z + (K — 1) Lo(z) — (b — 1) Ii(z).
Also

cosxsin®* e k-1
Ik(ZE) = — 2 + 2 Ik_g(l’). (21)

Setze

Ag = [ sin*z dx.

o
INIE]

Dann ist Ay = 5, A; = 1 und wegen (2.1)

k—1
A = ? Ap—2, k> 2.
Folglich ist
2n —1 n2i—1m
Ay, = Ao, >
2 2n H 27
J=1
2n 25
A n — A n—1 — «.. — "
s e ]1_[1 % +1

Wegen sin®" z < sin® ™z <sin?" 2,0 < z < z ist
Aopio < Agpr < Agp,

also
Aopio < Aopia

A2n o A2n

<1
Nun ist
Agpya  2n+1
Agn N 2n + 2 n—oo
folglich nach Sandwich-Lemma auch lim % =1

n—oo 2n

Y

Andererseits haben wir

AMH:gﬁ 2 % 2y 4
Aoy L2j+ 1251 w,14j2—1'
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Insgesamt haben wir gezeigt:

T4 -1 o 1
— = —— = H 1-— v (WALLISsches Produkt).

SATZ 2.3 (Substitutionsregel). Sei f € SR[a,b] und ® : [c,d] — [a,b] streng monoton
und n.i. differenzierbar mit ®(c) = a, ®(d) = b. Dann ist (f o ®)®" € SR[c,d] und es

gilt
b d
/f:/(focp)cp’.

BEISPIEL 2.4.

T T 2
/\/rz—:ﬂdx:r/\/l—(E) de,x =1y
r
0 0

1
:r/\/l—gﬂrdy,y:sint
0

jus
2

3
:r2/\/1—sin2tcostdt:r2/c052tdt.
0

0

[ cos? tdt kann analog zum Beispiel 1.2 mittels der Produktregel bestimmt werden. Eine
andere Moglichkeit ist die folgende:

1, . N1 . 1
cos’t = <§(e” + e‘”)) = 1(62” +e M 4+ 2) = 5(003 2t+1).
Damit folgt

1 15 =«

2 )
tdt = - t+ =t| = —.
cos 4sm —1—2 . 1

S
vl

Insgesamt haben wir gezeigt:

/\/7’2 — 2?2 dx = %7"2.
0
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Will man tatséchlich eine Stammfunktion von /72 — x? bestimmen, so muss man die
Substitutionen zuriickverfolgen:

/\/7“2—x2d$:r2/\/1—y2dy,$:ry
:7”2/\/1—sithcostdt,y:sint

r? / cos?t dt

1
T2/§(C082t+ 1) dt

2

1

(arcsin y + sin(arcsin y) cos(arcsin y))

7’2< LT ox 2

= — | arcsin — + — 1—<—>

2 T T T
2

r T
= 5arcs1n— + 5\/7“2 — 22

r

3. Regelfunktionen

Bisher wissen wir noch nicht einmal, ob stetige Funktionen integrierbar sind. Wir
bendtigen ein praktikables Kriterium, um festzustellen, ob eine gegebene Funktion in-
tegrierbar ist oder nicht.

DEFINITION 3.1. Eine Funktion f : [a,b] — C heifit Treppenfunktion, falls es Punkte
Toy..., Ty, Mit @ = 29 < 1 < ... < x, = b gibt, so dass f[(x;_1,z;) konstant ist,
7=1...,n.

Mit J[a, b] bezeichnen wir die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b].

SATZ 3.2. Ta,b] ist ein C-Vektorraum. Jedes f € Ta,b] ist S-integrierbar. Hat
f € Ta,b] auf (xj_1,2;) den konstanten Wert c;, so gilt

/bf(x)dl’ = z”; ¢j(x; — xj-1).

DEFINITION 3.3. Fiir f : [a,b] — C setzen wir

1 flloc == sup{|f(@)| | « € [a,0]}.

Auf den beschrénkten Funktionen [a,b] — C erklért || - ||oo eine Norm, d.h. es gilt
fiir beschrankte Funktionen f, g : [a,b] — Cund A € C
(i) | flloc = 0 und = 0 nur fiir f =0,
(i) Ao = A
(i) [+ glloe < [[flloo + llglloo-
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DEFINITION 3.4. f : [a,b] — C heiit eine Regelfunktion, falls es eine Folge von
Treppenfunktionen (¢,)en gibt mit lim || f —¢,]l = 0. Mit R|a, b] bezeichnen wir die

Regelfunktionen auf [a, b].
Sind f,, f € SR]a,b] mit lim ||f, — f|l< = 0, so folgt unmittelbar

b b b

[ [l =| =8| <1 = St =) =0

a a a

also

/ Fem [ o
Man beachte aber, dass f € SR]a, b] vorausgesetzt wurde! Es gilt jedoch viel allgemeiner:

THEOREM 3.5. Es seien h,|h|, hf, € SR[a,b],n € N. Es gelte lim || f, — f|loc = 0.
Dann ist fh € SR[a,b] und es gilt

n—0o0

b b
lim hfn:/hf.

FOLGERUNG 3.6. Jede Regelfunktion ist absolut S-integrierbar. Ist f € Rla,b] und
(tn) C T|a,b] eine Folge mit lim If —tullo = 0, so gilt

/f—hm

Jede Regelfunktion besitzt also eine Stammfunktwn.

Was noch fehlt, ist ein einfaches Kriterium, welches erlaubt, Regelfunktionen als
solche zu erkennen.

THEOREM 3.7. f:[a,b] — C ist genau dann eine Regelfunktion, wenn
(1) Vae(ap) lierf(y), lim f(y) existieren und
y— y—y—
(ii) lim+f(x), liril f(z) existieren.
FOLGERUNG 3.8. Jede stetige und jede monotone Funktion ist eine Regelfunktion.

4. Erginzungen

Es folgen die Mittelwertsétze der Integralrechnung. Diese sind im wesentlichen Um-
formulierungen des Zwischenwertsatzes bzw. Mittelwertsatzes der Differentialrechnung.

SaTz 4.1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f, g : [a,b] — R Funktionen;,
[ sei stetig, g > 0 sowie fg,g € SR|a,b]. Dann gibt es ein & € [a,b] so, dass

/bfng(f)/bg-
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SaTz 4.2 (Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f, g : [a,b] —
R, fg,f € SR[a,b], g sei sogar monoton wachsend. Dann gibt es ein ¢ € [a,b] so, dass

jfw=ﬂ@jf+m®jf

4.1. Integration rationaler Funktionen. Wir diskutieren zunéchst einige spe-
zielle rationale Funktionen. Sei ¢ € R. Dann ist fiir € R\{c}

dx
/ = log |z — |
r—c

/(:)3 —co)Pdx = pj— 1(:76 — )Pt p e Z\{-1}.

sowie

Sei nun
f(x)=2*+azx +b,a,b R
ein reelles quadratisches Polynom. Wir diskutieren zwei Félle:

1. Fall: 4b — a® < 0: Dann zerfiillt f iiber R, d.h.

Falls A = pu, so ist f ) = /\. Ist hingegen \ # pu, so erhalten wir
1 1 1 1
= — ) 4.1
f(z) M—A<w—u x—A) 41
(4.1) ist die sogenannte Partialbruchzerlegung von ( . Es folgt nun
dx 1 x— [
= 1 :
f@) A" m—A‘

2. Fall: 4b—a® > 0: Dann besitzt f keine reellen Nullstellen, d.h. f(z) = (x+%)*+b—
% >b— % > 0 fiir x € R. Wir setzen p := /b — % und finden

/ dx / dx . a
22 +azr+0b (x+ ¢ )+ﬁ’y 2

__/ dy LY
_ 2, _
1+ P

B 1/ dz
Cp) 1422
1
= —arctan z
P
1 T+ g
= ———— arctan | —=—
a? a?
-7 b—

Wie integrieren wir eine beliebige rationale Funktion?
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SATZ 4.3 (Part1albruchzerlegung im Komplexen). Es seien p(z),q(z) € C[z] tei-
lerfremd, q(z) = H(z — Ak Zk = degq. Dann g¢ibt es eindeutig bestimmte

a;; € C,1<i<m, 1 < Jj <k, und ein eindeutig bestimmtes r(z) € C|z], so dass

Aufgrund der Partialbruchzerlegung kénnen wir eine rationale Funktion dann inte-
grieren, wenn wir
dx
—— ., peZ,AeC
/ (w—ap P= 5

berechnen kénnen. Wir hatten zu Beginn bereits gesehen, dass

1 1
/ dx _ J i@y p>1,
(x — A)P loglx —Al, p=1,AeR.
Da uns der komplexe Logarithmus nicht zur Verfiigung steht, miissen wir den Fall
p=1,\ € C\R gesondert behandeln; es ist dann

1 T —\ T — A\

T—A Jz—A? 22+ [A2—2ReN)z’

Man beachte, dass das Nennerpolynom wegen A ¢ R keine reelle Nullstelle hat. Allge-
mein betrachten wir daher fiir 40 — a® > 0:

Az + B 1 [2Ax+ Aa+2B — Aa
——dr = - dx
2 +axr+0b 2 22 +ar+0b
A _ Aa
— Zlog [o? b+ [ ——2 g
2 ogla” +ax+ |+/x2+ax—l—b v
A — 42 T+ 5
= —log|2? + az + b| + 2_ arctan 2
a? a?
2 b b
1 1

Insbesondere ist also
dx 1 —A+Re) z — Re )\
=-1 AP+ -
/x—)\ 5 oglx — Al + T arctan( T )
z — Re A
| Tm |

. z —ReA
=log|z — A| +iarctan | ————— | .
Im A

= log |z — A| + isgn(Im \) arctan (

2. Anwendung: die Reihe )’ ZJ—J Als Anwendung betrachten wir die Reihe
j=1

> Z]—.], z# —1.
7=1
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Wir schreiben z = z¢?,0 < 2 < 1,0 < ¢ < 27 und betrachten zunichst 0 < z < 1:

N x T N T isot>N _q
— ijo [ =14 — / i \i—1gie gt — / i (e ‘ dt
S [ S(eeniteed = [0

J=1 j=1 0 o 7=t 0
Esistfir0<it<z <1

o (eigot)N
(& -
ewt —1

ZL’N

- min{|ewt—1| ‘ ogtga:}’

also
T

) i\ N
ew(.e—t)dt < CaNtt— 0.
et — 1 N—oo
0

Damit folgt

x T

>0 ip)J el
xe : tyN 1
S [ L [ _/_.dt
, J N—oo et — 1 et — 1 t—e W
=1 0 0
_i . t—cosp -
= —log|t — e | — i arctan
—sing /|,_,
i : x + cos , cos
= —log|z —e™"| —Zarctan( (’0> +Zarctan( , S0)
smgp sin ¢
= —log |z — e | + iarctan _;g:‘pcos —
- sinp  sing
; . T sin
= —log|z — e | 4+ {arctan (—gp> :
1 —xcosyp

a+b

wobei das Additionstheorem des Arcustangens arctan a+arctan b = arctan benutzt
wurde.

Schreibt man wieder z = xe'?, so ist also fiir |2| < 1 gezeigt:

ii:—lo |1 — 2| + darctan _dme
peril & 1—Rez/’

Die rechte Seite macht Sinn fiir Rez # 1. Wir betrachten daher |z| = 1,z # 1; d.h.
x=1,0 < < 27. Dann ist

- (—1)/ Y (1) Y
=S e SR = G [
7=1 j 7j=1 . 7j=1 '] e 7j=1
=:f(x)

wobel
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Die Funktion n —
Riemann—Lebesgue Lemma

. iNt € _
]\}1_1)20 e eit—ldt_o'

Also folgt die Konvergenz der Reihe Z (6]) gegen

=1
¥
S s f e
- — - —|—Z dt,

gt T T et 1 [ _eit/2
/. dt:i/ | :/édt:—/ C
eit — 1 e~it — 1 e—it/2 _ eit/2 2) sing

©
1 [ —cost L T,
25/ Sin;—ldt:—log81n§+ 5
insgesamt
- ijo > _
S B g T8
— ) , 2 2
j=1 7=1
——
=C
Setzen wir ¢ = I ein, so erhalten wir €% =/, also
[e’e) 0o [e’e) o T
Z 2k :Z ; logsmz—kzz
k=1 k=0 =1
Nun ist sin § = %\/5 = \/Li und es folgt

k=
i ':—10g2.

Damit haben wir

g — = —log(2sin =) + —1i.
s 7 2 2

Mit z = €' ist in der Tat

11— 2] =(1—cosp)* +sin®p =2 —2cosp = 2(1 — cos ;0—1—51112 SO)

also wegen 0 < p < 27
log |1 — z| = log(2sin g)

ist stetig differenzierbar auf |7, ¢| (bzw. [¢, 7]). Dann liefert das sog.
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Im 2z sin 2sin £ cos £
arctan | ———— | = arctan | —— | = arctan —2
1 —Rez 1 —cosyp 2sin” £

t t TP T
= arctan | tan | —— = .
2 2

SATZ 4.4. Fir z € C\{1}, |2| <1 gilt

ii——lo |1 — z| + i arctan _dmz
=i B & 1—Rez/’

FOLGERUNG 4.5. Fiir —1 <z <1 gilt

sowie

Wir fassen zusammen:

J
L —log(1 — z).

j=1
FOLGERUNG 4.6. Fiir |x| <1 gilt
O (—1) 2+
arctanx = Z %
7=0
Es bleibt zu zeigen:
SATZ 4.7 (RIEMANN-LEBESGUE-Lemma). Fiir jede Regelfunktion f € R[a,b] gilt

b

lim [ e f(z)dr =

A—00
a

4.3. Riemann-Summen. Sei Z = {zo,...,z,} eine Unterteilung des Intervalls
la,b], dh. a =129 <z <--- <z, =b. Weiterhin sei £ = (§;) € R" mit z;_; <& < z;.
Dann definieren wir fiir eine Funktion f : [a,b] — C

S(f.2.€) foj —2j.1)

die Riemann-Summe von f bzgl. Z und £. Weiterhin bezeichne

|1 Z]| = m%g |25 — 251
]7

die Feinheit der Zerlegung Z.

SATz 4.8. Sei f : [a,b] — C eine Regelfunktion. Dann gibt es zu e > 0 ein d > 0 so,
dass fir jede Zerlegung Z mit || Z|| < 6 und jeden Zwischenvektor & gilt

b

/f—5<f,z,£> <e

a
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M.a.W. ist (Z;) eine Zerlegungsfolge mit lim ||Z;|| = 0 und (&;) eine passende Folge
j—00

von Zwischenvektoren, so ist

/f— lim S(f,2,.6,).



KAPITEL XI

Gleichméaflige Konvergenz

Im vorangegangenen Kapitel hatten wir bereits die Norm || - ||, auf den Funktio-
nen [a,b] — C eingefithrt. Der durch diese Norm induzierte Konvergenzbegriff, die
gleichmdj$ige Konvergenz, soll hier ausfiihrlicher studiert werden.

Motiviert ist der Begriff durch folgende Fragestellung: gegeben seien Funktionen
fn i la,b] = C,n € N. Es gelte fiir jedes feste z € [a, b]

Tim f,(x) = f(x).

Angenommen, wir wissen, dass alle f,, eine bestimmte Eigenschaft haben (Stetigkeit,
Differenzierbarkeit, Integrierbarkeit etc.), iibertragt sich diese Eigenschaft auf f7 (Man
vgl. etwa Theorem X.3.5). Im allgemeinen wird dies nicht der Fall sein. In diesem Kapitel
werden wir Kriterien bereitstellen, die es erlauben, auf gewisse Eigenschaften von f zu
schliefen.

Zunéachst jedoch ein kleines Horrorkabinett von Gegenbeispielen:

BEISPIELE 0.1.
L fo:[0,1] = R, fo(z) = [ — 3|=. Es ist

1, o#1
lim f,(z) =4 27
Also existiert lim f,(x) fiir x € [0, 1]. f, ist stetig fiir alle n; jedoch ist lim f,,(x)
nicht stetig.

n—n?lr—1i], 0<z<?2
fn(iﬂ): | n| 9 _ -

1
fn ist stetig, es gilt lim f,(z) = 0 fiir alle z € [0,1]. Es ist jedoch lim [ f, =
n—oo n—oo 0

14 [0.

0
3. fulz) =2 — 2,2 €(0,1]. Es gilt

lim f,(z) =2 =: f(z)
fir z € [0,1]. f, ist differenzierbar und es gilt

1, 0<z<1,

/ :1_ n—1
fila)=1-a —>{07 1

n—oo

Also ist
Tim (1) # /().

125
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4. Wir betrachten nochmals f,(x) aus 2. Sei z,, := % Dann ist lim z,, = 0, aber

n—oo

lim f,(x,) = lim n = 00 # f(0).

n—oo

Das Fazit lautet: Man sollte keine noch so naheliegenden Grenzwertoperationen als
selbstverstéandlich betrachten!

1. Metrische Rdume von Abbildungen, Stetigkeit der Grenzfunktion

DEFINITION 1.1. Seien X,Y metrische Rdume und f, : X — Y Abbildungen.

(fn) heiit punktweise kovergent gegen f : X — Y, falls fiir jedes feste x € X gilt:
lim f,(x) = f(z). M.a.W.

vxera>OE|noean2no dY(f(x)a fn(x)) <e. (11)

(fn) heiit gleichmdfig konvergent gegen f: X — Y, falls zu jedem € > 0 ein ng € N so
existiert, dass fiir n > ng und alle z € X gilt dy (f(z), fu(z)) < e. M.a.W.

v€>0E’noGNvaceXVnZnO dY(f(*r)u fn(x» <e. (12)
Wir illustrieren den Unterschied zwischen (1.1) und (1.2) an zwei Beispielen:
1 1
(fn) aus Beispiel 0.1 konvergiert punktweise gegen f(x) = < . 7_é 2. Allerdings

0, z=
’ 2
ist die Konvergenz nicht gleichméflig . Wire sie es, so gébe es insbesondere zu 1 > ¢ > 0
ein ng so, dass fiir n > ng und z € [0, 1]\{3}

l—jz—=| <e.

2

Fiir |z — 1| < (1 — &)™ und ng = n ist dies offenbar falsch.
Die Folge (£ sinz),en konvergiert auf ganz R gleichméBig gegen 0; zu € > 0 wihle
ng > 1. Dann ist | sinz| < ¢ fiir alle n > ng und alle z € R.

SATZ UND DEFINITION 1.2. Seien X,Y metrische Riume. Mit B(X,Y) bezeich-
nen wir die Menge der beschrinkten Abbildungen von X nach Y. Cy(X,Y) = {f €
B(X,Y) | fstetig}. Fiir f,g € B(X,Y) setzen wir

d(f,g) == supdy(f(z),g9(x)).

zeX

(B(X,Y),d) ist ein metrischer Raum.

SATZ 1.3. Seien X,Y metrische Raume und f, : X — Y stetige Abbildungen.
Konvergiert (f,) gleichmdfig gegen f: X — Y, so ist auch f stetig.
SATz 1.4. Seien X,Y metrische Rdume.

1. Co(X,Y) ist abgeschlossen in B(X,Y).
2. Ist Y wollstindig, so auch B(X,Y) und Cy(X,Y).
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2. Ableitung und Integral der Grenzfunktion
Hierfiir wurde die wesentliche Arbeit bereits im Theorem X.3.5 geleistet.

SATZ 2.1. Seien f, : [a,b] — C differenzierbare Funktionen. Die Folge (f!)nen
konvergiere gleichmdfig gegen eine Funktion g : [a,b] — C. Ist fiir wenigstens ein
xo € [a,b] die Folge (fn(x0))nen konvergent, so konvergiert (f,) gleichmdjfig gegen eine
differenzierbare Funktion [ und es gilt f' = g.

SATz 2.2. Seien (f,) € SR|a,b]. (f,) konvergiere gleichmdfig gegen f : [a,b] — C.
Dann ist f € SR[a,b] und

/f—JE& I

3. Kriterien fiir gleichmiflige Konvergenz, Beispiele
3.1. Das Weierstral3-Kriterium, Potenzreihen.

SATZ 3.1. Seien X ein metrischer Raum und f, : X — C,n € N, Funktionen. Ist

Zan”oo < 00, (31)
n=0

so konvergiert > f, absolut und gleichmdfig.
n=0

BEISPIEL 3.2. Die Reihen ) Si‘jg—;}@, p > 1, konvergieren gleichméflig, denn

n=1
oo . oo
sin(n -) 1
Z > < - < 0
n=1 n oo n=1 n

BEMERKUNG 3.3. Ist (3.1) erfiillt, so spricht man auch von normaler Konvergenz.

SATZ 3.4. Sei

o0
= Z an(z — 20)"
n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Fiir jedes p < R sind die Rethen

Z an(z — 20)", Z nan(z — z)" (3.2)

auf {z eC | |z — 20| < p} normal konvergent. f ist komplex differenzierbar und es gilt

o0
= Z na,(z — z)" 1.
n=1

BEMERKUNG 3.5. Durch sukzessive Anwendung von Satz 3.4 erkennen wir, dass f
beliebig oft differenzierbar ist und

f(k)(z) = n(n — 1) e (n —k+ 1)an(2 _ Zo)”_k,

n=~k
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3.2. Abelsche partielle Summation. Wir werden sehen, dass die gleichméafi-
ge Konvergenz manchmal mittels der ABELschen partiellen Summation nachgewiesen
werden kann.

LEMMA 3.6. Seien (ay), (b,) C C und A, := > a,. Dann ist

v=M
N N N -1
n=M n=M n=M v=M-1

=z

= Z A, (by, — bng1) + Anbnyr — An—1base

v=M
Wir wissen bereits, dass fir [z] <1,z # 1

iﬁ——lo |1—z|+2’arctanlm—z
—n & 1—Rez

konvergiert. Wir untersuchen nun die Reihe auf gleichméflige Konvergenz. Wegen Satz
3.4 ist die Reihe fiir jedes p < 1 auf {z | 2| < p} gleichmiBig konvergent. Wir zeigen
etwas mehr:

LEMMA 3.7. Fiir jedes € > 0 ist Y. 2 auf K. = {2z € C | |2| < 1,|]z — 1| > &}
n=1
gleichmdf$ig konvergent.

Als Anwendung diskutieren wir

— sin(nz) e\ m—u
Z - —Im(z n>_ 5 , 0 <z <27

n=1 n=1

Die Reihe ist nach vorstehendem Lemma auf jedem Intervall [§,2m — §] gleichméBig
konvergent. Folglich erhalten wir fiir 0 < z < 27

/W_td—z /smnt :i%—cosnt
n=1

™

oo _1)"
Z cos(n + ( n2)
n=1 n=1
bzw.
ZW . cos(nz (=1 (m—t)? s (m — I)2

Z cos(nz) 1) ormal konvergiert, folgt weiter

2
> cos(nx) T —1x)?
0=3 [y 5r 3" ] +/
n:lo

n=1 0

(- —(r—2)
S S NL

n=1

2
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also
n2 12
n=1

und somit

. cos(nz) (m—x)? 7

Z n2 = 1 — E, xr € R

n=1
Insbesondere ist fiir n = 0

=1 1 1 2

_:2___:_
2T R =

n=1
Eine weitere wichtige Anwendung der partiellen Summation ist der
o0
SATz 3.8 (Abelscher Grenzwertsatz). Sei > a, eine konvergente Reihe komplexer

n=0
Zahlen. Dann ist die Potenzreihe

f(z) = Z apx"
n=0
fir x € [0, 1] gleichmdfig konvergent. Insbesondere ist f auf [0,1] stetig.
BEISPIEL 3.9. Wir leiten nochmals die Logarithmusreihe her: Fiir |z| < 1ist f(x) =

> % sicherlich konvergent. Nach Satz 3.4 ist f differenzierbar und es gilt
n=1

Flay=3 e =
n=1

1—z

Also ist f(z) = —log(1—z)+ C und wegen f(0) = 0 folgt f(z) = —log(1—2x), |z| < 1.

Da
-1

n=1

n

konvergiert, liefert der Abelsche Grenzwertsatz f(—1) = —log2.

3.3. Die Binomialreihe. Fiir z € R, a € N ist bekanntlich

(1+2)* = i (g) ",

n=0

Wir untersuchen daher nun fiir & € R\N

Zunachst ist
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also ist der Konvergenzradius 1. B,(z) ist also nach Satz 3.4 fiir |z| < 1 differenzierbar

und wir erhalten
_ - o n—1 __ - o n
Bl (z) = 2 (n) nz" T = nzzo (n N 1) (n+ 1)z
> —1
= <a )x" =aB,_i(x)
n
n=0
Andererseits ist
- a—1 a—1 n
(14 2)Ba_1(z) = ; (( . > (n_ 1)) "+ 1
= (O‘) 2" = Ba(x)
n=0 n

Insgesamt erhalten wir

Differentiation liefert
d
(1+2) *By(z) = —a(1 + x)_a_lBa(:U) +a(l+ m)_a_lBa(x) =0,

dz

I
—_
I
gk
~
3 e
~—
]
3

also wegen B, (0)

(1+x)a:2 (a>x", —-l<z<l.
n

n=0

Nun wenden wir uns dem Konvergenzverhalten fiir |z| = 1 zu:

n=0

SATZ 3.10 (Konvergenzkriterium von RAABE). Sei Y a, eine Reihe komplexer Zah-

len. Gilt fiir n > ng
i
n

An41
an
mit einer Konstanten 3 > 1, so ist Y _ a, absolut konvergent.

Ist hingegen fiir n > ng
an+1 2 1 o l,

an n

so ist Y a, divergent.

Wir betrachten nun - (%)a", z = +1:

n=0
(nil) _a—n_a+1_
(&)  n+l n+l

Fiir a > 0 ist folglich
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und das Raabe-Kriterium liefert i {(ZH < 00.
Fiir a < 0 ist "
(n(-li-l) a+1 1

- 1- =, 3.3
@ TR .

also divergiert Y (—1)"(%) nach Raabe.

n=0
Fiir a < —1 ist sogar % > 1, also divergiert die Reihe ) (Z)x", x € {1},
n n=0

nach Quotientenkriterium.
Bleibt noch —1 < a < 0: Dann ist () alternierend (wegen (3.3)). Weiterhin ist

(a) ala=1)-...-(a—n+1)

n n!

wo—a(l—a)-...-(n—1—a)

n!

o (=t (g (o)

Also ist (¢)(—1)""' monoton fallend. Es bleibt zu zeigen, dass ((§)(—1)""") eine
Nullfolge ist. Dazu betrachten wir

1
e\ = a+1) = dt "a+1
(0 (7)) = (1) =X [ Fe e
—1 | =

n=1 J

also
1

(=11

lim (a) —0.
n—oo \ N

Verwenden wir noch den abelschen Grenzwertsatz, so haben wir bewiesen

_los() o

und damit

SATZ 3.11. Seien a,x € R. Dann gilt

reR, «a€eN,
a\ ., lz] <1, aeR\N,
", wenn
n r=-1, a>0, a¢N,
x =1, a>—1, a¢N.

(1+2)* =

NE

Il
=)

n

In allen anderen Fillen ist (Z)x” divergent.
n=0
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4. Parameter- und Doppelintegrale

SATz 4.1. Seien X C R™ offen und f : [a,b] x X — C stetig. Dann ist
b
F:X —C, xl—>/f(t,x)dt

ebenfalls stetig.

SATz 4.2. Sei f : [a,b] X [¢,d] — C stetig und nach der 2. Variablen stetig partiell
differenzierbar. Dann ist

b
F:le,d —-C, z+— /f(t,x)dt

stetig differenzierbar mit

b
F'(z) = %(t, x)dt.

a

SATz 4.3. Sei f : [a,b] X [¢,d] — C stetig. Dann gilt
b d d b
[[i=]]s
5. Der Satz von Arzela-Ascoli

Seien X, Y metrische Rdume und f,, : X — Y eine gleichméfig konvergente Folge
von stetigen Abbildungen, f = lim f,. Es sei € > 0. Dann gibt es ein ng so, dass fiir
allen > ng und alle x € X

d(fu(), fo(2)) < g.

Ist zusétzlich X kompakt, so ist f,, gleichméBig stetig. Also gibt es ein > 0 so, dass
fir alle z,y € X mit d(x,y) < ¢ gilt

A(fro (%), fro () <
Dann folgt fiir diese x,y und n > ng

d(fn(2), fu(y)) < d(fu(@), fro(2)) + d(fno (2), fro (y)) + d(fay (4), fuly))
e € ¢
< g + § + g =c.
Da auch fi,..., fn,—1 gleichméBig stetig sind, erhalten wir nach evtl. Verkleinerung von

J

Wl ™

VnVayex d(z,y) <6 = d(fu(z), fuly)) <e.
DEFINITION 5.1. Eine Teilmenge A C C'(X,Y") heifit gleichgradig stetig, falls

va>03(5>0erAVsc,yeX d(xv y) <0= d(f<x>’ f(y)) <E&.

Unsere Voriiberlegung zeigt:
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SATZ 5.2. Seien X,Y metrische Raume, X sei kompakt. Ist (f,) C C(X,Y)
gleichmafig konvergent, so ist (fn)nen gleichgradig stetig.

Dieser Satz besitzt eine gewisse Umkehrung. Zur Vorbereitung bendtigen wir eine
weitere Charakterisierung der Kompaktheit.

DEFINITION 5.3. Sei X ein metrischer Raum. A C X heif3t totalbeschrdnkt oder
prakompakt, falls es zu jedem € > 0 endlich viele zq,...,2z, € X so gibt, dass X C

01 B(xj,s).

SATZ 5.4. Ein metrischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn er totalbeschrdinkt
und vollstindig ist.

THEOREM 5.5 (ARZELA-ASCOLI). Seien X ein kompakter und Y ein vollstandiger
metrischer Raum. Fir A C C(X,Y) sind dquivalent
1. A ist kompakt

2. A ist gleichgradig stetig und fiir jedes x € X ist A {f ‘ fe A} kompakt
mn Y.

FOLGERUNG 5.6. Sei X ein kompakter metrischer Raum und (fn)nen C C(X,C)
eine Folge. (f,) sei
— gleichgradig stetig und
— punktweise beschrdnkt.

Dann besitzt (f,) eine gleichmdfig konvergente Teilfolge.

6. Der Satz von Stone-Weierstrafl

Wir hatten gesehen, dass die Vervollstandigung der Treppenfunktionen .7 [a, b] bzgl.
I ||co genau diejenigen Funktionen sind, welche in jedem Punkt rechts- und linksseitige
Limites besitzen. Analog konnen wir fragen:

1. Welche Funktionen lassen sich gleichméfig durch Polynome approximieren?
2. Welche Funktionen lassen sich gleichméflig durch trigonometrische Polynome

der Form
N
i
E aje
j=M

approximieren?
Fiir Approximationsfragen dieser Art gibt es einen sehr allgemeinen Satz, der in seiner
modernen Form auf M. H. STONE zuriickgeht.
Sei X ein metrischer Raum. Dann ist C'(X) nicht nur ein Banachraum. Zusétzlich
besitzt C(X) eine Algebra-Struktur, d.h. es gibt eine Multiplikation

:C(X) x C(X) — C(X)
(f,9) = frg(zm flz)g(x))
so, dass fiir A € C, f,g,h € C(X) gilt
(Af)g = A(f9),
flg+h)=fg+ fh, (6.1)
flgh) = (fg)h.
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Man sagt, dass C'(X) eine C -Algebra ist. Die Eigenschaften (6.1) sind offensichtlich.
Weiterhin gilt fiir die Norm

1£glloe = sup{|f()g()| | = € X} < [|fllclgllo- (6.2)

C(X) ist daher eine sogenannte Banach-Algebra.
Die Polynome C[z] bilden sicherlich eine Unteralgebra von Cla,b]. Wir werden Kri-
terien finden, wann eine solche Unteralgebra dicht liegt.

LEMMA 6.1. Sei X ein metrischer Raum und o C C(X,R) eine abgeschlossene
Unteralgebra mit 1 € o7 . Dann ist mit f,g € &/ auch | f|, max(f, g) und min(f,g) € <.
Ist f >0, so ist auch \/f € .

DEFINITION 6.2. Eine Menge F' C C(X) heifit punktetrennend, wenn es zu z,y €
X, x #y,ein f € F gibt mit f(x) # f(y).

LEMMA 6.3. Sei F' C C(X) punktetrennend. Dann gibt es zu z,y € X, a, 3 € R(C)
ein f€F mit f(z)=qa, f(y) =0.

THEOREM 6.4 (STONE-WEIERSTRASS, reelle Version). Sei X ein kompakter metri-

scher Raum und P C C(X,R) eine punktetrennende Unteralgebra mit 1 € P. Dann ist
P dicht in C(X,R).

FOLGERUNG 6.5. Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R stetig.
Dann gibt es zu € > 0 ein Polynom p(z) € Rlz| mit

Hf_pHOO,[a,b} <E.

THEOREM 6.6 (STONE-WEIERSTRASS, komplexe Version). Sei X ein kompakter
metrischer Raum und P C C’LX, C) eine punktetrennende Unteralgebra mit 1 € P.
Weiterhin sei mit f € P auch f € P. Dann ist P dicht in C(X,C).

FOLGERUNG 6.7. Sei S' = {z € C | |z| = 1}. Dann liegen die LAURENT-Polynome

Clz, 7] :{Z ¢z’ | ¢j € C,m,n € N}

j=—n

dicht in C(S*,C).
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