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1. Serie Globale Analysis II

Es seien (M,g,O) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigekit und E,F → M Vek-
torbündel.

Aufgabe 1. (2 Punkte)

Seien α, β ∈ Z
n
+ Multiindizes. Wir setzen β ≤ α, falls βi ≤ αi für i = 1, . . . , n. Definiere

α! := α1! · . . . · αn! und
(

α
β

)

:= α!
β!(α−β)! für β ≤ α. Zeige

Dα(fg) =
∑

β≤α

(

α

β

)

(Dβf)(Dα−βg).

Aufgabe 2. (2 Punkte)

Seien P,Q ∈ Diff(E,E). Schreibe lokal

P =
∑

|α|≤k

aαDα und Q =
∑

|β|≤l

bβDβ.

Zeige, dass

σP◦Q =
∑

|γ|≤k

i|γ|

γ!

[

D
γ
ξ σP (x, ξ)

]

[Dγ
xσQ(x, ξ)] .

Aufgabe 3. (2 Punkte)

Sei D : Γ(E) → Γ(F ) ein lineare und lokale Abbildung. Ferner gelte für alle f ∈
C∞(M), dass

adf(D) : Γ(E) → Γ(F )

s 7→ f(Ds) − D(fs)

ein Differentialoperator der Ordnung k ist. Zeige, dass D ein Differentialoperator der
Ordnung k + 1 ist.

Aufgabe 4. (2 Punkte) Berechne das Hauptsymbol der Operatoren div, grad,L (Lie-
Ableitung auf Formen), grad ◦ div.

Aufgabe 5. (2 Punkte)

Sei D ∈ Diffk(E,F ). Seien p ∈ M , ξ ∈ T ∗
p M , e ∈ Ep. Wähle f ∈ C∞

0 (M), s ∈ C∞
0 (E)

mit f(p) = 0, df |p = ξ, s(p) = e. Dann ist das Hauptsymbol von D definiert durch

σk
D(p, ξ)e :=

ik

k!
D(fks)(p).

Wähle g ∈ C∞
0 (M) mit dg|p = ξ und g(p) beliebig. Zeige:

(i) σk
D(p, ξ)e = lim

t→∞
t−k

[

e−itgD(eitgs)
]

(p).

(ii) σk
D(p, ξ)e =

(−i)k

k!
[(adg)kD]s(p).


