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Introduzione

Lo scopo di questa tesi è enunciare e dimostrare alcuni teoremi originali di tipo
Paley-Wiener per gruppi abeliani localmente compatti. Il risultato principale
che si vuole raggiungere è estendere il seguente teorema:

Teorema 1. Sia E un insieme convesso di Rn e sia ω la sua funzione supporto,
ωpyq :“ supxPExx, yy.
Sia Γ il cono convesso definito da Γ :“ ty P Rn|ωpyq ă `8u.
Se u : Rn` iΓ Ñ C è olomorfa e @y P Γ, }up ¨ ` iyq}2 ď Ceωpyq per un’opportuna
costante C, allora esiste una funzione f P L2pRnq quasi ovunque nulla sul
complementare di E tale che upξ ` iyq “ {fexy, ¨ ypξq per quasi ogni ξ P Rn.
Viceversa, se f P L2pRnq è quasi ovunque nulla sul complementare di E, allora
la sua trasformata di Fourier pf si estende ad una funzione olomorfa su u :

Rn ` iΓ Ñ C data da upξ ` iyq :“ {fexy, ¨ ypξq.

La Sezione 3.3 sarà dedicata a enunciare e dimostrare un risultato di questo
tipo nel caso generale di un gruppo abeliano G. La parte precedente della tesi
servirà a presentare la nozione di trasformata di Fourier su G e a definire lo
spazio su cui estenderla in modo che diventi “olomorfa” in un senso opportuno.
Nel Capitolo 1, sono enunciati senza dimostrazione una serie di risultati pre-
liminari che saranno utili nel seguito dell’esposizione. In particolare si tratta
dei risultati principali sulle algebre di Banach e sulla trasformata di Gelfand,
sulla misura di Haar per gruppi localmente compatti, sulla struttura di algebra
di Banach commutativa di pL1pGq, ˚q, e i teoremi generali sul gruppo duale
pG :“ HompG,S1q. Il teorema di Gelfand-Raikov (gli elementi di pG separano i
punti di G) è pure enunciato in questo capitolo.
Nel Capitolo 2, si definisce la trasformata di Fourier a partire dalla struttura
di algebra di Banach di L1pGq. Si fa vedere che lo spettro di L1 ammette
un’identificazione naturale con pG che è anche un omeomorifsmo, e quindi si
definisce la trasformata di Fourier come la trasformata di Gelfand di L1pGq:

pfpξq :“

ż

G

fpxqxξ, xydx @ξ P pG

Poiché vale pR – R e pS1 – Z, per G “ R e G “ S1 questa definizione dà
rispettivamente la trasformata e la serie di Fourier classiche. Analogamente,
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6 Introduzione

per G “ Zk, questa definizione è esattamente quella di trasformata discreta di
Fourier. Con questa definizione, si riescono a dimostrare risultati importanti ben
noti nei casi classici, ossia:

Teorema 2 (Formula di inversione). Esiste una misura di Haar dξ su pG, la
misura duale di dx tale che per ogni f P L1pGq con pf P L1p pGq,

fpxq “

ż

pG

pfpξqxξ, xydξ per quasi ogni x P G

Teorema 3 (Plancherel). La trasformata di Fourier si estende da L1pGqXL2pGq

ad un isomorfismo unitario F : L2pGq Ñ L2p pGq

Il Capitolo 3 è rivolto alla dimostrazione dei teoremi di tipo Paley-Wiener.
Nella Sezione 3.1, si riporta il caso classico, accennando ad un estensione di
teoremi di questo tipo dovuta a Schwartz che ottiene un risultato analogo a
quello del Teorema 1 per le distribuzioni a supporto in E.
La Sezione 3.2 è dedicata ad uno studio dettagliato dello spazio G˚ “ HompG,Rq
e al suo collegamento con pG attraverso la mappa naturale exp˚ : G˚ Ñ pG de-
finita da xexp˚pρq, xy “ eixρ,xy. In particolare, dimostriamo che G˚ separa i
punti se e solo se exp˚pGq è denso in pG, il che è a sua volta equivalente a
chiedere che pG sia connesso. Sapere come agisce G˚ su G è fondamentale
per quanto riguarda i teoremi di tipo Paley-Wiener. Infatti, per sostituire
adeguatamente l’ipotesi di convessità nel Teorema 1, si considera l’azione sul
gruppo di un cono convesso Γ Ď G˚. Più precisamente, gli insiemi indivi-
duati come supporti dai teoremi di tipo Paley-Wiener sono quelli della forma
HullΓpEq :“

 

x P G| xρ, xy ď supyPExρ, yy @ρ P Γ
(

. Come nel caso reale, indi-
cheremo come funzione supporto di E rispetto a Γ la funzione ω : Γ Ñ R data
da ωpρq :“ supyPExρ, yy. La Sezione 3.2 si conclude con un teorema che descrive
il collegamento fra l’operazione di Hull su G e l’operazione di inviluppo convesso
chiuso su pG˚q˚ (il duale topologico di G˚). Nell’ultima sezione, si definisce
cosa si intende per “funzione olomorfa” su pGˆG˚ e si enunciano e dimostrano
alcuni teoremi di tipo Paley-Wiener. Per farlo, si estende la funzione exp˚ ad un
omomorifsmo fra lo spazio vettoriale complesso G˚C (il complessificato di G˚) e il
gruppo abeliano HompG,C˚q – pGˆG˚ come xexp˚pρ` iηq, xy :“ eixρ,xy´xη,xy.
A questo punto, se Γ Ď G˚ è un cono convesso, una funzione u : pGˆ Γ Ñ C è
detta olomorfa se @ξ, ρ, η P pG la funzione upξ exp˚p´iρ´ zηqq : t=pzq ą 0u Ñ C
è olomorfa nel senso usuale. Per quanto riguarda le funzioni L1pGq a supporto
in E questa definizione è soddisfacente, in quanto ponendo Γ :“ tρ P G˚| ρ è
superiormente limitato su Eu la sua trasformata di Fourier si estende ad una
funzione olomorfa su pG ˆ Γ. Per quanto riguarda funzioni in L2pGq, invece,
la definizione di olomorfa risulta essere troppo restrittiva, in quanto richiede
un certo tipo di continuità. Pertanto, definiamo in modo opportuno insieme
trascurabile su G˚ e funzione olomorfa quasi ovunque su pGˆ Γ. A questo punto,
riusciamo a dimostrare il risultato principale di questa tesi, costituito dai seguenti
due enunciati, i quali insieme danno una generalizzazione del Teorema 1 per
gruppi abeliani localmente compatti:
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Teorema 4. Sia E Ď G tale che HullΓpEq “ E e che ogni ρ P Γ sia limitato
su E. Sia ω la funzione supporto di E rispetto ad Γ. Sia f P L2pGq con
supporto in E. Allora la trasformata di Fourier si estende ad una funzione
pf : pG ˆ Γ Ñ C, pfpξ, ρq :“ yfeρpξq olomorfa quasi ovunque su pG ˆ Γ e tale che
} pfp ¨ , ρq}2 ď }f}2e

ωpρq.

Teorema 5. Sia E Ď G tale che HullΓpEq “ E e che ogni ρ P Γ sia limitato su
E. Sia ω la funzione supporto di E rispetto ad Γ. Se u è una funzione olomorfa
quasi ovunque su pGˆ Γ tale che per quasi ogni ρ P Γ, }up ¨ , ρq}2 ď Ceωpρq per
un’opportuna costante C, allora esiste una funzione f P L2p pGq con supporto in
E tale che per quasi ogni ρ P Γ, up ¨ , ρq “ pfp ¨ , ρq come elementi di L2p pGq.
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Capitolo 1

Preliminari su gruppi
topologici e algebre di Banach

Prima di parlare della teoria della trasformata di Fuorier su gruppi abeliani, è
necessario avere alcune definizioni e alcuni risultati preliminari. Lo scopo di
questo capitolo è quello di riassumere sinteticamente definizioni ed enunciati di
questi risultati preliminari.

1.1 Algebre di Banach

Definizione 1.1. Un’algebra di Banach è un’algebra A sul campo comples-
so dotata di una norma } ¨ } tale che pA, } ¨ }q sia uno spazio di Banach e
}xy} ď }x}}y} @x, y P A. A è detta con unità se ammette un elemento neutro
rispetto al prodotto. Se il prodotto è commutativo, l’algebra è detta commutativa.
Un’ involuzione sull’algebra è un’applicazione continua xÑ x˚ tale che:

px` yq˚ “ x˚ ` y˚, pλx˚q “ λx˚, pxyq˚ “ y˚x˚, x˚˚ “ x.

Un’algebra dotata di un’involuzione è detta una *-algebra di Banach. Se l’invo-
luzione soddisfa }x˚x} “ }x}2 @x, allora l’algebra è detta C* algebra.

Definizione 1.2. Lo spettro σpAq di un’algebra di Banach commutativa A
è l’insieme dei funzionali moltiplicativi non nulli su A dotato della topologia
debole* di A˚, ossia

A˚ Ě σpAq “ tϕ P A˚|ϕpxyq “ ϕpxqϕpyq @x, y P A, Dx P A : ϕpxq ‰ 0u

Lemma 1.3. Se A ha unità, allora il suo spettro σpAq è compatto.

Definizione 1.4. La trasformata di Gelfand su un’algebra di Banach A è
Γ : AÑ CpσpAqq definita da Γpxqpϕq “ ϕpxq. Γpxq si indica anche come px.
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10 Preliminari su gruppi topologici e algebre di Banach

Proposizione 1.5. Se A è un’algebra di Banach senza unità, allora esiste
Ã “ A ‘ C algebra di Banach con unità tale che la norma di Ã coincide con
la norma di A su A. Se A è una *-algebra o una C*-algebra, si può estendere
la norma e l’involuzione su Ã in modo che anche Ã sia rispettivamente una
*-algebra o una C*-algebra.

Proposizione 1.6. Sia A un’algebra di Banach commutativa senza unità. Allora
σpAq è localmente compatto e se non è compatto la sua chiusura in A˚ è
σpAq Y t0u – σpÃq. La trasformata di Gelfand è un omomorfismo di algebre
AÑ C0pσpAqq con immagine densa e }px}sup “ limnÑ8 }x

n}
1
n ď }x}.

1.2 Gruppi localmente compatti
Definizione 1.7. Un gruppo topologico è un gruppo pG, ¨ q dotato di una
topologia τ tale che

1. ¨ : GˆGÑ G data da pu, vq ÞÑ u ¨ v è continua

2. ´1 : GÑ G data da x ÞÑ x´1 è continua (e quindi è un omeomorfismo)

L’elemento neutro di G sarà indicato con 1.
Se G è abeliano, spesso verrà usata la notazione pG,`q al posto di pG, ¨ q. In
questo caso, l’inverso dell’elemento x sarà indicato con ´x e l’elemento neutro
sarà indicato con 0.

Da adesso in poi, tutti i gruppi topologici saranno T2. Vale comunque il
seguente:

Lemma 1.8. Se H ă G è un sottogruppo, allora anche H lo è. Inoltre, se H è
normale, lo è anche H e G{H con la topologia quoziente è un gruppo topologico
T2.

Corollario 1.9. Se G è T1, allora è anche T2.

Dimostrazione. t1u è chiuso per ipotesi e quindi G{t1u – G è T2 per il Lemma.

Lemma 1.10. Se G, H sono gruppi topologici e Φ : GÑ H è un omomorfismo
di gruppi, allora Φ è continuo se e solo se è continuo in 0.

Lemma 1.11. Se y P G, Ly : G Ñ G e Ry : G Ñ G dati rispettivamente da
x ÞÑ yx e x ÞÑ xy´1 sono degli omeomorfismi. Inoltre y Ñ Ly, y ÞÑ Ry sono
degli omomorfismi di gruppo continui da G a CpX,Xq.

Definizione 1.12. f P CpGq si dice uniformemente continua da sinistra (ri-
spettivamente da destra) se l’applicazione GÑ CpGq data da y ÞÑ Lypfq (risp.
y Ñ RypF q) è continua in 1.

Teorema 1.13 (Heine - Cantor). Sia f P CpGq a supporto compatto. Allora f
è uniformemente continua (sia destra che sinistra).
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Definizione 1.14. Se X è uno spazio topologico, una misura di Radon su G è
una misura positiva µ tale che

• µ è finita sui compatti

• µpEq “ suptµpKq|K Ď E, K compatto u @E boreliano.

• µpEq “ inftµpV q|E Ď V, V aperto u @E boreliano.

Definizione 1.15. Una misura µ positiva sui boreliani di G si dice invariante
a destra (risp. a sinistra) se @y P G, @A Ď pBqpGq, µpAyq “ µpAq (risp.
µpyAq “ µpAqq

Teorema 1.16 (Misura di Haar). Se G è un gruppo topologico localmente
compatto, allora esiste µs misura di Radon non nulla invariante a sinistra (risp.
µd a destra).
Inoltre, @νs di Radon invariante a sinistra (risp. νd a destra), Dλ P R, λ ě 0 tale
che νs “ λµs (risp. νd “ λµd).
Una qualunque di queste misure si dice misura di Haar sinistra (risp. destra)
del gruppo.
La misura di Haar è finita se e solo se il gruppo è compatto.
Se il gruppo è compatto, o se è abeliano, le misure di Haar sinistra e destra
coincidono.

La misura di Haar è per molti versi una generalizzazione della misura di
Lebesgue ai gruppi. Infatti molte concetti dell’analisi classica si trasportano in
modo naturale in questo contesto dei gruppi localmente compatti.

Lemma 1.17. La misura di Haar è continua per traslazioni, ossia @f P LppGq,
1 ď p ă 8, vale che le applicazioni f Ñ Ryf e f Ñ Lyf sono continue in y. In
particolare, per y Ñ 0 si ottiene che }Lyf ´f}Lppµsq Ñ 0 e }Ryf ´f}Lppµdq Ñ 0.

1.3 Convoluzione
Da adesso in poi, per semplicità, pG,`q sarà sempre abeliano. Indicheremo
con dx una fissata misura di Haar di G e LppGq, dove non specificato, sarà
considerato rispetto a questa misura di Haar, inoltre Cb indicherà le funzioni
da G a C limitate, C0 indicherà le funzioni di Cb infinitesime all’infinito e Cc
indicherà le funzioni di C0 a supporto compatto.

Definizione 1.18 (Convoluzione di misure). Siano µ,ν P MpGq misure com-
plesse finite. La convoluzione fra µ e ν è l’unica misura µ ˚ ν P MpGq tale
che

ż

G

ϕpxqdµ ˚ νpxq “

ż

G

ż

G

ϕpx` yqdµpxqdνpyq @ϕ P C0pGq

Inoltre vale che }µ ˚ ν} ď }µ}}ν}, dove con }µ} indichiamo la variazione totale
di µ.
Di conseguenza, pMpGq, ˚q è un algebra di Banach con unità δ0
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Diciamo che L1pGq Ď MpGq in questo senso: se f P L1, allora la misura
fdx PMpGq e }fdx} “ }f}1

Lemma 1.19.

• La formula
ş

G
ϕpxqdµ ˚ νpxq “

ş

G

ş

G
ϕpx ` yqdµpxqdνpyq è valida @ϕ P

CbpGq

• Il prodotto di convoluzione è abeliano

• δ0 P L
1 ðñ G è discreto

• L1 è un ideale di MpGq: se f P L1, µ PMpGq, allora
ş

G
fpx´ yqdµpyq è

definito quasi ovunque, è in L1 ed è la densità di f ˚ µ

• Se f, g P L1, allora f ˚ gpxq “
ş

G
fpx´ yqgpyqdy e }f ˚ g}1 ď }f}1}g}1

• Su L1 si definisce un’involuzione: f˚pxq “ fp´xq. Vale che pf ˚ gq˚ “
g˚ ˚ f˚, quindi L1 col prodotto di convoluzione e questa involuzione è una
*-algebra di Banach commutativa. Ammette unità sse G è discreto.

Lemma 1.20. Se f P Lp, g P Lq, 1
p `

1
q “ 1, allora si può definire f ˚ g con

la formula sopra. Risulta che f ˚ gpxq è definita ovunque ed è uniformemente
continua.

Lemma 1.21. Dato un sistema fondamentale di intorni di 0 tU P Uu, per
ogni famiglia tψUuUPU di funzioni continue ě 0, con ϕU a supporto compatto
in U tali che ψU pxq “ ψU p´xq e

ş

G
ψU “ 1, vale che al tendere di U a t0u,

}f ˚ ψU ´ f}p Ñ 0 @f P Lp e }f ˚ ψU ´ f}8 Ñ 0 @f uniformemente continua.
Inoltre, una tale famiglia esiste per ogni U .
Una famiglia di funzioni con questa proprietà si chiama identità approssimate.

1.4 Il gruppo duale Ĝ
Definizione 1.22. Se G gruppo abeliano localmente compatto, il suo gruppo
duale è pG :“ HompG,S1q (per Hom si intende l’insieme degli omomorfismi
continui da G a S1, o equivalentemente l’insieme dei morfismi da G a S1

nella categoria dei gruppi abeliani localmente compatti). Se ξ P pG, si indica
xξ, xy :“ ξpxq. Gli elementi di pG sono detti caratteri di G.

Proposizione 1.23. Se ξ, ζ P pG, allora ¨ : pGˆ pGÑ pG definito da

xξ ¨ ζ, xy :“ xξ, xyxζ, xy

è un prodotto su pG che rende pG un gruppo abeliano.
Se si dota pG della topologia compatto - aperto, ossia quella in cui una base di
aperti è

VK,U,ξ :“ tζ|xζ, xy P U @x P Ku
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al variare di K Ď G compatto, U Ď S1 aperto, ξ P pG, pG diventa un gruppo
topologico. Vedremo più avanti che, con questa topologia, pG è anche localmente
compatto.

Teorema 1.24 (Gelfand - Raikov). pG separa i punti, ossia se x, y P G, x ‰ y,
allora Dξ : xξ, xy ‰ xξ, yy

1.5 Funzioni di tipo positivo
Definizione 1.25. Sia φ P L8 tale che @f P L1,

ş

G
f ˚ f˚pxqφpxq ě 0 (nel

senso che è reale e ě 0). Allora φ si dice di tipo positivo.

Lemma 1.26.

1. φ è di tipo positivo sse
ş

G

ş

G
fpxqfpyqφpy ´ xq ě 0 @f P L1

2. Se ξ P pG, allora ξ è di tipo positivo.

3. Se f P L2, allora f ˚ f˚ è di tipo positivo.

Proposizione 1.27. Sia φ continua limitata. Vale che φ è di tipo positivo
se e solo se, per ogni scelta di x1, . . . , xn P G la matrice paijq “ φpxi ´ xjq è
hermitiana semidefinita positiva.

Teorema 1.28. Se φ è di tipo positivo, allora φ è uguale quasi ovunque ad una
funzione continua che soddisfa le proprietà della Proposizione precedente.

Corollario 1.29. Se φ è di tipo positivo, allora }φ}8 “ φp0q e φp´xq “ φpxq

Corollario 1.30. Se φ è di tipo positivo, xf, gyφ :“
ş

G
f ˚ g˚pxqφpxq è un

prodotto hermitiano semidefinito positivo su L1.

Indicherò con P l’insieme delle funzioni continue di tipo positivo, con B il
suo span in L8 e con Bp :“ B X Lp

Lemma 1.31. Se f, g P CcpGq, allora vale che f ˚ g P CcpGq. Inoltre

4pf ˚ gq “

pf ` g˚q˚pf ` g˚q
˚
´pf´g˚q˚pf´g˚q˚`ipf`ig˚q˚pf`ig˚q˚´ipf´ig˚q˚pf´ig˚q˚

per polarizzazione (f ˚ g˚ è sesquilineare), quindi f ˚ g P Bp @p.
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Capitolo 2

Trasformata di Fourier e
dualità di Pontrjagin

Sia G un gruppo topologico abeliano localmente compatto. Come visto nei
preliminari, pL1, ˚q è un’algebra di Banach, in generale senza unità. Per questo,
ne si può considerare lo spettro σ e la sua trasformata di Gelfand.

2.1 Spettro di L1 e Ĝ

Dimostriamo che lo spettro di L1 coincide con il gruppo duale pG.

Lemma 2.1. Sia ι l’inclusione di pG in L8 “ pL1q˚. Vale che ιp pGq Ď σpL1q

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che
ż

G

f ˚ gpxqxξ, xydx “

ż

G

fpxqxξ, xydx

ż

G

gpyqxξ, yydy

Vale che:
ż

G

f ˚ gpxqxξ, xydx “

ż

G

ż

G

fpx´ yqgpyqdyxξ, x´ yyxξ, yydx

per il Teorema di Fubini-Tonelli, questo è
ż

G

gpyqxξ, yy

ż

G

fpx´ yqxξ, x´ yydxdy “

ż

G

gpyqxξ, yydy

ż

G

fpxqxξ, xydx

per l’invarianza per traslazioni.

Vale anche il viceversa:

Proposizione 2.2. Sia ϕ P σpL1q, ossia ϕ P L8 tale che xf˚g, ϕy “ xf, ϕyxg, ϕy.
Allora ϕ è uguale quasi ovunque ad un elemento di pG.

15



16 Trasformata di Fourier e dualità di Pontrjagin

Dimostrazione. Sia f P L1 tale che xϕ, fy ‰ 0. @g P L1 vale che:
ż

G

xϕ, fyϕpyqgpyqdy “ xϕ, fyxϕ, gy “ xϕ, f ˚ gy “

“

ż

G

ż

G

ϕpxqfpx´ yqgpyqdxdy “

ż

G

xϕ,Lyfygpyqdy

Per cui per quasi ogni y si ha che xϕ,Lyfy
xϕ,fy “ ϕpyq. Ma per il Lemma 1.17, xϕ,Lyfy

è continua in y, quindi ϕ è uguale quasi ovunque ad una funzione continua, quindi
senza perdere generalità ϕ è continua e l’uguaglianza vale ovunque. Inoltre,
poiché quell’uguaglianza è vera @f tale che xϕ, fy ‰ 0,

ϕpx` yqxϕ, fy “ xϕ,Lx`yfy “ xϕ,LxLyfy “ ϕpxqϕpyqxϕ, fy

e quindi ϕpx` yq “ ϕpxqϕpyq.

Quindi abbiamo identificato lo spettro dell’algebra L1pGq con il gruppo duale
pG. Con la topologia debole* di sottospazio di L8, pG è un gruppo topologico ed è
localmente compatto per la Proposizione 1.6. In realtà, vale che questa topologia
coincide con la topologia della convergenza uniforme sui compatti descritta nella
Sezione 1.4. Prima di dimostrarlo, indico con pG il gruppo duale se lo intendo con
la topologia uniforme sui compatti, σpL1q se lo intendo con la topologia debole*
di L8.

Lemma 2.3. L’applicazione F : G ˆ σpL1q Ñ S1 data da F px, ξq “ xξ, xy è
continua.

Dimostrazione. F è chiaramente un omomorfismo di gruppi, quindi basta ve-
rificare la continuità in 1. Sia xα Ñ 0 in G e ξα Ñ 1 in σpL1q. Vale che
@f P L1:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

pLxαfqξα ´

ż

G

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

G

|Lxαf ´ f | `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

pfξα ´ fq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ñ 0

per il Lemma 1.17 e la convergenza debole* di ξα. Inoltre vale:
ż

G

pLxfqξ “

ż

G

fpy ´ xqxξ, yydy “

ż

G

fpyqxξ, y ` xydy “ xξ, xy

ż

G

fpyqxξ, yydy.

Per cui, scegliendo f P L1 tale che
ş

f “ 1, si ha che:

|xξα, xαy ´ 1| “ |xξα, xαy ´ 1|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xξα, xαy

ż

G

fpyqdy ´

ż

G

fpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xξα, xαy

ż

G

fpyqdy ´ xξα, xαy

ż

G

fpyqxξα, yydy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xξα, xαy

ż

G

fpyqxξα, yydy ´

ż

fpyqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

fpyqdy ´

ż

G

fpyqxξα, yydy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

pLxαfqξα ´

ż

G

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ñ 0

per la convergenza di ξα e l’osservazione iniziale.
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Teorema 2.4. Le topologie su σpL1pGqq e su pG coincidono.

Dimostrazione. La tesi è equivalente a dimostrare che l’identità i : pG Ñ

σpL1pGqq e la sua inversa j : σpL1pGqq Ñ pG sono continue. Poiché sono
omomorfismi di gruppi, basta verificare che siano continue in 1.
Continuità di i: Sia ξα Ñ 1 uniformemente sui compatti. Dimostriamo che
ξα Ñ 1 in σpL1pGqq. Sia f P L1pGq. Poiché la misura di Haar è di Radon,
@ε ą 0 DK compatto tale che }f ´ f1K}1 ă ε. Di conseguenza,

lim sup
α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

fξα ´

ż

G

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď lim sup
α

ˆ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

fξα ´

ż

G

f1Kξα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

f1Kξα ´

ż

G

f1K

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

f1K ´

ż

G

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

ď 2

ż

G

|f ´ f1K | ` lim sup
α

}f ´ f1K}1}ξα ´ 1}8,K “ 2

ż

G

|f ´ f1K | ă 2ε.

Quindi per l’arbitrarietà di ε,
ş

G
fξα Ñ

ş

G
f , e quindi ξα Ñ 1 in σpL1pGqq.

Continuità di j: Dimostriamo che un intorno di 1 in pG lo è anche in σpL1pGqq.
Sia UK,ε :“ tξ P pG|xξ, xy ´ 1| ă ε @x P Ku un intorno di 1 nella topologia
compatto-aperto. Per il Lemma 2.3, @y P K DSpyq intorno aperto di y e Vy
intorno aperto di 1 in σpL1pGqq tali che |xξ, xy ´ 1| ă ε @x P Spyq, @ξ P Vy.
Poiché gli Spyq ricoprono K, sia Spy1q, . . . , Spynq un ricoprimento finito. Vale
che V :“ Vy1

X ¨ ¨ ¨ X Vyn è un intorno aperto di 1 in σpL1pGqq. Quindi @x P
YSpyiq Ě K, @ξ P V , |xξ, xy| ă ε, quindi jpV q Ď UK,ε.

Corollario 2.5. pG con la topologia della convergenza uniforme sui compatti è
localmente compatto.

Dimostrazione. pG “ σpL1pGqq, quindi la tesi segue dalla Proposizione 1.6.

Quando G è discreto o G è compatto, si può dire qualcosa in più sulla
struttura di pG. Per prima cosa, se G è compatto, allora ha misura finita, quindi
pG Ď L8 Ď Lp per ogni p ě 1. Inoltre:

Lemma 2.6. Se G è compatto e |G| “ 1, allora pG Ď L2 è un sistema
ortonormale.

Dimostrazione. Se ξ P pG, allora |ξ|2 ” 1, quindi
ş

G
|ξ|2 “ 1. Sia ξ ‰ ζ, e sia

x P G tale che xξ, xy ‰ xζ, xy. Allora:
ż

ξζ “

ż

G

xξζ´1, yydy “ xξζ´1, xy

ż

G

xξζ´1, y ´ xydy

“ xξζ´1, xy

ż

G

xξζ´1, yydy “ xξζ´1, xy

ż

ξζ

E quindi
ş

ξζ “ 0.
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Proposizione 2.7.

1. Se G è compatto, allora pG è discreto.

2. Se G è discreto, allora pG è compatto.

Dimostrazione.

1. Poiché se ξ P pG, ξ P L1, Uξ :“ tζ P pG|
ş

G
ξζ ă 1

2u è aperto in σpL
1pGqq “ pG,

ma per il Lemma 2.6 contiene solo ξ.

2. Se G è discreto, allora L1pGq ha unità δ0 “ 1t0u, quindi lo spettro di L1pGq
è compatto.

Nel resto della sezione, calcoliamo il gruppo duale di alcuni gruppi. Per i
tre esempi che seguono, è molto facile verificare che l’identificazione descritta è
effettivamente un omeomorfismo con l’immagine, quindi ci limitiamo a dimostrare
la suriettività:

Esempio 2.8. Il duale di R è pR – R, con R Q t ÞÑ ξt, xξt, xy “ eitx

Dimostrazione. Vale che xξ, 0y “ 1, quindi per continuità esiste a P R tale che
A :“

şa

0
xξ, xy ‰ 0. Vale che

Axξ, xy “

ż a

0

xξ, x` tydt “

ż a`x

x

xξ, xy

quindi:

ξ1pxq “
xξ, a` xy ´ xξ, xy

A
“ cxξ, xy con c “

xξ, ay ´ 1

A

da cui xξ, xy “ ecx. Poiché |ξ| “ 1, c è immaginario puro e quindi ξ “ ξ´ic

Esempio 2.9. Il duale di S1 è xS1 – Z, con xξn, zy “ zn

Dimostrazione. Poiché S1 – R{p2πZq, i caratteri di S1 sono la proiezione dei
caratteri su R che sono banali su 2πZ.

Esempio 2.10. Il duale di Z è pZ – S1, con xξz, ny “ zn

Dimostrazione. Ponendo z :“ xξ, 1y, si ha che xξ, ny “ xξ, 1yn “ zn

Esempio 2.11. Se Zk è il gruppo ciclico di n elementi, il suo duale è isomorfo
a Zk, con xn,my “ e

2πinm
k

Lemma 2.12. Siano G1, . . . , Gn gruppi abeliani localmente compatti. Allora
{

śn
i“1Gi –

śn
i“1

pGi con l’omomorfismo xϕpξq, px1, . . . , xnqy “
śn
i“1xξi, xiy

(ξi definito da xξi, xiy “ xξ, p0, . . . , 0, xi, 0 . . . 0qy).
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Dimostrazione. E’ facile trovare l’inversa ψ di ϕ: se ξi P pGi, allora
śn
i“1xξi, xiy

è un carattere su
ś

Gi. La continuità di ψ e ϕ con la topologia della convergenza
uniforme sui compatti segue facilmente dalla definizione.

Corollario 2.13. Il duale di Rn è isomorfo a Rn. Il duale di Tn è isomorfo a
Zn. Il duale di Zn è isomorfo a Tn

Il Lemma 2.11 si può generalizzare ai prodotti infiniti di gruppi compatti:

Lemma 2.14. Se tGiuiPI sono gruppi compatti, allora anche G “
ś

iPI Gi lo è
e il suo duale è pG “ ‘iPIxGi dotato della topologia discreta.

Dimostrazione. Come nella 2.11, se ξi P ‘iPIxGi, allora
ś

iPIxξi, xiy è un carattere
su G. Viceversa, sia ξ un carattere di G. Allora V :“ tx P G||xξ, xy ´ 1| ă 1u
è aperto in G, quindi per definizione di topologia prodotto contiene in un
insieme della forma

ś

iPI Vi, con Vi aperto in Gi e Vi “ Gi tranne che per finiti
indici i. Ma quindi se Vi “ Gi, ξipGiq è un sottogruppo di S1 contenuto in
tz P S1||z ´ 1| ă 1, ma quindi ξipGiq “ t1u, e quindi ξi ” 1.

2.2 Trasformata di Fourier

Poiché pL1pGq, ˚q è un’algebra di Banach con spettro σ “ pG, è possibile farne la
trasformata di Gelfand. Ad esempio, nel caso di R si ottiene:

pfpξq “ xξ, fy “

ż

R
fpxqxξ, xydx “

ż

R
fpxqeiξxdx

che a meno di sostituire ξ con ξ è l’usuale trasformata di Fourier. Una cosa
analoga succede per S1:

pfpnq “

ż

S1

fpxqeinxdx “

ż π

´π

fpxqeinx

che a meno di sostituire n con ´n e di un fattore 2π, dà i coefficienti della
serie di Fourier di f (se f P L2). Quindi risulta abbastanza naturale identificare
pG con σpL1q non con l’immersione di pG in L8, ma con ξ ÞÑ ξ e estendere la
trasformata di Fourier in questo modo:

Definizione 2.15. La trasformata di Fourier su G è la trasformata di Gelfand
F : L1pGq Ñ C0p pGq, ossia f ÞÑ pf ,

pfpξq “

ż

G

fpxqxξ, xydx
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Valgono alcuni risultati che sono ben noti per la trasformata di Fourier
classica:

Proposizione 2.16.

1. } pf}8 ď }f}1.

2. FpL1q è denso in C0.

3. Se y P G, gpxq “ fpx´ yq, pgpξq “ xξ, yy pfpξq.

4. Se ζ P pG, xζfpξq “ pfpζ´1ξq.

Dimostrazione.

1. | pfpξq| “
ˇ

ˇ

ˇ

ş

G
fpxqxξ, xydx

ˇ

ˇ

ˇ
ď
ş

G
|fpxq|dx “ }f}1.

2. E’ parte del Teorema 1.6 letto sull’algebra L1pGq.

3. pgpξq “
ş

G
gpxqxξ, xydx “

ş

G
fpx ´ yqxξ, xydx “

ş

G
fpxqxξ, x` yydx “

xξ, yy
ş

G
fpxqxξ, xydx “ xξ, yy pfpξq.

4. xζfpξq “
ş

G
fpxqxζ, xyxξ, xydx “

ş

G
fpxqxζ´1, xyxξ, xydx “

ş

G
fpxqxζ´1ξ, xydx “

pfpζ´1ξq.

Proposizione 2.17. La definizione di trasformata di Fourier si estende in
modo naturale ad una qualsiasi misura di Radon. Infatti, se µ PMpGq, pµpξq :“
ş

G
xξ, xydµpxq è definito ovunque ed è una funzione limitata uniformemente

continua. Inoltre vale che se µ, ν PMpGq, zµ ˚ νpξq “ pµpξqpνpξq

Dimostrazione. Chiaramente

|pµpξq| ď

ż

G

d|µ|pxq “ }µ}

Per l’uniforme continuità, si ha che:

|pµpξq ´ pµpξζq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

xξ, xy ´ xξζ, xydµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

xξ, xyp1´ xζ, xyqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

G

|1´ xζ, xy|d|µ|pxq

e poiché |µ| è di Radon, quando ζ Ñ 1 uniformemente sui compatti, allora
ş

G
|1´ xζ, xy|d|µ|pxq Ñ 0. Inoltre:

zµ ˚ νpξq “

ż

G

xξ, xydµ ˚ νpxq “

ż

G

xξ, x` yydµpxqdνpyq “

ż

G

xξ, xydµpxq

ż

G

xξ, yydνpyq “ pµpξqpνpξq.
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In questa fase, si rivelerà utile anche un’operazione simile fatta su Mp pGq:

Definizione 2.18. Sia µ PMp pGq. Si definisce la funzione

φµpxq :“

ż

pG

xξ, xydξ

Proposizione 2.19. φp ¨ q è lineare e iniettiva, ha immagine in CbpGq e }ϕµ}8 ď
}µ}.

Dimostrazione. E’ tutto analogo all’osservazione precedente tranne l’iniettività.
Ma se ϕµ ” 0, allora @f P L1pGq :

0 “

ż

G

ż

pG

fpxqxξ, xydµpξqdx “

ż

pG

pfpξ´1qdµpξq

Ma poiché l’immagine della trasformata di Fourier è densa in C0p pGq, allora
ş

pG
ϕpxqdµpxq “ 0 @ϕ P C0p pGq, e quindi µ ” 0.

Lemma 2.20. Se µ ě 0, vale che φµ P PpGq.

Dimostrazione. Se f P L1pGq, allora:
ż

G

f ˚ f˚pxqφµpxqdx “

ż

G

ż

G

fpxqfpyqφµpx´ yqdxdy “

ż

G

ż

G

ż

pG

fpxqxξ, xyfpyqxξ, yydµpξqdxdy “

ż

G

| pfpξq|2dµpξq ě 0

Il viceversa di questo Teorema è uno dei risultati fondamentali della teoria.

Teorema 2.21 (Bochner). Se φ P PpGq, allora D!µ ě 0 tale che φ “ φµ.

Dimostrazione. L’unicità di µ è stata stabilita dalla Proposizione 2.19, quindi
bisogna dimostrare solo l’esistenza. Senza perdita di generalità, posso supporre
φp0q “ 1. Poiché φ è di tipo positivo, applicando la disuguaglianza di Schwarz
alla forma Hermitiana xf, gyφ :“

ş

G
φpf ˚ g˚q si ottiene:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

φpf ˚ g˚q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď

ż

G

φpf ˚ f˚q

ż

G

φpg ˚ g˚q @f, g P L1pGq

Quindi, se si prende g “ ψU identità approssimate, f ˚ ψ˚U Ñ f in L1 e ψU ˚ ψ˚U
è ancora un’identità approssimata, quindi si ottiene per U Ñ 0:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

φf

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď φp0q

ż

G

φpf ˚ f˚q “

ż

G

φpf ˚ f˚q
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poiché h :“ f ˚ f˚ è tale che h “ h˚, ponendo hpnq :“

n volte
hkkkkkkkikkkkkkkj

h ˚ h ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ h e iterando
l’ultima disuguaglianza si ottiene:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

φf

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

φh

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
2

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

φhp2q
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
4

ď ¨ ¨ ¨ ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

φhp2
n
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2n`1

ď }hp2
n
q}2

´n´1

1

in quanto }φ}8 “ φp0q “ 1. Quindi per il Teorema 1.6,

lim }hp2
n
q}2

´n´1

1 “ }ph}
1
2
8 “ }|

pf |2}
1
2
8 “ }

pf}8.

Quindi la mappa pf Ñ
ş

φf è un funzionale lineare di norma ď 1 su FpL1pGqq,
e quindi si estende ad un funzionale lineare di norma ď 1 su C0p pGq. Per il
Teorema di rappresentazione di Riesz, esiste qµ PMp pGq con }qµ} ď 1 tale che
ż

G

φpxqfpxqdx “

ż

pG

pfpξqdqµpξq “

ż

G

ż

pG

fpxqxξ´1, xydqµpξqdx @f P L1pGq

e quindi ponendo dµpξq “ dqµpξ´1q si ha che φpxq “
ş

xξ, xydµpξq “ φµpxq. Infine,
vale che 1 “ φp0q “ µp pGq ď }µ} ď 1, quindi }µ} “ µp pGq e quindi µ ě 0.

Di conseguenza, poiché ogni misura si può decomporre come combinazione
lineare di misure positive, da questo Teorema segue che l’immagine secondo φp ¨ q
di Mp pGq è proprio BpGq. Per φ P BpGq, indichiamo con µφ l’unica misura tale
che φµφ “ φ.
Dal Teorema di Bochner, si riesce a dimostrare una prima versione della formula
di inversione per la trasformata di Fourier. Prima servono due lemmi tecnici:

Lemma 2.22. @K Ď pG compatto, esiste f P CcpGq XP tale che pf ě 0 ovunque
e pf ą 0 su K.

Dimostrazione. Sia h P CcpGq tale che
ş

G
h “ php1q “ 1. Allora g :“ h ˚ h˚ è di

tipo positivo, a supporto compatto, pgpξq “ |phpξq|2 ě 0 e pgp1q “ 1. Poiché pg è
continua, esiste V intorno aperto di 1 tale che pg ą 0 su V . Per compattezza, K
può essere ricoperto da finiti traslati di V , ossiaK Ď

Ťn
j“1 ξjV . Sia f “

řn
j“1 ξjg.

f ha lo stesso supporto di g ed è di tipo positivo (
ş

fpa˚a˚q “
ř
ş

grpξjaq˚pξjaq
˚s).

Vale che pfpξq “
řn
j“1 pgpξ

´1
j ξq ě pgpξ´1

j ξq ě 0 @j, e quindi pf ą 0 su
Ť

ξjV Ě

K.

Lemma 2.23. Se f, g P B1pGq, allora pfdµg “ pgdµf

Dimostrazione. Sia h P L1pGq. Abbiamo che:
ż

pG

phpξqdµf “

ż

pG

ż

G

xξ,´xyhpxqdxdµf pξq “

ż

G

hpxqfp´xqdx “ h ˚ fp0q.

Quindi sostituendo h con h ˚ g e sostituendo f con g e h con h ˚ f si ottiene:
ż

pG

phpgdµf “ ph ˚ gq ˚ fp0q “ ph ˚ fq ˚ gp0q “

ż

pG

ph pfdµg

e poiché FpL1pGqq è denso in C0p pGq, si ottiene che pfdµg “ pgdµf .
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Teorema 2.24 (Formula di inversione). Se f P B1pGq, allora pf P L1p pGq. Inoltre
esiste una misura di Haar dξ su pG tale che, @f P B1pGq, dµf “ pfdξ, ossia

fpxq “

ż

pG

pfpξqxξ, xydξ

Dimostrazione. Per il Teorema di rappresentazione di Riesz per funzionali posi-
tivi, per trovare la misura di Haar dξ, costruiamo un funzionale lineare positivo
su Ccp pGq. Sia ψ : pGÑ C continua a supporto compatto. Sia f P CcpGq tale che
pf ą 0 su suppψ (esiste per il Lemma 2.22). Definiamo

Ipψq “

ż

pG

ψ

pf
dµf

Se g è un’altra funzione di questo tipo, allora vale:
ż

pG

ψ

pf
dµf “

ż

pG

ψ

pfpg
pgdµf “

ż

pG

ψ

pfpg
pfdµg “

ż

pG

ψ

pg
dµg

Quindi I è ben definito. A questo punto, è facile verificare che è lineare e se
ψ ě 0, allora poiché pf ą 0 su suppψ, Ipψq ě 0. Inoltre

Ippgψq “

ż

pG

ψ

pf
pgdµf “

ż

pG

ψdµg

e chiaramente Dψ P Ccp pGq e µg PMpGq tali che
ş

pG
ψdµg ‰ 0 (ad esempio, data

una qualunque ψ1 non nulla a supporto compatto K, basta prendere ψ “ |ψ1|
e µg “ 1Kdξ, con dξ una qualunque misura di Haar su pG), e quindi I non è il
funzionale nullo. Inoltre, per ζ P pG,

ż

pG

xξ, xydµf pζξq “

ż

pG

xζ´1ξ, xydµf pξq “ xζ, xyfpxq “ pζfqpxq

e quindi dµζf pξq “ dµf pζξq. Quindi, se pf ą 0 su suppψ Y suppLζψ:

IpLζψq “

ż

pG

ψpζ´1ξq

pfpξq
dµf pξq “

ż

pG

ψpξq

pfpζξq
dµf pζξq “

ż

pG

ψpξq

xζfpξq
dµζf pξq “ Ipψq.

Per cui esiste una misura di Haar dξ tale che Ipψq “
ş

pG
ψpξqdξ. Quindi, se

f P B1pGq, vale che:
ż

pG

ψpξq pfpξqdξ “ Ipψ pfq “

ż

ψdµf @ψ P Ccp pGq

per cui dµf “ pfdξ, da cui pf P L1p pGq (in quanto dµf è finita) e fpxq “
ş

pG
xξ, xydµf pξq “

ş

pG
xξ, xy pfpξqdξ.

Definizione 2.25. La misura di Haar dξ che rende vera la formula di inversione
è detta misura duale di dx.
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Vedremo più avanti che la formula di inversione resta vera se si sostituisce
l’ipotesi f P B1 con f P L1 e pf P L1. E’ facile osservare che se dξ è la misura
duale di dx, allora la misura duale di cdx è c´1dξ. In particolare, per ogni
funzione non nulla la misura per cui è vera la formula di inversione è unica.
Quindi un modo per trovare la misura duale in un caso specifico è verificare la
formula di inversione per una funzione speciale.

Proposizione 2.26.

1. Se G è discreto e dx è la misura contapunti, allora la sua misura duale è
quella tale che | pG| “ 1.

2. Se G è compatto e dx è tale che |G| “ 1, allora la sua misura duale è la
misura contapunti.

Dimostrazione.

1. Se G discreto, sia g “ 1t0u. g ˚ g “ g, quindi g P B1. Inoltre pg ” 1, e
poiché xξ, xy è un carattere di pG @x P X, per il Lemma 2.6 vale che se
dξ è tale che | pG| “ 1,

ş

pG
xξ, xydξ “ 1t0upxq “ gpxq, per cui questa dξ è la

misura duale della misura contapunti.

2. Se G è compatto, sia g ” 1. g ˚ g “ g, quindi g P B1. Allora per il
Lemma 2.6, pgpξq “

ş

G
xξ, xydx “ 1t1u. Quindi se mettiamo su pG la misura

contapunti,
ř

ξP pGxξ, xypgpξq “ 1 “ gpxq, quindi vale la formula di inversione
per g, quindi la misura duale di dx è la misura contapunti.

Da adesso in poi, quando non specificato, metteremo su un gruppo discreto
la misura contapunti e su un gruppo compatto la misura tale che |G| “ 1.

Esempio 2.27. Consideriamo Z con la misura contapunti. Sul duale S1, per
l’ultima Proposizione la misura duale è dθ

2π . La formula di inversione per funzioni
in S1 si legge in questo modo:

pfpnq “

ż π

´π

fpθqe´inθ
dθ

2π
fpθq “

`8
ÿ

´8

pfpnqeinθ

Analogamente, se g : ZÑ C la formula di inversione sarà:

pgpθq “
`8
ÿ

´8

gpnqe´inθ gpnq “

ż π

´π

pgpθqeinθ
dθ

2π

Esempio 2.28. Se Zk è il gruppo ciclico di k elementi, allora la misura duale
della misura contapunti # è #

k (e la misura autoduale è #
?
k
). La formula di

inversione si legge:

pfpmq “
k
ÿ

n“0

fpnqe´
2πimn
k fpnq “

1

k

k
ÿ

m“0

pfpmqe
2πimn
k
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Esempio 2.29. Sia G “ R. Abbiamo già visto che pR – R, quindi ci chiediamo
quale sia la misura duale della solita misura di Lebesgue. Consideriamo la
funzione gpxq “ e´

x2

2 . Vale che pgpξq “
ş

R gpxqe
´iξxdx “

ş

R e
´iξx´ x

2

2 dx, quindi
pgp0q “

?
2π. Inoltre, derivando sotto il segno di integrale e poi integrando per

parti si ottiene

d

dξ
pg “

ż

R

´

´ixe´
x2

2

¯

e´iξxdx “

ż

R
´ie´

x2

2

`

´iξe´iξx
˘

dx “

ż

R
´ξe´iξx´

x2

2 dx

da cui pg soddisfa
"

pg1pξq “ ´ξpgpξq

pgp0q “
?

2π

ed è facile verificare che g
?

2π
soddisfa il sistema, quindi pg “ g

?
2π
. Inoltre pg è

pari, quindi vale:
ż

R
pgpξqeiξxdξ “

gpxq

2π

da cui la misura duale della misura di Lebesgue è dx
2π e la misura dx?

2π
è autoduale.

Teorema 2.30 (Plancherel). Se si mette su pG la misura duale della misura
di Haar su G, allora la trasformata di Fourier su L1 X L2 si estende ad un
isomorfismo unitario fra L2pGq e L2p pGq

Dimostrazione. Se f P L1 X L2. Allora per il Lemma 1.26, f ˚ f˚ P P X L1 e
{f ˚ f˚ “ | pf |2, quindi per la formula di inversione:

ż

G

|fpxq|2dx “ pf ˚ f˚qp0q “

ż

pG

{f ˚ f˚pξqdξ “

ż

pG

| pf |2pξqdξ

per cui la trasformata di Fourier è un’isometria in norma L2 su L1 X L2, quindi
poiché L1 X L2 è denso in L2, si estende a d’isometria F : L2pGq Ñ L2p pGq.
Essendo un’isometria, F ha immagine chiusa. Per vedere che è suriettiva, sia ψ
ortogonale a FpL2pGqq. Quindi

0 “

ż

pG

ψpξq
{

pLxfqpξq “

ż

pG

xξ, xyψpξq pfpξqdξ @f P L1 X L2

Ma ψ pf P L1 in quanto prodotto di funzioni L2, quindi ψ pf P MpGq e φ
ψ pf
“ 0.

Quindi per la Proposizione 2.19 ψ pf “ 0 quasi ovunque @f P L1 X L2, e quindi
per il Lemma 2.22 e la locale compattezza di pG, ψ “ 0 quasi ovunque.

Corollario 2.31. Se G è compatto e |G| “ 1, allora pG è una base di Hilbert per
L2pGq.

Dimostrazione. Per il Lemma 2.6, pG è un sistema ortonormale per L2pGq. Se
f P L2pGq è ortogonale ad ogni carattere, allora 0 “

ş

fξ “ pfpξq, e quindi per il
Teorema di Plancherel, f “ 0, quindi pG è un sistema ortonormale completo.
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Proposizione 2.32. Se f, g P L2pGq, allora xfg “ pf ˚ pg

Dimostrazione. L’applicazione ˚ : L2p pGq ˆ L2p pGq Ñ L8pGq tale che pφ, ψq Ñ
φ ˚ ψ è continua (in quanto }φ ˚ ψ}8 ď }φ}2}ψ}2). Analogamente, la funzio-
ne ¨ : L2pGq ˆ L2pGq Ñ L1pGq tale che pf, gq Ñ fg è continua (in quanto
}fg}1 ď }f}2}g}2). Se F è la trasformata di Fourier F la tesi è equivalente
a Fp ¨ pf, gqq “ ˚pFpfq,Fpgqq @f, g P L2pGq. Poiché tutte le applicazioni sono
continue, l’uguaglianza è vera su un insieme chiuso di L2pGq ˆ L2pGq. Ma
sappiamo già che l’uguaglianza è vera per f, g P L1pGq, e L1 X L2 è denso in L2,
quindi

Fp ¨ pf, gqq “ ˚pFpfq,Fpgqq @pf, gq P pL1 X L2q ˆ pL1 X L2q “ L2 ˆ L2

Lemma 2.33. Siano ψU identità approssimate in G (definite nella Proposizione
1.21). Allora gU :“ xψU Ñ 1 quasi ovunque.

Dimostrazione. Per assurdo, assumendo falsa la tesi, Dε ą 0 tale che

t|gU ´ 1| ą
?

2ε frequentementeu

ha misura strettamente positiva. Questo implica che almeno uno fra

t<pgU ´ 1q ą ε frequentementeu, t<p1´ gU q ą ε frequentementeu

t=pgU q ą ε frequentementeu, t=pgU q ă ´ε frequentementeu

ha misura strettamente positiva. Sia A contenuto in uno di questi insiemi di
misura finita e strettamente positiva (esiste perché la misura di Haar ha la
proprietà di regolarità interna). Quindi frequentemente vale (rispettivamente
nei quattro casi):

<
ˆ
ż

pG

1AgU

˙

ě |A| ` ε, <
ˆ
ż

pG

1AgU

˙

ď |A| ´ ε

=
ˆ
ż

pG

1AgU

˙

ě ε, =
ˆ
ż

pG

1AgU

˙

ď ´ε

Ma 1A P L2p pGq, quindi esiste g P L2pGq tale che pg “ 1A, quindi 1AgU “

{g ˚ ψU Ñ g in L2p pGq, quindi 1AgU Ñ 1A in L2, ma

x1AgU ,1Ay “

ż

pG

1AgU Û |A| “

ż

pG

1A “ x1A,1Ay

per le disuguaglianze scritte sopra.
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2.3 Dualità di Pontrjagin

In questa sezione, studiamo il gruppo p

pG , ossia il gruppo duale di pG. Per prima
cosa, si nota che gli elementi di G sono caratteri di pG. Più precisamente:

Lemma 2.34. Se x P G, vale che x ¨ , xy : pGÑ C è un carattere su pG. Quindi

si definisce Φ : GÑ
p

pG con xΦpxq, ξy :“ xξ, xy.

Dimostrazione. Chiaramente ξ Ñ xξ, xy è un omomorfismo da pG a S1, ed è
continuo perché con la topologia compatto-aperto le valutazioni sono continue.

Vale anche il viceversa, che non dimostriamo: tutti gli elementi di p

pG sono
valutazioni in un elemento di G:

Teorema 2.35 (Dualità di Pontrjagin). L’applicazione Φ : GÑ
p

pG sopra definita
è un isomorfismo di gruppi topologici.

Il Teorema ci consente, nelle applicazioni successive, di identificare p

pG con G.
Attraverso la dualità di Pontrjagin, si può generalizzare lievemente la formula di
inversione nell’ipotesi in cui f P L1pGq e pf P L1p pGq:

Teorema 2.36 (Formula di inversione). Se f P L1pGq e pf P L1p pGq, allora

fpxq “
p

pf p´xq quasi ovunque, ossia

fpxq “

ż

pG

pfpξqxξ, xydξ

per q. o. x. Se f è continua, l’uguaglianza vale ovunque.

Dimostrazione. Poiché

pfpxq “

ż

G

xξ, xyfpxqdx “

ż

G

xξ,´xyfpxqdx “

ż

G

xξ, xyfp´xqdx

allora pf P B1p pGq per il Lemma 2.20 applicato con G e pG invertiti (o più
precisamente, applicato considerando come gruppo pG invece che G). Quindi per

il Teorema 2.24, fp´xq “ p

pf pxq quasi ovunque. Inoltre p

pf è continua, quindi se
anche f lo è l’uguaglianza vale ovunque.

Teorema 2.37 (Unicità). Se µ, ν PMpGq e pµ “ pν, allora µ “ ν.

Dimostrazione. Per la Proposizione 2.19 applicata al gruppo pG, la funzione che
manda MpGq Q µÑ ϕµpξq “ pµpξ´1q è iniettiva.

Proposizione 2.38. G è discreto se e solo se pG è discreto. G è compatto se e
solo se pG è discreto.

Dimostrazione. Basta applicare la dualità di Pontrjagin alla Proposizione 2.7.



28 Trasformata di Fourier e dualità di Pontrjagin

La dualità di Pontrjagin induce anche una corrispondenza fra sottogruppi
chiusi di pG e quozienti di G, analogamente a quanto succede su spazi di Banach
riflessivi.

Definizione 2.39. Sia Γ ă G un sottogruppo. L’annullatore di H è HK :“
tξ P pG : xξ, xy “ 1 @x P Hu.

HK è chiaramente chiuso, per cui vale che:

Proposizione 2.40. Se H ď pG, allora HKK “ H

Dimostrazione. Chiaramente H Ď HKK. Inoltre HKK è chiuso, per cui H Ď

HKK. Sia adesso x0 R H e sia π : G Ñ G{H la proiezione canonica. Poiché i
caratteri separano i punti, esiste un carattere ζ P zG{H tale che ζpπpx0qq ‰ 1.
Ma ζ ˝ π P HK, per cui x0 R H

KK.

Lemma 2.41. Se π è la proiezione π : G Ñ G{H e F Ď G{H è compatto,
allora esiste un compatto K Ď G tale che πpKq “ F .

Dimostrazione. Sia V Ď G un intorno di 0 a chiusura compatta. Poiché π è
una mappa aperta, tπpx` V q|x P F u è un ricoprimento aperto di F , e quindi
esistono x1, . . . , xn tali che F Ď

Ť

πpxi`V q. Di conseguenza, πp
Ť

xi`V q Ě F ,
e quindi ponendo K :“ π´1pF q X

Ť

xi ` V , πpKq “ F e K è l’intersezione del
chiuso π´1pF q e del compatto

Ť

xi ` V , quindi è compatto.

Proposizione 2.42. Sia H ă G chiuso. Le funzioni Φ : zG{H Ñ HK e
Ψ : pG{HK Ñ pH definite da:

Φpηq “ ζ ˝ π Ψ
`

ξHK
˘

“ ξ|H

sono degli isomorfismi di gruppi topologici.

Dimostrazione. Φ è chiaramente un isomorfismo di gruppi, quindi l’unica cosa da
verificare è la continuità di Φ e di Φ´1. Sia ζα Ñ ζ in zG{H e K Ď G compatto,
allora ζα Ñ ζ uniformemente su πpKq, quindi ζα ˝ π Ñ ζ ˝ π uniformemente
su K, e quindi Φpζαq Ñ ζ in pG. Siano invece ζα, ζ tali che Φpζαq Ñ Φpζq in pH.
Sia F Ď G{H compatto e sia K Ď G compatto come nel Lemma 2.41. Poiché
ζα ˝ π Ñ ζ ˝ π uniformemente su K, ζα Ñ ζ uniformemente su F , quindi ζα Ñ ζ

in zG{H. Quindi Ψ è effetivamente un omeomorfismo.

Sostituendo G con pG e H con HK, per la Proposizione 2.40 abbiamo che p

{

G{HK–
pHKqK “ H, con la corrispondenza data da HKK Q xÑ ζ con xx, ξy “ xζ, ξHKy.

La dualità di Pontrjagin dà un isomorfismo pG{HK – p

{

{

G{HK– pH, che per quanto
appena visto è proprio la mappa di restrizione Ψ.

Corollario 2.43. Se H ă G chiuso, allora ogni carattere su H si estende ad
un carattere su G.
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Definizione 2.44. Sia ϕ : GÑ H un omomorfismo di gruppi topologici. Allora
la mappa trasposta è ϕT : pH Ñ pG definita da xϕT pζq, gy “ xζ, ϕpgqy @ζ P pH,
g P G.

Lemma 2.45.

1. ϕT è continua.

2. Identificando p

pG con G, pϕT qT “ ϕ.

Dimostrazione.

1. Basta verificare la continuità in 1. Sia ζα Ñ 1 uniformante sui compat-
ti di H. Sia K un compatto di G. Allora ζα Ñ 1 uniformemente su
ϕpKq, e quindi xϕT pζαq, gy “ xζα, ϕpgqy Ñ 1 uniformemente su K, quindi
ϕT pζαq Ñ 1 in pG.

2. Sia g P G. Allora:

xpϕT qT pgq, ζy “ xg, ϕT pζqy “ xϕpgq, ζy @ζ P pH

e poiché i caratteri separano i punti, questo implica pϕT qT pgq “ ϕpgq.
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Capitolo 3

Estensioni olomorfe della
trasformata di Fourier

3.1 Teorema di Paley - Wiener su Rn

Su Rn, come già visto, vale che xRn – Rn con l’isomorfismo dato da ξ Ñ eixξ, ¨ y.
Questo semplifica molto lo studio della trasformata di Fourier, e in alcuni
casi ne rende naturale l’estensione a un gruppo più grande. Infatti, vale che
HompRn,C˚q – Cn con l’isomorfismo z Ñ eixz, ¨ y Quindi, per una certa classe di
funzioni buone, si può estendere la trasformata di Fourier a C in questo modo:

pfpzq “

ż

Rn
fpxqe´ixz,xydx

.

Lemma 3.1. Se K Ď Rn è un compatto, f P L1pRnq a supporto in K, allora
pf : Cn Ñ C come sopra è olomorfa.

Dimostrazione. Sia zi la i-esima coordinata di z e sia ui il versore corrispondente.
Vale che xui, ¨ y P L8pKq, quindi

´i

ż

Rn
fpxqxui, xye

´ixz,xydx “ Bzi

ˆ
ż

Rn
fpxqe´ixz,xy

˙

per il Teorema di derivazione sotto il segno di integrale.

Se f P L1pRnq a supporto in K, vale una stima puntuale della trasformata
di Fourier:

| pfpzq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpxqe´ixz,xy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}1e
supxPKx=pzq,xy (3.1)

Chiaramente si può sostituire supxPKx=pzq, xy con suptx=pzq, xy|x è un punto
di densità di Ku.

31
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Lemma 3.2. Fissato z P Cn, vale che

sup

#

log

˜

| pfpzq|

}f}1

¸
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f P L1pRnq con supporto in K

+

“

sup tx=pzq, xy|x è un punto di densità di Ku.

e cioè la stima 3.1 non si può migliorare.

Dimostrazione. Sia z P C, x punto di densità di K. Siano

gn “
1

|K XBpx, 1
n q|

1KXBpx, 1
n q
.

L’insieme K X Bpx, 1
n q ha misura strettamente positiva poiché x è un punto

di densità per K. Vale che gn Ñ δx (debole* in C 10), quindi pgn Ñ e´ixz,xy

puntualmente quasi ovunque. Poiché }gn}1 “ 1, la stima per | pfpzq| non può
essere migliorata.

E quindi definiamo:

Definizione 3.3. Sia A Ď Rn. La funzione supporto di A è ωA : Rn Ñ R
definita da ωKpξq :“ supxPAxξ, xy

Per cui vale che per f P L1 con supporto in K, | pfpzq| ď eωKp=pzqq.
Poiché la stima su | pfpzq| è la migliore possibile, sorge naturale la domanda
su quali insieme abbiano la stessa funzione supporto, ossia chi sia l’insieme
tx P Rn|xξ, xy ď ωApξqu. Risulta che:

Proposizione 3.4. Se A Ď Rn compatto, allora CopAq “ tx P Rn|xξ, xy ď
ωApξqu è l’inviluppo convesso chiuso di A (o equivalentemente, il minimo convesso
chiuso che contiene A).

Dimostrazione. CopAq è chiaramente chiuso. Inoltre è convesso: se x, y P CopAq,
ξ P Rn, t P r0, 1s, allora xξ, tx`p1´ tqyy “ txξ, xy` p1´ tqxξ, yy ď tωApξq` p1´
tqωApξq “ ωApξq, da cui CopAq è contenuto nell’inviluppo convesso chiuso di A.
Sia adesso y R CopAq. Poiché CopAq è convesso chiuso, Dc P R, ξ P Rn tali
che xξ, xy ă c @x P CopAq e xξ, yy ą c. Poiché A Ď CopAq, questo implica che
ωApξq ď c, e quindi xξ, yy ą ωApξq, quindi y R CopAq.

Corollario 3.5. Se K Ď Rn è compatto, allora CopKq è compatto

Dimostrazione. Se K è compatto, allora K è limitato, quindi DR tale che K Ď

Bp0, Rq. Ma Bp0, Rq è convesso chiuso, quindi CopKq Ď Bp0, Rq, quindi CopKq
è limitato, quindi poiché è chiuso, CopKq è compatto.

Per quanto riguarda la trasformata di Fourier, vale in un certo senso il
risultato migliore possibile:
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Teorema 3.6 (Paley-Wiener). Sia K Ď Rn un compatto convesso, e sia u :
Cn Ñ C olomorfa tale che la restrizione a Rn up ¨ q P L2pRnq e esiste C ą 0 tale
che |upzq| ď CeωKp=pzqq. Allora esiste f P L2pRnq con supporto in K tale che
u “ pf .

Dimostrazione. Supponiamo prima che @n P N, |upzq| ď Cn
1`|z|n e

ωKp=pzqq. In
questo caso, vale che up ¨ ` iηq P L1 @p ě 1 @η P Rn, quindi per la formula di
inversione, up ¨ ` iηq “ pfy con

fηpxq “

ż

Rn
upξ ` iηqeixξ,xydξ

Inoltre, per i teoremi di differenziazione sotto il segno di integrale, vale che

Dη

´

fηpxqe
´xη,xy

¯

“ Dη

ˆ
ż

Rn
upξ ` iηqeixξ,xy´xη,xydξ

˙

“

“

ż

Rn
Dη

´

upξ ` iηqeixξ`iη,xydξ
¯

“

ż

Rn
iDξ

´

upξ ` iηqeixξ`iη,xydξ
¯

“ 0

per l’olomorfia di upzqeixz,xy e perché l’integrale di una derivata di una funzione
infinitesima a ˘8 è 0. Quindi fηpxqe´xη,xy “ f0pxq “: fpxq.
Inoltre f ha supporto in K:

|fpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
upξ ` itηqeixξ,xy´txη,xydξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cne
tpωKpηq´xη,xyq

ż

Rn

1

1` |ξ|n`1
dξ

Mandando tÑ `8, si ottiene che

supp f Ď tx P Rn|xη, xy ď ωKpηq @η P Rnu “ K

per la Proposizione 3.4.
Per il caso generale, sia u come nelle ipotesi. Vale che upξq “ pfpξq, con f P L2pRq.
Sia ϕ una funzione in C80 con supporto nella palla unitaria e

ş

ϕdx “ 1. Siano
ϕδpxq “ δ´nϕpxδ q. La trasformata di Fourier di f ˚ ϕδ è puxϕδ che ammette
un’estensione analitica a tutto C tale che

|upzqxϕδpzq| “
Cn,δ

1` |z|n
eωKp=pzqq`δ|=pzq|

di conseguenza, per la parte prima, uxϕδpzq “ pfδ, con fδ a supporto in Kδ “

tx P Rn|xη, xy ď ωKpηq ` δ|η|u. Ma deve valere fδ “ f ˚ ϕδ per unicità della
trasformata di Fourier, e quindi fδ Ñ f in L2. Ma quindi deve valere che
supp f Ď limδÑ0Kδ “ K.

In modo analogo, oppure come corollario del Teorema 3.38 si dimostra il
seguente:

Teorema 3.7. Se u : Cn Ñ C olomorfa tale che esiste C ą 0 tale che
}up ¨ ` iηq}2 ď CeωKpηq, allora f è la trasformata di Fourier di una funzione in
L2pRnq con supporto in K.
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La cosa interessante di questo è che è effettivamente un’equivalenza: se
f P L2pKq, allora poiché K ha misura finita, f P L1pKq, quindi pf è olomorfa.
Inoltre } pfp ¨ ` iηq}2 “ }fexη, ¨ y}2 ď }f}2eωKpηq.
In realtà, approcciando il problema dell’olomorfia della trasformata di Fourier, si
possono ottenere risultati molto più raffinati di questi due. Un tipo di risultati
parte dal considerare supporti non necessariamente compatti: in questo caso, la
trasformata di Fourier non potrà avere buone proprietà di analiticità su tutto
Cn, ma solo su un sottoinsieme aperto. Siccome sia le tecniche che i risultati di
questo tipo sono molto simili su Rn e sui gruppi in generale, questo caso sarà
trattato nel dettaglio e nel pieno della sua generalità nella sezione 3. Un altro
approccio consiste nel considerare la trasformata di Fourier non su L2, ma sullo
spazio di Schwartz S e sul suo duale S 1. Per evitare di addentrarsi in tecnicismi
sulle distribuzioni, questo caso qui non sarà trattato. Comunque, sostituendo S 1
a L2 nella dimostrazione del Teorema prima, si ottiene il seguente risultato:

Teorema 3.8 (Paley-Wiener-Schwartz [2, Theorem 7.3.1]). Sia K un compatto
convesso di Rn. Se τ è una distribuzione di ordine N con supporto in K, allora
pτpzq è olomorfa e

pτpzq ď Cp1` |z|N qeωKp=zq.

Viceversa, ogni funzione analitica u che soddisfa una stima di questa forma è la
trasformata di Fourier di una distribuzione con supporto in K.

3.2 Lo spazio G˚

Per estendere i risultati della sezione 1 a casi più generali di gruppi localmente
compatti, la cosa più naturale da provare sarebbe considerare C come grup-
po topologico con il prodotto di C e estendere la trasformata di Fourier su
HompG,C˚q – HompG,S1q ˆ HompG,Rq. Questo spazio va considerato, ma
non è chiaro cosa voglia dire “funzione olomorfa” su HompG,C˚q. Lo spa-
zio su cui si riesce a definire opportunamente “funzione olomorfa” è invece
HompG,Cq – HompG,RqˆHompG,Rq (con C inteso come gruppo con l’addizio-
ne), che come vedremo ha una struttura naturale di spazio vettoriale complesso.
In questa sezione faremo uso di questo teorema, che non dimostriamo:

Teorema 3.9 (Struttura dei gruppi abeliani localmente compatti, [4, Theorem
2.4.1]). Sia G un gruppo abeliano localmente compatto. Allora esiste G0 ă G
aperto (e quindi clopen) tale che G0 – K ˆ Rn, dove K è un gruppo compatto e
n P N.

Studieremo principalmente il seguente spazio:

Definizione 3.10. Definiamo G˚ “ HompG,Rq. Con la topologia della con-
vergenza uniforme sui compatti, cioè quella in cui un sistema fondamentale di
intorni di 0 è:

UK,ε “ tρ P G
˚ : |xρ, xy| ă ε @x P G˚u K compatto, ε ą 0, ρ P G˚,
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G˚ è uno spazio vettoriale topologico completo. Per ρ P G˚, si indica xρ, xy :“
ρpxq.

In realtà, a seconda del gruppo, G˚ e pG possono essere molto simili. Su Rn
abbiamo già visto che sono isomorfi. In generale, valgono questi due risultati:

Lemma 3.11. L’applicazione exp˚ : HompG,Rq Ñ HompG,S1q “ pG definita
da xexp˚pρq, xy “ eixρ,xy è un omomorfismo di gruppi topologici. Vale che
ker pexp˚q “ HompG, 2πZq

Dimostrazione. exp˚ è chiaramente un omomorfismo di gruppi, quindi perché
sia continuo è sufficiente che sia continuo in 0. Sia VK,ε “ tξ : |xξ, xy ´ 1| ă ε

@x P Uu un intorno di 1 P pG con K compatto. Sia δ tale che @|t| ă δ, |eit´1| ă ε.
Allora vale che exp˚pUK,δq Ď VK,ε:

ρ P UK,δ ñ |xρ, xy| ă δ ñ |xexp˚pρq, xy´1| “ |eixρ,xy´1| ă εñ exp˚pρq P VK,ε.

Quindi exp˚ è continuo in 0. Inoltre chiaramente:

ρ P ker pexp˚q ðñ eixρ,xy “ 0 @x P G ðñ xρ, xy P 2πZ ðñ ρpGq Ď 2πZ.

Proposizione 3.12. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. pG connesso.

2. Dn P N tale che G – D ˆ Rn, con D gruppo discreto senza torsione (cioè
senza elementi di ordine finito).

3. G˚ separa i punti.

4. exp˚pG
˚q è denso in pG.

5. G non ha sottogruppi compatti diversi da t0u.

Dimostrazione.

1.ñ 2. Per il Teorema di Struttura 3.9, Dn P N e DK gruppo compatto tale che
pG – RnˆK. Ma allora G – p

pG – xRnˆ pK – Rnˆ pK. pK è discreto, quindi
pongo D “ pK. Vale che D non ha elementi di ordine finito: se dm “ 0,
allora H :“ xdy ă G è un sottogruppo compatto, quindi pH – pG{HK è
discreto. Quindi HK è un clopen, quindi HK “ pG, da cui H “ t0u.

2.ñ 3. Vale che pD ˆ Rnq˚ – D˚ ˆ pRnq˚, quindi basta dimostrare che se D
è discreto, allora D˚ separa i punti. Per farlo, è sufficiente che @d P D,
d ‰ 0, Dρ P G˚ tale che ρpdq ‰ 0. Sia d P D, d ‰ 0. Considero l’unico
omomorfismo ϕ : xdy Ñ R tale che ϕpdq “ 1. E’ una facile applicazione del
Lemma di Zorn che D un’estensione ϕ̃ tale che ϕ̃pdq “ 1.
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3.ñ 4. Vale che exp˚pG
˚q “ pexp˚pG

˚qKqK, quindi exp˚pG
˚q è denso se e solo

se exp˚pG
˚qK “ t0u. Vale che

exp˚pG
˚qK “ tx P G|eixρ,xy “ 1 @ρ P G˚u “ tx P G|xρ, xy P 2πZ @ρ P G˚u

Ma G˚ è uno spazio vettoriale, quindi

xρ, xy P 2πZ @ρ P G˚ ðñ

xtρ, xy P 2πZ @ρ P G˚, t P R ðñ xρ, xy P
2π

t
Z @ρ P G˚, t P R

ðñ xρ, xy “ 0 @ρ P G˚ ðñ x “ 0

in quanto G˚ separa i punti.

4.ñ 1. G˚ è uno spazio vettoriale topologico, quindi è connesso. exp˚ è un’ap-
plicazione continua, quindi exp˚pG

˚q è connesso. Ma se un insieme è
connesso allora anche la sua chiusura lo è, quindi pG è connesso.

1.ñ 5. SeH ă G compatto, allora pH – pG{HK è discreto, quindi per connessione
si deve avere HK “ pG, da cui H “ pGK “ t0u.

5.ñ 3. Sia G0 come nel Teorema di struttura. Poiché G non ha sottogruppi
compatti non banali, allora G0 – Rn per un certo n P N. Definiamo
D :“ G{G0 e π : G Ñ D la proiezione canonica. Vale che D è senza
torsione: se m ¨ rds “ 0, allora rm ¨ ds “ 0, cioè Dt P Rn tale che m ¨ d “ t,
quindi m ¨

`

d´ t
m

˘

“ 0. Ma quindi xd´ t
my è un sottogruppo compatto

di G, per cui d´ t
m “ 0, quindi d P G0, quindi rds “ 0.

Abbiamo già dimostrato che D˚ separa i punti di D, quindi se x R G0 e
xρ, rxsy ‰ 0, allora xρ ˝ π, xy “ xρ, rxsy ‰ 0. Se invece 0 ‰ x P G0, esiste
ρ P G˚0 tale che xρ, xy ‰ 0. Come prima, è una facile applicazione del
Lemma di Zorn che ρ si estende ad un omomorfismo continuo ρ̃ definito su
tutto G.

Purtroppo, non si può ottenere più della densità di exp˚pGq in pG. Infatti
exp˚ fallisce nell’essere suriettiva in molti casi:

Esempio 3.13. Consideriamo Q con la topologia discreta.
Si vede facilmente che l’applicazione ρÑ xρ, 1y è bigettiva fra Q˚ e R:
La suriettività è ovvia. Per quanto riguarda l’iniettività: se xρ, 1y “ xη, 1y, allora

qxρ,
p

q
y “ xρ, py “ pxρ, 1y “ pxη, 1y “ xη, py “ qxη,

p

q
y.

Da cui xρ, pq y “ xη,
p
q y.

Al contrario, il suo duale pQ è molto più complicato. Una sua descrizione segue
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dalla seguente costruzione: si definisce la funzione ϕ : pQÑ
ś

nPN S
1 data dalle

valutazioni:
ϕpξq “

ˆ

xξ, 1y, xξ,
1

2!
y, . . . , xξ,

1

n!
y, . . .

˙

.

Questo è chiaramente un omomorfismo di gruppi, ed è continua perché le
proiezioni sono continue (essendo valutazioni in un punto). E’ iniettiva in quanto
Q “

Ť

nPN
1
n!Z. Poiché pQ è compatto T2, questo implica che pQ – ϕppQq come

gruppi topologici. Vale che

pQ – ϕppQq “

#

pznqnPN P
ź

nPN
S1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pzn`1q
n`1 “ zn

+

“

“

#

pznqnPN P
ź

nPN
S1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pzmq
m!
n! “ zn

+

.

L’inclusione Ď segue direttamente dalla definizione di ϕ. Per quanto riguarda
l’altra inclusione, sia pznq come sopra. Allora se si definisce ξp pq! q “ pzqq

p, questa
è una buona definizione: se q ă s e p

q! “
r
s! , allora

pzsq
r “ pzqq

s!
q! r “ pzqq

p
r r “ pzqq

r.

Vale che ϕpexp˚pQ˚qq “
!´

ei
λ
n!

¯

n
|λ P R

)

. Questo non è tutto ϕppQq:

se θn P r´π, πs, pknq a valori interi e θn`1 “
θn
n`1 `

2knπ
n`1 , è facile controllare

che peiθnq P ϕppQq e che la mappa che manda le successioni di θn in ϕppQq è
bigettiva. Poiché se λ P R,

ˇ

ˇ

λ
n!

ˇ

ˇ ă π definitivamente, vale che su ϕpexp˚pQ˚qq
kn “ 0 definitivamente, quindi exp˚ non può essere suriettiva.

Un fenomeno del genere avviene molto spesso. In generale, se D0 ă D
discreto, vale che le mappe di restrizione pD Ñ xD0 e D˚ Ñ D˚0 sono suriettive
(in generale, l’estensione di una mappa definita su D0 a una definita su tutto
D con immagine in un gruppo divisibile è una facile applicazione del Lemma
di Zorn). Di conseguenza, poiché exp˚ commuta con la restrizione, se exp˚
è suriettiva su pD lo è anche su xD0. Quindi, per avere un fenomeno simile a
quello che succede su Q, è sufficiente che esista un elemento x P D0 tale che
l’insieme Dx “ ty P D|Dn P N : x “ nyu sia infinito (poiché il gruppo è senza
torsione, se ny “ x “ ny1 allora y “ y1, quindi quando esiste è ben definito
x
n ). In questo caso, prendendo D0 “ xDxy “ tm

x
n : m P N e esiste x

nu, si ha
che come su Q, D˚0 – R con la mappa ρ Ñ xρ, xy. Invece, xD0 è compatto e
kerpexp˚q “ HompD0, 2πZq “ t0u, in quanto deve valere xρ, xny “

xρ,xy
n e nessun

numero intero ha infiniti divisori interi. Quindi se per assurdo exp˚ suriettiva,
vale che exp˚ è una bigezione continua fra R e un gruppo topologico T2 compatto.
Questo è un assurdo per il Lemma:

Lemma 3.14. Non esiste una topologia τ su R più debole della topologia euclidea
tale che Rc “ pR, τq sia un gruppo topologico T2 compatto.
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Dimostrazione. Sia µ la misura di Haar di Rc. Se µpr0, 1sq ą 0, allora µpRcq ě
µp
Ť

nPZr2n, 2n ` 1sq “
ř

nPZ µpr0, 1sq “ `8, quindi µpRcq “ `8, assurdo. Se
invece µpr0, 1sq “ 0, vale che µpRdq “ µp

Ť

nPZrn, n`1sq ď
ř

nPZ µprn, n`1sq “ 0,
assurdo.

Il resto della sezione sarà dedicato a recuperare il senso di inviluppo convesso
nel caso generale dei gruppi abeliani localmente compatti. Il modo per farlo è
analogamente al caso di Rn, quello di ricorrere alla funzione supporto. Poiché
però in questo caso non è vero che dato un compatto K, l’insieme tx P G|xρ, xy ď
supyPKxρ, yyu è compatto, ha senso considerare direttamente il caso generale in
cui gli inviluppi convessi non si fanno prendendo tutto il duale G˚, bensì un
sottoinsieme generico.

Definizione 3.15. Sia Γ Ď G˚. Per E Ď G, definiamo HullΓpEq :“
tx PG|xρ, xy ď supyPExρ, yy @ρ P Γu. Se Γ “ G˚, indichiamo HullpEq :“
HullG˚pEq

E’ una facile verifica che dato un insieme qualsiasi Γ Ď G˚, il cono convesso
chiuso Γ˚ generato da Γ (cioè un insieme chiuso per somma e moltiplicazione
per scalari positivi) restituisce gli stessi Hull, ossia HullΓpEq “ HullΓ˚pEq per
ogni E Ď G. Quindi per semplicità, da adesso in poi Γ sarà un cono convesso.
Non lo prendiamo necessariamente chiuso perché i teoremi della prossima sezione
valgono anche per coni non chiusi.

Definizione 3.16. Sia E Ď G. Se ω : Γ Ñ r0,`8s definita da ωpρq :“
supyPExρ, yy, vale che HullΓpEq :“ tx P G : xρ, xy ď ωpρq @ρ P Γu. Chiamiamo
ω la funzione supporto di E. A seconda che siano o meno chiari dal contesto il
cono convesso Γ e l’insieme E, indicheremo la funzione supporto di E rispetto
ad Γ con ω, ωE, ωΓ o ωE,Γ.

Valgono le seguenti proprietà che estendono quelle dell’inviluppo convesso e
della funzione supporto su Rn:

Lemma 3.17.

1. HullΓ : PpGq Ñ PpGq è idempotente.

2. Se ωΓ è la funzione supporto di E Ď G, allora ωΓ è subadditiva e omogenea
di grado 1.

Dimostrazione.

1. Per la definizione, basta dimostrare che ωE “ ωHullΓpEq. Poiché HullΓpEq Ě
E, ωE ď ωHullΓpEq. Inoltre se x P HullΓpEq, xρ, xy ď ωEpρq, quindi
passando al sup, vale ωE ď ωHullΓpEq.

2. Sono una diretta conseguenza delle analoghe proprietà del sup.



Lo spazio G˚ 39

In realtà, l’operazione di Hull su G e quella di inviluppo convesso fatta su
uno spazio vettoriale sono molto collegate. Per descrivere questo collegamento,
serve qualche preliminare riguardo il duale topologico di G˚ e più in generale di
un suo sottospazio chiuso X.

Definizione 3.18. Se X è un sottospazio vettoriale chiuso di G˚, dotiamo X˚
della topologia di spazio vettoriale topologico in cui un sistema fondamentale di
intorni di 0 è

VK,ε “ tα P X
˚ : |xα, ρy| ď ωKpρq @ρ P UK,εu

al variare di K compatto, K “ V , con V aperto in G.

Lemma 3.19. La topologia compatto - aperto definisce su X la topologia di
limite proiettivo degli spazi di Banach X|K :“ tρ|K : ρ P Xu con la topologia della
convergenza uniforme su K. Poiché i compatti di G sono un insieme filtrante e
le mappe di restrizione sono coerenti con l’ordinamento, si può definire su X˚ la
topologia di limite iniettivo di pX|Kq

˚. Questa è esattamente la topologia della
Definizione 3.18.

Corollario 3.20. Esiste una topologia su X˚˚ che lo rende il limite proiettivo
degli spazi di Banach ppX|Kq˚q˚.

Lemma 3.21. Sia Y Ď X un sottospazio chiuso. Allora la mappa di restrizione
definisce un isomorfismo di spazi vettoriali topologici r : X˚{Y K Ñ Y ˚. La
stessa cosa accade se Z Ď X˚ sottospazio chiuso: la mappa restrizione induce
un isomorfismo r : X˚˚{ZK Ñ Z˚.

Dimostrazione. E’ chiaro che la mappa di restrizione è suriettiva e ha nucleo
Y K, quindi l’unica cosa da verificare è che la mappa r sia aperta. Questo segue
direttamente dal teorema della mappa aperta applicato alle funzioni di restrizione
rK : pX|Kq

˚ Ñ pY |Kq
˚ e rK : ppX|Kq

˚q˚ Ñ pZ X pX|Kq
˚q˚ e dalle definizioni

di limite iniettivo e proiettivo.

Lemma 3.22. Sia Y Ď X un sottospazio chiuso. Allora la bigezione naturale
p : pX{Y q˚ Ñ Y K è un isomorfismo di spazi vettoriali topologici. Analogamente
se Y Ď X˚ sottospazio chiuso: pX˚{Y q˚ – Y K.

Dimostrazione. La dimostrazione è analoga alla precedente.

Lemma 3.23. Se Y Ď X sottospazio chiuso, allora KpY Kq “ Y

Dimostrazione. Segue dall’analoga proprietà per gli spazi di Banach X|K .

Lemma 3.24. Sia j : X Ñ X˚˚ l’immersione canonica data da xjpxq, yy “
xy, xy. Sia Y Ď X chiuso. Allora Y KK X jpXq “ jpY q

Dimostrazione.

Y KK X jpXq “ tjpρq|xα, ρy “ 0 @α P Y Ku “ tjpρq|xα, ρy “ 0 @α P Y Ku

“ tjpρq|ρ P
K
pY Kqu “ tjpρq|ρ P Y u “ jpY q

per il Lemma 3.23.
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Lemma 3.25. Se X Ď G˚ sottospazio vettoriale, allora i : GÑ X˚ definita da
xipgq, ρy “ xg, ρy è un omomorfismo continuo. E’ iniettivo se e solo se X separa
i punti.

Dimostrazione. L’iniettività è facile:

ker i “ tg P G|xipgq, xy “ 0 @x P Xu “

“ tg P G|xg, xy “ 0 @x P Xu

che è banale se e solo se X separa i punti.
Per quanto riguarda la continuità, basta che i sia continuo in 0. Ma ipKq Ď VK,ε
per definizione.

Quindi quando X separa i punti, in un certo senso vale “G Ď X˚”, per cui
dato E Ď G, ci si può chiedere quale sia il suo inviluppo convesso chiuso in X˚
e quale sia l’intersezione di questo con G. Risulta che questo insieme è proprio
HullXpEq. Più precisamente:

Teorema 3.26. Se E Ď G, allora ipHullXpEqq “ CopipEqq X ipGq, dove Co è
l’inviluppo convesso chiuso.

Prima di dimostrare questo teorema, servono due lemmi:

Lemma 3.27. Sia Y “ SpanpipGqq. Allora gli elementi λ di Y ˚ sono tutte
e sole le valutazioni in un elemento ρ di X, ossia @α P Y ˚ Dρ P X tale che
xλ, αy “ xα, ρy.

Dimostrazione. Chiaramente tutte le valutazioni sono elementi di Y ˚, quindi
dimostriamo che tutti gli elementi di Y ˚ si scrivono in questa forma.
Per i lemmi 3.21 e 3.22, Y ˚ – X˚˚{Y K – XKK{Y K.
Sia λ P Y ˚. Allora λ ˝ i : G Ñ R è continua, quindi esiste ρ P G˚ tale che
xλ, gy “ xρ, gy @g P G. Poiché Span ipGq è denso in Y , questa relazione definisce
completamente λ. Quindi esiste un’immersione naturale k : Y ˚ Ď jpG˚q, per cui
Y ˚ – pXKKXjpG˚qq{Y K “ jpXq{Y K per il lemma 3.23. Inoltre jpXqXY K “ t0u
in quanto Y Ě ipGq, quindi Y ˚ – jpXq.

Lemma 3.28 ([5, Theorem 3.4]). Supponiamo che B sia un insieme convesso
chiuso in uno spazio vettoriale topologico localmente convesso X. Sia x0 P X,
x0 R B. Allora esistono λ P X˚, c P R tali che xλ, xy ď c per ogni x P B, ma
xλ, x0y ą c.

Dimostrazione Teorema 3.26. Sia Y “ SpanpipGqq. Consideriamo l’insieme C “
tα P Y |xα, ρy ď ωEpρq@ρ P Xu. Dimostriamo che C “ CopipEqq. Chiaramente
C X ipGq “ ipHullXpEqq, quindi questo conclude. Le valutazioni sono continue,
C è chiuso, è facile verificare che è convesso e contiene ipEq per definizione.
Quindi C Ě CopipEqq.
Dimostriamo adesso che X˚zC Ě X˚zCopipEqq. Sia α P X˚zCopipEqq. Poiché
C,CopipEqq Ď Y , possiamo supporre α P Y . Siano λ P Y ˚, c P R come nel
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Lemma 3.28 che separa il convesso chiuso CopipEqq da α. Per il Lemma 3.27,
λ è la valutazione in ρ P X, ossia esiste ρ P X tale che xρ, xy ď c per ogni
x P CopipEqq e xρ, αy ą c. Ma poiché CopipEqq Ě ipEq, questo implica che per
ogni g P E, xρ, gy ď c, quindi ωEpρq ď c. Ma quindi xρ, αy ą ωEpρq, quindi
α R C.

3.3 Generalizzazioni del Teorema di Paley-Wiener
In questa sezione, consideriamo gli spazi

pGC :“ HompG,C˚q – HompG,S1q ˆHompG,Rq “ pGˆG˚

G˚ ` iG˚ “ G˚C (il complessificato di G˚).

L’applicazione exp˚ si può estendere a G˚C Ñ pGC in modo naturale con

exp˚pρ` iηq :“ pexp˚pρq, ηq.

Definizione 3.29. Sia Γ Ď G˚ un cono convesso. Sia u : pG ˆ Γ Ď pGC Ñ C
una funzione misurabile su pGˆ tρu al variare di ρ in Γ. Dico che u è olomorfa
su pGˆ Γ se

uξ,ρ,η : t=pzq ą 0u Ñ C definita da uξ,ρ,ηpzq :“ u pξ exp˚p´iρ´ zηqq

è olomorfa @ξ P pG e @ρ, η P Γ.

Lemma 3.30. Sia E Ď G, f P L1pGq a supporto in E. Sia Γ “ tρ P

G˚|ωEpρq ă `8u. Allora per ρ P Γ, definendo pfpξ, ρq :“ {feρp ¨ qpξq, la funzione
pf è olomorfa su pGˆ Γ. Se inoltre f è in L2 soddisfa } pfp ¨ , ρq}2 ď }f}2e

ωpρq.

Dimostrazione. Se f P L1,

pfξ,ρ,ηpzq “

ż

E

fpxqxξ, xyexρ,xy´izxη,xydx.

Poiché la funzione xη, xye´izxη,xy è limitata su E per =z ą 0 (poiché η è
superiormente limitata),

B

Bz
fξ,ρpzq “

ż

E

xη, xyfpxqxξ, xyexρ,xy´izxη,xydx

per il teorema di derivazione sotto il segno d’integrale. La stima sulla norma 2
segue da:

} pfp ¨ , ρq}2 “ }
{feρp ¨ q}2 “ }fe

ρp ¨ q}2 “

ż

E

|fpxq|
2
exρ,xydx ď

ď

ż

E

|fpxq|
2
eωpρqdx “ }f}2e

´ωpρq.
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Un risultato analogo al Lemma 3.30 vale anche per funzioni L2, ma la
dimostrazione è più tecnica. Faremo uso della seguente generalizzazione del
Teorema di Morera (dimostrata da Rademacher nel 1919):

Teorema 3.31 ([3, pp. 173-174,Satz I]). Per u, v P C, indichiamo con Ru,v il
rettangolo chiuso coi lati paralleli agli assi con vertici opposti u e v. Sia Ω Ď C
tale che @u, v P Ω, il rettangolo Ru,v sia Ď Ω e sia f : Ω Ñ C una funzione in
L1pKq per ogni compatto K Ď Ω tale che valga la “proprietà dei rettangoli”: per
quasi ogni u, v P Ω,

ş

BRu,v
fpzqdz “ 0. Allora f è quasi ovunque uguale ad una

funzione olomorfa.

Traccia della dimostrazione. Per la proprietà dei rettangoli, se u “ pa, bq è tale
che f P L1pRu,vq per quasi ogni v P Ω, allora è ben definita quasi ovunque una
funzione integrale F px` iyq “

şx

a
fps` ibqds` i

şy

b
fpx` itqdt e gode anche lei

della proprietà dei rettangoli. Inoltre, all’interno di un rettangolo si riesce a
dimostrare una stima su |F | che dipende solo dal rettangolo e da }f}1 al suo
interno. A questo punto, la funzione integrale F̃ di F gode ancora della proprietà
dei rettangoli ed è Lipschitziana quasi ovunque, quindi è quasi ovunque uguale
ad una funzione Lipschitziana G. Quindi per continuità G gode della proprietà
dei rettangoli ovunque, e quindi per il teorema di Morera classico è olomorfa. Di
conseguenza, f è uguale quasi ovunque a G2, che è olomorfa.

Lemma 3.32. Sia ϕ : Ω Ď R2 Ñ R una funzione ϕ P L8locpΩq. Sia g : pGˆΩ Ñ C
una funzione tale che }gp ¨ , t, sq}2 ď ϕpt, sq. Allora se K è un compatto di pG e
H è un compatto di Ω, g|KˆH P L1pK ˆHq e }g}1,KˆH ď |H|

a

|K|}ϕ}8,H

Dimostrazione. Vale che:
ż

KˆH

|g|pξ, t, sq “

ż

H

ż

K

|g|pξ, t, sqdξdtds ď

ż

H

a

|K|

ˆ
ż

K

|gpξ, t, sq|2dξ

˙
1
2

dtds ď

ď
a

|K|

ż

H

ˆ
ż

pG

|gpξ, t, sq|2dξ

˙
1
2

dtds ď |H|
a

|K|}ϕ}8,H ă `8.

Lemma 3.33. Sia E Ď G, f P L2pGq nulla quasi ovunque sul complemen-
tare di E. Sia Γ “ tρ P G˚|ωEpρq ă `8u. Allora @ρ, η P Γ, la funzione
uf : pGˆt=pzq ą 0u Ñ C data da uf pξ, t, sq “

`

feρp ¨ q`=pzqηp ¨ q˘
ppξ exp˚p<pzqηqq “:

pfξ,ρ,ηpzq soddisfa la proprietà dei rettangoli @ρ, η per quasi ogni ξ.

Dimostrazione. Siano ρ, η P Γ. Definiamo ũf : pG ˆ C Ñ C come ũf pξ, zq “
uf pξ exp˚p´iρ´ zηqq. Vale che

}ũf p ¨ , zq}
2
2 “

ż

pG

ˇ

ˇ

ˇ

´

feρp ¨ q`=pzqηp ¨ q
¯

ppξ exp˚p<pzqηqq
ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ “

“

ż

pG

ˇ

ˇ

ˇ

´

feρp ¨ q`=pzqηp ¨ q
¯

ppξq
ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ “

ż

G

|fpxqexρ,xy`=pzqxη,xy|2dx ď
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ď }f}2e
2pωpρq`=pzqωpηqq P L8locpt=pzq ą 0uq. (3.2)

Sia fn una successione in L1pGq X L2pGq tale che fn Ñ f in L2pGq. Siano
K Ď pG, H Ď t=pzq ą 0u compatti, con H tale che per ogni u, v P H, il
rettangolo Ru.v Ď H. Per il Lemma 3.32 segue che ũfn ´ ũf “ ũfn´f Ñ 0 in
L1pKˆHq. A meno di sottosuccessioni, questo implica che per quasi ogni ξ P K,
ufnpξ, t ` i ¨ q Ñ uf pξ, t ` i ¨ q in L1pR`q per quasi ogni t P R e analogamente
ufnpξ, ¨ ` isq Ñ uf pξ, t` isq in L1pRq per quasi ogni s P R`. Quindi per quasi
ogni u, v P H,

ş

BRu,v
p pfnqξ,ρ,ηpzqdz Ñ

ş

BRu,v
pfξ,ρ,ηpzqdz. Ma per il lemma 3.30

p pfnqξ,ρ,η è olomorfa, quindi
ş

BRu,v
p pfnqξ,ρ,ηpzqdz “ 0, e quindi per quasi ogni

u, v,
ş

BRu,v
pfξ,ρ,ηpzqdz “ 0.

Definizione 3.34. Diciamo che una funzione u : pGˆ Γ Ñ C è olomorfa quasi
ovunque se è misurabile su pG ˆ tρu @ρ P Γ e @ρ, η P Γ, per quasi ogni ξ P pG,
uξ,ρ,ηpzq è quasi ovunque uguale ad una funzione olomorfa.

Se u è olomorfa quasi ovunque e si modifica u a un certo livello p ¨ , ρ0q, la funzione
modificata resta olomorfa quasi ovunque. Chiaramente, se questa cosa la si fa
per “troppi” livelli, la funzione cessa di essere olomorfa quasi ovunque. Pertanto,
risulta utile una qualche definizione di “quasi ovunque” anche per sottoinsiemi di
G˚.

Definizione 3.35. Sia A un sottoinsieme di G˚. Diciamo che A è trascurabile
se per ogni sottospazio X Ď G˚ di dimensione finita, AXX è trascurabile rispetto
alla misura di Lebesgue su X. Se B Ď G˚, diciamo che una certa proprietà vale
per quasi ogni ρ P B se l’insieme su cui quella proprietà non vale è trascurabile.

Teorema 3.36. Se f P L2pGq ha supporto in E, allora la sua trasformata di
Fourier estesa pf : pGˆΓ Ñ C, data da pfpξ, ρq “ {feρp ¨ q, è olomorfa quasi ovunque

Dimostrazione. Per i Lemmi 3.32 e 3.33, @ρ, η P Γ, per quasi ogni ξ P pG, la
funzione pfξ,ρ,η soddisfa le ipotesi del Teorema 3.31 su Ωn “ t=pzq ą 0uXBp0, nq,
e quindi per quasi ogni ξ, pfξ,ρ,η|Ωn è quasi ovunque uguale ad una funzione
olomorfa. Di conseguenza, per quasi ogni ξ, la funzione pfξ,ρ,η è quasi ovunque
uguale ad una funzione olomorfa.

Come accade su Rn, questo teorema si può invertire, in particolare valgono alcuni
teoremi di tipo Paley - Wiener. Per prima cosa un risultato preliminare:

Proposizione 3.37. Sia Γ Ď G˚ un cono convesso. Sia E Ď G tale che
HullΓpEq “ E. Se

• u è olomorfa su pGˆ Γ,

• }up ¨ , ρq}1 ď Ceωpρq @ρ P Γ,

• @ρ P Γ, vale che up ¨ , ρq P L2,



44 Estensioni olomorfe della trasformata di Fourier

• Dρ0 P Γ, ε,H ą 0 tali che }up ¨ , tρ0q}2 ď H per t P p0, εq,

allora u “ pfpξ, ρq, con f P L2pGq a supporto in E e }f}2 ď H.

Dimostrazione. Sia fρpxq “ exρ,xy
ş

pG
upξ, ρqxξ, xydξ. Per la formula di inversione,

vale che {fρeρp ¨ qpξq “ upξ, ρq. Dimostriamo che exρ,xy
ş

pG
upξ, ρqxξ, xydξ è costante

in ρ. Infatti se ρ, η P Γ

fρ`sηpxq “

ż

pG

upξ, ρ` sηqxξ, xyexρ`sη,xydξ
pξ1“ξeitηp ¨ qq

“ (3.3)

“

ż

pG

upξe´itηp ¨ q, ρ` sηqxξ, xyexρ´ipt`isqη,xydξ

per l’invarianza per traslazioni della misura di Haar. Inoltre vale che, ponendo
z “ t` is,

gpzq :“ gpt` isq :“

ż

pG

upξe´itηp ¨ q, ρ` sηqxξ, xydξ “

ż

pG

uξ,ρ,ηpzqdξ

è olomorfa: per il Teorema di Morera, basta verificare che gpzqdz sia chiusa.
Sia γ un cammino chiuso sul semipiano superiore parametrizzato per lunghezza
d’arco. Vale che:

ż L

0

ż

pG

|uξ,ρ,ηpγptqq 9γptq|dξdt ď

ż L

0

Ce=pγptqqωpηq`ωpρq ď LCe}γ}8ωpηq`ωpρq

e quindi per il Teorema di Fubini-Tonelli
ż

γ

gpzqdz “

ż L

0

ż

pG

uξ,ρ,ηpγptqq 9γptqdξdt “

ż

pG

ż L

0

uξ,ρ,ηpγptqq 9γptqdξdt “ 0

per la condizione di olomorfia di u. Di conseguenza vale che:

B

Bs
pfρ`sηpxqq “

B

Bs

ˆ
ż

pG

upξ, ρ` sηqxξ, xyexρ`sη,xydξ

˙

“

“
B

Bs

ˆ
ż

pG

upξe´itηp ¨ q, ρ` sηqxξ, xyexρ´ipt`isqη,xydξ

˙

“
B

Bs
gpzq “

“ i
B

Bt
gpzq “ i

B

Bt

ˆ
ż

pG

upξe´itηp ¨ q, ρ` sηqxξ, xyexρ´ipt`isqη,xydξ

˙

“ 0

per l’equazione 3.3. Quindi vale che fρ “ fρ`η “ fη “: f .
Dimostriamo che fpxq “ 0 @x R E. Sia x R E. Per definizione esiste η P Γ tale
che ´xη, xy ą ωpηq. Si ha che:

|fpxq| ď extη,xy
ż

pG

|upξ, tηq| ď Cextη,xyetωpηq “ Ce´tp´xη,xy´ωpηqq

Ma poiché ´xη, xy ą ωpηq, mandando t a `8 si ha che fpxq “ 0.
L’ultima cosa da dimostrare è che f P L2. Per il Teorema di Banach-Alaoglu,
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Dg P L2pGq punto limite debole* di fe´tρ0 per tÑ 0 e }g}2 ď H. Sia heρ0 una
generica funzione continua a supporto compatto. Vale che Dtn Ñ 0 tale che
ż

G

gpxqhpxqexρ0,xy “ lim
nÑ8

ż

G

e´tnxρ0,xyfpxqhpxqe´xρ0,xy “

ż

G

fpxqhpxqe´xρ0,xy

per convergenza dominata da |f ||h|eρ0p1`e´ sup |tn|ρ0q. Per la seconda ipotesi, f è
localmente limitata, in quanto è l’antitrasformata di una funzione L1 moltiplicata
per una funzione continua. Quindi questo implica f “ g quasi ovunque: per ogni
compatto K, poiché le funzioni continue a supporto in K sono dense debole*
in L8, f |K e g|K sono lo stesso elemento di L1pKq. Quindi f “ g P L2 e
}f}2 ď H.

Questa Proposizione può essere raffinata in due teoremi:

Teorema 3.38. Sia Γ Ď G˚ un cono convesso. Sia E Ď G tale che HullΓpEq “

E. Allora vale che se u è olomorfa su pGˆΓ e esiste C ą 0 tale che }up ¨ , ρq}2 ď
Ceωpρq @ρ P Γ, allora upξ, ρq “ pfpξ, ρq, con f P L2pGq a supporto in E e
}f}2 ď C.
Se u è olomorfa quasi ovunque e esiste C ą 0 tale che per quasi ogni ρ,
}up ¨ , ρq}2 ď Ceωpρq @ρ P Γ, allora up ¨ , ρq “ pfp ¨ , ρq per quasi ogni ρ P Γ,
con f P L2pGq a supporto in E e }f}2 ď C.

Dimostrazione. Per prima cosa, supponiamo u olomorfa. Siano ψU identità
approssimate in G con U aperti simmetrici, gU pξ, ρq :“ {ψUeρp ¨ q. Poiché per
U Ñ 0, ρ1U Ñ 0 uniformemente sui compatti (e quindi su U @U), anche ψUeρp ¨ q
sono identità approssimate. Vale quindi che up ¨ , ρqgU p ¨ , ρq Ñ u in L2 e

}up ¨ , ρqgU p ¨ , ρq}1 ď }up ¨ , ρq}2}gU p ¨ , ρq}2 “

“ }up ¨ , ρq}2}ψUe
ρ}2 ď C}ψU }2e

ωEpρq`ωU pρq

e
}up ¨ , ρqgU p ¨ , ρq}2 ď }up ¨ , ρq}2}gU p ¨ , ρq}8 ď

ď }up ¨ , ρq}2}ψUe
ρ}1 ď CeωEpρq`ωU pρq

Quindi per la Proposizione sopra uψU “ pfU , con supp fU Ď EU :“ tx P
G|xρ, xy ď ωEpρq ` ωU pρq @ρ P Γu e }fU }2 ď CeωpUq. Sia f un punto limite
debole * delle fU per U Ñ 0. Deve valere che supp f Ď lim supUÑ0EU “ E e
}f}2 ď lim supUÑ0 }fU }2 “ C. Vale che, per h P L2p pGq, DUn Ñ 0 tali che

xyfeρ, hy “ xfeρ,qhy “ lim
nÑ8

xfUne
ρ,qhy “ lim

nÑ8
xup ¨ , ρqgUnp ¨ , ρq, hy “ xup ¨ , ρq, hy

da cui yfeρpξq “ upξ, ρq.
Sia adesso u olomorfa quasi ovunque. Per J Ď Γ insieme finito, sia ΓJ il cono
convesso generato da J . Fissiamo una base su X :“ SpanpJq e mettiamoci la
metrica euclidea e la misura di Lebesgue rispetto a questa base. ΓJ è chiuso
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in X per definizione. Sia uJ la restrizione di u a pG ˆ ΓJ (estesa a 0 sul resto
di X). Siano ΨU identità approssimate su pG, ΨV identità approssimate su
X. Allora ΨUˆV pξ, ρq :“ ΨU pξqΨV pρq sono identità approssimate su pG ˆ X.
Allora uJ ˚ ΨUˆV è una funzione continua ed è quasi ovunque olomorfa su
Γ1V :“ tρ P ΓJ | ρ` V Ď ΓJu. Sia ρ0 P Γ1. Allora ρ0 ` ΓJ Ď Γ1:

tη|ρ0 ` η P Γ1V u “ tη|ρ0 ` η ` V Ď ΓJu Ď tη|η ` ΓJ Ď ΓJu Ď ΓJ .

Di conseguenza, se vpξ, ρq :“ uJ ˚ ΨUˆV pξ, ρ ` ρ0q, vale che v è olomorfa su
pGˆ ΓJ e soddisfa (per la disuguaglianza integrale di Minkowski):

}vp ¨ , ρq}2 “ }uJ ˚ΨUˆV p ¨ , ρ` ρ0q}2 “

“

d

ż

pG

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

pG

ż

X

upξζ, ρ` ρ0 ´ ηqψUˆV pζ, ηqdηdζ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dξ ď

ď

ż

pG

ż

X

d

ż

pG

|upξζ, ρ` ρ0 ´ ηq|2|ψUˆV pζ, ηq|2dξ dηdζ “

“

ż

pG

ż

X

ψUˆV pζ, ηq

d

ż

pG

|upξζ, ρ` ρ0 ´ ηq|2dξ dηdζ ď

ď

ż

pG

ż

X

CψUˆV pζ, ηqe
ωpρ`ρ0´ηqdηdζ ď

ď

ˆ

C}ψUˆV }1 sup
ηPV

eωpρ0´ηq

˙

eωpρq “

ˆ

C sup
ηPV

eωpρ0´ηq

˙

eωpρq

quindi per la prima parte del teorema, esiste fρ0,U,V tale che vp ¨ , ρq “ pfρ0,U,V p ¨ , ρq,
}fρ0,U,V }2 ď C supηPV e

ωpρ0´ηq e

supp fρ0,U,V Ď EJ :“ tx P G| xρ, xy ď ωpρq@ρ P ΓJu.

Facendo il limite per U ˆ V Ñ t1u ˆ t0u su U, V tali che ρ0 P Γ1V , si ottiene
che @ρ, v Ñ up ¨ , ρ0 ` ρq in L2p pGq e che, analogamente alla prima parte del
teorema, se fρ0 è un punto limite debole* di fρ0,U,V per U ˆ V Ñ t1u ˆ t0u,
}fρ0

}2 ď Ceωpρ0q e zfρ0
eρ “ upξ, ρ`ρ0q per quasi ogni ξ, ρ P pGˆΓJ (e quindi fρ0

è l’unico punto limite debole* di fρ0,U,V per U ˆV Ñ t1uˆ t0u). Analogamente,
se f è un punto limite debole* di fρ0 per ρ0 Ñ 0, }f}2 ď C e yfeρ “ up ¨ , ρq per
quasi ogni ξ, ρ P pGˆ ΓJ (per la condizione di olomorfia quasi ovunque su u), e
quindi questa f non dipende né da J , né dalla scelta del punto limite, né dalla
scelta di tUu e tV u, quindi

supp f Ď
č

JĎΓ finito

EJ “

#

x P G| xρ, xy ď eωpρq @ρ P
ď

JĎΓ finito

ΓJ

+

“

“ tx P G| xρ, xy ď eωpρq @ρ P Γu “ HullΓpEq “ E.

e up ¨ , ρq “yfeρ per quasi ogni ρ P Γ.
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Esempio 3.39. Su Rn vale che G˚ – Rn con l’applicazione y Ñ xy, ¨ y, come
già visto. Se Γ è un cono convesso in Rn, si può definire il cono duale:

Γ˚ :“ ty P Rn| sup
xPΓ
x´y, xy ď 0u “ ty P Rn| sup

xPΓ
x´y, xy ă `8u

e HullΓ˚pΓq “ Γ. Poiché se y P Γ˚, y ‰ 0, exy, ¨ y P LppΓq per ogni 1 ď p ď 8, se
f P L2pΓq, pf è olomorfa su Rn ` iΓ˚ (con conti analoghi all’osservazione 3.21).
Quindi il Teorema 3.23 dà una corrispondenza biunivoca fra L2pΓq e le funzioni
g olomorfe su Rn ` iΓ˚ tali che }gp ¨ ` iyq}2 è limitata al variare di y P Γ˚.

Esempio 3.40. Con Γ e Γ˚ come nell’esempio precedente, in realtà il risultato
è un po’ più generale. Infatti, se si mette su Rn la topologia discreta, poiché vale
ancora che HullΓ˚pΓq “ Γ, c’è esattamente la stessa corrispondenza: le funzioni
L2 a supporto in Γ corrispondono alle funzioni g olomorfe su xRnd ˆ Γ˚ tali che
}gp ¨ ` iyq}2 è limitata al variare di y P Γ˚.

Il secondo teorema ha un enunciato con più ipotesi del primo, però torna
utile in quanto le ipotesi sono spesso verificabili avendo in mano soltanto G˚
(anzi, un suo sottospazio vettoriale che separa i punti) e senza sapere niente su
pG, che spesso è più complicato:

Teorema 3.41. Sia X Ď G˚ un sottospazio vettoriale che separa i punti di G.
Sia E Ď G tale che HullXpEq “ E. Vale che se

• u : pGˆX Ñ C è continua,

• uσ,ρpzq :“ upexp˚pσ ` zρqq : CÑ C è olomorfa @σ P XC @ρ P X,

• |upξ, ρq| ď Ceωpρq (che è equivalente a uσpzq ď Cep=pzqqωp´<pσqq´<pzqωp´=pσqq),

• up ¨ , 0q P L2p pGq,

allora upξ, ρq “ pfpξ, ρq, con f P L2pGq a supporto in E.

Dimostrazione. Per prima cosa, dimostriamo che con in ipotesi le uξ,ρ,η della
Definizione 3.29 sono olomorfe. A meno di cambi di segno, basta dimostrare
che le uξ,´ρ,´ηpzq “ upξ exp˚piρ ` zηqq sono olomorfe in un intorno di 0. Sia
K “ exp˚

´

iρ`Bp0, 1qη
¯

compatto. Vale che u|ξK è uniformemente continua,
quindi

upζα exp˚piρ`zηqq Ñ upξ exp˚piρ`zηqq uniformemente su Bp0, 1q per ζα Ñ ξ.

Ma poiché X separa i punti, per la Proposizione 3.12 esiste pραq a valori in X tale
che exp˚pραq Ñ ξ. Quindi upexp˚pρα ` iρ` zηqq Ñ uξ,´ρ,´ηpzq uniformemente
su Bp0, 1q, e limite uniforme di funzioni olomorfe è olomorfo.
Adesso si considerino ψU identità approssimate, gU pξq “ xψU pξq . Vale che
|upξ, ρqgU pξq| ď C|gU pξq|e

ωpρq, da cui }up ¨ , ρqgU }2 ď C}ψU }2e
ωpρq. Quindi

per il Teorema 3.38 DfU P L2pEU q tali che upξ, ρqgU pξq “ zfUeρpξq. Inoltre,
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poiché up ¨ , 0q P L2p pGq, esiste f P L2pGq tale che pfpξq “ upξ, 0q. Ma per
U Ñ 0, up ¨ , 0qgU Ñ up ¨ , 0q in L2p pGq, quindi fU Ñ f in L2pGq. Ma quindi
supp f Ď lim supUÑ0EU “ E. Inoltre eρ|EU è limitata, quindi fUeρ Ñ feρ in
L2pGq, quindi yfeρ “ limUÑ0 up ¨ , ρqgU in L2, ma upξ, ρqgU pξq Ñ upξ, ρq quasi
ovunque, quindi deve valere yfeρpξq “ upξ, ρq.

Come si diceva sopra, le ipotesi sono verificabili senza conoscere esplicitamente
pG. Ad esempio, quando G è discreto, pG è compatto, quindi la quarta ipotesi del
Teorema 3.41 è conseguenza diretta della terza. Inoltre vale che:

Lemma 3.42. Sia X Ď pG˚q che separa i punti e v : X Ñ C. Se vale che

@ε ą 0Dδ ą 0, DHcompatto tali che

|eixη,xy ´ eixρ,xy| ă δ @x P H ñ |vpηq ´ vpρq| ă ε

allora esiste u uniformemente continua su pG tale che u ˝ exp˚ “ v

Dimostrazione. Le ipotesi sono equivalenti alla buona definizione e all’uniforme
continuità di v ˝ pexp´1

˚ q su exp˚pG
˚q, e quindi v ˝ pexp´1

˚ q si estende in modo
unico su pG.

Esempio 3.43. Nello studio di equazioni differenziali ordinarie, talvolta si
considerano le funzioni quasi periodiche su R. Senza addentrarci nella teoria,
sono quelle funzioni che si possono esprimere come upxq “

ř

nPN ane
iωnx, con

ωn un a qualsiasi famiglia numerabile di numeri reali e con opportune ipotesi
sui coefficienti. Ad esempio, tutte le funzioni u con

ř

|an| ă `8 lo sono. Più
precisamente, una funzione u è quasi periodica su R se esiste una funzione
ũ : pRd Ñ C continua tale che ũ|R “ u. Se

ř

|an| ă `8, per una facile
applicazione del Lemma 3.42, l’estensione

ř

anxξ, ωny è continua, da cui segue
la quasi-periodicità di upxq “

ř

nPN ane
iωnx.

Supponiamo che an sia tale che v : R Ñ C definita da vpzq :“
ř

ane
iωnz sia

olomorfa, quasi periodica su t=pzq “ yu @y e |vpzq| ď Ceδ=pzq. Allora vpzq si
estende a una funzione continua ũ : xRd ˆ RÑ C, quindi valgono le ipotesi del
Teorema 3.41 con E “ r´δ, δs. Di conseguenza, vale il Lemma:

Lemma 3.44. Se u : R Ñ C è una funzione quasi periodica che si estende a
una funzione olomorfa ũ tale che |ũpzq| ď Ceδ|=pzq| e up ¨ ` iyq è quasi periodica
@y P R, allora u è la restrizione a R della trasformata di Fourier di una funzione
f P L2pRdq a supporto in r´δ, δs.
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