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Vorwort

Der Arbeitskreis versteht sich als eine Plattform fiir die fachdidaktische
Diskussion der Potentiale und Phénomene des Einsatzes digitaler
Werkzeuge in Schule und Hochschule. Dabei nimmt er insbesondere die
Wirkungen dieser Werkzeuge auf das Lernen und Lehren von Mathematik
in den Blick:

* Digitale Werkzeuge erweitern und verdndern den Zugang zu ma-
thematischen Begriffen und Verfahren, indem sie Moglichkeiten
zur Vernetzung, Dynamisierung und Interaktion eréffnen.

* Digitale Werkzeuge verdndern den Umgang mit Mathematik beim
Argumentieren, Problemlosen, Modellieren, Darstellungen Ver-
wenden, Rechnen und Kommunizieren.

» Digitale Werkzeuge sind Produkte der Informatik. Sie ermoglichen
die Verankerung informatischer Ideen wie Formalisierung, Algo-
rithmisierung und Modularisierung auch im Mathematikunterricht.

* Digitale Werkzeuge verdndern die Unterrichtspraxis und stellen
neue Anforderungen an das Klassenmanagement.

* Digitale Werkzeuge sind allgegenwértig und berithren so Fragen
zur Allgemeinbildung wesentlich.

Dieser Band versammelt die Beitrage fiir die Herbsttagung des Arbeitskrei-
ses 2019. Sie spiegeln die oben angedeutete Vielfalt von Forschung und
Praxis des Einsatzes digitaler Werkzeuge und Medien im Mathematikunter-
richt aufs Eindriicklichste wider. Insbesondere die beiden Hauptvortrage
von Reinhard Oldenburg und Thilo Hofer bestétigen, dass das Motto der
Herbsttagung ,,Digitale Kompetenzen und Curriculare Konsequenzen* an
Aktualitdt nicht verloren hat.

Wir danken den Autor*innen und Gutachter*innen fiir ihre Mitwirkung an
der Erstellung dieses Bandes.

Heidelberg, im Mérz 2020

Guido Pinkernell und Florian Schacht
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Mathematische Bildung fiir das digitale Zeitalter

Reinhard Oldenburg

Schulische Bildung soll Jugendlichen ermdglichen, in der Welt in der sie leben
kompetent und selbstbestimmt zu leben und sich zu entfalten. Wenn die
Digitalisierung die Welt verdndert, dann muss Schule darauf reagieren und zwar
nicht nur, indem sie die digitalen Medien nutzt um “altes” Wissen effektiver zu
vermitteln, sondern auch um neues Wissen bereitzustellen. Deswegen ist eine
Weiterentwicklung der Curricula aller Fécher, insbesondere aber auch die der
Mathematik, eine wichtige Aufgabe. Neben konkreten Inhalten kommt dabei der
Entwicklung des fachbezogenen “Computational Thinking” eine zentrale Rolle zu.

Einleitung

In der Debatte um die Digitalisierung der Bildung steht gegenwartig die
Idee der Mediennutzung im Vordergrund, d.h. die digitalen Tools werden
benutzt, um die bisherigen Inhalte effektiver, flexibler wund/oder
motivierender zu unterrichten. Zwei unterschiedliche aber exemplarische
Belege dieser These: Der Untertitel des hervorragenden Lehrbuchs von
Weigand&Weth (2003) lautet ,Neue Wege zu alten Zielen. Der
Philologenverband hat den eigenen Innovationspreis an eine Gruppe von
Lehrkriften vergeben, die intensiv mit der flipped-classroom Technik
arbeiten (Vodafone Stiftung, Deutscher Philologenverband 2019).

Es soll keineswegs behauptet werden, dass dies unzuldssige Ziele seien oder
dass die Aktivitdten, die dieses Ziel der besseren Vermittlung ,,alter* Inhalte
verfolgen, dazu ungeeignet seien. Hauptthese dieses Aufsatzes aber ist, dass
dies nicht alles ist und dass der grofere Teil der Arbeit auf dem Weg zu
einer mathematischen Bildung fiir die Informationsgesellschaft noch vor
uns liegt. In gewissem Sinne ist diese Erkenntnis nicht neu. Schon 1993
wurde bei der Tagung des Arbeitskreises Mathematikunterricht und
Informatik in diesem Sinne diskutiert (Hischer 1993). Trotzdem ist ein
neuer Blick sinnvoll, der neuere Entwicklungen umfasst. Dabei werden
auch einige offene Fragen benannt, die zukiinftig diskutiert werden sollten.
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Theorien

Zur Strukturierung des Gebiets der digitalisierten Bildung gibt es verschie-
dene Theorien und Modelle. Ein international sehr einflussreiches ist das
SAMR-Modell von (Puentedura 2006, Hamilton et al. 2016), das eine
Stufenfolge des Einflusses digitaler Technologien auf den Unterricht
beschreibt (Abb. 1).

REDEFINITION

Technology allows for the creation of new
tasks, previously inconceivable

MODIFICATION

Technology allows for significant task redesign

AUGMENTATION

Technology acts as a direct substitute, with functional
improvement

SUBSTITUTION

Technology acts as a direct substitute, with no functional change

Abb. 1: Das SAMR-Modell (Bildquelle: https://www.schoology.com/blog/samr-model-
practical-guide-edtech-integration)

Das SAMR-Schema ldsst sich sowohl auf die Unterrichtsmethoden als auch
auf Unterrichtsinhalte anwenden. Zur Illustration kann der doppelte
Wiirfelwurf dienen (Tabelle 1).

Stufe Methodisch Inhaltlich
(physischer Wiirfel) (virtueller (digitaler) Wiirfel)

S Excel statt Papiertabelle Zufallsgenerator statt Wiirfel'
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A Balkendiagramme in Excel | Pseudowiirfel mit automatischer
Zahlung

M Ergebnisse werden in der|Iteration: Streuung abschitzen:

Klasse “geteilt”, statt an die| /i - Gesetz wird plausibel
Tafel geschrieben

R Kumulation der Ergebnisse | Summe vieler Wiirfel: Zentraler
iiber soziale Netzwerke iiber | Grenzwertsatz wird erlebbar
viele Klassen hinweg

Tabelle 1: Das SAMR-Modell angewendet

Nota bene: Die Erfahrung mit physischen Objekten ist wichtig, es soll hier
kein Vorrang einer digitalisierten postuliert werden. Wer jemals gesehen
hat, wie ungetibt heute Schiiler/innen einen Spielwiirfel in die Hand nehmen
und wie lange sie bendtigen, die Augenzahl zu erfassen, weil}, dass die
eigene Erfahrung unerlédsslich ist! Aber: Zu einer umfassenden Bildung
gehort, dass man auch an solchen fast schon klassischen Inhalten erfahren
kann, welche Bedeutung die Digitalisierung bietet, welche Erweiterung der
handlungs- und Erfahrungsmoglichkeiten darin steckt. Und, wenn man das
Beispiel genau anschaut, lisst sich noch etwas Wichtiges erkennen: Die
neuen Methoden ermdglichen nicht nur neue Inhalte?, sie fordern sie auch

1 Man mag fragen, wieso die Verwendung eines Zufallsgenerators statt eines physischen Wiir-
fels hier als inhaltliche Verdnderung betrachtet wird. Dies liegt daran, dass ich mir vorstelle,
dass die Natur des Zufalls im Unterricht diskutiert werden muss, wenn man das Bildungspoten-
tial ausnutzen will, dann ist eine inhaltliche Diskussion unerlésslich. Dies kann altersgerecht
ohne Verteilungsannahmen, Hypothesentests etc. gefiihrt werden: Beim physischen Wiirfel ist
die genaue Flugbahn, das Landen und Rollen so unvorhersehbar, dass man nicht vorhersehen
kann, welche Zahl der Wiirfel letztlich zeigen wird. Beim Zufallszahlengenerator rechnet der
Computer mit riesigen Zahlen komplizierte Dinge und nimmt dann aus einer langen Zahl ein
paar Stellen: Auch das ist unvorhersehbar.
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ein: Wie erzeugt ein deterministischer Computer Zufallszahlen? Sind diese
fair? Wie kann man das testen?

Meine These ist, dass Redefinition langfristig noch wichtiger werden wird,
sowohl methodisch, insbesondere aber auch inhaltlich. Digitalisierung
verdandert die Welt, deswegen miissen die Inhalte folgen. Dies ist eine
Aufgabe, der sich alle Schulfacher stellen miissen. Einige Beispicle:

*  Kunstlehrkrifte sollten subtraktive Farbmischung nicht nur mit
dem mit Pelikanfarbkasten, sondern auch mit Photoshop beherr-
schen (und Mathelehrkrifte sollten einen Einblick in die Mathema-
tik dahinter haben)

* Biologielehrkrifte sollten wissen, wie nah oder fern die Vision der
,Cyborgs® ist (Cochlea Implantate etc.), wieso DNA Sequenzie-
rung, Populationsmodelle und Tomographie ohne digitale Werk-
zeuge nicht wirklich denkbar sind (und Mathelehrkrifte sollten ei-
nen Einblick in die Mathematik dahinter haben)

*  Sozialkundelehrkrifte sollten Auswirkungen von Human Compu-
tation, gesteigerter Markttransparenz und Krypto-Geld kennen
(und Mathelehrkrifte sollten einen Einblick in die Mathematik da-
hinter haben)

*  Deutschlehrkrifte sollten Sprachen in Hinblick auf ihre Eindeutig-
keit neu reflektieren und so Grundlagen von automatischen Uber-
setzern und Grammatikpriifern verstehen (und Mathelehrkrifte
sollten einen Einblick in die Mathematik dahinter haben)

Eines dieser Beispiele sei hier etwas ausfiihrlicher erklart: Wéhrend in den
alten Zeiten der ,,Personal Computer die Menschen vernetzt waren und
einzelne Aufgaben, die sie nicht oder nicht schnell erledigen konnten an
Computer abgaben, dreht sich das im Bereich des Human Computation um:

2 Die neuen Inhalte miissen zunichst Themen der Lehrerbildung sein und dann auch Themen
des Unterrichts. Die Frage, in welchem Fach sie zu behandeln sind, ist mE sekundér: Zunéchst
stellt man fest, dass etwas allgemeinbildend ist, dann sucht man den Ort dafiir. Allerdings
scheint mir die mathematische Perspektive so grundlegend, dass ich fiir dieses Fach plddiere.
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Computer sind vernetzt und zur Bewiltigung bestimmter Aufgaben, die sich
nicht so gut konnen (z. B. Ubersetzen, eine Hausarbeit bewerten, die
Attraktivitdt des Photos eines Schokoriegels bewerten etc...) werden
Menschen ,als Unterprogramm aufgerufen“. Viele der Aufgaben, die
bereits so vergeben werden, sind relativ einfach und auf Plattformen wie
,=amazon meachanical turk® tummelt sich ein Herr von Arbeiter/innen, die
kleine Aufgaben iibernehmen, fiir die sie relativ bescheiden entlohnt
werden. Dieser Arbeitsmarkt ist international, maximal flexibel (keine
Gewerkschaften oder Betriebsrdte) und anonym (man weill in der Regel
nicht wirklich, fiir wen man arbeitet), es handelt sich um sogenannte
entgrenzte Arbeit.

e Features Pricing Help
Customers

Amazon Mechanical Turk

Access a global, on-demand, 24x7 workforce

Get started with Amazon Mechanical Turk

Abb. 2: Amazon mechanical turk bringt die soziale Sprengkraft gleich im Untertitel
(Bildquelle: https://www.mturk.com/)

Welche Kompetenzen bendtigt man, um diesen Entwicklungen gewachsen
zu bleiben? Dies ist eine der groen didaktischen Fragen unserer Zeit und es
gibt vermutlich keine gute Antwort. Noch schwieriger ist es abzuschétzen,
welchen Teil des Beitrags der Mathematik zur Digitalisierung verstanden
werden muss. Es ist zwar fiir Experten, wenn auch nicht fiir Schiiler,
(jeweils mit -innen) offensichtlich, wo Mathematik und Logik eine Rolle
spielt, vom NAND-Gatter in einem Chip iiber AhnlichkeitsmaBe wie
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Regressionskoeffizienten bis hin zu den Methoden der kiinstlichen
Intelligenz. Aber es stellt sich die Frage, was man davon verstehen muss,
um mit dem ganzen arbeiten zu konnen. In der Informatikdidaktik war man
in den 80er-Jahren des letzten Jahrhunderts noch der Meinung, man sollte
verstehen, wie die digitale Hardware funktioniert, wie man Gatter zu
Addieren von Bindrzahlen verschaltet oder zu einem Flipflop, mit dem man
1 Bit an Information speichern kann. Davon ist man heute weggekommen.
So wenig wie ein Koch die Molekularstruktur von Salz kennen muss, um
die richtige Dosis zu finden, so wenig braucht man solche Detailansichten
der Hardware. Andererseits kann man ohne angemessene mentalen Modelle
(Gentner, Johnson-Laird, siche Darstellung in Weigend (2007)) kaum mit
so komplexen Systemen wie Computern arbeiten. Man braucht eine
Modellvorstellung dazu, dass es dort permanente und fliichtige Speicher
gibt u.s.w..

In einem grundlegenden Aufsatz haben Rahwan et al. (2019) das Problem
aufgeworfen, wie das Bildungssystem als Ganzes zu einer angemessenen
Beschreibungsebene kommen kann, um der Digitalisierung gerecht zu
werden. Die zu erkldrenden Phidnomene haben sie dabei in vier Bereiche
eingeteilt und wie folgt graphisch dargestellt:

Democracy

News ranking algorithms

* Does the algorithm create filter bubbles?
* Does the algorithm disproportionately censor content?

Algorithmic justice
¢ Does the algorithm discriminate against a racial group in
/_3_ _/; granting parole?
* Does a predictive policing system increase the false
conviction rate?
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Autonomous vehicles
* How aggressively does the car overtake other vehicles?

* How does the car distribute risk between passengers
and pedestrians?

Autonomous weapons

* Does the weapon respect necessity and proportionality in
its use of force?

* Does the weapon distinguish between combatants and
civilians?

Algorithmic trading

* Do algorithms manipulate markets?

* Does the behaviour of the algorithm increase systemic
risk of market crash?

Algorithmic pricing
* Do algorithms of competitors collude to fix prices?
* Does the algorithm exhibit price discrimination?

Online dating

* Does the matching algorithm use facial features?

¢ Does the matching algorithm amplify or reduce
homophily?

Conversational robots
e Does the robot promote products to children?
* Does the algorithm affect collective behaviours?

ADbb. 3: Zielbereiche digitaler Bildung
(Bildquelle: https://www.nature.com/articles/s41586-019-1138-y.pdf)
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Auf einem ganz abstrakten Niveau kann man diese Dinge ohne jede
Mathematik verstehen. Aber schon ein etwas genauerer Blick zeigt viele
mathematische Konzepte: Es geht ganz oft darum, Sachverhalte auch
numerisch einzuschitzen und auf dieser Basis eine optimale Losung zu
finden. Wie so etwas funktionieren kann und wie gut, das erfordert etwas
mehr theoretisches Wissen. Ich bin sicher, dass jeder Leser selbst eine
Reihe von Ideen hat, deswegen will ich nur illustrieren, dass auch
Ergebnisse der reinen Mathematik nétig sind, dass auch Beweise und nicht
nur Wissen der praktischen Umsetzbarkeit wichtig sind:

*  Demokratie und Algorithmische Gerechtigkeit: Es ldsst sich be-
weisen, dass es keinen Algorithmus der Sitzverteilung bei Wahlen
gibt, der naheliegende Gerechtigkeitsaxiome erfiillt (siche The-
menheft ,,Wahlen® von ,,mathematik lehren* 1998).

* Kinetik und Stralenverkehr: Es gibt Nash-Gleichgewichtsfliisse
von Verkehr auf bestimmten Graphen, die zu ewigem Kreisverkehr
fithren

*  Mirkte: Auch in der Wirtschaft konnen Simpsonparadoxa auftre-
ten und damit bestimme algorithmische Entscheidungen tangieren.

*  Gesellschaft und Dating: Existenzbedingung fiir perfekte Mat-
chings (Satz von Hall)

Wie kann Digitalisierung auf den Unterricht wirken? Modelle und
Vorgaben dazu gibt es einige, allerdings reflektieren langst nicht alle die
Bedeutung der Mathematik (Beispiele: ,,Bildung in der digitalen Welt™ der
Kultusministerkonferenz (beschlossen am 8.12.2016); Bildungsoffensive
fir die digitale = Wissensgesellschaft (BMBF  2016)). Die
Kultusministerkonferenz ~ hat  einen = Kompetenzbaum  publiziert
(https://www.kmk.org/fileadmin/Dateien/pdf/PresseUnd Aktuelles/2017/
KMK Kompetenzen - Bildung in der digitalen Welt Web.html). Wenn
man diesen Plan anschaut, fallen einige wesentliche Merkmale auf:


https://www.kmk.org/fileadmin/Dateien/pdf/PresseUndAktuelles/2017/KMK_Kompetenzen_-_Bildung_in_der_digitalen_Welt_Web.html
https://www.kmk.org/fileadmin/Dateien/pdf/PresseUndAktuelles/2017/KMK_Kompetenzen_-_Bildung_in_der_digitalen_Welt_Web.html
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*  Der Fokus liegt auf der Mediennutzung. Dem sind die ersten vier
Sdulen fast ganz (bis auf das Produzieren von Medien) und die
letzten beiden teilweise gewidmet.

* Beispicele, wie die digitalen Werkzeuge den Zugriff auf die physi-
sche wie mathematische Welt und nicht nur auf kulturelle Produk-
te ermoglicht, finden sich nur ansatzweise in 5.5 (Algorithmen er-
kennen und formulieren).

* Eine Rolle der Mathematik ist nirgend erkennbar.

Abb. 4: Kompetenzplan der KMK - mit Hervorhebungen
(Bildquelle: https://www.kmk.org/fileadmin/Dateien/pdf/PresseUndAktuelles/2017/
KMK Kompetenzen - Bildung_in der digitalen Welt Web.html)

Die Schwerpunktsetzung auf Mediennutzung ist schliissig, wenn die
Heranwachsenden zu kompetenten Konsumenten werden sollen. Dass
Bildung aber auf mehr zielen kann und m.E. auch sollte hat in der
Mathematikdidaktik eine Tradition, deren Wurzeln in die Zeit vor der
Digitalisierung heranreichen: So hat Heinrich Winter (1985 und 1992) dem
Sachrechnen drei Funktionen zugewiesen:


https://www.kmk.org/fileadmin/Dateien/pdf/PresseUndAktuelles/2017/KMK_Kompetenzen_-_Bildung_in_der_digitalen_Welt_Web.html
https://www.kmk.org/fileadmin/Dateien/pdf/PresseUndAktuelles/2017/KMK_Kompetenzen_-_Bildung_in_der_digitalen_Welt_Web.html
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Sachrechnen als Lernstoff: Wissen iiber die Sache gewinnen

Sachrechnen als Lernprinzip: Die Sache nutzen um (Mathe) zu ler-
nen

Sachrechnen als Lernziel: Eine Synthese davon

Diese Sichtweise ldsst sich problemlos auf die Funktionen der
Digitalisierung iibertragen:

Digitalisierung als Lernstoff: Wissen iiber die Prinzipen digitaler
Werkzeuge und ihren Einfluss auf Gesellschaft und Wissenschaft
gewinnen

Digitalisierung als Lernprinzip: Digitale Werkzeuge nutzen, um
(Mathe) zu lernen: Videos, Simulationen (inkl der Simulation von
Zirkel&Lineal durch DGS).

Digitalisierung als Lernziel: Synthese: Verstindnis der Wechsel-
wirkung von Mathematik und Digitalisierung

Hort Hischer (2002) hat in seiner integrativen Medienpadagogik (siche Abb.
5) drei Bereiche identifiziert, die dem weitgehend entsprechen:

Abb. 5: Medienpadagogik nach Horst Hischer
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Am Beispiel eines einfachen Funktionenplotters ldsst sich Hischers Theorie
gut verstehen:

* Mediendidaktik  findet beispielsweise  statt, wenn die
Funktionsplotter eingesetzt werden, um den Lernenden zu
ermdglichen, die Graphen der Funktionen f,(x)=x",n€N zu
untersuchen. Dies wire ,Digitalisierung als Lernprinzip®“ im
iibertragenen Sinne Winters.

¢ Medienkunde findet statt, wenn erforscht wird, wie ein
Funktionenplotter arbeitet, ggf. auch, indem ein eigener Plotter in
einer Programmiersprache geschrieben wird. Dies wére
,Digitalisierung als Lernprinzip* im iibertragenen Sinne Winters.

*  Medienerziehung schlieBlich findet statt, wenn auf Basis der ersten
beiden Siulen reflektiert wird, welche Phidnomene ein
Funktionsplotter prinzipbedingt nicht zeigen kann, etwa beim

2
Plotten des Graphen von 2)(7_1 oder
x~—1.0001
sin(k-x),k€IN,n>>100 . Dies wire ,,Digitalisierung als Lernziel“

im iibertragenen Sinne Winters.

Meine These lautet, dass in der bisherigen Digitalisierungsdebatte
Digitalisierung als Lernprinzip dominiert. Dies hingt zusammen mit einem
Ubergewicht der Methodik iiber die Inhalte. Wir haben eine weitgehende
Stabilitdt der Inhalte bei Variabilitit und Modernisierung der Methoden.
Typische Beispiele sind die Ideen des Flipped Classrooms oder die
Zielsetzung in der Digitalisierung der Lehrerbildung meiner eigenen
Universitit: ,,Das Kompetenzzentrum fiir Digitales Lehren und Lernen (...)
unterstiitzt Studierende und Dozierende in den Lehramtsstudiengidngen der
Universitdt Augsburg beim Kompetenzerwerb hinsichtlich eines effektiven
Einsatzes digitaler Medien zur Forderung von Lehr-, Lern- und
Bildungsprozessen.* (https://www.uni-augsburg.de/de/forschung/
einrichtungen/institute/zlbib/digillab/). All diese Aktivititen sind nicht
falsch, aber m.E. unzureichend, wenn man nicht nur Bildung in einer


https://www.uni-augsburg.de/de/forschung/einrichtungen/institute/zlbib/digillab/
https://www.uni-augsburg.de/de/forschung/einrichtungen/institute/zlbib/digillab/
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digitalen Welt erreichen will, sondern Bildung fiir eine digitale Welt. Damit
stellt sich die Aufgabe, die Perspektiven von Lernstoff und Lernziel
didaktisch in den Fokus zunehmen und zu einer modernen Stoffdidaktik der
digitalen Welt zu kommen.

In der Informatikdidaktik hat sich das Konzept des ,,Computational
thinking* bewéhrt, dass auch Bedeutung fiir den Mathematikunterricht hat.
Die verbreitete graphische Darstellung (Abb. 6) erinnert entfernt an
Modellbildungskreislaufe. Computational Thinking in der Mathematik kann
bedeuten:

*  Abstraction: Sprache und Bedeutungskonstruktion
*  Automation: Algorithmisches Denken

*  Analysis: Erkenntnis durch Reflexion iiber (algorithmische) Pro-
zesse

Ein sehr traditionelles Beispiel: Um Punkte auf der Zahlengeraden zu
beschreiben, bendtigt man eine formale Sprache, z. B. die der (nicht
notwendig abbrechenden) Dezimalbriiche. Diese kann man lesen als einen
Algorithmus den Punkt zu finden: Mit jeder weiteren Stelle, die der
Algorithmus liest, verfeinert er das bisher gefundene Intervall in zehn
Teilintervalle. Durch Reflexion kann man zum Axiom gelangen, dass jede
Intervallschachtelung eine reelle Zahl erfassen sollte und das sich nicht jede
solche Zahl als Bruch schreiben ldsst. Dieser und weiteren inner-
mathematischen Anwendungen liegt die generelle Strukturdhnlichkeit von
Sdtzen und Algorithmen zugrunde: Es gibt Voraussetzungen des Satzes
bzw. Eingabespezifikation des Algorithmus, Schliisse, die gezogen, bzw.
Ausgaben, die gemacht werden und zur Legitimation dienen Beweise der
Aussage bzw. der Korrektheit und Terminierung. In der Tat lassen sich
viele Algorithmen als Beweise lesen (z. B. Intervallschachtelung).

Der Rest des Aufsatzes ist den Aspekten der digitalisierten Bildung
gewidmet, die iiber die reine Mediennutzung zum Erwerb ,alten” Wissens
hinausgehen.
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Abstraction

"how does a mudslide work?"

human

Analysis coies Automation

computer
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Abb. 6: Computational Thinking (Bildquelle:
https://en.wikipedia.org/wiki/Computational thinking)

Kognitiver Einfluss auf den Umgang mit Mathematik

Dieser Abschnitt stellt einen Exkurs dar, mit dem ich die Sichtweise
unterstiitzen will, dass digitale Werkzeuge nicht nur ein Medium zum
Lernen von Mathematik sind, sondern die individuelle Konstruktion
mathematischer Bedeutung wesentlich beeinflussen. Sicher sind Kognition
und ,,Computation verschiedene Dinge, aber sie sind doch enger
aufeinander bezogen, als man auf den ersten Blick vermuten mag.

Abstraktes Denken verwendet Zeichen und wie diese zu ihrer Bedeutung
kommen ist damit zentraler Teil des Mathematiklernens. In der Semiotik-
basierten Mathematikdidaktik hat sich Peirce als Ideengeber bewihrt
(Dorfler 2016). Nach Peirce konnen Zeichen sein: Ikone (Bilder), Indizes
(mit einer kausalen Verkniipfung) und Symbole. Letztere sind dadurch
gekennzeichnet, dass die Zuschreibung der Bedeutung willkiirlich ist. Dies
ist fur die Mathematik von besonderer Bedeutung und damit stellt sich die
Frage, wie die Verbindung von Symbol und Bedeutung zustande kommt.
Die Semiotik selbst legt eine Referenztheorie der Bedeutung nahe. Und
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auch wenn aus philosophischer Sicht daran sehr grundlegende und
berechtigte Kritik geiibt wurde, kann man doch festhalten, dass die
Referenzidee in der Informatik zu klaren semantischen Implementationen
mathematischer Konzepte gefiihrt hat. In fast allen Programmiersprachen
kann man addieren indem man z. B. a=2;b=3;a+b berechnen lisst. In
Programmiersprachen (z. B. Scheme (http://www.scheme-reports.org/) oder
Julia (https://julialang.org/)), die die Referenzidee stark machen, ist das
besonders leicht und konsistent zu erkldren: a,b,+ sind Symbole, die auf
etwas verweisen. Die Referenz von a,b wird vom Programmierer gesetzt,
die von + ist schon vorgegeben. Die Auswertungsregel besagt im
Wesentlichen, dass Referenzen aufgelost werden. Insbesondere manifestiert
sich die Bedeutung des Zeichens + darin, dass es auf eine Prozedur
verweist. So kann man in Julia den folgenden Dialog haben:

+
+ (generic function with 163 methods)

addiere=+

+ (generic function with 163 methods)

addiere(2,3)

ADD. 6: Referenz auf + in der Sprache Julia

Diese referentielle Sicht ist ebenfalls die der Semantik in der
Pradikatenlogik nach Tarski: Dort wird die Referenz durch Interpretationen
der logischen Formeln gegeben.

Eine zweite Sdule, die Bedeutung von Symbolen festzulegen ist die Idee,
dass die Bedeutung durch das Sprachspiel festgelegt wird, d.h. durch die
erlaubten Verwendungsweisen, durch Axiome (Hilberts Sicht!) und Regeln.
In einigen Computeralgebrasystemen wird die Bedeutung beispielsweise
von + dadurch festgelegt, welche Umformungsregeln auf Ausdriicke, die +
enthalten, angewendet werden. Ein solches System ist Mathematica
(https://www.wolfram.com/mathematica/). Darin ist + nur eine syntaktische
Kurzschrift fiir Plus, und Plus selbst hat keine Referenz, aber das System
kennt z. B. die Regel, dass Plus[0,x] immer zu x vereinfacht wird. Die


https://www.wolfram.com/mathematica/
https://www.wolfram.com/mathematica/
https://julialang.org/
http://www.scheme-reports.org/
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Leistungsfahigkeit dieses Ansatzes zeigt z. B. auch die Sprache Pure
(https://agraef.github.io/pure-lang/), in der sich ein kleines Computer-
algebrasystem in fiinf Minuten programmieren lédsst (Oldenburg 2017).

Die Computertechnologie zeigt damit auf, dass beide Philosophien der
Bedeutungsgeneration technisch umsetzbar sind. Das zeigt zum einen deren
Widerspruchsfreiheit, zum anderen bietet die Beschiftigung mit diesen
Systemen die Moglichkeit des Hineinwachsens in diese symbolischen
Kulturen (es ist daher auch plausibel, dass Noss (1986), Tall (1991) und
Ekenstam & Greger (1993) einen positiven Effekt von Programmieren in
Logo auf das Verstindnis von Variablen als Referenzen gefunden haben).
Fir die Didaktik ist weiter bedenkenswert, dass es einen Weg von der
zweiten zur ersten Sichtweise gibt: Reifikation. Dies 16st ein Problem der
Referenztheorie. Damit diese funktioniert, miissen ja die zu referierenden
Objekte schon als mentale Objekte vorliegen — aber wie entstehen diese.
Sfard (2000) hat gut begriindet, dass dies durch Abstraktion aus Prozessen
gewonnen werden konnen. Damit ist plausibel gemacht, dass die
Bedeutungskonstruktion in Wechselwirkung von Technologie und Gehirn
moglich ist.

* Digitalisierung als Lernstoff: Man erwirbt Wissen, wie symboli-
sche mathematische Strukturen im Computer repréasentiert und ver-
arbeitet werden konnen

» Digitalisierung als Lernprinzip: Digitale Werkzeuge geben einen
Rahmen ab, in dem man mit mathematischen Objekten interagie-
ren kann und ihre Bedeutung erleben kann

» Digitalisierung als Lernziel: Es kann ein Verstindnis fiir Leistun-
gen und Grenzen des symbolischen Denkens erreicht werden.

Mathematik Digital verstehen

Dieser kurze Abschnitt bringt noch einen neuen Blick auf zwei klassische
Themen der Mathematik um zu illustrieren, wie Digitalisierung als
Lernprinzip realisiert werden kann. Dabei zeigt sich aber, dass die Isolation
dieses Aspektes weder mdglich noch wiinschenswert ist.


https://agraef.github.io/pure-lang/
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Negative Zahlen sind ein didaktisches Problem vor allem deswegen, weil
man sie in konkreten Situationen eigentlich nicht benétigt. Man kann immer
durch Worte klar machen, ob ein Geldbetrag als Guthaben oder als
Schulden zu sehen ist, ob eine Hohe iiber oder unter dem Meeresspiegel
liegt. Niitzlich werden negative Zahlen erst, wenn man etwas allgemein
beschreiben will oder muss, z. B. wenn man programmiert. Wenn man etwa
in Scratch eine Figur programmieren will, die auf dem Bildschirm hin und
herlauft, ist eine Losung mit negativen Zahlen wie in Abb. 7 viel eleganter
und kiirzer, als eine, die nur mit positiven Zahlen arbeitet. Exakt der gleiche
Punkt gilt beziiglich der Beschreibung etwa von Pendelbewegungen in der
Physik: Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung konnen nicht alle
positiv sein, ohne dass man die Bewegung miithsam in Abschnitte zerlegen
muss.

“ @~ Datel  Bearbeiien ' Tutorien

= skripte < Kostime & Kiange . -
@  Varicblen s
3 L

Neue Variabie ~

Abb. 7: Negative Zahlen in Scratch

Wenn Kinder mit solchen Programmen spielen, lernen sie negative Zahlen
und deren Gesetze als niitzlich kennen. Das ist die Nutzung als Lernprinzip.
Aber nebenbei wird auch etwas iiber Algorithmen gelernt und sogar etwas
fiir den Aufbau eines mathematischen Weltbildes getan. Das geschieht aber
nur, weil die verwendete Technologie offen ist in dem Sinne, dass ihre algo-
rithmischen Prinzipien den Lernenden zugénglich sind. Wiirde man nur ein
Youtube-Video iiber negative Zahlen anschauen, wire das nicht moglich.

Weber (2016) hat detailliert untersucht, wie ein algorithmisches Verstdndnis
des Logarithmus entwickelt werden kann und wie leistungsfihig es ist.
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Kernidee dabei ist, die Analogie zum Dividieren zu nutzen: So wie die
Division die Frage beantwortet, wie oft man eine Zahl von einer anderen
abziehen kann, bevor man unter 0 kommt, so beantwortet der Logarithmus
die Frage, wie oft man dividieren kann, bevor man unter 1 landet. Ein
Algorithmus dafiir 1dsst sich sehr schnell implementieren (etwas trickreicher
ist nur die Frage, wie man das Verfahren so erweitern kann, dass das
Ergebnis auch gebrochen sein kann. Die entscheidende Erkenntnis an dieser
Stelle ist, dass das algorithmische Vorgehen Grundvorstellungen zum
Logarithmus vermittelt. Beispielsweise ist in dieser Sichtweise die Regel
log(a-b)=log(a)+log (b) vollig selbstverstindlich, sie ergibt sich un-
mittelbar aus der Reflexion des Algorithmus.

Auch hier gilt: Der Computer, auf dem man den Logarithmus-Algorithmus
zundchst implementiert, wird im Sinne des Lernprinzips genutzt, um ,,reine
Mathematik* zu lernen. Aber auch hier erschlieBt sich gleich mehr von der
Welt: Wie viel Speicherplatz benétigen Zahlen im Computer, wie schnell
klingt radioaktive Strahlung ab? Das muss man nicht mit dem Logarithmus
des Taschenrechners als Blackbox berechnen, sondern kann sich dem
schrittweise nahern.

Digitale Welt verstehen

Im vorherigen Abschnitt stand das Lernprinzip im Zentrum, aber die
Beispiele haben gezeigt, dass man von da auch gleich beim Lernstoff ist.
Dieses Begriffspaar sollte nur der Analyse dienen, in guten realen
Lernprozessen sollte beides verwoben sein — und wenn nicht wage ich
prophylaktisch den Vorwurf der Einseitigkeit. In diesem Abschnitt wird die
andere Sichtweise eingenommen: Ausgehend von Fragen des Lernstoffs zur
Digitalisierung wird gezeigt, dass die Verwendung als Lernprinzip nahe
liegt.

Kortenkamp (2011) hat an einem schonen Beispiel gezeigt, dass die
Digitalisierung bis in (fein beobachtete) Alltagsphédnomene ausstrahlt: Bei
der Umrechnung von Joghurtpreisen auf die 100g-Preise, die zu Vergleichs-
zwecken in Supermirkten angegeben werden miissen, kann man zunéchst
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willkiirlich erscheinende Auf- und Abrundungen beobachten. Diese lassen
sich aber erkldren, wenn man weil}, dass Dezimalzahlen im Computer
(iiblicherweise) im Bindrsystem gespeichert werden. In diesem System ist
etwa schon 0,20€ nur durch einen periodischen Bindrbruch darstellbar und
entsprechend kommt es zu Rundungseffekten. Mit dieser Einsicht versteht
man die Welt ein bisschen besser. Eine dhnliche Zielsetzung verfolge ich
mit den Applets zu Tonen, Bildern und Videos (Oldenburg 2005, 2014,
2018): Digitale Bildverarbeitung ist omniprésent, aber die dahinterliegende
Mathematik wird in der Regel nicht bewusst gemacht. Die Beschiftigung
damit fithrt aber einerseits zu einem genaueren Verstindnis der
Arbeitsweisen von Bildverarbeitungsprogrammen und damit zur besseren
Einschitzung, welche Manipulationen damit moglich sind, und anderseits
fiihrt es zu einem erweiterten Ubungsfeld fiir Terme. Das Gleiche trifft auf
Tone und Videos zu.

Eingabe:
1100-h | Eingabetaste!

Original Berechnet

Abb. 8: Bildverarbeitung mit Termen

Weitere Anwendungsgebiete (einige davon werden in Oldenburg 2011
elementar behandelt):
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*  Autokorrektur: Wenn ein Nutzer auf dem Smartphone tippt: G r .
Was soll das Smartphone vorschlagen? Das hingt vom Wort davor
ab: ,,Rote oder ,,Viele* lassen verschiedene Vervollstindigungen
plausibel erscheinen. Das mathematische Konzept dazu sind
bedingte Wahrscheinlichkeiten und die Bayes-Statistik. Weitere
Anwendungen sind lernende SPAM-Filter und intelligente Postfa-
cher.

*  Optimierung: Sowohl diskrete als auch kontinuierliche Optimie-
rungsprobleme gibt es wie Sand am Meer und digitale Tools kon-
nen die meisten erstaunlich gut 16sen — und oft mit sehr elementa-
ren Algorithmen. Auch Regressionsrechnungen und darauf basie-
rend Prognosen fiir die Entwicklung von Prozessen fallen in diesen
Bereich.

*  Clusteranalysen: Euklidischer Abstand oder Korrelation sind zwei
einfache Abstandsmafle und kombiniert mit einfachen Algorithmen
lassen sich Datenpunkte in Gruppen einteilen, die zueinander dhn-
lich sind. Das ist von der Werbung bis zur Theoriebildung wichtig.
Weiter gedacht fiihrt elementare Mathematik in das Gebiet des
data mining (Segaran 2008).

* Kiinstliche Intelligenz: Das Trainieren eines Neuronalen Netzes
lauft letztlich auf das Anpassen von bestimmten Gewichtungsfak-
toren hinaus, so dass das Netz bei Trainingsdaten moglichst genau
das liefert, was es liefern soll.

*  Computeralgebra und automatisches Beweisen: Formalisierte Aus-
sagen lassen sich maschinell umformen und so viele Bereiche der
Mathematik und dariiber hinaus trivialisieren.

Mit all diesen Beispielen kann gleichzeitig Aufklarung iiber die digitale
Welt betrieben werden (und diese kann besser durchschaut werden, was
Grundlage dafiir ist, diese Welt selbst weiter zu verandern und kritisch zu
begleiten) und mathematische Konzepte konnen sich an ihnen weiter-
entwickeln. Indem diese beiden Séulen reflektierend integriert werden, wird
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man auch dem Anspruch der dritten Sdule gerecht, der Medienerziehung im
Sinne Hischers oder der Digitalisierung als Lernziel im Sinne Winters.

Diskussion

Dieser Aufsatz konnte nur ein paar Ideen fiir eine Art Stoffdidaktik der
Mathematik in und fiir die digitale Welt skizzieren. Es ist aber meine feste
Uberzeugung, dass Mediennutzung alleine nicht ausreicht und viel mehr in
diese Richtung getan werden miisste, um die wahre Macht der digitalen
Werkzeuge den Lernenden zu erschliefen.
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Das Profilfach Informatik — Mathematik — Physik (IMP)
Stellung, Genese und Ausgestaltungsmoglichkeiten

Thilo Hofer

Im Zuge der Neugestaltung der Bildungsplidne in Baden-Wiirttemberg im Jahr 2016
wurde ein neues Profilfach installiert. Dieses Profilfach setzt sich zu gleichen
Anteilen aus den Fachern Informatik, Mathematik und Physik zusammen. Ziel des
Faches ist es sowohl eigensténdige als auch vernetzende Kompetenzen in diesen drei
Fachanteilen aufzubauen. Der folgende Artikel zeigt zundchst auf, wie das Fach
strukturell und inhaltlich generiert wurde und sich in den vorhandenen Fécherkanon
einfiigt. Ausgehend von den Inhalten des Faches Mathematik werden anschlieSend
exemplarisch Moglichkeiten zur Ausgestaltung im Unterricht aufgezeigt.

Einleitung

Im Zuge der Neufassung der Bildungsstandards im Jahr 2016 wurden die
Bildungsstandards  fir das Fach ITG  (Informationstechnische
Grundbildung) gestrichen. An ihre Stelle traten die Verankerung der
Leitperspektive Medienbildung, sowie die Bildungsstandards fiir den
Basiskurs Medienbildung in Klasse 5 und des Aufbaukurses Informatik in
Klasse 7. AuBerdem wurde der Auftrag erteilt, einen Bildungsplan fiir das
neu zu erschaffende Profilfach IMP zu erstellen. Die folgenden Abschnitte
zeigen den ,,Werdegang™ des gesamten Faches IMP, seine Stellung im
Féacherkanon am allgemeinbildenden Gymnasium und exemplarische
Ausgestaltungsmoglichkeiten ausgehend von den mathematischen Inhalten.

Stellung des Faches IMP im Féicherkanon

Das Fach IMP ist ein sowohl an den Gemeinschaftsschulen als auch an den
allgemeinbildenden Gymnasien wéhlbares Profilfach. Im gymnasialen
Bereich wird es somit in den Klassen 8 bis 10 als Kernfach unterrichtet.
Dies zeigt Abbildung 1 auf, die einen Uberblick iiber den Ficherkanon fiir
das achtjahrige Gymnasium darstellt. Der Unterricht in IMP findet
wochentlich vierstiindig statt. Alle Schiilerinnen und Schiiler der
allgemeinbildenden Gymnasien miissen fiir die Klassen 8 bis 10 ein
Profilfach wiahlen. Dabei steht das Profilfach IMP nun als eine weitere
Maoglichkeit neben dem sprachlichen Profil (dritte Fremdsprache), dem
naturwissenschaftlichen Profil mit dem Fach/Facherverbund Natur-
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wissenschaft und Technik und den Profilen der Fécher Sport, Musik und
Bildende Kunst bereit. Allerdings bietet nicht jedes Gymnasium alle Profile
an. Vielmehr ist die Auswahl, die ein Gymnasium anbietet, Teil der
regionalen Schulentwicklung, die die Schulen gemeinsam mit den
Schultrdgern in Absprache mit den Nachbarkommunen und den
Regierungsprisidien durchfiihren — mit dem Ziel, dass regional keine zu
groBen Hiufungen oder ein Mangel an Angeboten entsteht. Ublicherweise
bietet jedes Gymnasium mindestens zwei Profilfiacher an. Dabei gehoren ein
sprachliches Profil und das naturwissenschaftliche Profil mit dem Fach
NWT (Naturwissenschaft und Technik) momentan zum Standard.

ADbb. 1: Facherkanon am allgemeinbildenden Gymnasium (G8)
Autor: Matthias Makowsky (unter CCby-3.0-Lizenz)

Das Profilfach IMP setzt sich aus den drei Fdachern Informatik, Mathematik
und Physik zusammen und ist in deren ,,Basisfidchern® so eingebettet, dass
es zwar Inhalte aus diesen Féachern aufgreift, sie aber inhaltlich nicht
unterstiitzt. Dadurch wird gewéhrleistet, dass die Schiilerinnen und Schiiler
des Profilfachs IMP keinen signifikanten inhaltlichen Vorteil gegeniiber
ihren Mitschiilerinnen und Mitschiilern aus anderen Profilbereichen haben.
Das ,,Basisfach® Mathematik wird dabei in allen Klassenstufen vierstiindig
unterrichtet und baut somit Inhalte zeitlich parallel zum Profilfach IMP auf.
Ebenso geschieht dies durch das Fach Physik, das in Klasse 7 beginnt und
dann durchgéngig bis einschlieBlich Klasse 10 mit zwei Wochenstunden
unterrichtet wird. Das Fach Informatik hingegen findet im Unterricht aller
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Schiilerinnen und Schiiler nur in der Klassenstufe 7 statt und ist somit zu
Beginn des Profilfaches IMP in Klassenstufe 8§ inhaltlich bereits
abgeschlossen.

Fiir die Kursstufe kdnnen die Schiilerinnen und Schiiler — im Gegensatz zu
anderen Profilen — kein Leistungs- oder Basisfach IMP wihlen. Zur
Vertiefung steht hier nur die Wahl eines (oder maximal zwei) der
Einzelfacher Informatik, Mathematik oder Physik bereit. Diese kénnen von
den Schulen sowohl dreistiindig als Basisfacher als auch fiinfstiindig als
Leistungsfiacher angeboten werden. FEine Besonderheit des Faches
Informatik ist die Moglichkeit des zweistiindigen Briickenkurses in Klasse
10 fiir alle Schiilerinnen und Schiiler, die nicht das Profil IMP besuchen.
Mithilfe des Briickenkurses wird die Wahl eines dreistiindigen oder
flinfstiindigen Informatikkurses fiir diese Schiilergruppe ermoglicht. Fiir das
Fach Informatik konnen aber auch zweistiindige Wahlfacher angeboten
werden (diese kdnnen jedoch nicht in eine Abiturpriifung miinden), die auch
von Schiilerinnen und Schiilern auferhalb des IMP-Profils ohne weitere
Kursbelegung gewihlt werden konnen.

Unabhéngig von der Profilwahl sind die Kompetenzen der Leitperspektive
Medienbildung mithilfe aller Fécher und dem sogenannten Basiskurs
Medienbildung in Klasse 5 auszubilden. Die Bedienung der klassischen
Medienanwendungen wie Textverarbeitung, Tabellenkalkulation und
Prasentationsprogramm obliegt somit allen Féchern und ist kein expliziter
Inhalt der Facher Informatik oder IMP.

Genese des Faches IMP und seines Bildungsplans

Der Auftrag zur Erstellung des Bildungsplans wurde bis zur Anhdrungs-
fassung und der BeschlieBung im Jahr 2018 umgesetzt, woraufhin der
Unterricht im Fach IMP im September 2018 an iiber 60 Gymnasien startete.
Ein Jahr spéter folgten iiber 30 weitere Gymnasien und auch fiir
Gemeinschaftsschulen ist es seit dem Schuljahr 2019/2020mdglich, das
Fach IMP anzubieten. Parallel dazu wurde ein berufsbegleitender
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Studiengang an der Universitit Konstanz angeboten, um Lehrer dazu zu
befdhigen, den Informatik-Teil in IMP zu unterrichten.

Der inhaltliche Auftrag an die Bildungsplankommission war vielseitig. So
sollte es sich bei der Ausgestaltung nicht um einen Facherverbund handeln,
sondern um drei eigenstdndige Fachanteile. In diesen Fachanteilen sollten
sowohl vernetzende Aspekte als auch facheigenstindige Inhalte umgesetzt
werden, wobei die Vernetzung hauptsidchlich mit Blick auf das Fach
Informatik ausgelegt werden sollte. Aufgrund des Status eines Kernfaches
stehen fiir das Fach IMP in drei Schuljahren (die Klassenstufen 8, 9 und 10)
jeweils vier Stunden Unterricht pro Woche zur Verfiigung. Die Umsetzung
erfolgt so, dass jedes Fach in zwei Jahren einstiindig und in einem Jahr
zweistlindig vorgesehen ist, und zwar Informatik in Klassenstufe 8, Physik
in 9 und Mathematik in 10. Dabei sollte es auch ermoglicht werden, die
einstiindigen Fachanteile modular zu unterrichten, beispielsweise doppel-
stiindiger Unterricht im ersten Halbjahr der Klassenstufe 8 in Mathematik
und im zweiten Halbjahr dieser Klassenstufe in Physik, bei durchgehend
doppelstiindigem Unterricht in Informatik. Diese Anforderung hatte direkte
Auswirkung auf die Ausgestaltung der Bildungsstandards: Der {ibliche
Rahmen des Bildungsplanes die inhaltlichen Kompetenzen der Schulfdcher
iiber zwei Schuljahre zu formulieren musste verlassen werden, damit
beispielsweise die fiir die Informatik in Klassenstufe 9 bendtigten
mathematischen Inhalte bereits sicher im Mathematik-Teil unterrichtet
wurden. Dies wurde durch die jahrgenaue Ausgestaltung aller drei
Fachanteile umgesetzt.

Mit Blick auf diese Vorgaben wurden die Fachanteile in der Bildungsplan-
kommission folgerichtig durch jeweilige Fachvertreter betreut. Diese
stimmten sich in gemeinsamen Sitzungen iiber die generelle Ausrichtung
und die vernetzenden Inhalte ab. Ein wichtiger gemeinsamer Punkt war
dabei die Ausgestaltung jeweiliger ,;roter Fdden”. So erhielten alle drei
Fachanteile inhaltliche Stringe, die sich iiber die drei Jahre fortgesetzt
entwickeln (zum Beispiel ,Daten und Codierung™“ in Informatik,
,.Kryptologie® in Mathematik, sowie ,,Erde und Weltall in Physik).
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Der Mathematik-Bildungsplan im Fach IMP setzt sich deshalb aus vier
Teilbereichen zusammen, von denen nur der Bereich ,,Funktionen im
Sachkontext” die Inhalte nicht fortgesetzt aufeinander aufbaut. Die drei
Bereiche ,,Kryptologie®, ,,Aussagenlogik und Graphen sowie ,,Geometrie*
entwickeln demgegeniiber also ein inhaltlich aufeinander aufbauendes
mathematisches Wissen (s. Abb. 2).

Klasse 8 Klasse 9 Klasse 10

Modulo-Rechenregeln

Stellenwertsysteme Modulo-Operation: Verschlisselung mit Modulo-

Kryptologie Te_ilbarkeiten Einfuhrung und_ Operation
Primfaktoren Anwendung bei ; -
Euklidischer Alg Codierungen Einweg-Eigenschaften
' RSA-Verfahren
Aussagen- Einfihrung Wahrheitstafeln: Folrjtsi;zung Wahh rhsltstalfeln
logik | Graphentheorie  Math. Grundbegriffe CHUCIZEMEIENS MEEl

Erste Grundlagen

Graphen Ldsungsstrategien Logikratsel I6sen Al ZalH e

Satz und Kehrsatz  Fortsetzung aus 8:  Ellipse, Parabel, Hyperbel als

Geometrie Erlautern und Entdecken und Ortslinien und als
Begriinden Begriinden Kegelschnitte
Abschnittsweise Folgen,
g definierte lineare  diskrete Wachstumsvorgange
Funktionen - -
Funktionen Parameterdarstellung von

Triangulierungen  2-D-Kurven, einfache Zykloide

Abb. 2: Ausziige aus den Inhalten der vier Teilstrange im Fachanteil M

Beispiele zur Ausgestaltung ausgehend vom Fachanteil Mathematik

Bereits seit dem Jahr 2018 wurde vom Ministerium fiir Kultus und Sport
Baden-Wiirttemberg eine zentrale Projektgruppe (ZPG) beauftragt
Unterrichtskonzeptionen zu entwickeln, die in landesweiten Fortbildungen
als Musterbeispiele vorgestellt und auf dem Landesfortbildungsserver
lehrerfortbildung-bw.de bereitgestellt werden. Die hier folgenden Beispiele
aus diesen Unterrichtskonzeptionen zur Ausgestaltung der mathematischen
Fachanteile zeigen insbesondere die Moglichkeiten auf, wie eine
Vernetzung mit den Inhalten des Faches Informatik konkret aussehen kann.

Die mathematischen Inhalte im Fach IMP wurden so beschrieben, dass sie
nicht mit den aktuellen Inhalten des Faches Mathematik verkniipft sind. Es
gibt jedoch Inhalte des Faches Mathematik, auf die in IMP zeitlich
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verzogert zugegriffen wird. So sind beispielsweise grundlegende Kenntnisse
iiber Primzahlen Gegenstand des Mathematikunterrichts in Klassenstufe
5/6, auf die in IMP im Bereich der Kryptologie ab Klassenstufe 8
zurlickgegriffen werden. Durch den zeitlichen Versatz von mindestens zwei
Jahren entsteht dazu ein sicherlich von der jeweiligen Klassenzusammen-
setzung abhédngiges Vorwissen. Die Unterrichtskonzeption der ZPG sieht
deshalb vor, dass die zentralen Inhalte zu Primzahlen erneut aufgegriffen
werden. Fiir den Fall, dass diese Inhalte bei den Schiilerinnen und Schiilern
bereits gefestigt vorhanden sind, entsteht ein zeitlicher Freiraum, der fiir
fachervernetzende Kurzprojekte verwendet werden kann. So ist im Beispiel
der Primzahlen daran gedacht, dass die Schiilerinnen und Schiiler eine App
programmieren, mit der sich das Verfahren ,,Sieb des Eratosthenes*
veranschaulichen lésst (siche Abb. 3).

‘Sieb des Eratosthenes
Bitte Endwert der Liste eingeben:
2 =
3 | Lste fillen |
Lasche alle Vielfachen von:
* |33 | oschen

——

Programm beenden

23%5 %7k
11 %13 %% % 17 *
19 * * % 23 * & &
* ok Jg k 3k k*
* % 37k ek Qg ®
7 43***4?***

**53*&***
% 59 % B * k k ok &

5
*

Abb. 3: App zum Sieb des Eratosthenes, programmiert mit dem MIT-App-Inventor

Neben den innermathematischen Beziigen wurde stets auch Wert darauf
gelegt, den Bezug zu den benachbarten Féacherteilen Informatik und Physik
zu ermoglichen. Als gutes Beispiel fiir die Umsetzung dessen dient hier die
Einheit zu ,,Funktionen im Sachkontext“ aus Klassenstufe 9. Ziel dieser
Einheit ist es, die Grundziige einer computergestiitzten bildgebenden
Erfassung und Modellierung von Objekten zu durchdringen. Mathematisch
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werden hierzu zundchst abschnittsweise definierte lineare Funktionen
behandelt, um die bei einer Objekterfassung generierten Stiitzpunkte
interpolieren zu kénnen. Des Weiteren wird die Objekterfassung mithilfe
einer einfachen Schrittweitensteuerung realisiert. Diese Grundlagen werden
dann von den Schiilerinnen und Schiilern in Scratch implementiert mit dem
Ziel, ein Schattenbild nach geeigneten Stiitzpunkten abzutasten und diese
anschliefend zu interpolieren (vgl. Abb. 4).

@ Dateiv Beambeiten~ Tipps Info ++ RO

Schrittweitensteuerung-Schattenbild @ || Site | Koslime | Kiinge

lasche CIERD aus y-wertliste
lasche CIERD aus x-wertliste

P ——

_ =

ADbb. 4: Erfassung des Schattenbildes eines Schiilers mithilfe
einer in Scratch programmierten Schrittweitensteuerung

SchlieBlich kann das so entstandene Objekt auch noch animiert werden -
hierzu eignet sich die Ubertragung der aus Scratch erhaltenen Stiitzpunkte
in Geogebra (s. Abb. 5).

O e ) [N [0 [ Y AN e TR *
X |+ Grafik X |» Grafik 2 X
K. 1 il L [ [K=12 ] [
14
c=131

g | : | : . | Bild=07-
e

=

Abb. 5: Ubertragung der Stiitzpunkte, lineare Interpolation und Animation.
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Ausblick

Die Arbeit der zentralen Projektgruppe zur didaktischen Umsetzung und
Ausgestaltung der im Bildungsplan geforderten Inhalte ist Stand Oktober
2019 noch nicht abgeschlossen. Innerhalb des néchsten Jahres werden
weitere ausgearbeitete Unterrichtsmodule verdffentlicht. Die Materialien fiir
die Klassenstufe 9 sind bereits in der Endredaktion, danach beginnt die
Arbeit an den Modulen fiir Klassenstufe 10. Alle bislang verdffentlichten
Module sind frei zugénglich unter der Internetadresse

https://lehrerfortbildung-bw.de/u_matnatech/imp/gym/bp2016.
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Es geht auch ohne YouTube
Aktivierung in Mathematikvorlesungen
durch interaktive Erklirvideos

Marco Bohm, Peter Ferdinand, Regula Krapf

Es wird ein Projekt an der Universitdt Koblenz-Landau vorgestellt, welches eine
Aktivierung von Lehramtsstudierenden in Groflveranstaltungen der Studien-
eingangsphase im Fach Mathematik erzielen soll. Dazu werden im Rahmen einer
Vorlesung Videos in Kombination mit einem Audience Response System (ARS)
medien- und fachdidaktisch begriindet eingesetzt. Die Videos sollen dabei
mathematische Inhalte anhand alltagsnaher Beispiele illustrieren. Es werden das
Konzept anhand eines Beispielvideos zum Thema Funktionseigenschaften erldutert
und erste Evaluationsergebnisse présentiert.

Einleitung

Ergénzend zu Fachliteratur nutzen viele Studierende Videos, um sich
Studieninhalte zu veranschaulichen. Hierzu werden beispielsweise die
Videoplattformen YouTube oder Khan Academy genutzt (Bischof &
Mehner, 2015). Beispielsweise hat Daniel Jung, der Lernvideos zu
iiberwiegend schulischen Themen der Mathematik auf YouTube bereitstellt,
rund 583.000 Abonnenten. Inhalte aus solchen Quellen lassen sich jedoch in
der Regel nicht in die eigene Lehrveranstaltung {iibertragen, da deren
Konzeption fachdidaktische Uberlegungen in der Regel vermissen lassen.
Dartiber hinaus lassen sich diese meistens nicht bearbeiten und somit nicht
auf die speziellen Gegebenheiten und Anforderungen einer spezifischen
Lehrveranstaltung anpassen (Handke & Schéfer, 2012).

Auch im Bereich der Hochschulmathematik werden Videos von
Studierenden im Selbststudium immer héufiger herangezogen. Lehrende
setzen zudem vermehrt auf video-basierte Lehrmethoden, wie beispiels-
weise das Modell des ,Inverted Classroom®, welches die Vermittlung
theoretischen Wissens durch Videos vorsieht, die zu Hause als Vorbereitung
fiir die Vorlesung durchgearbeitet werden sollen. So bleibt in der Prasenz-
veranstaltung viel Zeit fiir eine aktive Auseinandersetzung mit Lehrinhalten,
insbesondere zur Vertiefung und Anwendung der Theorie, sowie zur
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Kldrung von Unklarheiten {ibrig und es findet eine intensivere Interaktion
zwischen Lehrenden und Lernenden statt (Spannagel, 2013).

Das Konzept des Inverted Classroom birgt jedoch auch Nachteile: So
erfordert sie ein hohes Maf3 an Selbstdisziplin (Fischer & Spannagel, 2012),
was, insbesondere in der Studieneingangsphase, die ohnehin schon im
Vergleich zur Schule ausgeprégtere Rolle des selbstregulierten Lernens zu-
nehmend verstérkt (Strayer, 2012). Im Rahmen der Vorlesung ,,Elementar-
mathematik vom hoheren Standpunkt®, welche iiberwiegend von Lehramts-
studierenden mit Fach Mathematik aller Zielschularten im ersten Semester
belegt wird, wird seit dem Wintersemester 2018/19 daher ein neuartiger
Ansatz verfolgt, welcher didaktisch aufbereitete Erkldrvideos in die
Vorlesung integriert und in Kombination mit einem Audience Response
System (ARS) zu einer Aktivierung der Studierenden beitragen soll, ohne
die Theorievermittlung von der Prisenzveranstaltung aufs Selbststudium
auszulagern.

Konzeption

Bei der Gestaltung des neuen Formats wurden die Planungsschritte der
gestaltungsorientierten Mediendidaktik nach Kerres (2008) verfolgt.
Demnach wurde ein Bildungsanliegen in den Mittelpunkt gestellt, sodass
nicht das Medium selbst das Ziel darstellt und ein Mehrwert zu bestehenden
Losungen erreicht wird. Das didaktische Konzept wurde hierbei aus der
Lernsituation abgeleitet, welche ebenfalls die Gestaltung des Videos
beeinflusst hat. Die mit der Konzeption angestrebten Ziele bestehen
einerseits darin, den Studierenden ein Lernmedium fiir bestimmte Inhalte
bereitzustellen, auf welches auch auBerhalb der Lehrveranstaltung und
insbesondere bei der Klausurvorbereitung zugegriffen werden kann.
Andererseits soll die Zielgruppe in der Vorlesung stirker aktiviert sowie die
Interaktion unter den Studierenden gefordert werden. Da sich die
Zielgruppe primdr aus Studierenden im ersten Fachsemester
zusammensetzt, wird nicht ein Ersatz fiir die Présenzveranstaltung wie
beispielsweise beim Inverted Classroom vorgesehen, sondern eine
bereichernde, propéddeutische Ergénzung angestrebt. Dabei sollen vor allem
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fachmathematische Begrifflichkeiten, welche {iblicherweise im ersten
Semester zu Verstdndnisschwierigkeiten flihren, anschaulich und alltagsnah
eingefiihrt werden. Bei der mathematischen Begriffsbildung unterscheiden
Vinner & Tall (1981) zwischen Concept Definition und Concept Image. Bei
ersterem handelt es sich um eine verbale Formulierung einer
Begriffsdefinition, wihrend zweitere alle individuellen Vorstellungen,
insbesondere Beispiele, Visualisierungen oder Eigenschaften eines Begriffs
umfasst. Die Vermittlung theoretischen Wissens durch ein Video, welches
verschiedene Repréisentationen mit Audiounterstiitzung kombiniert,
ermoglicht dabei eine geeignete Verkniipfung von Concept Definition und
Concept Image bei der Einfithrung mathematischer Begriffe. Ein weiterer
Mehrwert des Videoeinsatzes in Lehrveranstaltungen stellt eine
Auflockerung und die damit einhergehende Steigerung der Aufmerksamkeit
bei den Studierenden dar.

Ein Nachteil vom Videoeinsatz stellt der sogenannte ,,Berieselungseffekt
dar, welcher den rein passiven Videokonsum bei fehlender Interaktion
beschreibt. Wachtler & Ebner (2014) beschreiben verschiedene Moglich-
keiten, wie Videos interaktiv gestaltet werden konnen. Bei online zur
Verfiigung gestellten Videos bieten sich vor allem automatisch oder vom
Zuschauenden ausgeloste Interaktionsformen an, wie beispielsweise
Multiple-Choice-Fragen, welche wéhrend des Videokonsums beantwortet
werden miissen oder konnen, bevor das Video fortgesetzt wird. Bei Live-
Ubertragungen bieten sich vom Vortragenden ausgeldste Interaktions-
formen an, wie beispielsweise der Einsatz von ARS, welche Online-
Umfragen mit direkt abrufbaren Ergebnissen ermoglicht.

ARS eignen sich zur kognitiven Aktivierung von groBlen Lerngruppen,
indem die Aufmerksamkeit durch die Unterbrechung des Informations-
flusses an geeigneten Stellen lernfordernd gesteuert wird. Ebenso kann
Feedback generiert werden, sodass einerseits Studierenden die eigenen
Lernleistungen einschdtzen und andererseits die Lehre der Lehrenden
bewertet werden kann. So konnen bei Bedarf Maflnahmen zur Optimierung
der Lehrveranstaltung vorgenommen werden. Ebenfalls konnen die
Lernstandskontrollen einen motivierenden Effekt bei den Lernenden
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erzeugen, insbesondere bei angemessener Beachtung der Umfrage-
ergebnisse, wobei das Resultat als Standortbestimmung zu verstehen ist
(Erlemann, Johner & Werder 2014 und Witt & Striiver 2012). Die
Ergebnisse des ARS-Einsatz konnen nach dem Konzept der Peer Instruction
als Grundlage fiir Diskussionen der Studierenden untereinander genutzt
werden. Diese Methode sieht eine erste Abfrage mittels ARS vor, gefolgt
von einer Diskussion in Kleingruppen benachbarter Studierender, welche
sich gegenseitig von ihrer gewdhlten Losung {iiberzeugen sollen.
Anschlielend erfolgt eine zweite Abstimmung mittels ARS, in welcher sich
im Idealfall die korrekte Antwort durchsetzt. FEine fruchtbare
Gruppendiskussion bedingt dabei eine Erfolgsquote von 30% bis 70% bei
der ersten Abfrage. Bei weniger als 30% ist jedoch eine erncute Erarbeitung
der Inhalte zu empfehlen, bei iiber 70% kann direkt die Aufldsung des
korrekten Ergebnisses erfolgen (Mazur, 2006 und Duncan & Mazur, 2005).
Bei der Durchfiihrung von ARS-Abstimmungen kommt es in der Regel bei
einigen Studierenden zu technischen Schwierigkeiten. Solange es sich
hierbei um Einzelfille handelt, sollten diese erst zu gegebener Zeit
ausgerdumt werden, damit das Lerngeschehen nicht unterbrochen wird. Die
nicht partizipierenden Studierenden profitieren trotzdem von der Diskussion
iiber die Inhalte (Mazur 2006, Witt & Striiver 2012 und Erlemann et al.,
2014). Die Methode der Peer Instruction wurde von Bauer (2019) auch in
mathematischen Lehrveranstaltungen, insbesondere im Ubungsbetrieb,
erfolgreich implementiert.

Die Linge von Erklérvideos wirkt sich nach Guo et. Al. (2014) mafigeblich
auf die Zeit aus, die sich die Studierenden damit beschéftigen. Bei Videos
einer Léange zwischen drei und sechs Minuten ist der Median der
Beschiftigungszeit mit dem Video am hdchsten. Fiir die Sprech-
geschwindigkeit empfehlen sie 160 Worter pro Minute (WpM) in englischer
Sprache. Die Sprechgeschwindigkeit sollte gemadfl Weidenmann (2009) im
Deutschen jedoch darunterliegen, ndmlich bei 120 bis 150 WpM. Die
Ubersichtlichkeit der Darstellungen erhilt einen hohen Stellenwert, sodass
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der Inhalt bereits beim erstmaligen Betrachten verstdndlich ist). Aus Sicht
der Studierenden sind dariiber hinaus formale Kriterien, wie Darstellung,
Professionalitdt und Lénge grundsétzlich relevanter als inhaltliche Kriterien.
Beim Inhalt sind der Informationsumfang, die Thematik und die
Versténdlichkeit von grofiter Bedeutung. Ebenfalls relevant wurde ein
Bezug zur Lebenswelt als bedeutsam angesehen. Videos werden dabei im
Vergleich mit Lehrbiichern tendenziell als weniger vertrauenswiirdig
eingestuft, wobei hier der formale Ausgestaltungsgrad ein entscheidender
Faktor ist (Bischof & Mehner, 2015).

Pilotierung

Als erstes Beispiel fiir den Einsatz eines interaktiven Erklarvideos wurde
das Thema Funktionseigenschaften gewéhlt, welches erfahrungsgemél in
Klausuren zur ,,Elementarmathematik vom héheren Standpunkt® besonders
héufig zu Verstdndnisproblemen fiithrt. Das Video ist dabei so konzipiert,
dass es sich als ersten Einstieg in das entsprechende Thema eignet. Um
einen Lebensweltbezug fiir die Studierenden herzustellen, wurde das Thema
Klausuren im Lehramtsstudium gewihlt. Im ersten Beispiel wird zunéchst
im Kontext der elektronischen Priifungsanmeldung durch die eindeutige
Zuordnung von E-Mail-Adressen zu Studierenden der Begriff ,,injektiv*
veranschaulicht und definiert (siche Abb. 1) sowie exemplarisch verifiziert.
Entsprechend wird der Begriff der Surjektivitit eingefiihrt und als
Gegenbeispiel eine institutionelle E-Mail-Adresse gewdhlt, welche kein
Urbild besitzt. Ein weiteres Beispiel soll erldutern, wie sich Injektivitét
einer Funktion durch Angabe eines Gegenbeispiels widerlegen lésst.
Visualisieren lésst sich dies, indem zwei Elemente im Pfeildiagramm
demselben Bild zugeordnet werden. Abbildung 2 zeigt die Aufldsung
beziiglich der Injektivitit. Bevor jedoch die Auflésung présentiert wird,
erfolgt eine ARS-Abstimmung mit dem an der Universitit Paderborn
entwickelten, web-basierten System PINGO. Die Studierenden wurden
aufgefordert, die Funktion auf Injektivitit und Surjektivitit zu iiberpriifen.
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Menge N:

Menge M:
E-Mail-Adressen

Studierende

f(x) = mathe@uni-koblenz.de
XK=

ADb. 1: Auszug aus dem Video (Nach der Definition der Funktionseigenschaften ,,injektiv*
und ,,surjektiv* erfolgt die Erléuterung eines injektiven und nicht surjektiven Beispiels anhand
der Funktion Studierende + E-Mail-Adressen'

Menge M: Menge N:
Modulpriifungen Mathe-Module (GS)

x1 = Elementarmathematik (Klausur)  f(x1) = Modul 1
xo = Didaktische Grundlagen (Klausur) f(x2) = Modul 1
Nicht injektiv: f(x1) = f(x) # x=x

Abb. 2: Auszug aus dem Video (Beispiel einer nicht-injektiven Funktion)?

1 Sprechertext geméfl Drehbuch: ,,[...] Zu diesem f(x) existiert jedoch kein x aus der Menge
der Studierenden. [...]“

2 Sprechertext gemaB Drehbuch: ,,Das Bild von x;, Elementarmathematik, und von x,, Didakti-
sche Grundlagen, ist jeweils Modul 1. Aus der Gleichheit der Bilder folgt jedoch nicht, dass x,
gleich x, ist. Die Funktion ist daher nicht injektiv.*
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Modulprufungen -> Mathe-Module (GS) 362860

Frage zum Video "Eigenschaften von Funktionen" e
Eigenschaften der Funktion Modulprifungen -> Mathe-Module (GS) pm

Dies ist eine Multiple-Choice-Umfrage.

Tellnehmer: 103

Antwortmdglichkeiten:
Injektiv
m Nicht Injektiv
@ Surjektiv
@ Nicht surjektiv

Ergebnisse (%)

Injektiv Nicht Injektiv Surjektiv Nicht surjektiv

Korrekte markieren

Abb. 3: Ergebnisse der PINGO-Abfragen bei der ersten Pilotierung

Im ersten Piloteinsatz im Wintersemester 2018/19 wahlten hier 51% (“nicht
injektiv”’) resp. 60% (“surjektiv”’) die korrekten Losungen. Die Ergebnisse
sind in Abb. 3 illustriert. Auf den Einsatz von Peer Instruction wurde
zundchst verzichtet und das Video mit der Auflosung der Frage fortgesetzt.
Im dritten und letzten Beispiel erfolgte eine Zuordnung von Studierenden,
die eine Priifung mitgeschrieben haben, zu Matrikelnummern auf den
Klausurbdgen. Hier wurde die Frage nach den Funktionseigenschaften mit
94% (“injektiv’’) bzw. 77% (“surjektiv”’) korrekt beantwortet. Dabei haben
103 von 141 anwesenden Studierenden bei der PINGO-Abstimmung
teilgenommen. AbschlieBend wird im Video anhand des letzten Beispiels
der Begriff ,,bijektiv”’ definiert. Im Anschluss an den Videoeinsatz werden
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die Begriffe vertieft und mit weiterfilhrenden Beispielen aus der
Mathematik angereichert und in der entsprechenden Ubungsstunde
thematisiert. Damit das Video auch zu einem spiteren Zeitpunkt abgerufen
werden kann, wurde es im Anschluss an die Vorlesung mittels der
Videoplattform Panopto auf der E-Learning Plattform OpenOlat der
rheinland-pfilzischen Hochschulen zur Verfiigung gestellt.

Evaluationsergebnisse

Um die vorliegende Lehrinnovation zu evaluieren, wurde an zwei Terminen
T1 und T2 im Anschluss an den Videoeinsatz eine Umfrage unter den
Vorlesungsteilnehmern durchgefiihrt. Dabei galt es das Nutzungsverhalten
der Studierenden von Erkldrvideos im Rahmen des Studiums zu ermitteln,
das gezeigte Video und die dazugehorige PINGO-Umfrage zum Thema
Funktionseigenschaften zu beurteilen sowie die Auswirkung des Video-
einsatzes auf Aufmerksamkeit, Interesse und Motivation einzuschéitzen. Die
erste Befragung T1 fand im Wintersemester 2018/19 wihrend der
Vorlesung ,,Elementarmathematik vom héheren Standpunkt®, welche jedes
Semester angeboten wird, wunter 141 Lehramtsstudierenden mit
Zielschularten Grundschule, Realschule plus und Gymnasium statt. Eine
zweite Evaluierung T2 wurde in derselben Vorlesung im Sommersemester
2019 mit neuen Studierenden durchgefiihrt.

NUTZUNG VON ERKLARVIDEOS

trifft nicht zu trifft eher nichtzu  mtrifft eherzu  mtrifft 2u

T1

T2

Abb. 4: Nutzung von Erklarvideos im Mathematikstudium in Prozentangaben
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An beiden Terminen gab eine liberwéltigende Mehrheit der Studierenden
an, Erkldrvideos aus dem Internet im Rahmen ihres Mathematikstudiums
regelméfBig zu nutzen (siche Abb. 4). Eine Beurteilung der Qualitdt des
Videos ergab am ersten Termin, dass die Sprechgeschwindigkeit deutlich zu
hoch war. Diese wurde fiir die zweite Pilotierung reduziert und es wurden
geringfiigige inhaltliche Anderungen vorgenommen. Die Evaluierung im
zweiten Durchgang ergab, dass dennoch 80% der Studierenden das
Sprechtempo fiir zu hoch hielt. Die inhaltliche Nachvollziehbarkeit der im
Video vorgestellten Begriffe (88,5% bzw. 93,6%), sowie die
Verstandlichkeit der gewahlten Beispiele (91,1% bzw. 100%) wurde an
beiden Terminen von den meisten Studierenden positiv beurteilt.

WIRKUNG DES VIDEOEINSATZES

trifft nicht zu trifft eher nicht zu m trifft eher zu m trifft zu

T1

~ 1 471 39,3
s 455 43,6

T2 52, 2,

n T T

T2

Fa

Abb. 5: Wirkung des Videoeinsatzes nach Einschitzung der Studierenden (in Prozentangaben)

Die Wirkung des Videoeinsatzes wurde von den Studierenden bei beiden
Einsdtzen positiv bewertet. Dabei wurden die Studierenden befragt, ob der
Videoeinsatz eine sinnvolle Bereicherung fiir die Vorlesung darstellt (F1),
die Aufmerksamkeit steigert (F2), die Motivation fordert (F3) und das
Interesse steigert (F4). Die Einschédtzung hat sich vom ersten zum zweiten
Durchgang hinsichtlich der meisten Aspekte leicht verbessert. Auch der
Einsatz des Audio Response Systems PINGO wurde von den Studierenden
iiberwiegend positiv beurteilt. So gaben 85,1% der Studierenden bei der
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zweiten Durchfiihrung an, dass der Einsatz von ARS ihre Bereitschaft zur
aktiven Teilhabe an der Vorlesung erhoht, und 90,6% schitzte die
Verwendung von ARS als aufmerksambkeitssteigernd ein.

Fazit und Ausblick

Die positiven Evaluationsergebnisse sowie die Feststellung, dass
Studierende im Rahmen ihres Mathematikstudiums regelméfig auf Videos
zugreifen, deuten auf eine grofle Nachfrage nach Erklidrvideos und eine
hohe didaktische Passung von Medium und Zielgruppe hin. Die
Kombination von Video und ARS eignet sich dabei fiir den Einsatz
wihrend universitdren Prdsenzveranstaltungen in besonderem Mafle, und
stellt nach der Einschitzung vieler Studierender eine sinnvolle Bereicherung
fiir die Vorlesung dar, welche sich positiv auf Interesse und Motivation
auswirken kann. Bei der Umsetzung im Bereich der Mathematik gilt es
dabei jedoch auf die Notwendigkeit eines deutlich geringeren Sprechtempos
als in anderen Fachgebieten zu achten, denn trotz der Uberarbeitung des
Videos nach dem ersten Piloteinsatz wird das Tempo weiterhin als zu hoch
bewertet. Ebenfalls sollen die Moglichkeiten einer aktiv-entdeckende
Auseinandersetzung mit Mathematik im Rahmen der Videos ausgelotet
werden (siche Romer & Nithrenborger 2018). Derzeit werden weitere
Videos zu den Themen Mengenoperationen, Relationseigenschaften,
Schubfachprinzip und Abzihlbarkeit produziert; des Weiteren sollen Videos
erstellt werden, die methodisches Wissen vermitteln sollen, insbesondere
die Herangehensweise an typische Ubungsaufgaben sowie die Suche nach
einer geeigneten Beweismethode oder Problemlosestrategie. Eine
umfassende Evaluation des Einsatzes von Erklarvideos mit Einbezug von
Peer Instruction befindet sich in Planung.
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Diproche — Ein automatisierter Tutor
fiir den Einstieg ins Beweisen

Merlin Carl, Regula Krapf

An der Europa-Universitit Flensburg wird in Kooperation mit der Universitit
Koblenz-Landau und Concludio das Computerprogramm Diproche (Didactical Proof
Checking) entwickelt, welches auf Methoden der Computerlinguistik und
automatischem Beweisen basiert. Das Ziel besteht darin, Mathematikstudierenden
im ersten Semester einen automatisierten Tutor zur Verfiigung zu stellen, welcher
ihnen den Einstieg ins Beweisen erleichtert. Diproche iiberpriift dabei in natiirlicher
deutscher Sprache eingegebene Beweise und gibt Tipps zu weiteren
Beweisschritten. Es werden erste Einblicke gewéhrt sowie Ideen zum Einsatz von
Diproche in der Hochschullehre présentiert.

Einleitung

Studierende der Mathematik haben in der Studieneingangsphase oft
erhebliche Probleme bei der Bearbeitung der wochentlichen Ubungs-
aufgaben (Frischemeier et al, 2016). Dies betrifft in besonderem Malle
Beweisaufgaben. So scheitern bereits viele Studierenden am Verstdndnis
der Aufgabenstellung und der Suche nach einer geeigneten Beweisstrategie
(Moore, 1994). Ein weiteres Problemfeld besteht im Umgang mit der durch
eine hohe Informationsdichte ausgeprigten mathematischen Fachsprache,
insbesondere die Verwendung logischer Symbole wie beispielsweise
Quantoren (Hefendehl-Hebeker, 2016). Ist die Aufgabe einmal nach-
vollzogen und eine Beweisidee entwickelt worden, so stellt die
Verschriftlichung der Losung eine weitere Hiirde dar. Zudem verunsichert
die deduktiv-axiomatische Arbeitsweise viele Studierende, da pldtzlich
angebliche Trivialititen wie die Nichtnegativitit von x* fiir eine beliebige
reelle Zahl x bewiesen werden miissen. Diese Verunsicherung fiihrt dazu,
dass Studierende oftmals nicht mehr wissen, welche Annahmen in einem
Beweis iliberhaupt verwendet werden diirfen.

Bereits George Polya hat gesagt: ,,Vergesst nicht: Wenn ihr schwimmen
lernen wollt, dann geht mutig ins Wasser, wenn ihr lernen wollt, Aufgaben
zu l6sen, dann 10st sie.” In der Hochschulmathematik ibernimmt diese
Rolle iiblicherweise der Ubungsbetrieb. Der klassische Ubungsbetrieb birgt
jedoch einige Probleme: So findet die Bearbeitung der wochentlichen
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Ubungsblitter iiblicherweise auBerhalb der Hochschule und daher oft
alleine statt. Oftmals wiirde zur erfolgreichen Losung einer Aufgabe jedoch
ein kleiner Tipp ausreichen. Zudem erfolgt die Riickmeldung mit
erheblichem zeitlichem Abstand zur Verfassung der Losung und kann daher
in den Losungsprozess nicht eingehen. Diese Problematik fiihrt
insbesondere auch zu hdufigem Abschreiben (Go6ller & Liebendorfer, 2015).
Obwohl studentische Tutoren iiblicherweise die Abgaben der Ubungsblitter
korrigieren, ist das Feedback dennoch uneinheitlich (Piischl et al., 2016).

Aus dieser Problemstellung entstand die Idee, die Aufgabenbearbeitung
einschlieBlich Riickmeldungen partiell zu automatisieren. Dabei gilt es zu
beachten, dass sich dafiir nicht jede Beweisaufgabe gleichermalien eignet:
So gibt es ,Trickaufgaben“ wie beispielsweise Anwendungen von
heuristischen Problemldsestrategien wie dem Schubfach- oder Invarianz-
prinzip, welche eine kreative Idee erfordern. Auch visuell orientierte
Beweise sind nicht leicht zu automatisieren, obschon es bereits Ansétze in
diese Richtung gibt (Jamnik et al., 1999). Wir werden uns in diesem Artikel
vor allem auf formal-deduktive Beweise beschrinken, wie beispielsweise
der Beweis einer Mengengleichheit.

Ziele des Diproche-Projekts

Das Projekt Diproche (Didactical Proof Checking), welches an der Europa-
Universitdt Flensburg in Kooperation mit Concludio und der Universitit
Koblenz-Landau entwickelt wird, verfolgt das Ziel, Studierende mit Hilfe
eines Computerprogramms an die deduktiv-axiomatische Arbeitsweise und
insbesondere ans Beweisen heranzufiihren. Dabei sollen Beweisversuche in
einer sogenannten kontrollierten natiirlichen Sprache, d.h. in einem regle-
mentierten, aber fiir Studienanfanger*innen zugénglichen Fragment der na-
tiirlichen Sprache, angenommen und tiberpriift werden, sowie Riickmeldun-
gen zu Fehlschliissen und Hinweise fiir weitere Beweisschritte geliefert
werden. Die Korrektur soll einerseits die Eingabe auf sprachliche Korrekt-
heit und Typenkorrektheit und andererseits auf das Erreichens des Beweis-
ziels iiberpriifen.
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Als Vorbild dient das Naproche-System, ein kooperatives Projekt aus der
mathematischen Logik (Universitdt Bonn) und der Linguistik (Universitét
Duisburg-Essen), welches in wesentlichen Teilen im Rahmen der Doktor-
arbeit von Marcos Cramer (Cramer, 2013; Cramer et al., 2010) entwickelt
wurde. Das Naproche-Projekt verfolgt das Ziel, mathematische Texte
automatisch priifbar zu machen, die in einer der mathematischen Alltags-
fachsprache mdoglichst nahen Sprache verfasst sind. Naproche ist dabei auf
die Verarbeitung von Texten ausgerichtet, die aus mehreren Definitionen,
Sitzen und Beweisen bestehen. Die Uberpriifung von Beweisschritten
erfolgt durch einen externen automatischen Theorembeweiser (ATP). Das
Naproche-System hat hinsichtlich der Natiirlichkeit und Komplexitit der
verarbeitbaren Texte in letzter Zeit einige bemerkenswerte Fortschritte
gemacht. Fiir einen Einsatz in der Hochschullehre ist es jedoch u.a. aus den
folgenden Griinden kaum geeignet: Zum einen besteht die Zielgruppe von
Naproche aus erfahrenen Mathematikern, welche nicht am Lernen von
Beweistechniken, sondern an der Formalisierung und automatischen
Uberpriifung bereits bekannter Beweise interessiert sind. Insbesondere sind
die vom ATP akzeptierten Beweisschritte nicht kontrollierbar und oft so
umfassend, dass flir viele Anfingeraufgaben ein einfaches ,,Trivial* als
»Beweis geniigen wiirde. Zum anderen fehlen in Naproche differenzierte
Riickmeldungen, die fiir einen didaktischen Einsatz unerldsslich sind.
Schlieflich bildet die Naproche-Sprache keine fiir den Lehrkontext bzw. das
jeweilige Teilgebiet typischen Formulierungs- und Schlussmuster ab, sodass
viele gingige Figuren nicht eingesetzt werden konnen. Ein einfaches
Beispiel wire das Symbol ,,C“, um im Beweis einer Mengengleichheit
anzuzeigen, dass nun eine Teilmengenbeziehung bewiesen wird; ein
gewichtigeres  die  Beriicksichtigung  von  Berechnungen  und
Umformungsketten als Teil einer Losung. So miissten beim axiomatischen
Ansatz von Naproche etwa Umformungen wie (a—b)*+ab=a’—ab+b’ aus
den Axiomen fiir die Addition und Multiplikation reeller Zahlen abgeleitet
werden, wihrend sie im Lehrkontext gewohnlich als elementare Schritte
gelten konnen.
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Die Idee des computergestiitzten interaktiven Beweisens ist nicht neu. Unter
den (zahlreichen) Ansdtzen zum Einsatz automatischer Beweispriifer in der
Lehre befinden sich zum einen einige spezialisierte Beweissysteme, welche
sich auf ein einzelnes Themenfeld beziehen, so zum Beispiel das klassische
System ,,GEOBEWEIS* von Gerhard Holland (Holland, 1990) oder ,,QED-
Tutrix*“ (Font et al., 2018), welche ausschlie3lich interaktives Beweisen in
der Elementargeometrie ermdglichen. Weitere Beweiser befassen sich mit
Aussagen- und Pridikatenlogik, so Terence Taos ,,QED*' und , NaDeA“
(Villadsen et al., 2019). Zum anderen werden, insbesondere in
Lehrveranstaltungen der Informatik, interaktive Beweissysteme wie Coq
oder Isabelle eingesetzt (Bohne et al, 2016). Ein entscheidender Unterschied
zwischen den oben genannten Systemen und Diproche besteht in der
sprachlichen Ausgestaltung; in all diesen Beispielen wird eine formale
Sprache verwendet, welche sich deutlich von der natiirlichen Fachsprache
der Mathematik unterscheidet. So wird in einer rein formalen Umgebung
gearbeitet, in der formale Beweisziele durch Anwendung eines festen
Regelsatzes zu erreichen sind. Das Bestehen auf expliziter Angabe von
Schluss- bzw. Umformungsregeln begrenzt diese Ansédtze: Auch in
einfachen Beweisen im Anfingerbereich wird schnell eine grofe (sicherlich
dreistellige) Zahl an Schlussweisen wie selbstverstindlich verwendet; diese
jeweils z. B. in einer Liste ,nachschlagen zu miissen, wére ein
unverhiltnisméBig hoher Aufwand, der zudem vom eigentlichen
Beweisgeschehen ablenken wiirde. Die App ,,Concludio® von Grewing et
al.?, welche sich derzeit in Entwicklung befindet, orientiert sich zwar an der
natiirlichen Sprache, arbeitet aber mit vorgegebenen Formulierungen, die
aus einer Liste ausgewahlt werden kénnen. Wéhrend bei Concludio einige
Umformungsschritte ohne weitere Erlduterung akzeptiert werden, miissen
auch hier die meisten Schritte durch Angabe einer Schluss- oder
Umformungsregel explizit gerechtfertigt werden. Im Gegensatz dazu strebt
Diproche ein groBleres Ma3 an Néhe zur gidngigen Darstellungspraxis an,
einerseits durch die Ermoglichung einer Freitexteingabe, andererseits

1 www.math.ucla.edu/~tao/QED/QED.html

2 www.concludio.education
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dadurch, dass Schluss- und Umformungsregeln in der Beweisdarstellung
implizit bleiben konnen. Das ermdglicht es z. B. eine weitaus groflere Zahl
an Schlussweisen zu erlauben, als bei einer Explikation realistisch wére.

Funktionsweise von Diproche

Die Diproche-Sprache

Die Sprache von Diproche orientiert sich an dem in der mathematischen
Beweispraxis hiufig verwendeten Vokabular. Dabei wird jedem zuge-
lassenen Ausdruck eine prézise Funktion zugeordnet. So konnen Annahmen
durch Ausdriicke wie ,,Es gelte”, ,,Angenommen, es gilt“ oder ,,Nehmen wir
an, dass* formuliert werden. Eine Ubersicht iiber die in der Diproche-
Sprache zugelassenen Ausdriicke sind der folgenden Tabelle zu entnehmen.

Funktion Erliduterung Beispielausdriicke

Annahme Eine Annahme ist eine | ,,Angenommen, es gilt*
Aussage A, welche im
Beweis einer Aussage B
unter Verwendung einer
Schlussregel wie A—B zur
Verfiigung steht. Annahmen
bleiben solange giiltig, bis
der Absatz beendet oder ein

,,Nehmen wir an, dass*

Beweisendmarker wie
»qed angegeben wird.

Axiom Axiome sind Aussagen, die | ,,Laut Vorlesung gilt
in allen darauffolgenden
Beweisschritten als
Annahme zur Verfligung

,,Wir wissen, dass*

stehen.
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Behaup- Behauptungen sind Aus- | ,,Dann folgt”
tung sagen, die im Fal}e eines st (st o
akzeptablen Beweises, an . .
) dass an dieser Stelle ein
der angefiihrten Stelle aus .
. Widerspruch gefolgert
den aktuell zur Verfiigung
werden kann)
stehenden Annahmen gefol-
gert werden konnen. »Da A, gilt B* (gibt an,
dass B einzig aus der
Annahme A folgt)
Annotation | Annotationen ermoglichen | ,,Wir zeigen, dass®
eine  Strukturierung des | (Deklarierung eines
Beweises,  beispielsweise | Beweisziels)

durch Aktualisierung von

Beweisziel und zur
Verfligung stehenden
Annahmen.

»Fall 1 (Einfithrung einer
Fallunterscheidung)

»qed“  (Erfiillung  des

aktuellen Beweisziels)

Tab. 1: Erlduterung der verschiedenen Bestandteile der Diproche-Sprache mit Beispielitems

Erliuterung der Zielverfolgung anhand eines Beispieltexts

Im Folgenden ist ein Beispieltext in der Diproche-Sprache aus der
Aussagenlogik angefiihrt, ein Themenfeld, welches {iblicherweise zu
Beginn des Mathematikstudiums behandelt wird. Dabei wird bewiesen, dass

es sich bei der Aussage aVb«((a—b)—b) um eine Tautologie handelt.

Wir zeigen aVb<—((a—b)—b).

=> Angenommen, es gilt (aVb). Angenommen ferner, es gilt (a—b).
Falls a gilt, so gilt b. Falls b gilt, so gilt ebenfalls b. Also gilt b.

Damit folgt ((a—b)—b).
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ged.

<= Angenommen, es gilt ((a—b)—b). Nehmen wir an, es gilt —a. Dann
gilt auch (a—b). Damit folgt b.

Also folgt (—a—b). Damit folgt (aVb).
ged.
Damit folgt endlich ((aVb«—((a—b)—Db)).

qed.

Abb. 1: Beispieltext in der Diproche-Sprache

Durch den Ausdruck ,Wir zeigen, dass“ wird angedeutet, dass die
nachfolgende Aussage das aktuelle Beweisziel ist. Da es sich hierbei um
eine Aquivalenz handelt, wird der Beweis in zwei Teilbeweise (,,=>“ und
»<=") untergliedert, bei welchen jeweils eine Implikation gezeigt wird.
Durch die Annotation ,,=>“ wird dabei angegeben, dass sich das aktuelle
Beweisziel zu (aVb)— ((a—b)—b) aktualisiert. Dieses Beweisziel wird nun
gezeigt, indem zunéchst die Pramisse aVb angenommen wird, und diese
somit zum Beweis der Konklusion (a—b)—b verwendet werden kann,
welche so zum neuen Beweisziel wird. Da es sich auch hier um eine
Implikation handelt, wird a—b als weitere Annahme hinzugefiigt, sodass
sich das Beweisziel erneut aktualisiert. Dieses wird nun mittels Fall-
unterscheidung begriindet. Die Erfiillung dieses Ziels wird durch den
Beginn eines neuen Absatzes markiert, wodurch automatisch die Annahmen
des vorangehenden Absatzes zuriickgezogen werden. Der Beweisendmarker
»qed zeigt nun, dass der erste Teilbeweis (,,=>) abgeschlossen ist. Diese
hiermit beschriebene Zielverfolgung ermittelt an jeder Stelle des Beweises
das aktuelle Beweisziel und priift fiir jeden Absatz unter Verwendung der
angegebenen Annahmen und der zuldssigen Schlussregeln, ob das
zugehorige Ziel tatsdchlich erreicht wurde. Eine Veranschaulichung der
Zielverfolgung findet sich in Tab. 2:
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Satz Annahmen  Aktuelles Beweisziel

Wir zeigen (aVb)«((a—b)—b)

((aVb)«>((a—b)—b)).

= (avb) — ((a—b)—Db)

Angenommen, es gilt (aVb). aVb (a—b)—b

Angenommen ferner, es gilt aVb, a—b b

(a—b).

Falls a gilt, so gilt b. aVb, a—b,a b (erfiillt)

Falls b gilt, so gilt ebenfalls b. aVvb, a—b, b | b (erfiillt)

Also gilt b. aVb, a—b b (erfiillt)

Damit folgt ((a—b)—b). aVvb ((a—b)—Db) (erfiillt)

qed. (avb) — ((a—b)—b)
(erfiillt)

Tab. 2: Zielverfolgung am Beispiel der Tautologie (aVb) < ((a—b)-b)

Die Beweisiiberpriifung

Die Priifroutine von Diproche ist in der logischen Programmiersprache

Prolog verfasst und besteht — in Anlehnung an das Naproche-System — aus
den Komponenten Vorverarbeitung, Textannotation, Textstruktur und ATP
(Automatischer Theorembeweiser), deren Funktionsweise wir hier am
Beispiel des Textes ,,Beweis. Es gelte a. Dann folgt (avb).” erldutern (siche

Tab. 3).
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Komponente  Beschreibung Beispiel

Vorverar- Ubersetzung des [[beweis], [es, gelte, a],

beitung Eingabestrings in eine [dann, folgt, [a, or, b]]]
Prolog-Liste.

Textanno- Nummerierung der Sétze [[1, 1, [], ann, bam, []],

tation und Angabe ihrer Funktion | [2, [a], [], ang, [], [a]], [3,
(Behauptung, Annahme, [a, b], [1, beh, [1, [[a, or,
Axiom, Annotation). b]1IT?

Textstruktur Erstellung eines [2,3], d.h. um Satz
Zuginglichkeitsgraphen, 3 zu beweisen darf
der angibt, welche Annahme 2
Annahmen an welchen verwendet werden.
Stellen des Beweises zur
Verfiigung stehen.

ATP Akzeptanz gewisser Generierung des

logischer Schlussregeln
sowie (Term-)
Umformungen.

Beweisziels [[a],[a,or,b]]
von Satz 3.

Tab. 3: Erlduterung der Komponenten von Diproche anhand des Beispieltexts ,,Beweis.
Es gelte a. Dann folgt (aVb).“

Diproche enthidlt also einen eigenen automatischen Theorembeweiser.

Dieser akzeptiert nicht nur logische Schlussfolgerungen wie den Modus

ponens, d.h. aus der Giiltigkeit einer Aussage a und a—b darf die Giiltigkeit
von b geschlossen werden, sondern auch Umformungsketten wie etwa
(a+b)’—4ab=(a*+2 ab+b’)—4ab=a’~2ab+b’=(a—b)’.

3 ,ann“ steht fiir ,,Annotation”, ,,bam" fiir ,,Beweisanfangsmarker®, ,,ang* fiir ,,Annahme* und
,,beh® fur ,,Behauptung*
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Fehlerriickmeldungen und Hinweise

Viele Fehler von Studienanfingerinnen und Studienanfiéngern sind
Typenfehler. So werden Terme und Formeln verwechselt oder Variablen
verwendet, die an keiner Stelle explizit eingefiihrt werden. Beispielsweise
ist der Ausdruck ,,Angenommen, es gilt 7+0“ aus zweierlei Griinden
sinnlos: Einerseits muss auf ,,Angenommen, dass* eine Aussage, also kein
Term, folgen, und andererseits konnen in die Funktion ,+“ nur Zahlen
eingesetzt werden. Das bei Diproche implementierte Typechecking priift
zunéchst, ob alle in einem Ausdruck auftretenden Variablen deklariert sind.
Ist dies der Fall, so berechnet es den Typ zusammengesetzter Terme und
priift iterativ, ob die in Relationen bzw. Funktionen auftretenden Terme
vom richtigen Typ sind.

Eine hilfreiche Korrektur gibt nicht nur Aufschluss dariiber, wo ein
Fehlschluss erfolgt, sondern auch auf welcher Fehlvorstellung ein solcher
basiert. Aus diesem Grund beinhaltet Diproche einen Anti-ATP, der im
Gegensatz zum ATP statt korrekten Beweisschritten hdufige formale
Fehlschliisse identifiziert und dariiber Riickmeldungen liefert. Dabei werden
zwel Arten von Fehlschliissen erkannt: Zum einen sind dies logische
Fehlschliisse, wie beispielsweise die Folgerung von —B aus A—B und —A,
welche auf der Fehlvorstellung beruht, dass A—B und ~A——B logisch
dquivalent sind. Die zweite Art von Fehlschliissen betrifft Term-
umformungen, wie beispielsweise die Addition von Briichen nach dem
Prinzip ,,Zéhler plus Zéhler, Nenner plus Nenner®.

Diproche beinhaltet zudem einen Tippgeber, welcher drei Mdoglichkeiten
Tipps abzufragen bietet. Einerseits sind dies allgemeine strategische
Hinweise, welche von der syntaktischen Form des aktuellen Beweisziels
abhingen. Ist beispielsweise eine Annahme eine Disjunktion A V B, so
erhidlt man den Hinweis, eine Fallunterscheidung durchzufiihren. Eine
weitere Moglichkeit besteht darin, dass der automatische Beweiser versucht,
den Beweis zu komplettieren. Gelingt dies in hochstens 10 Schritten, so
liefert er einen Zwischenschritt in der Mitte des Beweises als Losungs-
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hinweis. Zudem koénnen Dozierende aufgabenspezifische Tipps vorgeben,
welche Hinweisen auf Ubungsblittern entsprechen.

Potentiale fiir die Hochschullehre

Der Einsatz interaktiver Beweissysteme im Ubungsbetrieb hat den Vorteil,
dass Studierende bereits wihrend des Beweisfindungsprozesses Hinweise
sowie unmittelbares Feedback erhalten. Die Riickmeldungen sind zudem
standardisiert und differenzierter als die wochentliche Korrektur der
Ubungsblitter. Interaktive Beweiser ermdglichen auch, dass Beweisfindung
und Verschriftlichung miteinander einhergehen. Die Verwendung einer
kontrollierten natiirlichen Sprache in der Studieneingangsphase hat nicht
nur den Vorteil der moglichen Automatisierung, sondern kann Studierenden
durch die Einschrinkung des Vokabulars auch eine gewisse Sicherheit im
Umgang mit der mathematischen Fachsprache gewéhren. So muss die Be-
deutung aller zentralen Ausdriicke expliziert werden, und die Studierenden
konnen sich so die Sprache aktiv aneignen.

Diproche kann nicht nur in den universitiren Ubungsbetrieb im ersten Se-
mester oder in Vorkursen eingebunden werden, sondern auch in Vorlesun-
gen. Dabei konnten Dozierende darauf achten, in den Lehrveranstaltungen
gezielt die Diproche-Sprache zu verwenden. Ein Versuch eine kontrollierte
natiirliche Sprache in eine Mathematikveranstaltung zu integrieren, wurde
in der Vorlesung ,,Analysis 1* an der Universitdt Konstanz (Junk, 2017) be-
reits initiiert. Durch die Verwendung eines diproche-basierten Lehrbuchs
konnen auch die Verbindungen zwischen Vorlesungs- und Ubungsbetrieb
unterstrichen werden. Es gilt allerdings auch zu beachten, dass Diproche
den herkdmmlichen Ubungsbetrieb nicht giinzlich ersetzen kann, sondern
stattdessen als bereichernde Ergidnzung, insbesondere bei der Formulierung
formal-deduktiver Beweise, betrachtet werden sollte.

Durch eine umfangreiche Evaluierung des Einsatzes von Diproche in der
Hochschullehre kénnen auch interessante Erkenntnisse dariiber gewonnen
werden, welche Schwierigkeiten die Studierenden beim Beweisen haben, in
welchen Bereichen sie Hilfestellungen benétigen und welche Fehlschliisse
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héufig vorkommen. Diese Ergebnisse konnen dann einerseits fiir die Weite-
rentwicklung von Diproche und andererseits auch durch die Beriicksichti-
gung potentieller Fehlvorstellungen fiir die Verbesserung der klassischen
Mathematikveranstaltungen verwendet werden.

Herausforderungen und Ausblick

Bevor Diproche in der Hochschullehre eingesetzt werden kann, miissen
noch einige Hindernisse iiberwunden werden. Derzeit wird an der
Universitdit Koblenz-Landau in Kooperation mit Concludio ein User-
Interface entwickelt, welches nicht nur eine Freitexteingabe, sondern auch
vorgefertigte Textbausteine und mathematische Symbole bereitstellen soll.
Eine weitere Herausforderung besteht darin, natiirliche Schwierigkeitsgrade
und Beweismethoden in konkrete Schlussregeln zu iibersetzen. Es werden
verschiedene sogenannte ,,Spiclwiesen erstellt, welche die Arbeit in einem
spezifischen Themengebiet der Elementarmathematik wie der Booleschen
Mengenlehre, elementaren Zahlentheorie oder elementaren axiomatischen
Geometrie erlauben, wobei jede Spielweise zusitzlich iiber eigene Typen,
Vokabular, Bezeichnungskonventionen und Schlussregeln verfiigt.
Beispielsweise wird die Spielwiese ,,Boolesche Mengenlehre” um den Typ
,Menge®, das Inklusionssymbol C, und die Schlussregel ,,Ze¢ige A=B durch
ACB und ACB®“ angereichert. Langfristig wird die Erstellung eines
Diproche-basierten Lehrbuchs anvisiert, auf welches man sich bei der
Eingabe eines Diproche-Texts beziehen kann. Zudem soll neben einem
groen Pool an Aufgaben verschiedener Schwierigkeitsgrade und mit
individuellen Losungshinweisen auch ein Aufgabengenerator geschaffen
werden. Fir den Einsatz im Lehrbetrieb muss Diproche systematisch
getestet, evaluiert und anhand der daraus resultierenden Ergebnisse weiter-
entwickelt werden.
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Qualitative Zuginge zur Integralrechnung
durch Einsatz der 3D-Druck-Technologie

Frederik Dilling

Die Bedeutung von qualitativen Zugéngen zu zentralen Themen der Analysis wird
schon seit langem diskutiert. Durch den vermehrten Einsatz digitaler Medien riicken
stoffdidaktische Uberlegung zur Entwicklung solcher Zuginge wieder in den Fokus
der Diskussionen. Im Beitrag wird die 3D-Druck-Technologie beleuchtet, welche
die individuelle Entwicklung haptischer Arbeitsmaterialien fiir den Mathematik-
unterricht ermdglicht. Hierzu sollen ein theoretischer Hintergrund basierend auf dem
Konzept der empirischen Theorien im Mathematikunterricht vorgestellt sowie die
Moglichkeiten der neuen Technologie am Beispiel der Integralrechnung aufgezeigt
werden.

Einleitung

Mit der 3D-Druck-Technologie werden im Zuge der Digitalisierung
teilweise tiefgreifende wirtschaftliche und gesellschaftliche Verdnderungen
vermutet. Auch im Bildungsbereich gewinnt die Technologie zunehmend an
Bedeutung. Der folgende Beitrag soll am Beispiel der Integralrechnung auf
der Grundlage stoffdidaktischer Erorterungen aufzeigen, welche
Moglichkeiten die Technologie in Begriffsentwicklungsphasen des
Mathematikunterrichts haben kann. Dazu wird zunéchst ein theoretischer
Hintergrund zur Untersuchung der Begriffsentwicklung von Schiilerinnen
und Schiilern im Kontext digitaler Medien vorgestellt. Anschlieend wird
der FEinsatz der 3D-Druck-Technologie im Mathematikunterricht
beschrieben und an vier Beispielen aus der Integralrechnung konkretisiert.

Ein Konzept zur Begriffsentwicklung mit digitalen Medien

Beim Mathematikunterricht der Schule handelt es sich nicht um die
Vermittlung einer formalen Wissenschaft iiber abstrakte Objekte.
Stattdessen wird Mathematik in der Schule meist in Zusammenhang mit
realen Phédnomenen entwickelt, sodass eine ontologische Bindung des
Wissens mit Bezug auf empirische Referenzobjekte entsteht (vgl.
Hefendehl-Hebeker, 2016). Diese Tendenz wird durch den Einsatz digitaler
Medien noch einmal verstirkt, da sie eine Vielzahl experimenteller und
anschauungsgeleiteter Settings bereitstellen.
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Das Konzept der empirischen Theorien nach Burscheid & Struve (2010)
kann zur Beschreibung des Wissens von Schiilerinnen und Schiilern in
einem solchen empirisch-orientierten Mathematikunterricht herangezogen
werden (vgl. Pielsticker, 2020). Demnach entwickeln Schiilerinnen und
Schiiler in einem von Anschauung und Realititsbezug geprégten
Mathematikunterricht eine empirische Auffassung von Mathematik. Das
entwickelte Wissen bezieht sich auf spezifische Bereiche ihrer Erfahrung
und ist damit kontextgebunden (vgl. Bauersfeld, 1983). Die
Wissensspeicherung erfolgt in sogenannten subjektiven Erfahrungs-
bereichen, die wesentlich die Begriffsentwicklung und Argumentation im
Unterricht beeinflussen. Daher bedarf eine addquate Rekonstruktion der
Wissensstruktur von Schiilerinnen und Schiilern einer Beschreibung der
subjektiven Erfahrungsbereiche sowie der entsprechenden Referenzobjekte
und -beziehungen. Auf dieser Basis kann das Wissen der Lernenden als
empirische Theorie iiber die kennengelernten Phdnomene beschrieben
werden.

Die Begriffsentwicklungsprozesse im Mathematikunterricht werden von der
Lehrkraft hiufig auf der Basis von stoffdidaktischen Uberlegungen in
Bezug auf den jeweiligen mathematischen Sachverhalt angeregt. Dies wird
meist dadurch realisiert, dass Lernumgebungen mit empirischen Objekten
(z. B. Darstellungen in GeoGebra) entwickelt werden, die bei geeigneter
Interpretation z. B. eine bestimmte Grundvorstellung (Vom Hofe, 1992)
ansprechen konnen. Im Zusammenhang mit der Integralrechnung, die in
diesem Beitrag diskutiert wird, konnen die Flicheninhaltsgrundvorstellung
(Flacheninhalt einer krummlinig berandeten Fliche), die Rekonstruktions-
grundvorstellung (Integrieren und Ableiten als gegenseitige Operationen),
die Mittelwertsgrundvorstellung (Mittelwert als bestimmtes Integral geteilt
durch die Intervalllinge) sowie die Kumulationsgrundvorstellung (Integral
als Produktsumme) unterschieden werden (vgl. Greefrath et al., 2016). Im
Umgang mit den in der Lernumgebung bereitgestellten empirischen
Objekten bilden die Schiilerinnen und Schiiller dann subjektive
Erfahrungsbereiche aus, deren Rekonstruktion im Rahmen empirischer
Theorien erfolgen kann.
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Die 3D-Druck-Technologie

Beim 3D-Druck handelt es sich um eine digitale Technologie, mit welcher
sich dreidimensionale Objekte herstellen lassen. Unter dem Begriff werden
eine Vielzahl verschiedener Druckverfahren gefasst. Fiir den Einsatz in der
Schule eignet sich insbesondere das Fused Filament Fabrication-Verfahren,
bei dem Kunststoffe geschmolzen und von einer Diise schichtweise auf ein
Druckbett aufgetragen werden (siche Abbildung 1 links).

Die Herstellung der Objekte basiert auf virtuellen 3D-Modellen, welche mit
Computer-Aided Design-Software (CAD) entwickelt werden (siche
Abbildung 1 rechts). Es werden drei Arten von CAD-Programmen unter-
schieden. Beim direkten Modellieren (z. B. Tinkercad™) werden komplexe
Objekte aus Grundkoérpern durch Boolesche Operatoren zusammengesetzt
(siche hierzu auch den Beitrag von Felicitas Pielsticker und Ingo Witzke in
diesem Tagungsband). Das parametrische Modellieren (z. B. Fusion360)
basiert hingegen auf zweidimensionalen Skizzen, die dann durch so
genanntes Extrudieren zu dreidimensionalen Korpern entwickelt werden
konnen. SchlieBlich werden beim skriptbasierten Modellieren Objekte in
einer Programmiersprache erzeugt (vgl. Dilling & Witzke, 2019a;
Fastermann, 2016).

Abb. 1: Druckbett eines 3D-Druckers sowie Screenshots von zwei CAD-Programmen
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Die 3D-Druck-Technologie kann zum Lernen von Mathematik auf
verschiedene Arten bereichernd eingesetzt werden. Zum einen kann die
Lehrkraft individuelles Material fiir die Schiilerinnen und Schiiler
entwerfen. Zum anderen kann die Technologie aber auch im Unterricht
eingesetzt werden, indem die Schiilerinnen und Schiiler eigene
mathematikspezifische Objekte entwerfen (vgl. Witzke & Hoffart, 2018). In
beiden Féllen kann ein besonderer Fokus auf Begriffsentwicklungsprozesse
gesetzt werden, die sich mit dem Konzept der empirischen Theorien
beschreiben lassen. So konnte bereits in verschiedenen Studien gezeigt
werden, dass Schiilerinnen und Schiiler beim Umgang mit der 3D-Druck-
Technologie in Phasen der Begriffsentwicklung eine empirische Auffassung
von Mathematik entwickeln konnen (siche u.a. Dilling et al., 2019;
Pielsticker, 2020) — also eine Theorie iiber die empirischen Objekte bilden
(insbesondere durch die Darstellungen im CAD-Programm und die 3D-
gedruckten Objekte).

Anwendungen aus der Integralrechnung

Ober- und Untersummen

Die Definition des Integrals als Grenzwert von Ober- und Untersummen
gehort zu den klassischen Themen der Analysis. Mit Hilfe der 3D-Druck-
Technologie lassen sich Arbeitsmaterialien entwickeln, welche einen
qualitativen Zugang zu dieser Definition des Integrals ermdglichen. Diese
bestehen aus einem Koordinatensystem, auf welches der Graph einer
Funktion gezeichnet ist. Mit kleinen verschiedenfarbigen Pldttchen kann die
Flache zwischen dem Funktionsgraphen und der x-Achse nidherungsweise
ausgelegt werden (Abbildung 2 und 3).

Dazu beginnt man vorzugsweise mit einer Funktion, die im betrachteten
Intervall nur positive Funktionswerte besitzt, z. B. die Funktion mit der
Vorschrift f(x|=2vVx im Intervall [0,8] (Abbildung 2 links). Den
Schiilerinnen und Schiilern werden nun Flachenstiicke fiir eine bestimmte
Zerlegung ausgegeben, deren Inhalt der Ober- (dunkelgriin) bzw.
Untersumme (hellgriin) entspricht. Nacheinander kann die Flache unter dem
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Graphen mit diesen Flidchen ausgelegt (Abbildung 2 Mitte und rechts) und
durch Vergleich der Rechtecksflichen die Differenz zwischen Ober- und
Untersumme bestimmt werden (Abbildung 2 unten). Dieses Vorgehen kann
fiir verschieden feine Zerlegungen wiederholt werden und die Differenzen
von Ober- und Untersumme der verschiedenen Zerlegungen kann qualitativ
verglichen werden. Auf diese Weise konnen Schiilerinnen und Schiiler
erkennen, dass die Differenz bei diesem Beispiel bei feinerer Zerlegung
immer kleiner wird.

Abb. 2: Arbeitsmaterial zur qualitativen Erarbeitung von Ober- und Untersummen
am Beispiel der Funktion f | x)=2x

ADbb. 3: Arbeitsmaterial zur qualitativen Erarbeitung von Ober- und Untersummen
am Beispiel der Funktion g[ x|=2sin(x)
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In einem zweiten Schritt kann das Prinzip auf Funktionen mit negativen
Funktionswerten iibertragen werden, z. B. die Funktion mit der Vorschrift
g!x/=2sin(x) im Intervall [0,27] (Abbildung 3). Flichen unterhalb der x-
Achse werden in diesem Fall durch rote Fliachenstiicke ausgelegt, deren
Flacheninhalt negativ gewertet wird. Ober- und Untersumme werden
entsprechend des Farbkonzepts durch dunkelrote und hellrote Flachenstiicke
unterschieden. Auch bei Funktionen mit negativen Funktionswerten kann
die Differenz der Ober- und Untersumme bei einer bestimmten Zerlegung
durch Fliachenvergleich qualitativ bestimmt werden (Abbildung 3 unten).

Durch das Material konnen die Schiilerinnen und Schiiler experimentell
wichtige Aspekte von Ober- und Untersummen kennenlernen. Der
qualitative Vergleich der Flachen bei verschiedenen Zerlegungen ermog-
licht erste Erfahrungen mit Grenzwertprozessen. Durch das konsistente
Farbkonzept werden die Begriffe Obersumme und Untersumme kognitiv an
die dunklen bzw. hellen Farbtone gebunden. Griin steht dabei fiir einen
positiv zu wertenden Flicheninhalt, Rot fiir einen negativen. Das
Ausmessen der Fliachen und das Aufschreiben der Werte in Termen fiihrt
schlieBlich zum Begriff der Produktsumme auf einer numerischen Ebene,
welcher auf der Basis des Materials dann auch verallgemeinert und durch
Anwendung der Fliacheninhaltsformel fiir Rechtecke algebraisch formuliert
werden kann.

Der Vorteil des 3D-Druckers liegt in der hohen Individualitit der Produkte.
Es konnen beliebige Funktionsgraphen und Zerlegungen untersucht werden.
So kann auch ein Arbeitsauftrag an die Schiilerinnen und Schiiler lauten,
Flachen fiir eine bestimmte Zerlegung mit einem CAD-Programm selbst zu
entwickeln. Auf diese Weise wird eine tiefgehende Auseinandersetzung mit
der Thematik erreicht, die zur Entwicklung der Flécheninhalts- sowie
Kumulationsgrundvorstellung beitragen kann.

Integraph

Bei einem Integraphen handelt es sich um ein Instrument, das zu einem
gegebenen stiickweise stetigen Funktionsgraphen den Graphen der



Qualitative Zuginge zur Integralrechnung Seite 63

Stammfunktion zeichnet. Mit dem Gerét lassen sich somit unbestimmte
Integrale graphisch l6sen. Integraphen wurden insbesondere Anfang des 20.
Jahrhunderts von Ingenieuren verwendet, sind aber durch die Entwicklung
des Computers heutzutage nicht mehr im Gebrauch und nur noch in
wenigen Sammlungen von Museen verfiigbar. Die 3D-Druck-Technologie
ermdglicht die Entwicklung von Integraphen auf der Grundlage der
urspriinglichen Gerédte zur Nutzung im Bildungsbereich (vgl. Dilling, 2019;
Dilling & Witzke, 2018). In Abbildung 4 ist ein in Anlehnung an ein
Instrument der Firma A. Ott entwickelter Integraph zu sehen.

Abb. 4: Mit 3D-Druck-Technologie entwickelter Integraph

Dem Integraphen liegt ein Mechanismus zugrunde, welcher das Ubertragen
des Funktionswertes eines gegebenen Graphen als Steigung auf einen neuen
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Graphen ermdglicht. Dies wird durch ein so genanntes Schneiderad
realisiert, welches die obere Zeichenebene verschiebt und auf diese Weise
einen stetigen Funktionsgraphen zeichnet. Beim 3D-gedruckten Integraphen
wird dies durch ein einfaches Gummirad mdoglich.

Im Mathematikunterricht kann ein Integraph insbesondere zur
Veranschaulichung des ersten Teils des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung Einsatz finden. Blum (1982) betont, dass sich ein
geometrischer Beweis des Satzes auf der Basis des Integraphen anbietet, um
die elementargeometrischen Vorerfahrungen der Schiilerinnen und Schiiler
einzubeziehen. Zudem kann der Integraph das graphische Differenzieren
und Integrieren — das Zeichnen des Graphen einer Ableitungs- bzw.
Stammfunktion durch ndherungsweise Bestimmung von Werten an
diskreten Stellen — zu einem Kkontinuierlichen Prozess entwickeln, in
welchem der Funktionscharakter des Integrals betont wird. Die
Grundvorstellung der Rekonstruktion kann auf diese Weise gezielt
angesprochen werden.

Wesentliche Vorteile des Einsatzes von Integraphen im Unterricht sind das
aktive Lernen, bei dem die Mechanismen und zugrundeliegenden
mathematischen Uberlegungen durch die Schiilerinnen und Schiiler
aufgedeckt werden konnen. Dies ist besonders dann moglich, wenn unter
Zuhilfenahme der 3D-Druck-Technologie die eigene (Nach)entwicklung der
Instrumente im Unterricht erfolgt (vgl. Dilling & Witzke, 2019b).

Mittelwert

Mittelwerte von Funktionen sind gerade mit Blick auf die Anwendungen in
der Stochastik von Bedeutung im Analysisunterricht. Die 3D-Druck-
Technologie ermdglicht die Entwicklung von neuen Arbeitsmitteln zur
Vermittlung grundlegender Vorstellungen in diesem Bereich (Abbildung 5
und 6). Es handelt sich dabei um vertikal stehende, flache Objekte, auf
welchen ein Koordinatensystem und der Graph einer Funktion gezeichnet
wurden. In den Objekten befinden sich Hohlrdume, in die sich eine farbige
Fliissigkeit fiillen ldsst. Sie werden mit transparentem Material gedruckt,
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sodass die farbige Fliissigkeit in den Objekten von auBlen sichtbar ist. Die
Hohlrdume innerhalb der Objekte sind so konzipiert, dass zunéchst die
Flache unterhalb des Funktionsgraphen gefirbt ist (Abb.4 links). Wird ein
Verschlussstopfen entfernt, so 6ffnet sich eine zweite Kammer und das
Wasser mittelt sich auf einer bestimmten Hohe. Damit ist ein zur Flache
unter dem Graphen fldchengleiches Rechteck entstanden.

Abb. 5: Arbeitsmaterial zum Mittelwert am Beispiel der Funktion f [ x|=2 Vx

Das Prinzip ldsst sich auf Funktionen mit negativen Funktionswerten
Ubertragen. Eine negativ orientierte Fliche, also eine solche, die zur
Berechnung des Integrals negativ gewertet wird, ist dann eine Kuhle, in
welche das Wasser zunéchst hineinflieit, bevor es sich iiber die gesamte
Flache hinweg mittelt.

Abb. 6: Arbeitsmaterial zum Mittelwert am Beispiel der Funktion g(x|=2sin(x)
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Im Unterricht konnen Schiilerinnen und Schiiler mit dem Material eine
Ankervorstellung fiir das Mitteln von Funktionen in einem bestimmten
Intervall entwickeln. Auf den physikalischen Vorstellungen zum Verhalten
von Fliissigkeiten kann dabei systematisch aufgebaut werden. Die
Erstellung der Objekte mit einem CAD-Programm ist verhéltnismaBig
aufwéndig, sodass sich die Entwicklung im Unterricht nicht anbietet.
Stattdessen kann eine Lehrkraft entsprechende Objekte fiir das Arbeiten im
Unterricht erstellen. Das Prinzip kann zudem auf Funktionen mit zwei
Variablen iibertragen werden, sodass sich die entwickelten Vorstellungen
auch iiber den Mathematikunterricht der Schule hinaus als tragfahig
erweisen. Insbesondere in Bezug auf die Grundvorstellungen des Integrals
als Mittelwert sowie als Flacheninhalt lassen sich Verbindungen erkennen.

Rotationskorper

Rotationskorper stellen in der Schule eine héufig auftretende Anwendung
der Integralrechnung dar. Im Mathematikbuch kénnen die Objekte nur
zweidimensional dargestellt werden, was héaufig Vorstellungsprobleme bei
den Schiilerinnen und Schiilern zur Folge hat. Mit Hilfe der 3D-Druck-
Technologie konnen Anschauungsobjekte in diesem Bereich entworfen
werden. Dies umfasst einerseits dreidimensionale Volumenkdrper aus
Kunststoff, die mit CAD-Software mit wenig Aufwand konstruiert werden
konnen (Abbildung 7 rechts). Im Konstruktionsprozess wird bereits die
Verbindung zwischen der den Rotationskdrper begrenzenden Funktion und
dem Rotationskorper selbst sichtbar. Das Volumen des entstehenden
Volumenkorpers kann dann beispielsweise durch das Eintauchen in ein mit
Fliussigkeit gefiilltes Gefdl (Differenzmethode) bestimmt werden.
Alternativ kann die Verbindung von berandender Funktion und dem
entstehenden Rotationskorper auch mit einer in einen schnell drehenden
Motor eingespannte Fliache veranschaulicht werden (Abbildung 7 links).
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Abb. 7: Arbeitsmaterialien zum Thema Rotationskérper

Fazit und Ausblick

In diesem Beitrag konnte am Beispiel der Integralrechnung aufgezeigt
werden, wie die 3D-Druck-Technologie neue Ansidtze zur Forderung der
Entwicklung zentraler Begriffe der Mathematik bereitstellen kann. Die
Entwicklung von Arbeitsmitteln gemeinsam mit Schiilerinnen und Schiilern
und die anschlieBende Verwendung dieser in handlungsorientierten
Lernumgebungen kann bereits existierende rein digitale Ansétze in diesem
Bereich (z. B. Elschenbroich, 2017) erweitern. Der Einsatz der Technologie
in Phasen der Begriffsentwicklung kann, wie verschiedene Untersuchungen
zeigen (u.a. Dilling, 2019; Dilling et al., 2019; Pielsticker, 2020), die
Begriindung zentraler mathematischer Aussagen auf der Grundlage der
empirischen Objekte anregen und damit zur Entwicklung einer empirischen
Auffassung von Mathematik fithren. Dies soll, auch fiir die in diesem
Beitrag vorgestellten Beispielanwendungen aus der Integralrechnung, in
weiteren Untersuchungen detailliert in den Blick genommen werden.
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Differentiographen, Integraphen
und das spezifische Dreieck

Hans-Jiirgen Elschenbroich

Im 19. bis Mitte 20. Jahrhundert gab es analoge mechanische Geridte, genannt
Differentiograph und Integraph, mit denen man bei Vorliegen einer geeigneten
Kurve graphisch und analog die Ableitungskurve bzw. die Stammfunktionskurve/
Integralkurve zeichnen konnte. Hier werden die mathematischen Grundideen dieser
Geridte untersucht und es wird eine interessante Gemeinsamkeit entdeckt.
AbschlieBend werden digitale Modellierungen von Differentiograph und Integraph
vorgestellt und in den Mathematikunterricht eingeordnet.

Einleitung

Das Berechnen von Ableitungen, Ableitungsfunktionen und Stamm-
funktionen und das Berechnen von Integralen und Integralfunktionen gehdort
zu den Standardthemen des Mathematikunterrichts und der Anfangervor-
lesung. Die Ableitungsfunktionen und Stammfunktionen werden iiblicher-
weise mit einem entsprechenden Kalkiil ermittelt. Zeichnerische Methoden
fristeten in Mathematik und Mathematikunterricht lange ein Randdasein.
Und mechanische Gerite wie Differentiograph und Integraph wurden eher
im Techniker- und Ingenieurbereich eingesetzt. Dabei sind sie Maschine
gewordene Mathematik. Im Folgenden sollen derartige Geréte vorgestellt
und ihre grundlegenden mathematischen Ideen untersucht werden.

Graphisches Differenzieren und Differentiographen

Ein gewinnbringender und leicht zu verstehender Ansatz zum graphischen
Differenzieren stammt von Solin (1872), siehe Strubecker & Steinbach
(1966). Er setzt voraus, dass man graphisch in der Lage ist, hinreichend
genau, z. B. mit einem Spiegellineal, im Punkt P eine Tangente ¢ an den
Graphen einer Funktion f zu zeichnen (Abb. 1). Es werden zundchst die
Punkte O = (0, 0) und 4 = (-1, 0) konstruiert. Die Basis-Strecke OA hat so
die Léange 1 (in der gewéhlten Langeneinheit). Dann wird eine Parallele zur
Tangente ¢ durch den Punkt 4 gezeichnet, die die y-Achse schneidet. Der
Schnittpunkt wird von Solin, Strubecker & Steinbach (1966) mit P,
bezeichnet (wir werden ihn analog zur Integration mit B benennen). Der y-
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Achsenabschnitt hat dann genau den Wert y* der Steigung der Tangente
(weil im Steigungsdreieck basis = 1 ist). Ubertrigt man diesen Steigungs-
wert in die y-Koordinate eines Punktes P* = (x, y‘), so hat man einen Punkt
der Steigungskurve konstruiert. Fiir weitere Punkte O, R auf dem Graphen
von f verfahrt man analog und erhélt so diskrete Punkte der Ableitungs-
kurve. Vergleichbares findet man auch in einem Schulbuch aus den 70er
Jahren (siche Abb. 2).
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ADbb. 1: Graphisches Differenzieren nach Abb. 2: Graphisches Differenzieren
Solin (Strubecker & Steinbach, 1966, S. 54) (Worle, Kratz & Keil, 1975, S. 98)

Abb. 3: Differentiograph Madrid-Coradi Abb. 4: Differentiograph Ott
(Coradi, 1930) (Meyer zur Capellen, 1949)

Differentiographen sind mechanische Geréte, mit denen man zu einer gege-
benen Kurve, die mit einem Fiihrstift S abgefahren wird, kontinuierlich mit
einem Zeichenstift Z eine Steigungskurve zeichnen kann. Hier werden zwei
solcher Gerite gezeigt, die in den feinmechanischen Werkstitten Coradi
(Schweiz) und Ott (Deutschland) hergestellt wurden (Abb. 3 und Abb. 4).
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Graphisches Integrieren und Integraphen

Ausfithrungen zum graphischen Integrieren, die das Konstruktionsprinzip
von Integraphen erkldrten, finden wir bei Lossier (1911), die das Prinzip des
Ende des 19. Jahrhunderts von Coradi gebauten Integraphen von Abdank-
Abakanowicz erkldren (Abb. 5). Wir sehen hier u. a. einen Rollwagen,
einen Fiihrstift, eine Basis (in unserer dynamischen Modellierung mit der
Lénge 1) und ein ,Schneiderad‘, das stets parallel zur Tangente an die
Integralkurve steht. Das Schneiderad (ein scharfkantiges Rédchen, das sich
nur in eine vorgegebene Richtung bewegen kann) spielt hier eine
entscheidende Rolle. Seine Richtung kann nur durch einen
Gestangemechanismus, der den Wert f(x) abgreift, beeinflusst werden. So
wird dafiir gesorgt, dass der Zeichenstift sich immer nur in die ,richtige*
Richtung bewegt.
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Abb. 5: Graphisches Integrieren und Abb. 6: Schematische Darstellung des
Prinzip eines Integraphen (Lossier, 1911) Integraphen (Willers, 1942)

Das konstruktive Prinzip wird in Abb. 5 und Abb. 6 gezeigt, die Reali-
sierung von Coradi als Gerdt in Abb. 7. In Deutschland wurden dann
Integraphen nach den Pldnen des deutschen Ingenieurs Adler durch das
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,Mathematisch-Mechanische Institut® der Firma Ott in Kempten hergestellt
(siche Abb. 8). Solche Integraphen waren — wie die Differentiographen auch
—bis Mitte des 20. Jahrhunderts im technischen Bereich in Gebrauch und
Verkauf. Sie wurden aber in den mathematischen Instituten nur am Rande
und in den Schulen praktisch gar nicht wahrgenommen. Es sei an dieser
Stelle schon angemerkt, dass in den Beschreibungen der Integraphen in der
Regel vom Zeichnen der Integralkurve gesprochen wurde. Von der
Konstruktion her ging es aber offensichtlich um das Zeichnen einer
bestimmten Stammfunktionskurve (Startwert = 0), was mathematisch nahe
beieinander, aber nicht dasselbe ist. Der feine Unterschied scheint damals
keine grofie Rolle gespielt zu haben.

ADbb. 7: Integraph Abdank-Abakanowicz ADD. 8: Integraph Adler-Ott
(Coradi, 1935) (Gellert et al., 1967)

Differenzieren und Integrieren mit GeoGebra

Nach dem Differenzieren und Integrieren von Grundfunktionen wurden in
der Mathematik Regeln fiir kompliziertere, zusammengesetzte Funktionen
entwickelt. Fiir den Einsatz von Differentiographen und Integraphen war
dies aber nicht notig, hier brauchte man neben dem Gerét nur die Grundkur-
ve, den Graphen der Ausgangsfunktion f. Auch beim Differenzieren und In-
tegrieren mit digitalen Werkzeugen wie GeoGebra brauchten wir heute
(scheinbar) keine Regeln mehr (jedenfalls auf der Benutzeroberflache, wenn
man akzeptiert, dass GeoGebra intern diese Regeln implementiert hat).
GeoGebra bietet einen Graphikrechner (GR) und ein Computeralgebrasys-
tem (CAS), beides verschmilzt zunehmend:
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Ableitung in GR oder CAS:

Eingabe f,

Ausgabe mittels f*.

Stammfunktion im GR-Modus (mit F(a)=0):
Eingabe f,

Berechnung von F(x) = Integral(f),

Ausgabe mittels F(x) — F(a).

Stammfunktion im CAS-Modus (mit F(a)=0):
Eingabe f,

Ausgabe mittels F(x) — F(a).
Integralfunktion im CAS-Modus:

Eingabe f,

Ausgabe mittels Integral(f,a,x).

So gesehen briduchte man dann heute auch keine Differentiographen und
Integraphen. Dennoch kann die Beschéftigung mit ihnen einen didaktischen
Nutzen haben und zum grundlegenden Verstindnis von Differenzieren,
Integrieren und ihrem Zusammenhang beitragen.

Dynamische Modellierung eines Differentiographen mit GeoGebra

Einen Differentiographen kann man mit GeoGebra zunéchst einfach brute
force' konstruieren. Man definiert eine Funktion £, legt einen Punkt S auf
den Graphen und konstruiert eine Tangente ¢ an den Graphen von f im
Punkt S. Die Tangentensteigung sei m und xs = x(S) (Abb. 9). Fiir die
Konstruktion der Tangente wird hier der michtige GeoGebra-Befehl
genutzt. Dann zeichnet der Punkt Z, = (x5, m) die Ableitungskurve als Spur
oder Ortslinie.

Wie schaut es dagegen aus, wenn wir das graphische Differenzieren nach
Solin betrachten? Zur Tangente ¢ wird die Parallele 7/ durch 4 = (-1; 0) kon-
struiert. Diese schneidet die y-Achse bei B und die y-Koordinate von B lie-

1 Brute force ist ein Vorgehen mit ,roher Gewalt‘, das ohne den Einsatz ausgekliigelter Algo-
rithmen vorgeht.
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fert den Wert der Steigung der Tangente und die y-Koordinate von Z (Abb.
10). Das orange schraffierte Dreieck 4OB) ist ein verschobenes Steigungs-
dreieck der Tangente an S.
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Abb. 9: Differentiograph ,brute force* Abb. 10: Differentiograph nach Solin,

Konstruktionsprinzip mit Hilfslinien
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Abb. 11: Dynamischer Differentiograph nach Abb. 12: Integraph ,brute force*

Solin, Hilfslinien versteckt
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Wenn wir Zp eine Ortslinie zeichnen lassen, kann man noch etwas trickreich
erreichen, dass die Ortslinie nicht gleich iiber den gesamten Bereich
gezeichnet wird, sondern nur bis xs (Abb. 11). Damit haben wir einen
dynamischen Differentiographen. Auf den ersten Blick scheint dies kein
sonderlicher Unterschied zum ,brute force‘ Ansatz zu sein. Interessant wird
es dann aber bei der Untersuchung des Integraphen und dessen Prinzipien.

Dynamische Modellierung eines Integraphen mit GeoGebra

Auch einen Integraphen kann man mit GeoGebra einfach ,brute force* kon-
struieren. Man definiert eine Funktion f; legt einen Punkt S auf den Graphen
und berechnet mit dem GeoGebra-Befehl i =Integral(f, a, xs). Dann zeichnet
der Punkt Z; = (xs, i) die Integralkurve als Spur oder Ortslinie (Abb. 12).

Z

2 Xg?

[}

Abb. 13: Integraph nach Abdank-Abakanowicz, Abb. 14: Dynamischer Integraph
Konstruktionsprinzip mit Hilfslinien nach Abdank-Abakanowicz,
(sieche Coradi, 1935) Hilfslinien versteckt

(Elschenbroich, 2019)

Betrachten wir nun das Prinzip des Integraphen von Abdank-Abakanowicz
aus dem Jahre 1886. Hier wird die y-Koordinate von S auf die y-Achse
iibertragen und erzeugt dort den Punkt B;. Zur Geraden r/ durch 4 und B,
(beim Gerédt das Richtlineal) wird eine Parallele durch Z; konstruiert, die
Tangente £2 an die Integralkurve sein soll (Abb. 13). Beim Gerét wird dann
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iiber ein Parallelgestinge die Richtung des Schneiderads geéndert. Damit
wird erzwungen, dass der Zeichenstift immer passend in dieser Richtung
weiterzeichnet. Das rot schraffierte Dreieck AOB, ist hier ein verschobenes
Steigungsdreieck der Tangente an Z; (an der hier noch nicht sichtbaren Inte-
gralkurve). Auch hier kénnen wir erreichen, dass die Ortslinie von Z; nicht
iiber den ganzen Bereich geht, sondern jeweils nur bis xs gezeichnet wird
(Abb. 14).

Spezifisches Dreieck 1. und 2. Art

Wir haben in beiden Fillen ein verschobenes und normiertes Steigungsdrei-
eck AOB), bzw. AOB,. mit basis = OA = 1. Einmal wird B) als Schnittpunkt
iiber die Tangente ¢ und die Parallele ¢/ variiert. Das andere Mal wird B,
iiber den Punkt S variiert und die Gerade r/ = 4B, dadurch bewegt. Weil die-
se beiden Dreiecke jeweils das spezifische Verhalten des Zeichenstifts Zp
bzw. Z; festlegen, nenne ich sie spezifisches Dreieck 1. Art bzw. 2. Art.

Zur Konstruktion des digitalen Integraphen

Eine Sache ist noch zu kldren: Wenn wir einen Punkt Z; der Integralkurve
haben, dann konnen wir den néchsten Punkt konstruieren. Um das digital zu
realisieren, definieren wir eine sehr kleine Variable 4, gehen von Z; aus um
h nach rechts und dann bis zur Tangente 2 nach oben / nach unten. Damit
erhalten wir den nichsten, neuen Punkt Z;. Und da die Kurve bei a auf der
x-Achse mit (a; 0) startet, hat das Verfahren einen wohldefinierten Anfang.
Diesen Schritt im sehr kleinen Bereich kann man mit der Funktionenlupe
sichtbar machen (Abb. 15).

Abb. 15: Schrittweise ADbb. 16: Differentio-Integraph nach v. Harbou,
Konstruktion von Z; Askania (Meyer zur Capellen, 1949)
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Ein dynamischer Differentio-Integraph

Wenn man den Fiihrstift eines Integraphen auf einer Grundkurve, dem
Graphen von f zieht, erzeugt der Zeichenstift die Stammfunktionskurve /
Integralkurve. Wenn man nun den Fiihrstift eines Differentiographen auf
dieser Kurve zieht, erzeugt der Zeichenstift deren Ableitungskurve und
damit die vorherige Grundkurve (sofern feinigermalien gutartig = stetig ist).
Man kann das mechanisch so verstehen, dass die Rolle von Fiihrstift und
Zeichenstift vertauscht wird. In der Tat gab es sogar ein Gerdt von v.
Harbou, produziert von der Firma Askania, mit dem Namen Differentio-
Integraph, das beide Funktionsweisen einnehmen konnte (Abb. 16).

Bei den mechanischen Geréten hatten wir immer zwei Blétter mit je einer
Kurve (Grundkurve und Ableitungskurve bzw. Grundkurve und Integralkur-
ve), auf denen Flihrstift S bzw. Zeichenstift Z laufen (und damit auch zwei
Koordinatensysteme, die in der x-Achse zueinander passen).

Al S

Abb. 17: Dynamischer Differentio-Integraph ADD. 18: Die Ableitungskurve der
mit beiden spezifischen Dreiecken Integralkurve ist die Grundkurve.

In GeoGebra haben wir gegeniiber den historischen Gerdten die
Moglichkeit, zu einer Funktion fund einem Punkt S zwei Zeichenstifte zu
konstruieren, fiir die Ableitungskurve und fiir die Stammfunktions- bzw.
Integralkurve. Wir konnen diese Kurven zusammen mit f wahlweise oder
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gleichzeitig in ein Zeichenblatt zeichnen. Damit kdnnen wir einen
dynamischen Differentio-Integraphen konstruieren (Abb. 17).

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Was passiert, wenn wir nun erst den Integraphen einsetzen und damit die
Integralkurve erzeugen und danach den Differentiographen auf den Punkt Z;
der Integralkurve anwenden? Dann féllt der Zeichenstift Zp mit dem Punkt S
zusammen und die bis dahin gezeichnete Kurve mit dem Graphen von f
(Abb. 18). Auch fallen die beiden spezifischen Dreiecke AOBp und AOB;
zusammen.

Dass die Ableitung der Stammfunktion wieder die Ausgangsfunktion f
ergeben muss, ist das fiir den Mathematiker eher trivial. Aber fiir Schiiler ist
das doch ein Aha-Effekt. Dies ist die Veranschaulichung der globalen
Aussage des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung (HDI),
bekannterweise nur fiir geeignete, gutartige (= stetige) Funktionen. Der
typische Beweis des HDI hilft Schiilern zum Verstdndnis nicht wirklich
weiter, weil er ,wie auf Schienen‘ durchluft.

Viel spannender als ein Beweis, der bei der Voraussetzung der Stetigkeit
von [ ,glatt’ durchgeht, ist eine Untersuchung, was passiert, wenn f eine
Sprungstelle hat (Abb. 19), und was dann passiert, wenn man diese
Sprungstelle behebt (Abb. 20). Dafiir eignet sich dic Kombination von
Integraph und Funktionenlupe (Elschenbroich, 2015) besonders. Hierbei ist
der ,brute force’ Integraph von Vorteil, weil er tatsdchlich eine
Integralkurve erzeugt, die ja auch bei einer Sprungstelle von f (bzw. bei
endlich vielen) existiert. Hier lasst sich mit der Funktionenlupe dynamisch
verfolgen, wie das Beheben der Sprungstelle von F die nicht-
differenzierbare ,Knickstelle® der Integralfunktion ,glattet’ (Abb. 20, Abb.
21).
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19: Nicht-differenzierbare ,Knickstelle der Integralfunktion bei einer Sprungstelle von f
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ADbb. 20: Sukzessive Behebung der Sprungstelle von f'und der Knickstelle der Integralfunktion
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Abb. 21: Differenzierbarkeit der Integralfunktion nach Behebung der Sprungstelle von f

Integralfunktion — Stammfunktion

Der Differentiograph zeichnet die Ableitungskurve einer geeigneten Funkti-
on f. Der ,brute force‘ Integraph zeichnet exakt die Integralkurve. Der his-
torische Integraph zeichnet von seiner Konstruktion her die Stammfunktions-
kurve einer geeigneten Funktion £, auch wenn in den Beschreibungen dazu
immer von Integralkurve die Rede ist. D. h. die Unterscheidung und der Zu-
sammenhang von Integralfunktion und Stammfunktion, die eigentlicher In-
halt des HDI ist, féllt unter den Tisch bzw. wird verwischt. Dies korrespon-
diert mit der ungliicklichen Sprech- und Schreibweise, die Stammfunktion

als ,unbestimmtes Integral® zu bezeichnen und mit dem Symbol f f[x)dx

zu belegen. Eine Gepflogenheit, der man in der Schule mdglichst lange
nicht nachkommen sollte (Blum, Elschenbroich & Krimmel, 2016).

Es gibt zumindest eine historische Stelle, in der der Zusammenhang zwi-
schen Stammfunktionskurve und Integralkurve explizit angesprochen wur-
de. Wird zur Kurve abcde die Stammfunktionskurve ABCDE gezeichnet, so
formuliert Coradi, dass die durch seinen Integraphen gezeichnete Kurve (die
Stammfunktionskurve) dann auch Integralkurve sein muss (Coradi, 1935)
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und weist dies durch expliziten Riickgriff auf das bestimmte Integral unter
der Kurve abcde nach (seine Fig. 1 in Abb. 22).

Gleichzeitig zeigt Coradi auch (bei stillschweigender Voraussetzung der
Stetigkeit von f), dass die Steigung der Integralkurve in einem Punkt T (hier
wird auch das Schneiderad mit eingezeichnet) gleich dem Funktionswert
von f an der Stelle 7 ist (seine Fig. 2 in Abb. 23). Coradi war sich also des
Unterschiedes zwischen Integralkurve und Stammfunktionskurve durchaus
bewusst.

Fig. 1 Fig. 2

Abb. 22: Integralkurve (Coradi, 1935) Abb. 23: Ableitungskurve (Coradi, 1935)

Mir ist nur eine einzige Veroffentlichung vor der Jahrtausendwende be-
kannt, die sich mit dem Integrator als Gegenstand des Mathematikunter-
richts (dort mit dem Gerdt Adler-Ott) an der Schule beschéftigte (Blum
1982; und mit ihm Droge & Metzler 1983). Blum formuliert dort, dass der
Integraph vom Prinzip her ein Stammfunktionszeichner, von der Wirkungs-
weise her aber ein Flacheninhaltszeichner ist, und er nennt den historischen
Integraphen daher eine ,Hauptsatzmaschine®.
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Fazit

Heutzutage findet man in aktuellen Analysis-Schulbiichern keine graphi-
schen Methoden mehr. In fritheren Schulbiichern der 50er bis 70er Jahre
war das durchaus anders. Dort war graphisches Differenzieren und graphi-
sches Integrieren noch ein Thema, dem ggf. sogar ganze Kapitel gewidmet
wurden.

Die historischen Gerite Differentiograph und Integraph sind materialisierte
Mathematik, aber teilweise nicht leicht zu durchschauen und vor allem de
facto im Unterricht nicht zugénglich.

Ein Blick zuriick in alte Quellen hilft zunéchst, die Grundideen und die ana-
logen Gerite zu verstehen und einzuordnen. Digitale Lernumgebungen las-
sen dann diese Ideen und die historischen Geréte wieder auferstehen und er-
moglichen einen direkten und visuellen Zugang. Die Schiiler kénnen sich
dabei mit den Prinzipien dieser Verfahren und Geréte beschéftigen und ihr
Versténdnis der Analysis vertiefen. Sie konnen die digitalen Lernumgebun-
gen aber auch zum Erkunden der Ableitungsfunktionen, Stammfunktionen
& Integralfunktionen nutzen.

Die Beschiftigung mit historischen Gerdten wie Differentiograph und Inte-
graph soll die Ableitungs- und Integrationsregeln nicht iiberfliissig machen,
sondern zum friihzeitigen/ rechtzeitigen Aufbau von Grundverstdndnis bei-
tragen. Dies ist eine wichtige Aufgabe, die eigene Anstrengungen erfordert
und nicht durch das routinierte Beherrschen der Regeln ersetzt werden
kann!
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Adaptives Online-Training
fiir mathematische Ubungsaufgaben

Gerhard Gotz, Sebastian Wankerl

Wir stellen das Konzept und erste empirische Ergebnisse eines adaptiven Online-
Trainings fiir Arithmetikaufgaben auf der Online-Plattform optes fiir Nutzer in der
Vorstudienphase vor. Dort wird ein Algorithmus genutzt, der zundchst auf Basis
eines fachdidaktischen Modells des Wissens und Konnens Aufgaben empfiehlt, die
auf den einzelnen Nutzer individuell optimiert sind. Mit zunehmender Nutzerzahl
soll das Vorschlagsystem dazu lernen und die Vorhersagen verbessern, indem es
Erkenntnisse {iber Nutzer und Trainingsaufgaben sukzessive mit integriert.

Einleitung

Das hier vorgestellte adaptive Training wird im mathematischen Online-
Briickenkurs des vom BMBF geforderten Projekts optes (Optimierung der
Studieneingangsphase) genutzt. Dieser bietet sechs lernzielorientierte Kurse
(LOC) zu den Themen Arithmetik, Gleichungen, Potenzen-Wurzeln-Loga-
rithmen, Funktionen, Geometrie und Trigonometrie an, die den angehenden
Studierenden den Ubergang zwischen Schule und Hochschule erleichtern
sollen. Die Konzeption und Umsetzung der darin eingesetzten adaptiven
Trainings fand anhand von sechs Forschungsfragen statt. Drei davon
beschiftigen sich mit Aspekten der Fachdidaktik der Mathematik:

1.  Was zeichnet Adaptivitit in einem Mathematik-Onlinekurs aus?

2.  Wie sieht ein summatives Modell zu grundlegendem Wissen und
Konnen in der Arithmetik aus?

3. Wie kann ein summatives Modell des Wissens und Konnens ein
adaptives Vorschlagsystem fiir mathematische Ubungsaufgaben
konzeptionell unterstiitzen?

Weitere drei Forschungsfragen sind aus dem Bereich Machine Learning:

4. Wie konzipiert man ein selbstlernendes Empfehlungssystem fiir
Kleinstdatensétze?

5. Wie ldsst sich ein summatives Modell des Wissens und Konnens
als Ontologie in einen selbstlernenden Algorithmus einbinden?
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6. Welche Erkenntnisse lassen sich aus einer Pilotdurchfiihrung ablei-
ten?

Adaptivitit in einem Online-Kurs

Der ersten Forschungsfrage beschéftigt sich damit, was Adaptivitdt in einem
Mathematik-Onlinekurs bedeuten kann. Dieser ndhern wir uns mit
folgendem Definitionsversuch an: Ein auf das Uben von Aufgaben
ausgelegter Mathematik-Onlinekurs reagiert automatisch und individuell
auf die Nutzerinteraktion ,,Beantwortung einer Ubungsaufgabe® in einem
dediziertem Aufgabentraining. Der generische Prozessablauf eines Nutzers
auf der optes-Plattform ist in Abbildung 1 (Roos et al. 2019) dargestellt.

TESTE
ILIAS'
EXIT TEST
> | paraleizedto
ENTRY TEST

TESTA

ENTRY TEST
( ) over six
STARY mathematical
fopics.

Abb. 1: Generischer Prozessablauf eines Nutzers bei optes [Roos et al. 2019]

Die erste Nutzerinteraktion nach der Registrierung auf der Plattform ist die
Durchfithrung des Eingangstests A mit 37 Items, dessen Ziel eine
Bestandsaufnahme sowie eine Selektion der fiir einen Nutzer empfohlenen
LOCs darstellt. In jedem ausgewdhlten LOC findet anschlieBend ein
themenspezifischer Eingangstest B statt. Beide Tests (A und B) sind fiir alle
Teilnehmer identisch, ordnen die Aufgaben aber in einer beliebigen
Reihenfolge an, um die Auswirkung einer moglichen Testmiidigkeit nicht
als Artefakt bei denselben Fragen zu manifestieren. Diese klassischen
Testungen generieren fiir alle Nutzer identische Trainingsdaten, die fiir den
anschlieBend in Test-Training C genutzten Adaptionsalgorithmus zur
Verfligung stehen. Dieser empfiehlt einem Nutzer auf Basis der zuvor
beantworteten Aufgaben jeweils individuell eine neue passende Aufgabe
und verweist bei Bedarf auf erklédrende Glossar- und Textbeitrdge innerhalb
der Plattform zu allen wesentlichen Themen und Begriffen. Abschlieend
findet eine Evaluation der Studierenden am Ende des LOCs mit Tests D
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(LOC-Abschlusstest parallelisiert zu Test B) bzw. mit Test E (finaler
Kontrolltest parallelisiert zu Test A) am Ende der Beschiftigung mit der
Plattform statt, um mogliche Erfolge der genutzten Intervention feststellen
zu konnen. Wir verzichten bewusst darauf, die Adaption bereits in den Tests
A und E bzw. B und D zu nutzen, da diese in eine Pre-/Posttestsetting
eingebettet sind und Vergleiche sich durch eine adaptive Testung
(Moosbrugger et al 2012) unnétig erschweren. AuBerdem generieren die
Tests eine ausreichende Menge an fiir alle Nutzer iiberlappende Daten, die
beim Antrainieren des Algorithmus von groflem Vorteil ist. Die Trainings C
innerhalb eines jeden LOCs erscheinen uns aus diesen Griinden genau der
richtige Platz fiir ein direkt auf den Nutzer reagierendes System zu sein.

Sinnstiftender KONNEN
Umgang mit
Slementon dor WISSEN STRUKTURIEREN
Arithmetik TRANSFORMIEREN INTERPRETIEREN
(2) (3)
innerhalb einer innerhalb einer
numerischen  numerischen
ZAHLEN UND (1) Darstellungsfor Darstellungsfor ©
6 Bezeichnungen mwechseln  m vergleichen A
GROSSEN e 8 - ® zwischen
ungsregeln @ innerhalb inner- und
angeben und Anwendbarkeit einer mathema-  auBermathe-
erkennen (5) passenden tischer matischen
eine (passende) Umformungsregel Darstellungen Darstellungen
Umformungsregel anwenden erkennen wechseln wechseln
(6)
TERME vereinfachend umformen (auch effizient)
@)
mit Ungenauigkeiten umgehen

Abb. 2: Summatives Modell des Wissens und Konnens fiir Arithmetik [Schonwélder 2019]

Summatives Modell zu grundlegendem Wissen und Kéonnen

Bei der zweiten Forschungsfrage geht es um die konkrete Gestalt eines
summativen Modells zu grundlegendem Wissen und Koénnen. Dieses ist
eine summative Zerlegung eines Themengebiets in fachdidaktisch
motivierte Aspekte (Malle 1993; HuBmann et al. 2007; Duval 2006), das
zugleich umfassend und prignant konzipiert ist (Pinkernell et al. 2015;
Pinkernell et al. 2017). Das Modell ist durch eine systematische Literatur-
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recherche (Siddaway 2014; Hamich 2019) inhaltsvalidiert und soll einen
sinnstiftenden Umgang mit Elementen des Inhaltsbereichs — hier:
Sekundarstufenarithmetik — in seinen wesentlichen Anforderungen
abbilden. In unserem Fall dient es auch als Referenzmodell fiir eine
differenzierte Konzeption von Trainings- und Testaufgaben (Winter 2011).
Das entsprechende Modell fiir den Fachbereich Arithmetik (Schonwélder
2019; Schonwélder et al. 2019) ist in Abbildung 2 dargestellt.

Konzeption des adaptiven Aufgabentrainings basierend auf dem
summativen Modell des Wissens und Kénnens im Bereich Arithmetik

Bei der grundlegenden Konzeption der Trainings gehen wir
Forschungsfrage drei nach. Der fiir alle Nutzer identische Eingangstest A
liefert iiberlappende Informationen fiir alle Nutzer, welche flir den spéter
beschriebenen Algorithmus aufgrund der geringen Nutzerzahl eine
essentielle Rolle spielt. Insbesondere werden alle Aufgaben den obigen
Aspekten des Modells zu grundlegendem Wissen und Konnen zugeordnet.
Und wenn eine zugehorige Aufgabe nicht gelost werden kann, dann ist dies
ein Indiz dafiir, dass dieser und benachbarte Aspekte noch der Ubung
bediirfen. Der Algorithmus empfiehlt daher zunichst auf Basis dieses
fachdidaktischen Modells eher &hnliche Aufgaben und sobald eine
ausreichende Menge an Nutzerdaten gesammelt wurde wird der
Algorithmus auf Basis eines kiinstlichen neuronalen Netzes verfeinert und
optimiert, so dass sich die Empfehlungen in gewisser Weise auch von den
Modellannahmen l6sen kann.

Forschungsfrage vier beleuchtet die Herausforderungen, die sich aus der
geringen Datenmenge ergeben. Folgende Betrachtung soll dies fiir einen
Algorithmus im gegebenen Kontext verdeutlichen: Wéhrend selbstlernende
Algorithmen auf Basis grofler Datensétze )Drachsler et al. 2019; Zhang et
al. 2019) mit mindestens einer Million Nutzerinteraktionen entwickelt
werden, konnen wir nur maximal 10000 Nutzerinteraktionen in Form von
beantworteten Fragen erwarten. Jedoch sind unsere Datensétze deutlich
dichter besiedelt, da bei 130 Aufgaben und durchschnittlich 15 bis 25
beantworteten Fragen die Chance viel groBer ist, dass zwei Nutzer dieselbe
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Aufgabe gelost haben. Um den Nutzern aber bereits zu Beginn gut
geeignete Aufgaben vorschlagen zu konnen geschieht dies stochastisch-
regelbasiert auf Basis des didaktischen Modells. Im Laufe der Zeit geht
dann das System von diesen a priori Ontologien iiber zu einem
automatischen Clustern der Aufgaben. Andere regelbasierte Ansétze wie die
Bewertung der Haufigkeiten von Klickpfaden (Henning et al. 2014) sind
zwar grundsitzlich sehr spannend, sind fiir unsere Fragestellung jedoch
keine validen Losungswege fiir ein dediziertes Aufgabenvorschlagsystem.

Die Antwort auf Forschungsfrage fiinf ist eine Einbindung des summativen
Modells in Form eines assoziierten Graphen (Abbildung 3) als Ontologie in
den selbstlernenden Algorithmus.
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Abb. 3: Assoziierter Graph fiir den Fachbereich Arithmetik
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Die Knoten des Graphen stellen die Handlungsaspekte dar und die
gerichteten Kanten verstidrkte Abhéngigkeiten zwischen den beiden
verbundenen Knoten, die immer beidseitig sind. Die Entscheidung dariiber,
ob eine direkte Kante auftritt wurde auf Basis der Zusammenhinge
getroffen, die sich aus der empirischen Analyse der Eingangstestfragen bei
einer Stichprobe von 200 Studierenden ergeben haben. Zur Vereinfachung
werden die von einem Knoten ausgehenden Kanten nicht individuell
gewichtet, sondern nach der Zielvorgabe einer gleichmifigen Verteilung,
die farblich kodiert ist. Alle Aspekte, von denen insgesamt drei direkte
Kanten ausgehen sind ebenso wie die davon ausgehenden Kanten blau
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kodiert. Dies entspricht einer Verweilwahrscheinlichkeit in einem Aspekt
von 55% (Selfloop) und einer Ubergangswahrscheinlichkeiten von je 15%
zu jedem direkt benachbarten Aspekt. Bei vier ausgehenden Kanten werden
diese griin  dargestellt (60% Verweil- und 10% Ubergangs-
wahrscheinlichkeit) und bei fiinf ausgehenden Kanten werden diese rot
dargestellt (50% Verweil- und 10% Ubergangswahrscheinlichkeit). BesiBe
der Graph zwischen allen Aspekten direkte Kanten, wiirden sich die
Abhéngigkeiten zwischen 150 Fragen auf diejenigen zwischen 9 Aspekten
reduzieren. Durch den assoziierten Graph werden diese noch zusétzlich
ungefihr halbiert, die auch bei einem Zuwachs an Aufgaben gleich bliebe.
Ein zweiter Graph unterscheidet sich nur in den Kantengewichten (Blau:
10% Verweil- und 30% Ubergangswahrscheinlichkeit/ Griin: 10% Verweil-
und 22,5% Ubergangswahrscheinlichkeit/ Rot: 10% Verweil- und 18%
Ubergangswahrscheinlichkeit). D.h. wihrend Graph 1 eher darauf abzielt, in
einem Aspekt zu verweilen, aber trotzdem mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit Aufgaben aus einem benachbarten Aspekt einstreut zielt
Graph 2 darauf ab, mit einer stirken Tendenz zu einem benachbarten
Aspekt zu wandern.

Dies kann man aktiv fiir ein Vorschlagsystems mit folgendem Ziel nutzen:
Ein Nutzer soll dhnliche Aufgaben (in Form eines dhnlichen didaktischen
Aspekts) tiben, grundlegende Aufgaben sollen beriicksichtigen und zugleich
soll vermieden werden, dass insgesamt zu viele Aufgaben und insbesondere
zu viele dhnliche Aufgaben geilibt werden. Als eine Startbasis wéhlen wir
einen probabilistisch-regelbasierter Ansatz, der es aufgrund der geringen
Datenbasis einerseits erlaubt, die Modelle des Wissens und Konnens zu
beriicksichtigen und es andererseits erlaubt, Erkenntnisse iiber die Nutzer
durch Anderungen der Kantengewichte einfach einflieBen zu lassen. Dies
sieht dann wie folgt aus:

Bedingung A: Insgesamt sind maximal 40 Aufgaben bis zu einem
umfassenderen Feedback der erbrachten Leistung zu bearbeiten.

Bedingung B: Mindestens drei Aufgaben eines Aspekts miissen mit einer
Ldsungswahrscheinlichkeit von mindestens 60% bearbeitet worden sein.
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Solange weder Bedingung A noch Bedingung B erfiillt sind wird Graph 1
(hohere  Verweilwahrscheinlichkeit innerhalb eines Aspekts) zur
Bestimmung des Aspekts der als néchstes vorgeschlagenen Aufgabe
genutzt. Sobald Bedingung B fiir einen Aspekt erfiillt ist wird Graph 2 mit
einer hoheren Tendenz zu benachbarten Aspekten genutzt. Ist Bedingung A
erflillt so gibt es ein globaleres Feedback mit Empfehlung von Textpassagen
(gesamte Losewahrscheinlichkeit < 50%), gezielten Glossareintrigen
(gesamte Losewahrscheinlichkeit zwischen 50 und 70%) oder der
Empfehlung zur Teilnahme am LOC-Abschlusstest (gesamte Losewahr-
scheinlichkeit grofer als 70%). Die Textpassagen zu einzelnen Lernzielen
umfassen ungefihr 20 bis 30 Seiten und die Glossareintrige zu
thematischen Begriffen wie etwa binomische Formeln umfassen je eine bis
zwei Seiten. Das Trainingssystem ist flexibel und einfach gehalten, da das
verwendete Illias-Plugin eine Trennung in einen Testplayers, dessen
Aufgabe nur darin besteht, dem Nutzer einzelne Fragen anzuzeigen
(Abbildung 4) und die gegebene Antwort an den Vorschlagalgorithmus
weiterzuleiten und den Algorithmus erlaubt. Letzterer analysiert die
gegebene Antwort in Abhdngigkeit der vorherigen Antworten des Nutzers
und auch anderer Nutzer und teilt dem Player mit, welche Aufgabe als
néchstes angezeigt wird. Diese Aufteilung bietet den Vorteil, dass sich der
Vorschlagalgorithmus bei Bedarf selbst im laufenden Betrieb z. B. durch
Anderung der Kantengewichte leicht modifizieren lésst.

Arithmetik 2018 Ihre Antwort st korrekt!
Welcher groBenmaBige Vergleich st richtig? Arithmetik 2018
3 5
4 6 2 Welcher gréBenmaRige Vergleich st richtig?
5 3 3 5 N
6 2 4 1632
3 3 5 58,8
2°1%% 6724
5 3 3 £.8.8
— == 2 46
6 4 2 5 3 3
3 .3 5 §<1<3
1°2°% 3.3_5
4 2 6

Abb. 4: Fragenscreen Abb. 5: Riickmeldescreen
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AnschlieBend erhdlt der Nutzer iiber den Player die Angabe der richtigen
Losung und bei komplexeren Aufgaben einen ausfiihrlichen Losungsweg
(Abbildung 5). Dartiber hinaus darf ein Nutzer ein personliches Votum zum
gefiihlten Schwierigkeitsgrad der Aufgabe abgeben, welche in die
Auswertung und den Algorithmus mit eingespeist wird. Abhéngig von der
gewihlten Antwortmoglichkeit zur letzten und den vorherigen Trainings-
aufgaben schldgt der Algorithmus, der {iber eine sichere Verbindung die
notwendigen Daten austauscht eine neue Aufgabe vor und beauftragt den
Player, diese entsprechend darzustellen. Dabei beriicksichtigt er die oben
beschriebene Logik dargestellt durch die oben beschriebenen Graphen. Dies
fiihrt dann zur sechsten Forschungsfrage nach den Erkenntnissen aus einem
Pilotdurchlauf.

Erkenntnisse aus der Pilotdurchfiihrung

In einer ersten Pilotdurchfiihrung, fiir welche 160 Studierende des ersten
Semesters der Studienrichtung Bauwesen studienbegleitend eingeladen
wurden, nahmen insgesamt 39 Nutzer teil. Die Verteilung, wie aktiv diese
waren, ist in Abbildung 6 gezeigt. 24 davon eigneten sich fiir eine nihere
Analyse, da sie jeweils mehr als zehn Trainingsaufgaben beantworteten.
Auf die Durchfiihrung der Tests A, B, C und D wurde in diesem Pilotsetting
verzichtet, so dass sich die Studierenden mafigeblich mit den Trainings C
beschiftigen konnten. Von den mdglichen Daten wurden gezielt nur die
Reihenfolge der bearbeiteten Fragen sowie die dichotome Aussage richtig
oder falsch sowie die Bearbeitungsdauer pro Aufgabe genutzt. Die
durchschnittliche Losewahrscheinlichkeit, der subjektive Schwierigkeits-
grad sowie der Fehlertyp wurden zunéchst nicht mit ausgewertet.

Zwei Erkenntnisgewinne aus den Daten sollen explizit erldutert werden.
Betrachtet man die durchschnittlich Bearbeitungsdauer pro Aspekt
(Abbildung 7), so sieht man eine Zunahme von Aspekt 4 (,,Anwendbarkeit
einer passenden Umformungsregel erkennen®) iiber Aspekt 5 (,,passende
Umformungsregel anwenden) zu Aspekt 6 (,,vereinfachend umformen®),
die sich auch in der theoretischen Konzeption des Modells durchaus
nachvollziehen ldsst.
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Dariiber hinaus wurde dieser Kleinstdatensatz fiir Simulationen genutzt
(Wankerl et al. 2019). Zunéchst werden hierfiir bei einem einzelnen Nutzer
die letzten fiinf Antworten abgetrennt und die vorherigen zusammen mit
den Daten aller anderen Nutzer zum Trainieren des Systems genutzt. Ziel
war es vorherzusagen, ob der Nutzer die einzelnen letzten fiinf Aufgaben
richtig oder falsch beantwortet. Die Bedeutung dieser Frage sei hier nur
kurz begriindet: Zukiinftig mochten wir uns von einer fixen Anzahl von
Trainingsaufgaben fiir alle Nutzer bis zum Feedback 16sen und vielmehr die
idealen Lernpfade finden. Darunter verstehen wir einen individuellen,
moglichst kurzen Aufgabenpfad, der alle Bedingungen wie Abdeckung aller
Aspekte, ausreichender Schwierigkeitsgrad bei passender durchschnittlicher
Losewahrscheinlichkeit der Aufgaben beriicksichtigt. Anders ausgedriickt
bedeutet dies, dass wir es fiir zielfilhrend erachten, dass ein Nutzer viele
Aufgaben gerade noch losen kann, und genau dafiir ist es wichtig,
vorhersagen zu konnen, ob ein Nutzer eine Aufgabe beantworten kann.
Simuliert wurde dies auf zwei Wegen, sowohl konventionell, als auch
mittels eines neuronalen Netzwerks, und beide Ergebnisse waren trotz der
geringen Datenbasis bereits erfolgsversprechend, da die Vorhersagen
deutlich besser waren, als wenn man sich bei jeder Frage in die Richtung
entschieden hatte, die fiir die Mehrheit der Nutzer gilt (Wankerl et al. 2019).

Ausblick

Bislang wurde nur sehr rudimentére Informationen einer geringen Anzahl
von Nutzern aktiv fiir die Analyse genutzt. Jedoch wurde das System ab
Oktober 2019 fiir mehrere Themenbereiche erneut getestet. Unter anderem
sollen insbesondere die Ergebnisse des Eingangstests A und des LOC-
Eingangstests B mit beriicksichtigt werden, einerseits, um den Algorithmus
anzutrainieren, und andererseits erhoffen wir uns dadurch bei einer
ausreichenden Nutzerzahl Ahnlichkeiten zwischen verschiedenen Nutzern
zu gewinnen, was langfristig zu Nutzerprofilen fithren kdnnte. Auch aus der
Art einer falschen Antwort erhoffen wir uns mehr iiber den Fehlertyp zu
erfahren, was dann bei der Aufgabenauswahl mit beriicksichtigt werden
kann. SchlieBlich werden uns auch die durchschnittliche Lose-
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wahrscheinlichkeit in Kombination mit der subjektiven Schwierigkeits-
bewertung der Nutzer interessante Aufschliisse ermdglichen.

Auflerdem planen wir, den Algorithmus durch ein gerade entstehendes
Modell der Abhingigkeiten zwischen den Fachaspekten eines Inhalts-
bereichs zu ergénzen. Aufgaben zu gewissen fachlichen Aspekten erfordern
grundlegendes Wissen zu anderen fachlichen Aspekten, was zur Folge hat,
dass eine sinnvolle Auseinandersetzung mit einer Frage es erfordert, dass
man andere Fragen auch richtig beantworten kann. Wir erstellen derzeit
entsprechende Abhéngigkeitsmodelle, die dann in Ergdnzung zu den
fachdidaktischen Modellen des Wissens und Konnens zusétzliche Hilfe bei

der prézisen Steuerung der nichsten Trainingsaufgabe bieten diirfte.
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Ein Schulspezifisches Integratives Medienkonzept
fiir die German International School Boston

M. Miiller, A. Weber, A. Seifried,
S. Kohnert, M. Radke

Vor dem Hintergrund der Digitalisierung und der Debatte zum Digital-Pakt
Schule, miissen deutsche Bildungseinrichtungen priifen, ob ihre padagogi-
schen Medienkonzepte den aktuellen Anforderungen entsprechen. Ein An-
satz ist die Fokussierung auf ein Unterrichtsfach (z. B. Informatik). Ein an-
derer Ansatz ist ein Schulspezifisches Integratives Medienkonzept (SIM).
Beide Konzepte konnen als die Rénder eines Kontinuums aufgefasst wer-
den, indem weitere Medienkonzepte verortet werden konnen. Am Beispiel
der International German School Boston (GISB) soll ein SIM beispielhaft
beschrieben werden. Dabei ist die Operationalisierung des SIM u.a. im Ma-
thematikunterricht von besonderem Interesse.

Einleitung

Die Bildungslandschaft ist in Bewegung. Insbesondere die Digitalisierung
stellt die unterschiedlichen Akteure vor die verschiedensten Herausfor-
derungen. Die Kultusministerkonferenz der deutschen Léander hat in einem
Grundsatzpapier ,,Bildung in der digitalen Welt — Strategie der Kultus-
ministerkonferenz* (KMK, 2016) verbindliche Kompetenzerwartungen zum
Lernen mit digitalen Medien formuliert. Zum einen schafft das einen ge-
wissen Rahmen fiir die medienpadagogische Arbeit, zum anderen miissen
materielle, strukturelle und organisatorische Voraussetzungen geschaffen
sein, damit die formulierten Ziele auch erreicht werden konnen. Mit der
»Bildungsoffensive fiir die digitale Wissensgesellschaft — Strategie des
Bundesministeriums fiir Bildung und Forschung® (BMBF, 2016) wird ein
Weg beschrieben, wie der Bund die Schulen bei der digitalen Grund-
ausstattung unterstiitzen kann. In einer gemeinsamen Stellungnahme der
Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik und des Deutschen Vereins zur
Forderung des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts zur
MINT-Bildung haben die beiden Fachverbiande schon 2010 klar
herausgestellt, dass digitale Bildung kein Selbstzweck sein kann, sondern
das Primat der Pddagogik gilt (GDM u. MNU, 2010). Der Einsatz digitaler
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Medien muss sich an den Lernzielen orientieren und vor dem Hintergrund
des fachlichen Kompetenzerwerbs rechtfertigen lassen. Die Tragfahigkeit
von Konzepten fiir den Unterricht ist aus fachlicher, fachdidaktischer und
medienpidagogischer Perspektive zu bewerten. Anhand von fiinf Leitfragen
soll im Folgenden ein Schulspezifisches Integratives Medienkonzept (SIM)
allgemein vorgestellt, eingeordnet und am Beispiel diskutiert werden.

Was heif3t hier Medien?

Allgemein sind Medien einerseits kognitive und anderseits kommunikative
Werkzeuge zur Verarbeitung, Speicherung und Ubermittlung von
zeichenhaften Informationen (Petko, 2014, S. 13). Das betrifft sowohl
analoge als auch digitale Medien. Entscheidend ist die Eigenschaft des
Mediums als Mittler zwischen Inhalt und Lernenden zu fungieren. Dies
kann physisch als auch digital erfolgen (Rink & Walther, 2020, S. 7f.).
Nach Rauh (2012, S. 39) bezeichnen digitale Medien technische Geréte zur
Darstellung von digital gespeicherten Inhalten. Konkreter handelt es sich
um elektronische Gerdte, die Informationen digital speichern oder
iibertragen und in bildhafter oder symbolischer Darstellung wiedergeben
(Pallack, 2018, S. 28). Spezielle digitale Medien sind digitale Mathematik-
werkzeuge, deren primdrer Zweck es ist, das mathematische Arbeiten zu
unterstiitzen. Ahnlich verhilt es sich mit digitalen Informatikwerkzeugen.
Eine Ubersicht gibt Tab. 1.

Warum braucht es ein Konzept?

Die Gesellschaft fiir Informatik spricht sich in dem Basispapier
~Empfehlungen fiir ein Gesamtkonzept zur informatischen Bildung an
allgemeinbildenden Schulen* deutlich fiir ein Pflichtfach Informatik aus
(GI, 2000, S. 7). Ebenso liegen ausgearbeitete Bildungsstandards fiir solch
ein Schulfach Informatik vor (GI, 2008/ GI, 2016). Ein verbindliches
Schulfach Informatik, das sowohl in der Sekundarstufe I und II jeden
Schiiler und jede Schiilerin erreicht, entspricht klar einem fachspezifischen
Medienkonzept. Diesem Standpunkt ist immanent, dass bestimmte
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Medien | Allgemein Mathematik- Informatik-
spezifisch spezifisch
An Kommunikation Tabellenkalkulation | Programmier-
Beruf (Internet- und (z. B. Excel), sprachen (Java,
und Netzwerkforen), Computeralgebra- Turbopascal, C++,
Alltag Prisentation Systeme Python)
orien- (PPT, Prezi, ...), (z. B. Maple, Web-Development
tiert Dokumentation Mathematica), (z. B. html, Java
(in: Wort/ Audio/ Statistiktools Script)
Foto/ Video), (z. B. SPSS, R),
Recherche Tools zur
(Internet) Messwerterfassung
(z. B. C-LAB)
Didak- | Digitale Schul- Dynamische Grafische
tisch biicher, Erklar- Geometriesoftware Programmierumg
orien- Videos, Tutorielle (z. B. GeoGebra, Ti- | ebungen
tiert Systeme, Lernpfade, | Nspire, CASIO (z. B. Scratch),
Lernumgebungen, ClassPad), First-Step-App-
Apps, Funktionenplotter, Development (z. B.
Lernplattformen Schulcomputer- MIT App Inventor),
(z. B. Moodle), algebra-Systeme Educational-
Audience Response [ (z. B. GeoGebra, Ti- | Robotics (z. B.
Systeme Nspire, ClassPad), Lego Mindstorms)
Stochastiktools
(z. B. Fathom,
Tinkerplots, Ti-
Nspire)
Digitale Digitale
Mathematik- Informatik-
werkzeuge werkzeuge

Tab. 1: Ubersicht zu digitalen Medien (vgl. Barzel, 2019, S. 2)
und Beispielen fiir digitale Mathematik- und Informatikwerkzeuge.
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(informatische) Inhalte nur in einem eigenen Fach vermittelt werden
konnen. Féacherverbindender oder facheriibergreifender Unterricht wiirde zu
kurz greifen und der Notwendigkeit einer informatischen Bildung nicht
gerecht werden.

Dem gegeniiber stehen integrative Medienkonzepte, die nicht nur das
Arbeiten mit digitalen Medien in allen Fachern beleuchten, sondern einen
iibergreifenden medienpddagogischen Ansatz verfolgen. Nach Hischer
(2002, S. 55) ist Medienpadagogik integrativ, wenn sie 1.) in ihrer Ganzheit
bei Planung, Durchfiihrung und Evaluation von Unterricht beriicksichtigt
und 2.) aufgrund der Komplexitit des Gegenstandes nicht von einem
Unterrichtsfach allein {ibernommen wird. Kurzum sind alle Unterrichts-
facher gefordert. In diesem Zusammenhang ist es interessant zu erwahnen,
dass Papert (1993, S. 55) secine neue Geometrie klar als Art des
mathematischen Arbeitens beschrieb und im Mathematikunterricht
wiederfindet. Das Arbeiten mit einer grafischen Programmiersprache (wie
z. B. Logo) wiirde aus seiner Sicht nicht ein neues Schulfach bedeuten,
sondern kann im Mathematikunterricht erfolgen.

Es ist festzuhalten, dass ein Pflichtfach Informatik nicht die medien-
padagogische Arbeit in anderen Féchern in Génze ersetzen kann, genauso
wenig wie eine integrative Medienpddagogik ein Schulfach Informatik
ausschliefit. Durch beide teilweise kontroversen Auffassungen wird ein
Spannungsfeld aufgespannt, indem weitere Medienkonzepte, die einen
facherverbindenden oder -iibergreifenden Ansatz haben, verortet werden
konnen (siehe Abb.1). So kann das Profilfach Informatik — Mathematik —
Physik['] oder das baden-wiirttembergische Wahlfach Digitale mathema-
tische Werkzeuge in dem Spannungsfeld eingeordnet werden. Auch ein
handlungsorientiertes  Unterrichtskonzept wie die MicroBerry-Lern-
umgebung(?] findet sich zwischen den beiden Polen wieder.

1 siehe Hofer, T., Das Profilfach Informatik — Mathematik — Physik (IMP): Stellung, Genese
und Ausgestaltungsmoglichkeiten, in diesem Band

2 siehe Schnirch, A., Die MicroBerry-Lernumgebung: Ein handlungsorientiertes Konzept zu
Algorithmen im Informatikunterricht mit facheriibergreifenden Beziigen zum Mathematikun-
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Abb. 1: Fachspezifische Integrative
Medienkonzepte Medienkonzepte

SIM

(GI, 2000) (Hischer, 2002) (Papert, 1993)

Spannungsfeld zwischen fachspezifischen und integrativen Medienkonzepten.

Ein Schulspezifisches Integratives Medienkonzept (SIM) kann klar dem
einem Pol zugeordnet werden (siche Abb. 1) und fuBit damit auf
allgemeineren integrativen Medienkonzepten (Hischer, 2002) sowie den
Uberlegungen von Papert (1993). Der Kompetenzerwerb mit und iiber
digitale(n) Medien kann im SIM auf drei Stufen erfolgen. Abb. 2 zeigt dazu
eine Ubersicht.

Erwerben, von allgen, \

einen
und iibey d'gta|a( e petenzen mit

Abb. 2: Schulspezifisches Integratives Medienkonzept (SIM) — Allgemeiner Aufbau in drei
Stufen: Lernende erwerben allgemeine Kompetenzen (1), fachspezifische Kompetenzen (1)
und informatische Kompetenzen (II) mit und iiber digitale(n) Medien.

terricht, in diesem Band



Seite 102 M. Miiller, A. Weber, A. Seifried, S. Kohnert, M. Radke

Was ist die GISB?

Die German School Boston wurde 2001 von einer Gruppe Eltern und
Padagogen innerhalb der deutschsprachigen Community in Boston
gegriindet. Der Eroffnung ging eine vierjdhrige Planungs- und
Organisationsphase voraus. Da die Schule Schiilerinnen und Schiiler
verschiedener ~Nationalititen vereint und dem Multikulturalismus
verpflichtet ist, wurde der Name zu German International School Boston
(GISB) erweitert. In den vergangenen Jahren sind die Anmeldungszahlen
stetig gestiegen, sodass der Campus schrittweise erweitert wurde. Zurzeit
hat die GISB knapp unter 300 Schiilerinnen und Schiiler vom Vorschulalter
bis Klasse 12. Seit 2013 erhalten erfolgreiche Absolventen der Schule
sowohl das Massachusetts High School Diploma als auch das Deutsche
Internationale Abitur. Damit kdnnen sie in den USA oder in Deutschland
bzw. einem Land innerhalb der europédischen Union studieren. Das
padagogische Konzept wird bestdndig evaluiert und weiterentwickelt. Das
vorgestellte SIM ist ein aktuelles Ergebnis des Evaluationsprozesses, was
allerdings fiir sich genommen noch am Anfang steht. Weitere Ergebnisse
werden in den nédchsten Schuljahren erwartet und es soll dariiber berichtet
werden. In erster Linie erfolgt der Evaluationsprozess bisher innerhalb des
padagogischen Austausches im Lehr-Team an der GISB. Dafiir treffen sich
verschiedene Arbeitsgruppen (z. B. Mathematikfachschaftsgruppe, Steuer-
gruppe, ...) mehrmals im Jahr, um das padagogische Konzept (inklusive des
SIM) vor dem Hintergrund der Erfahrungen im Schulalltag zu reflektieren.
Standardisierte Instrumente im Sinne der empirischen Bildungsforschung
kommen im Evaluationsprozess bisher noch nicht zum Einsatz. Eine externe
Begleitung erfolgt nicht nur durch Gutachter bzw. Berater fiir das deutsche
Auslandschulwesen, sondern z. B. durch die erfolgreiche Nominierung fiir
den deutschen Schulpreis 2017. Die Eingangs geschildert Heraus-
forderungen der Digitalisierungen stellen sich der Schulgemeinschaft der
GISB gleicher MaBen. Ein SIM kann helfen sowohl informatische
Bildungsinhalte zu integrieren als auch das Lernen mit und iiber digitale
Medien in verschieden Fachern zu erméglichen. Damit kdnnen Impulse
gesetzt, Synergien genutzt und Projekte strukturiert werden.
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Wie kann ein SIM aussehen?

Ein Schulspezifisches Integratives Medienkonzept (SIM) soll am Beispiel
der GISB vorgestellt werden. Dabei soll vorangestellt werden, dass aus
einem laufenden Prozess berichtet wird. Die vollstindige Implementierung
des Konzeptes steht noch aus. Der Diskurs in so einem frithen Stadium wird
allerdings als besonders wertvoll erachtet.

Wie in Abb. 2 verdeutlicht, sollen sich die Lernenden in drei Stufen
Kompetenzen mit und iiber digitale(n) Medien aneignen. Dabei sollen auf
der ersten Stufe alle Lernenden allgemeine Kompetenzen im Umgang mit
digitalen Medien schon im moglichst friihen Alter erwerben, um auch
kritisch entscheiden zu konnen, was die Medien leisten und wie sie die
Lernenden im Lernprozess unterstiitzen konnen. Bereits im Grundschulalter
sammeln die Lernenden an der GISB erste Erfahrungen mit digitalen
Medien. Die Kinder werden im Laufe der vierjdhrigen Grundschulzeit
schrittweise an die Medienarbeit herangefiihrt. In den jahrgangsiiber-
greifenden Klassen 3/4 werden den Lernenden beispielsweise verschiedene
Kindersuchmaschinen vorgestellt und gemeinsam fiir die themenspezifische
Recherche eingesetzt. Zudem erstellen die Lernenden in diesen Jahrgangs-
stufen bereits erste Prasentationen am Computer. Ab der 6. Klassen werden
dann in allen Fachern Unterrichtssequenzen mit Chromebooks durch-
gefiihrt. Das reicht von der themengebundenen Internetrecherche bis zur
Arbeit mit individuellen (onlinegestiitzten) Lernumgebungen. Die Nutzung
der Chromebooks wird ab der 7. Klasse verstetigt, indem jedem Lernenden
ein eigenes Gerit flir die Arbeit in allen Fachern (und der Freiarbeitszeit)
zur Verfiigung steht. Das digitale Medium ist ein verldsslicher Lern-
begleiter, der den Lernenden grundsitzlich zur Verfiigung steht. In
bestimmten Unterrichtsphasen wird allerdings global durch die Lehrenden
oder individuell durch die Lernenden bewusst auf den Einsatz verzichtet. Im
Rahmen der Projektarbeit werden die digitalen Medien im fécher-
verbindenden oder —iibergreifenden Unterricht eingesetzt. Ein Beispiel ist
das alljahrliche ,,Science Cafe“, an einem Tag im Jahr stellen alle
Schiilerinnen und Schiiler ihre mathematisch-naturwissenschaftlichen
Projekte der gesamten Schulgemeinschaft (inklusive der Eltern) vor. Dabei
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Welcome to

DebatePRO

Non-visible components

File1

Abb. 3: Schiilerlosung ,,DebatePRO*, App zur Unterstiitzung einer Debatte in Anlehnung des
Formats ,,Jugend debattiert”. Zu sehen ist der Startbildschirm in der Designer-Ansicht des MIT
App Inventors. Zu erkennen ist die von den Lernenden angelegte Datei (File 1) mit der
entsprechenden Routine zur Speicherung der Eingaben.

VU=l Clock1 * =g
R | Tmo et S
B Start + M Enabled + K faise - |
R Timer -~ WText - ) = - {0}
(0 Score ~ W Text * M Zahien - N Toxt -
=W kickield + M Enabled + RCAL faise
=W Clock1 + W TimerEnabled + L faise - |

sot (D - D ©o [ PZTTES ATED / (€D

= Zahien + W Text * Ko RMEL o0 B
4 Start + I Enabled * O true

a Score + Ji Text + M > * | Highscore + |4 Text + |

L Highscore - i Text v JECHE{ Score » J{ Text
—

Abb. 4: Schiilerlosung ,,Click-Spiel“, Spiele-App zum Zéahlen von Bildschirmberiihrungen
innerhalb eines Zeitintervalls. Zu sehen ist der Core-Code des Spiels in der Blocks-Ansicht des
MIT App Inventors.
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werden auch fachspezifische Kompetenzen im Umgang mit und {iber
digitale(n) Medien erworben. Das entspricht der zweiten Stufe des SIM.
Auch im Fachunterricht wird auf dieser Stufe gearbeitet. Z. B. im
Deutschunterricht der 8. Klasse erarbeiteten sich die Lernenden im
Dezember 2018 ecinen Debattier-Wettstreit in Anlehnung an ,Jugend
debattiert”. Zum Thema Chancen und Risiken Kiinstlicher Intelligenz haben
sie im Klassenverbund eine App entwickelt, die die Abschlussdebatte
flankierte. Der Schwerpunkt lag dabei auf dem Design der App (Was soll
sie konnen?). Erste Schritte der Umsetzung sind die Lernenden mit dem
MIT App Inventor gegangen (s. Abb. 3 und 4)

Innerhalb der ersten beiden Stufen arbeiten die Lehrkrifte der GISB im
Unterricht und unterrichtsnahen Lernangeboten wie den beschriebenen
Projekttagen (z. B. ,,Science Cafe*), und unterstiitzen die Lernenden beim
Kompetenzerwerb mit und iiber digitale(n) Medien. Damit die Lehrkréfte
fiir diese Aufgabe befdhigt sind, bestehen Fortbildungsangebote. Zwei Tage
im Schuljahr sind generell fiir Fortbildungen reserviert (Teacher-
Development-Dayes). Das gesamte Lehr-Team nimmt an diesen beiden
Tagen an allgemeindidaktischen und fachspezifischen Fortbildungs-
angeboten teil, die in den Réumen der GISB organisiert werden. Dariiber
hinaus zeigen viele Lehrkrifte ein hohes Maf3 an personlichem Engagement
und nehmen Fortbildungsangebote im Groflraum Boston (z. B. am MIT
oder im Museum of Science) wahr.

Auf der dritten Stufe des SIM wird an die Arbeit im Unterricht angekniipft.
Die Grundlagen werden genutzt um gezielt an informatischen Kompetenzen
im Umgang mit und iiber digitale(n) Medien zu erwerben. Auf dieser Stufe
wird neigungsspezifisch sowie interessen- und leistungsdifferenziert
gearbeitet. In Ganztagsangeboten und Arbeitsgemeinschaften werden z. B.
Themen zur Robotik (z. B. mit Lego Mindstorms) und App-Entwicklung
(z. B. mit MIT App Inventor) iiber ein Schuljahr hinweg ausfiihrlich und
eingehend behandelt. Fiir die GISB ist dabei speziell das After-School-
Programm (ASP) am Nachmittag relevant. Im ASP werden den Lernenden
verschiedene Angebote zu unterschiedlichen Themen von in der
Projektarbeit erfahrenen Pddagogen unterbreitet, die auch mit anderen
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Bildungsinstitutionen (z. B. Goethe-Institut) assoziiert und meist auf einen
Fachbereich spezialisiert sind. Das ASP verfolgt einen ganzheitlichen
Ansatz und wird von den Lernenden sehr gut angenommen.
Zusammenfassend kann die Abb. 2 speziell fiir die GISB angepasst und die
beschriebenen Angebote den drei Stufen zugeordnet werden (siche Abb. 5).
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Abb. 5: Schulspezifisches Integratives Medienkonzept (SIM) fiir die German International
School Boston (GISB) — Aufbau in drei Stufen zum allgemeinen, fachspezifischen und
informatischen Kompetenzerwerb mit und iiber digitale(n) Medien.

Wo bleibt die Mathematik?

Auch der Mathematikunterricht kann seinen Beitrag im Rahmen des SIM
leisten. Dabei konnen Angebote auf allen drei Stufen bestehen.
Exemplarisch solle eine Unterrichtssequenz vorgestellt werden, die auf
Stufe 2 einzuordnen ist. In der zehnten Klasse haben die Lernenden den
Einfluss von Parametern auf den Graph der Funktion fiir unterschiedliche
Funktionsklassen mit dem digitalen Mathematikwerkzeug GeoGebra
untersucht. Zu Beginn der Sequenz sollten die Lernenden Funktions-
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gleichungen und Funktionsgraphen in einer Art Memory zunéchst offen,
dann verdeckt zuordnen. GeoGebra wurde zum Uberpriifen und
Vergleichen der Losungen eingesetzt. In den folgenden Stunden wurde in
jeweils einer Gruppe eine von fiinf Funktionsklasse bearbeitet, damit wurde
ein differenziertes Arbeiten moglich, denn die Lernenden wurden nach
Kompetenzstand und Interesse den Gruppen zugeteilt. Jede Gruppe
untersuchte den Einfluss mehrerer Parameter auf den Graphen der Funktion
mittels GeoGebra-Schieberegler. Fiir die Ergebnissicherung bereitete jede
Gruppe einen digitalen Liickentext vor, der im (Cloud-)Klassenordner
geteilt wurde. Nach der Présentationsphase der einzelnen Gruppen-
ergebnisse mussten die Lernenden alle Liickentexte zu den Funktions-
klassen bearbeiten, an denen sie bisher noch nicht ,,geforscht* hatten. Zum
Abschluss wurde eine Verallgemeinerung im Klassenverband z. B. in der
Form getroffen:

Ist feine Potenzfunktion mit rationalen (oder ganzzahligen) Exponenten
sowie die Parameter a,b,c,de R mit a,b#0 und gilt fiir die Funktion g

glx|=a-flb-x+d|+c
dann geht der Graph der Funktion g aus dem Graph der Funktion f ...
... fiir a aus Streckung bzw. Stauchung hervor. Fiir a<0 erfolgt zusétzlich

eine Spiegelung des Graphen an der x-Achse.

.. fir b aus Streckung bzw. Stauchung hervor. Fiir b<0 erfolgt zusétzlich
.. eine Spiegelung des Graphen an der y-Achse.

.. fiir ¢ aus Verschiebung entlang der y-Achse hervor.

.. fiir d aus Verschiebung entlang der x-Achse hervor.
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Jede Menge Mathematik.
Mathematiklehren und -lernen mit (CAD-)Programmen
am Beispiel von Tinkercad™

,»Da ist voll viel Mathematik hinter dem Programm®*

Felicitas Pielsticker, Ingo Witzke

Mathematiklehren und -lernen mit digitalen Medien, insbesondere Computer-
programmen und Apps, wird immer deutlicher ein Teil des derzeitigen Hochschul-
und Schulalltags. Welche Hiirden sich dabei ergeben kdnnen und ob und wann das
Uberwinden dieser Hiirden einen gewinnbringenden Mehrwert fiir Lehr-Lern-
Prozesse generieren kann, wollen wir in diesem Artikel beispielhaft an dem
Fallbeispiel der CAD-Software Tinkercad™ beschreiben.

Ausgangslage und Motivation

Mathematiklehren und -lernen mit digitalen Medien, insbesondere mit dem
Computer, Tablet, etc. und darauf nutzbaren Programmen, Apps, etc., fillt
derzeit nicht nur Datenbanken, sondern auch Fachliteratur. Auch die
mathematikdidaktische Community — vor allem auch Mathematik-
lehrerinnen und -lehrer sind angehalten sich mit digitalen Medien in Bezug
auf Lehr-Lern-Prozesse auseinanderzusetzen.

Im Sinne unseres als Untertitel formulierten Studierendenzitats ,,da ist voll
viel Mathematik hinter dem Programm® (Zitat eines Studenten im Projekt)
mochten wir beschreiben, welche Moglichkeiten und welche Heraus-
forderungen beim Mathematiklehren und -lernen mit (CAD-)Software auf-
kommen konnen. Als Fallbeispiel haben wir uns das Programm Tinker-
cad™ ausgesucht, da dieses in allen Schulstufen (und Altersgruppen) ein-
setzbar ist, einen intuitiven und vielschichtigen Zugang zum Umgang mit
CAD-Software in Bezug auf mathematische Inhaltsbereiche bietet und
gleichzeitig als Teil der 3D-Druck-Technologie weitere Anwendungsfelder
(bis hin zur Berufswelt) ermoglichen kann. Gleichzeitig macht das Studie-
rendenzitat auch sofort die Pluralitit an Vorstellungen, (Vor-)Wissen und
Erfahrungen deutlich, die bei der Nutzung eines digitalen Mediums in ma-
thematischen Lehr-Lern-Prozessen eine Rolle spielen kdnnen und Lehrende
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sowie Lernende mit unterschiedlichen Problemstellungen konfrontiert. Da-
mit konnen digitale Medien Anreize fiir eine zeitgemife Gestaltung von
Lernumgebungen schaffen und weiterhin zu Problemldseprozessen anleiten.

In Bezug auf den Einsatz von Programmen fiir mathematische Lehr-Lern-
Prozesse, sind wir insbesondere daran interessierte epistemologische
Hiirden (vgl. Sierpinska, 1992) zu identifizieren. Dabei liegen vor allem
solche Hiirden im Fokus des Interesses, die fiir die Implementierung eines
digitalen Mediums und aus der Perspektive eines konstruktivistischen Lehr-
Lern-Verstiandnisses (vgl. Bauersfeld, 1983) in der Natur der Sache liegen
und auch iber unser gewihltes Fallbeispiel hinaus gehen konnen. Wir
mochten mit unserer Beschreibung somit (weitere) didaktische Perspektiven
auf Moglichkeiten und Herausforderungen im Umgang mit Programmen
beim Mathematiklehren und -lernen erdffnen und mit diesem Beitrag zur
Diskussion stellen.

Der hier verfolgte Forschungsansatz der empirischen Theorien (vgl.
Schoenfeld, 1985; Burscheid & Struve, 2009; Witzke, 2009; Schlicht, 2016;
Schiffer, 2019; Stoffels, 2020; Pielsticker, 2020), erlaubt es uns erfahrungs-
wissenschaftliche Theorien strukturiert zu beschreiben und insbesondere
Schiilerwissen als in Theorien verfligbar beschreiben zu kdnnen. Fiir diesen
Beitrag nutzen wir insbesondere den im Konzept der empirischen Theorien
verankerten Dualismus zwischen theoretischen (vereinfacht sind das solche
Begriffe die kein Referenzobjekt in der Empirie haben) und nicht-theoreti-
schen Begriffen (empirische Begriffe — fiir die ein Referenzobjekt in der
Empirie existiert oder solche die bereits in einer Vortheorie geklért wurden)
— fiir weitere Ausfithrungen vgl. auch Burscheid & Struve (2009). Dabei er-
scheint uns auf erkenntnistheoretischer Ebene insbesondere ein Zusammen-
hang zwischen in mathematischen Lehr-Lern-Prozessen auftretenden episte-
mologischen Hiirden und dem Erwerb (potenziell) theoretischer Begriffe als
interessant und zudem Anlass zu sein, iiber Mathematiklehren und -lernen
mit digitalen Medien (weiter) nachzudenken.

Im folgenden Abschnitt wollen wir daher zundchst unser Forschungs-
ansinnen fir diesen Beitrag beschreiben und zwei Forschungsfragen
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formulieren. Im Sinne des von H. Bauersfeld entwickelten Konzepts der
Subjektiven Erfahrungsbereiche (kurz: SEB), spielt insbesondere eine
detaillierte Beschreibung des Kontextes eine entscheidende Rolle. Aus
diesem Grund werden wir nicht nur auf den theoretischen Rahmen
eingehen, sondern auch in einer technischen Rahmung auf entscheidende
Aspekte des Fallbeispiels — Programm Tinkercad ™ — eingehen.

Grundsiitzliche Voriiberlegungen und Konzeption
Projektdarstellung und Forschungsansinnen

Innerhalb einer Lehrveranstaltung der Mathematikdidaktik der Universitit
Siegen im Wintersemester 2019/20, haben Studierende die Mdglichkeit
innerhalb einzelner Projekte digitale Medien zu testen und auch
Lernumgebungen mithilfe dieser zu gestalten. Ein digitales Medium,
welches Studierende in der beschriebenen Seminareinheit kennen lernen
konnten, war die CAD-Software Tinkercad™, als ein Teil der 3D-Druck-
Technologie. Nach einer kurzen Kennenlernphase — Startlektionen, vgl.
Abschnitt zur technischen Rahmung — im Programm Tinkercad ™, erhielten
die Studierenden (ca. 30 Studierende) folgende Aufgabe, die sie
eigenstindig im Programm Tinkercad™ 16sen sollten:

Erstellen Sie in Tinkercad™ zu zweit einen Wiirfel mit 3 cm Kantenldnge,
der bei minimalem Materialeinsatz maximal belastbar wird.

Insgesamt hatten die Studierenden zwei Seminarsitzungen a 1,5 h Zeit fiir
die Bearbeitung. Die so entstandenen und von den Studierenden entwickel-
ten Entwiirfe aus Tinkercad™ konnten nach dem Prozess im Programm
auch mithilfe eines 3D-Druckers erstellt und mithilfe von Gewichten auf
Belastbarkeit getestet werden. Die Extremwertaufgabe wurde anschlieend
auch rechnerisch gelost und das Ergebnis mit den Daten aus dem Belastbar-
keitstest verglichen.

Mithilfe einer teilnehmenden Beobachtung (Beobachtungsbogen, vgl. An-
hang) innerhalb eines qualitativen Forschungssettings wurde dabei gezielt
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der Bearbeitungsprozess der Studierenden in Tinkercad ™ erhoben, um fol-
gende zwei Forschungsfragen zu diskutieren.

1. Inwiefern lassen sich (potenziell) theoretische Begriffe in Bezug
auf das Programm Tinkercad™ identifizieren und stellen dabei
eine Hiirde fiir mathematische Lehr-Lern-Prozesse dar?

2. Inwiefern trdgt Tinkercad™ zur Transparenz iiber (mathemati-
sche) Prozesse bei und inwiefern werden diese verschleiert?

Theoretische Rahmung

Wie bereits oben beschrieben, verfolgen wir den Forschungsansatz der
empirischen Theorien. Um damit Lehr-Lern-Prozesse beschreiben zu
konnen, wollen wir insbesondere den Dualismus von theoretischen und
nicht-theoretischen Begriffen unserer Analyse zugrunde legen, weiterhin die
Begriffe paradigmatisches Beispiel, intendierte Anwendung und
empirisches Objekt zur Beschreibung verwenden. Dazu nutzen und
verstehen wir die Begriffe folgendermal3en:

Fachtermini Beschreibung mit Erléuterung

Intendierte

Anwendungen »~Jede empirische Theorie hat das Ziel, gewisse

Phianomene der Realitit zu beschreiben und zu
erkldren. Diese Phidnomene werden intendierte
Anwendungen  genannt. Die intendierten
Anwendungen einer empirischen Theorie [...]
werden beispielhaft charakterisiert, d.h. durch
Angabe von paradigmatischen Beispielen (vgl.
entsprechenden  Fachterminus)  festgelegt.
(Struve, 1990, S. 39).

Paradigmatische Paradigmatische Beispiele, sind Beispiele fiir
Beispiele grundlegende Anwendungen der Theorie. Somit
sind sie besonders prignante Beispiele fiir
spezifische in der empirischen Theorie [...]
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beschriebene intendierte Anwendungen (vgl.
entsprechenden Fachterminus). Sie begriinden
eine Klasse intendierte Anwendungen -einer
empirischen Theorie.

Alle Entititen, die hinreichend &hnlich (vgl.
hierzu Stegmiiller, 1973, S. 198ff und S. 207ff.)
zu diesen Beispielen sind, werden zu den
intendierten = Anwendungen gerechnet. Die
Menge aller dieser Anwendungen wird also
intentional charakterisiert, nicht extensional (vgl.
Struve, 1990, S. 39).

Empirische Objekte

Als empirische Objekte werden in dieser Arbeit
Gegenstinde und Objekte der Realitét
bezeichnet, die fiir Schiilerinnen und Schiiler
unmittelbar, insbesondere taktil oder visuell
zuganglich sind.

Nicht-T-theoretische
Begriffe und
empirische Begriffe

Nicht-T-theoretische Begriff und empirische
Begriffe sind Begriffe einer Theorie T, die vor
der Aufstellung der Theorie T definiert sind (vgl.
Burscheid & Struve, 2009).

Hierzu zdhlen die ,,empirischen Begriffe®, d.h.
Begriffe, die empirische Objekte als Referenz-
objekte besitzen, etwa der Begriff , Wiirfel“ im
Mathematikunterricht, in dem Wirfel mit der
3D-Druck-Technologie hergestellt werden. Fiir
alle Theorien T gilt, dass Begriffe, die Objekte
der Realitdt bezeichnen, mit anderen Worten
Referenzobjekte in der Realitét besitzen, nicht-T-
theoretisch sind.

T-theoretische

T-theoretische Begriffe sind solche, deren
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Begriffe Bedeutung erst in der Theorie T geklart wird
(vgl. Burscheid & Struve, 2009).

Insbesondere ist die Bedeutung eines solchen
Begriffs nicht in einer Theorie T* festlegbar, die
unabhingig von der Theorie T ist. AusschlieBlich
T kann den fraglichen Begriff definieren. Vgl.
hier auch das von Sneed formulierte
Theoretizitdtskriterium von Begriffen in Bezug
auf eine Theorie T (vgl. Stegmiiller, 1986, S. 33).

Tab. 1: Ausgewihlte Fachtermini des Forschungsansatzes empirische Theorien
(vgl. Pielsticker, 2020, S. 36-44).

Technische Rahmung

Tinkercad™ ist ein im Bildungsbereich frei zugingliches, kostenloses und
webbasiertes CAD-Programm des Softwareanbieters Autodesk®.
Weiterhin ist es ein so genanntes direkt-modellierendes Programm. Ein
Vorteil besteht dabei insbesondere in der einfachen Erlernbarkeit wobei
keine komplexeren (geometrischen) Objekte erzeugt werden kdnnen. Solche
werden erst bei parametrischem oder skriptbasiertem Modellieren mdglich.
Bei skriptbasiertem Modellieren innerhalb einer entsprechenden CAD-
Software ist sogar ein Umgang mit Variablen, logischen Operatoren oder
Loops moglich. (Vgl. Dilling, 2019; Dilling & Witzke, 2019). Tinkercad ™
gibt die Moglichkeit mit einem sogenannten ,,Starter” zu beginnen (vgl.
Abb. 1). Hier kann erlebt werden, wie (virtuell-)empirische Objekte wie
Wiirfel, Zylinder, Kugel aber auch ein Stern, auf der Programmoberflache
gedreht (,rotate it“, vgl. Abb. 1), verschoben (,,move it“, vgl. Abb. 1),
vergroBert und verkleinert werden konnen. Dabei wird der Quader in den
verschiedenen Lektionen des ,Starters® als paradigmatisches Beispiel
genutzt, an dem die verschiedenen Prozesse durchgefiihrt werden.
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Abb. 1: ,Starter” im Programm Tinkercad™.

Als intendierte Anwendung konnen wir an dieser Stelle somit das Drehen,
Verschieben, VergroBern und Verkleinern des Quaders auf der Arbeitsebe-
ne von Tinkercad™ beschreiben. In der Randleiste der Programmoberflache
konnen dann weitere empirische Objekte (wie bspw. die Pyramide, die
Halbkugel oder der Keil) kennengelernt werden.
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ADD. 2: Programmoberfliche von Tinkercad™.



Seite 116 Felicitas Pielsticker, Ingo Witzke

Besonders interessant ist fiir uns an dieser Stelle die Unterscheidung in
»Volumenkdrper und ,,Komplementéirkorper” (Negativ-Korper) flir die
Funktion einer ,,Bohrungen®, referenziert durch eine grau-schraffierte Ober-
fliche — also eine heuristische Darstellung (im Sinne einer ,heuristischen
Veranschaulichung® Witzke, 2009, S. 130) von negativen Korpern (vgl.
Abb. 2).

Diskussion

In dem folgenden Abschnitt sollen einige Aspekte von Tinkercad ™ unter
dem Gesichtspunkt Mathematik betrachtet werden. Dazu beschreiben wir
im Folgenden eine Auswahl. Natiirlich kann Tinkercad™ in vielen weiteren
Situationen und Inhaltsbereichen ,,Mathematik* beinhalten.

Tinkercad ™ und ,, Mathematik

,Mathematik™ ist vielschichtig. Eine Moglichkeit sich ,,Mathematik® zu
ndhern ist iiber beliefs bzw. Auffassungen, so wie es bspw. Schoenfeld
(1985) in seinen Studien zu Problemldseprozessen getan hat. In der oben
bereits erwédhnten Lehrveranstaltung wurden Studierende — angehende
Lehrerinnen und Lehrer — nach dem Zusammenhang von Tinkercad™ und
»~Mathematik® gefragt. Sehr hédufig wurde eine Verbindung zu
Erfahrungsbereichen zu geometrischen Korpern und Projektionen und damit
zu Inhalten der Geometrie genannt. Auch das Umrechnen von Einheiten
(z. B. mm in cm) wurde in dieser Seminareinheit erwdhnt. Ein weiterer
Diskussionspunkt aus Sicht der Hochschullehrenden und der Studierenden
war eine Verbindung zur booleschen Algebra. Wie Staab in seinem
Lehrbuch ,,Logik und Algebra“ (2007) am Anfang des Kapitels 4 zur
booleschen Algebra festhilt, kdnnen wir nach

., [...] dem Kennenlernen der Aussagenlogik und der Mengenalgebra [ ...] nun zu ei-
ner iibergeordneten Struktur, der sog. Booleschen Algebra, iibergehen” (ebd., S.
59).
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Dabei kann die Mengenalgebra als Modell einer booleschen Algebra gese-
hen werden. Fassen wir nun die Punktmengen M, und M, folgendermafien

auf, mit Q = R®

Korper M= , Korper M= e

Dabei sollen die Korper M;, M, wie folgt zueinander in der Ebene liegen:

Damit sind dann verschiedene Verkniipfungen mit booleschen Operatoren
wie folgt interpretierbar, also z. B. der Mengendurchschnitt, die Mengen-
vereinigung und die Vereinigung mit einer Komplementdrmenge sehen wie
folgt aus:

M, N M= ,Mi U M=

und

M, N M=
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Dabei wird z. B. M, N M, erzeugt, indem mit dem Befehl ,,Bohrung“ in
Tinkercad™ ein Negativ-Korper ( M,), reprisentiert durch eine grau-
schraffierte transparente Oberfliche mit einem Volumenkdrper M,
»gruppiert” und damit zum Schnitt gebracht wird.

Volumenkdrper

Negativ-Korper
M) g p

(M), (,,Bohrung*)

Damit wird deutlich, dass das Programm Tinkercad™ jede Menge
,Mathematik“ in sich birgt, z. B. wenn ,,algebraische Strukturen [betrachtet
werden, die sich] mit Mengen und Verkniipfungen innerhalb dieser Mengen
beschiftigen™ (Staab, 2007, S. 32).

Im nachfolgenden Abschnitt wollen wir ein Studierendenteam aus der Lehr-
veranstaltung bestehend aus Tim und Lara (Namen geéndert) detailliert be-
schreiben. Die dargestellte Situation ist aus der Seminareinheit entnommen.

Ein Fallbeispiel: ,, Bohrung “ als ,, Negativ-Korper

Tim und Lara haben bei der Entwicklung ihres Wiirfels mit einer
Kantenldnge von 3 cm {iberlegt, den Wiirfel im Innern mit einer
sechseckigen Wabenstruktur auszustatten. Dazu wollen die beiden aus
einem ,,gefiillten” Volumenkdrper — Wiirfel, einzelne sechseckige Waben
herausstanzen, sodass eben nur noch die ,, Wande* im Inneren des Wiirfels
iibrigbleiben (vgl. Abb. 3).

Lem

Abb. 3: Wabenstruktur im Inneren des Wiirfels von Tim und Lara.



Jede Menge Mathematik. Seite 119

Nach der Skizzenerstellung entsteht folgender Gespriachsauszug, der im Be-
obachtungsbogen als Protokoll mitgeschrieben wurde:

17:10 Lara Warum habe ich hier (zeigt mit der Hand auf die
Randleiste Tinkercads ™) gleich oben, zweimal den
Quader und diesen Zylinder?

17:45 Tim (zieht den  grauschraffierten Quader auf die
Arbeitsebene von Tinkercad ™). Da war eben bei den
Startern so ein Bohren. Das graue ist zur Bohrung.

El» m 2, @
A form a0 [ e
Arbettseben rea
® @ ;
7 Eini M
Volumenkorp ]
Radius O 0
Rl
" . Schritte () 10
o
u () Lange O 20

)
s Breite O 20 . .
Hohe O 20 Py o
ADD. 4: grauschraffierte Korper in Tinkercad™ .

18:00 Lara Wie will ich denn mit dem Quader oder dem Zylinder
bohren. Und warum? Wie stanzen wir die Waben nun
aus? Guck mal in der Leiste da. (4 sec.) Da gibt es
sogar Schrift.

Lara féllt beim ersten Blick auf die Programmoberflache gleich die doppelte
Darstellung des Quaders und des Zylinders auf. Die Antwort von Tim auf
ihre Warum-Frage (vgl. Protokoll, 17:10), scheint fiir Sie keine
zufriedenstellende Antwort zu sein. Sie fragt weiter: ,,wie will ich denn mit
dem Quader oder dem Zylinder bohren* (vgl. Protokoll, 18:00). Der
Vorgang der ,,Bohrung™ wird im Programm Tinkercad™ durch einen grau-
schraffierten Volumenkorper referenziert. Lara stort sich daran, dass ein
Volumenkorper nun als ,,Bohrung® genutzt und im Programm Tinkercad ™
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auch als solche ausgewiesen wird (vgl. Abb. 2 & 4). Sie verwendet den
Begriff ,,Stanzen™ (vgl. Protokoll, 18:00) und sucht eventuell nach Formen
die zum ,,Ausstanzen* geeignet sind.

Mithilfe des Befehls ,,Bohrung* erstellt man in Tinkercad™ im Sinne einer
mengentheoretischen Komplementbildung, einen grau-schraffierten Korper,
eine heuristische Darstellung eines negativen Korpers — eines Negativ-
Korpers (vgl. Abb. 2 & 4) — der genutzt werden kann, um Aussparungen in
den anderen geometrischen Korpern — den ,,Volumenkoérpern™ — zu
erreichen. Mit diesen Negativ-Korpern wird etwas dargestellt, was in der
Realitdt kein Referenzobjekt besitzt. Sogenannte ,,Volumenkdrper™ — wenn
man so will, Positiv-Kérper im Programm Tinkercad ™ — konnen mithilfe
eines 3D-Druckers ausgedruckt werden. Damit haben die ,,Volumenkorper*
als positive Korper eine andere Qualitit als die Negativ-Korper, welche
z. B. nicht mithilfe des 3D-Druckers gedruckt und auf eine Tischoberfldche
gestellt werden konnen. Das solch eine heuristische Darstellung eines
negativen Korpers fiir Lara eine Hiirde darstellt, scheint vor dem
Hintergrund des Konzepts empirischer Theorien nicht iiberraschend. Dass
legt nahe, das der Negativ-Korper bei der Studentin eventuell zu einem
kognitiven Konflikt fithrt. Dass konnte auf die Theoretizitdt des Begriffs
Negativ-Korper — ausgelost durch den Befehl der ,,Bohrung®™ — hinweisen,
da dieser Begriff unabhingig von dem Erfahrungsbereich Tinkercad ™
unverstdndlich bleibt. Im Programm wird fiir den Befehl der ,,Bohrung* ein
»Volumenkdrper®, ein Positiv-Korper und ein Negativ-Korper addiert. Es
ist nicht so, dass sozusagen von einem Positiv-Kdrper ein weiterer Positiv-
Korper abgezogen wird. Nehmen wir an dieser Stelle ein Zahlenbeispiel zur
Hilfe:

O+ = 6-3)

Im Sinne dieses Zahlenbeispiels (5) + (=3) funktio-
niert der Befehl der ,,Bohrung* in Tinkercad™ .
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Tinkercad™ addiert in seiner Programmoberfliche — mithilfe des
Zahlenbeispiels ausgedriickt — eine positive Zahl (5) mit einer negativen
Zahl und (-3) subtrahiert nicht die kleinere positive Zahl (3) von einer
groBeren positiven Zahl (5). Damit stellt im Erfahrungsbereich Tinkercad ™
ein grau-schraffierter Korper, eine heuristische Darstellung eines negativen
Korpers — eines Negativ-Korpers (vgl. Abb. 2 und 4) dar, der bei der
Funktion einer ,,Bohrung“ zu einer Hiirde in Lehr-Lern-Prozessen werden
kann.

Ein Negativ-Korper wiirde so als (potenziell) theoretischer Begriff, im
Sinne des Forschungsansatzes der empirischen Theorien, die Giiltigkeit
einer Theorie (in Bezug auf Tinkercad ™) voraussetzen und kann nicht der
unmittelbaren Beobachtung entnommen werden (vgl. Stegmiiller, 1987).
Wir nutzen an dieser Stelle ,,(potenziell) theoretisch®, da es sein kann, dass
der Negativ-Korper bei jemandem, der bereits viel Erfahrung mit dem
CAD-Programm hat nicht zu einer Hiirde werden kann. Eventuell kommt
das Problem innerhalb des Programms auch nicht auf. Weiterhin mochten
wir darauf hinweisen, dass die Objekte im Programm Tinkercad ™ zwar
virtueller Natur sind, aber im Sinne empirischer Theorien dennoch als
empirische Objekte beschrieben werden konnen.

Tim erklért sich die Hiirde mdglicherweise mithilfe der Funktionsweise des
Programms und dem damit zusammenhingenden Prozess — ,(zieht den
grau-schraffierten Quader auf die Arbeitsebene von Tinkercad ™). Da war
eben bei den Startern so ein bohren* (vgl. Protokoll, 17:45). Vielleicht gilt
fiir Tim im umgangssprachlichen Sinne auch — so funktioniert das halt bei
Tinkercad ™.

Fazit und Ausblick

Mit Blick auf unsere 1. Forschungsfrage konnen wir festhalten, dass der
Begriff des Negativ-Korpers in Bezug auf das Programm Tinkercad ™ als
(potenzieller) theoretischer Begriff gelten kann und damit eine (episte-
mologische) Hiirde fiir Studierende, (angehende) Lehrkréfte, aber auch
Schiilerinnen und Schiiler darstellen und zu einem kognitiven Konflikt
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fiihren kann. Dennoch konnen theoretische Begriffe als ,,Motor* (Witzke,
2009, S. 346) zur Weiterentwicklung von Wissen gesehen werden, indem
sie innerhalb des Mathematiklehrens und -lernens als Anlass gesehen
werden, Konzepte zu hinterfragen und Deutungskonflikte auszuhandeln. Sie
regen weiterhin eine kritische Auseinandersetzung mit der (eigenen)
Unterrichtskonzeption an und koénnen daher auch als Chance fiir
gewinnbringende Aushandlungs- und Reflexionsprozesse gesehen werden.
Natiirlich ist der Hochschul- oder Fachlehrer als inhaltliche und didaktische
Referenz an solch sensiblen Stellen besonders wichtig fiir einen
sinnstiftenden Lehr-Lern-Prozess (vgl. Pielsticker, 2020).

In Bezug auf unsere 2. Forschungsfrage konnen wir auch noch einmal auf
das Studierendenzitat im Untertitel verweisen. Tatséchlich koénnen
Tinkercad™ und weitere digitale Medien haufig jede Menge ,,Mathematik*
enthalten. Schnell ist einsichtig, dass so ein CAD-Programm viele Prozesse
transparent gestalten kann. Z.B. bei dem Extremwertproblem, kann der
Entwicklungsprozess nachvollzogen werden und damit beschrieben werden,
warum der erstellte Wiirfel trotz sehr geringem Materialaufwand sehr stabil
ist. Gleichzeitig muss auch die (mathematische) Pluralitdt und Komplexitét
die digitale Medien mit sich bringen bei Lehr-Lern-Prozessen bedacht
werden, insofern, dass mathematische Zusammenhinge implizit in den
Programmen grundlegend sind und weiterhin (potenziell) theoretische
Begriffe als epistemologische Hiirden bei Lehrenden und Lernen auftreten
konnen. Insbesondere fiir unsere 2. Forschungsfrage schlieBen wir uns
Holzl bzgl. eines ,,didaktischen Gleichgewicht[s]* (Holzl, 1994, S. 224) an:
,Méchtigere medientechnische Moglichkeiten auf der einen Seite verlangen
mehr didaktische, gar ethische Anstrengungen auf der Lehrerseite® (ebd., S.
224).
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Die MicroBerry-Lernumgebung.
Ein handlungsorientiertes Konzept zu Algorithmen im
Informatikunterricht mit ficheriibergreifenden Beziigen
zum Mathematikunterricht

Andreas Schnirch

Vorgestellt wird die handlungs- und problemorientierte Lernumgebung
~MicroBerry®, die fiir den Informatikunterricht der Sekundarstufe I entwickelt
wurde. Schiilerinnen und Schiiler k&nnen sich darin experimentell die
Grundbausteine von Algorithmen erschlieBen. Das dabei erworbene Wissen nutzen
die Schiilerinnen und Schiiler anschlieBend, um mit der Lernumgebung eigene
Projekte zu realisieren. Die Unterrichtseinheiten wurden an einem auflerschulischen
Lernort, an einer Realschule und an der Hochschule mit Schiilerinnen und Schiilern
aus Realschulen und Gymnasien erprobt und evaluiert. Empirisch untersucht wurden
Interessen- und Motivationsaspekte der Schiilerinnen und Schiiler bei der Arbeit mit
der Lernumgebung. Vorgestellt werden neben der Konzeption der Lernumgebung
die praktischen Erfahrungen bei der Durchfiihrung der Unterrichtseinheiten.
AuBerdem werden Bezlige zu inhaltlichen Aspekten des Mathematikunterrichts
hergestellt und diskutiert.

Einleitung

Wie sollte eine Lernumgebung gestaltet werden, um Schiilerinnen und
Schiillern einen motivierenden und interessanten Einstieg in den
informatischen Anfangsunterricht zu erméglichen?

Dieser Frage sind wir im Rahmen verschiedener Informatikseminare zum
Einsatz des Mikrocomputers Raspberry Pi im Unterricht und Forschungs-
projekten an der Péddagogischen Hochschule Heidelberg nachgegangen. Auf
dieser didaktischen Grundlage und den praktischen Erfahrungen, die wir mit
Informatikkursen fiir Schiilerinnen und Schiiler an der MPDV-Junior-
Akademie und an der Hochschule gesammelt haben, entstand die hier zu
beschreibende MicroBerry-Lernumgebung. Inhaltlich werden dabei die
Grundbausteine von Algorithmen thematisiert. Um einen handlungs- und
problemorientierten Zugang zu ermdglichen nutzen wir die GPIO’s des
Raspberry Pi, um daran angeschlossene Aktoren und Sensoren anzusteuern
und mit entsprechender Software zu programmieren. Die Schiilerinnen und
Schiiler lernen dabei zunéchst die verschiedenen Grundbausteine kennen



Seite 126 Andreas Schnirch

und nutzen diese zur Problemlésung. In einer zweiten projektorientierten
Phase wenden die Schiilerinnen und Schiiler das Gelernte an, um eigene
Projektideen zu verwirklichen. Nicht zuletzt durch diesen projekt-
orientierten Ansatz lassen sich viele fécheriibergreifende Aspekte
identifizieren. Insbesondere finden sich inhaltliche und methodische Beziige
zum Technik-, Physik- und Mathematikunterricht.

Abb. 1: MicroBerry-Kurs an der MPDV-Junior-Akademie

Die MPDV-Junior-Akademie!

Die MPDV-Junior-Akademie ist ein au3erschulischer Lernort, der im Nov.
2014 gegriindet wurde®. Ziel der Junior-Akademie ist es, Schiilerinnen und
Schiiler verschiedener Altersstufen und Schularten, an MINT-Themen
heranzufiihren und diese fiir deren Inhalte zu begeistern. Dabei werden
regelméBig fiir die Unterstufe Roboterkurse, fiir die Mittelstufe Mikro-
controller-Seminare und fiir die Oberstufe Kurse zum Experimentieren mit
einem automatisierten Fertigungssystem angeboten. Eine Besonderheit
dabei ist, dass die Unter- und Mittelstufenkurse von Studierenden der
Fécher Informatik und Technik der Pddagogischen Hochschule Heidelberg
und die Oberstufenkurse von Studierenden der Dualen Hochschule Baden-
Wiirttemberg durchgefiihrt werden. Speziell fiir die Lehramtsstudierenden
bietet sich hier eine ideale Spielwiese, piddagogische Lehrerfahrungen zu

1 https://www.mpdv.com/de/unternehmen-referenzen/mpdv-junior-akademie/

2 https://www.mpdv.com/de/presse/pressemeldungen/pressemeldungdetails/mpdv-gruendet-ju-
nior-akademie-zur-it-qualifizierung-von-schuelerinnen-und-schuelern/
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sammeln, auszubauen und zu professionalisieren. Die Studierenden werden
dabei von Dozierenden der Pddagogischen Hochschule Heidelberg und
erfahrenen Lehrkréften vor Ort betreut. Nach der Durchfithrung werden die
Seminare jeweils analysiert, reflektiert und das jeweilige Konzept optimiert
(Fast 2017).

Theoretische Grundlagen

Bei der Entwicklung unserer Lernumgebung nutzten wir Gestaltungs-
kriterien und Aspekte, die sich aus konstruktivistischen Lehr-Lerntheorien,
aus der Interessen- und Motivationsforschung und aus informations-
didaktischen Erkenntnissen ableiten lassen.

Gestaltungsaspekte fiir Lernumgebungen aus konstruktivistischer Sicht

In den sechs Grundsdtzen eines guten Informatikunterrichts (GI 2008)
verweisen die Autoren im Bereich ,Lehren und Lernen” auf den
Konstruktivismus und begrinden damit die Notwendigkeit eines
Anwendungsbezugs im Informatikunterricht. Der Konstruktivismus kann
als theoretische Grundlage flir einen handlungs-, problem- und
anwendungsorientierten Informatikunterricht genutzt werden, aber auch
konkrete Gestaltungskriterien fiir Lernumgebungen bereitstellen, die einen
solchen Unterricht begiinstigen (Schubert & Schwill 2011). Lernen ist aus
konstruktivistischer Sicht nur dann moglich, wenn sich die Lernenden aktiv
am eigenen Lernprozess beteiligen. Somit sollte eine Lernumgebung so
gestaltet sein, dass diese Aktivitdit moglichst gefoérdert wird. Aus dem
Konzept des ,situierten Lernens” (u. a. Clancey 1993; Mandl, Gruber &
Renkl 2002) haben z. B. Gerstenmaier & Mandl (1995) grundlegende
Gestaltungsaspekte fiir Lernumgebungen abgeleitet. Hense, Mandl & Grésel
(2001) entwickelten, daran ankniipfend, das Konzept des ,problem-
orientierten Lernens”, das dem ,Problem* im Lehr-Lernprozess eine
zentrale Rolle zuweist (Tulodziecki 2005; Buchholtz 2010).

Um einen Anwendungsbezug herzustellen, sollen sich Lernende dabei in
authentischen  Situationen mit moglichst realistischen Problemen
beschiftigen und entsprechende Aufgaben 16sen. Durch ,,Multiple Kontexte
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und Perspektiven” soll gewéhrleistet werden, dass die zu erlernenden
Inhalte und Prozesse flexibel auf verschiedene Problemstellungen
iibertragen werden konnen. Im Kontext des ,,Sozialen Lernens® ist es
bedeutsam, dass die Lernumgebung kooperatives Lernen ermoglicht.
AuBlerdem sind subjektiv erkennbare Handlungsspielriume notwendig,
damit die Lernenden eigene Wissenskonstruktionen, Erfahrungen und
Interpretationen vornehmen kénnen (Hense, Mandl & Grésel 2001). Es ist
aber auch sinnvoll, dass beim selbstgesteuerten Lernen eine ausreichende
instruktionale Unterstiitzung gegeben wird, damit die Lernenden bei
moglichen Problemen nicht demotiviert aufgeben (Gerstenmaier & Mandl
1995; Reinmann-Rothmeier & Mandl 2001). Die Forderung nach multiplen
Kontexten und Perspektiven lieBe sich, so Hense, Mandl & Grisel (2001),
am besten im féachertibergreifenden Unterricht verwirklichen, da hier
unterschiedliche und interdisziplindre Sichtweisen zum Tragen kommen.
Dieser Aspekt ldsst sich nun wiederum gut im Informatikunterricht
umsetzen, denn ,Informatik ist per se fachiibergreifend und
facherverbindend, deshalb ist Interdisziplinaritit ein Grundsatz der
Unterrichtsgestaltung* (GI 2008, S.10).

Interesse und Motivation

Zeigt eine Person Interesse an einem Lerngegenstand, ist dies in der Regel
zunidchst ein zeitbegrenzter Zustand, der von der aktuellen Situation, wie z.
B. einer als spannend empfundenen Lernumgebung, abhidngt. Man spricht
in diesem Zusammenhang von situationalem Interesse (Krapp & Prenzel
2011). Durch die wiederholte Auseinandersetzung mit dem Lerngegenstand
kann sich unter giinstigen Bedingungen stufenweise ein dauerhaftes
Interesse, das sogenannte individuelle Interesse ausbilden (ebd.). Dafiir ist
es allerdings notwendig, dass die Lernsituation emotional positiv bewertet
wird, was wiederum von spezifischen Motivationsfaktoren abhdngig ist
(Krapp 1998). Die Selbstbestimmungstheorie der Motivation nach Deci &
Ryan (1993, 2002) liefert diese Faktoren, zu denen neben den Grund-
bediirfnissen nach Kompetenzerleben, Selbstbestimmung und sozialer
Eingebundenheit auch grundlegende Féhigkeiten und Interessen einer
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Person gehdren (Krapp 2005). Kompetenzerleben meint dabei die erlebte
Handlungsfahigkeit bei der Bewiltigung von Aufgaben und Problemen
(Krapp 1998). Die Selbstbestimmung zielt darauf ab, Ziele und
Vorgehensweisen des eigenen Handelns selbst zu bestimmen. Im Bediirfnis
nach sozialer Eingebundenheit spiegelt sich das Bestreben nach
befriedigenden Sozialkontakten wieder (ebd.).

In der Selbstbestimmungstheorie unterscheidet man fiinf verschiedene
Motivationsstufen. Wéhrend intrinsische Motivation, verstanden als
interessenbestimmte Handlung, den einen Pol dieser Stufung bildet, werden
die anderen vier Stufen der extrinsischen Motivation zugeordnet, die sich
im Ausmal der erlebten Selbstbestimmung unterscheiden. Auf der untersten
Skala ist das Handeln einer Person dann vdllig fremdbestimmt. Nach Deci
& Ryan (1993) hat nun jedes Individuum das Bestreben, extrinsisch
motivierte Verhaltensweisen in selbstbestimmte Handlungen zu iiberfiihren.
Studien konnten nun zeigen, dass im schulischen Kontext intrinsische
Motivation gesteigert werden kann, wenn Lernumgebungen bereitgestellt
werden, die die Motivationsbediirfnisse der Lernenden befriedigen (Krapp
& Ryan 2002; Krapp 2005).

Problemorientierung im Informatikunterricht

Aus konstruktivistischer Sicht kann Wissensentwicklung und Lernen in
problemorientierten Lernumgebungen, in denen sich Lernende mit
entsprechender Unterstiitzung autonom bewegen konnen, optimal gefordert
werden. Aufgrund der Forderung des selbstbestimmten Arbeitens und der
Moglichkeit, das eigene Kompetenzerleben durch erfolgreich geldste
Probleme zu steigern, kann davon ausgegangen werden, dass solche
Lernumgebungen hohe Motivationspotentiale aufweisen. Auch die
Informatikdidaktik weist dem methodischen Prinzip der Problem-
orientierung eine grofle Bedeutung zu. So geht z. B. Hubwieser (2007)
davon aus, dass durch konkrete und anschauliche Problemstellungen,
abstrakte Inhalte erfolgversprechend vermittelt werden konnen. Zendler &
Spannagel (2008) identifizierten dann auch das ,,Problem® als ein zentrales
Konzept des Informatikunterrichts.
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Fachiibergreifendes Lernen

Wie oben dargestellt, kann die Forderung nach authentischen Unterrichts-
inhalten in multiplen Kontexten und Perspektiven besonders gut im
fachiibergreifenden Unterricht realisiert werden. Da Interdisziplinaritét ein
wichtiger Grundsatz des Informatikunterrichts ist (GI 2008), scheint diese
Forderung hier gut umsetzbar zu sein. Poloczek (2015) sicht in diesem
Zusammenhang dann auch im fachiibergreifenden Unterricht die
Maoglichkeit der besonderen Forderung der Personlichkeitsentwicklung. Die
Kombination mit der Projektmethode bzw. mit projektorientiertem
Unterricht sei dabei besonders sinnvoll (ebd.).

Anfangsunterricht in der Informatik

Schubert & Schwill (2011) unterscheiden unterschiedliche Zugangs-
moglichkeiten im informatischen Anfangsunterricht. Beim programmier-
sprachlichen Zugang geht es um das Erlernen einer objektorientierten
Programmiersprache mithilfe einfacher fiktiver Problemstellungen. Beim
systemanalytischen Zugang erschlieffen sich die Lernenden ein komplexes
Softwaresystem. Beim Zugang {iiber Lernumgebungen sollen die
Schiilerinnen und Schiiler meist objektorientiert programmieren, um,
ausgehend von geringen Kenntnissen, schrittweise relativ leistungsfahige
Programme zu erzeugen. Der projektorientierte facheriibergreifende Zugang
ermoglicht die Umsetzung eines umfangreichen Projekts (ebd.).

Konzeption der MicroBerry-Lernumgebung

Unser Ziel war es, eine motivationsfordernde Lernumgebung zu Grund-
bausteinen von Algorithmen fiir den Anfangsunterricht zu entwickeln. Die
dargestellte Theorie legt nahe, dass eine problemorientierte Lernumgebung,
bei denen Lernende die Mdglichkeit haben, sich aktiv mit problem- und
anwendungsorientierten Aufgaben zu beschéftigen, hierfiir gut geeignet ist.
Die Forderung nach Authentizitét in multiplen Kontexten und Perspektiven
lasst sich besonders gut im facheriibergreifenden Unterricht realisieren.
Deshalb haben wir Aspekte der Elektrotechnik und Elektronik integriert.
Hier geht es darum, dass die Schiilerinnen und Schiiler ihre Programme
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nutzen, um einfache Sensoren und Aktoren (LEDs, Schalter, Motoren,
Servos, etc.) anzusteuern. Dabei ist der handelnde Umgang mit den
Bauteilen wesentlicher Bestandteil des Konzepts, so dass die
Zusammenhinge von Soft- und Hardware exemplarisch greif- und erfassbar
werden und damit ein Alltags- und Lebensweltbezug ermdglicht wird.

Projektorientierter Unterricht ist als Methode sicherlich gut geeignet, die
Kriterien einer problemorientierten Lernumgebung zu erfillen. Bevor
Projekte realisiert werden konnen, miissen aber zundchst grundlegende
Fachinhalte und Prozesse gelernt werden. Dies betrifft sowohl die
informatischen als auch die fachiibergreifenden Aspekte. Es sind also
zunéchst solide Grundlagen zu schaffen, bevor man ein Projekt erfolgreich
bewiltigen kann. Deshalb haben wir die MicroBerry-Lernumgebung so
gestaltet, dass sich die Lernenden zunéchst iiber problem- und
anwendungsorientierte Aufgaben die notwendigen Grundlagen erarbeiten,
um diese spater dann in einer projektorientierten Phase anwenden und damit
vertiefen zu konnen. Wir nutzen somit im Anfangsunterricht die
MicroBerry-Lernumgebung als zentrales Informatiksystem und kombi-
nieren diese mit dem programmiersprachlichen und projektorientierten
facheriibergreifenden Zugang.

Zentrales Medium unserer Lernumgebung ist der Mikrocontroller
Raspberry Pi, an dem {iiber die GPIO-Schnittstelle elektronische
Bauelemente angesteuert werden. Die benétigten Hardwarematerialien
werden den Schiilerinnen und Schiilern in einem iibersichtlichen
Sortimentkasten zur Verfiigung gestellt (Abb. 2). Programmiert werden
kann in den beiden Programmiersprachen Scratch oder Python. Auflerdem
nutzen wir den Raspberry Pi, um eine vernetzte Kommunikationsplattform
aufzubauen. Damit sind wir in der Lage, die Programme der Schiilerinnen
und Schiiler zentral zu speichern und bei Bedarf allen in der Lerngruppe
zuginglich zu machen. Zudem haben die Schiilerinnen und Schiiler durch
die Vernetzung die Moglichkeit, schnell und unproblematisch selbst
erstellte Programme vom eigenen Rechner aus z. B. auf einem Beamer zu
préasentieren und mit der Lerngruppe zu diskutieren.
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Abb. 2: Sortimentkasten mit Inhalt

Zur Gewihrleistung der sozialen Eingebundenheit, die ja, wie oben
gesehen, Grundvoraussetzung fiir motiviertes Handeln ist, arbeiten die
Schiilerinnen und Schiiler gemeinsam bzw. zumindest in Partnerarbeit
zusammen.

Unterrichtseinheiten im programmiersprachlichen Teil

Die Unterrichtseinheiten im programmiersprachlichen Teil dienen dazu,
dass sich die Lernenden ein Basiswissen iiber Algorithmen aneignen und
die Handhabung und die Software des Raspberry Pi und die verwendeten
elektronischen Bauteile kennenlernen. Behandelt werden folgende Themen:
Der Raspberry Pi, Grundbausteine von Algorithmen (Sequenz, Wieder-
holung, Bedingung, Verzweigung, Variablen), Darstellung von Algorithmen
(Flussdiagramme), Sensoren/Aktoren.

Die aufeinander aufbauenden Lernsequenzen beinhalten jeweils mehrere
problemorientierte Aufgaben auf unterschiedlichen Schwierigkeitsstufen. In
der Regel fiihrt die Lehrkraft kurz in die entsprechende Lernsequenz ein.
Nach der eigenstidndigen Bearbeitung der Aufgaben durch die Schiilerinnen
und Schiiler werden die Losungen jeweils im Plenum besprochen.
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Zu jeder Lernsequenz gibt es Arbeitsblitter, die alle gleich aufgebaut sind.
Jede Lernsequenz beginnt mit einem kleinen Input iiber die ndtigen
Grundlagen zur Bearbeitung der darauffolgenden Arbeitsauftrige, z. B. zu
besonderen Programmierbefehlen, Bauteilen oder Begriffen. Im Anschluss
folgen diverse Arbeitsauftrage, deren Schwierigkeitsgrad sich stetig erhoht.
Die Schwierigkeitsstufe wird dabei durch ein einfaches Symbolsystem
transparent gemacht. Die Differenzierung durch verschiedene Schwierig-
keitsstufen pro Lernsequenz stellt den Lernenden -einerseits multiple
Kontexte zur Verfiigung und ermoglicht andererseits eine individuelle
Forderung.

[ Erstelle eine Programmierung, die erst durch die Eingabe einer

1

ortur Gffnet! Verwende dazu

mbination die T

richtigen Zaf
den WENN-DANN-SONST-Baustein und die unten gezeigte
Schaltung!

Folgende Anforderungen werden an das Programm gestellt

a. Erst durch die korrekte Eingabe von einer richtigen Zahl
offnet sich der Tresor.

b. Wenn die richtige Zahl eingegeben wurde, leuchtet eine
LED auf

¢ Sobald eine Ziffer falsch gedriickt wird stoppt das gesamte

Skript unverziglicht

de, sodass insgesamt 4 Ziffern

r leuchtet eine LED auf!

stoppt das gesamte Skript!

Abb. 3: Beispiele fiir zwei Aufgabenblitter zu verschiedenen Lernsequenzen

Nachdem die Unterrichtseinheit zu den Grundbausteinen von Algorithmen
erfolgreich bearbeitet und abgeschlossen ist, empfiehlt sich der Ubergang
zur Projektphase.

Die Projektphase

In der Projektphase lassen sich zahlreiche verschiedene Projekte von den
Schiilerinnen und Schiilern umsetzen. Beliebte Projekte sind in diesem
Zusammenhang z. B. die Realisierung ferngesteuerter Fahrzeuge, die
Steuerung eines Roboterarms, Aufbau einer automatischen Bewésserungs-
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anlage, Realisierung von Ampelsteuerungen und Alarmanlagen. In
Abbildung 4 sieht man beispielsweise eine von Schiilerinnen entwickelte
Alarmanlage, die iiber einen Infrarotsensor ausgeldst wird. Gerade in dieser
Projektphase stehen den Schiilerinnen und Schiiler viele und unterschiedlich
komplexe Umsetzungsmoglichkeiten offen, die eine, an die unterschied-
lichen Niveaus angepasste Differenzierung erlauben. In der Regel lassen
sich in den gewéhlten Projektthemen viele der Inhalte der Lernsequenzen
aus der programmiersprachlichen Phase, aufgreifen und vertiefen. Die
Lehrkraft fungiert in dieser Durchfiihrungsphase hauptséchlich als Berater
und Hinweisgeber auf bestimmte Erweiterungsmdglichkeiten.

Wiedergabe (k) |

Abb. 4: Projekt: Alarmanlage mit Infrarotsensor

Ficheriibergreifende Aspekte

Gerade zu den MINT-Fichern lassen sich vielfdltige Verkniipfungen und
facheriibergreifende Aspekte finden, die mithilfe des Einsatzes der
MicroBerry-Lernumgebung im Unterricht aufgegriffen und transportiert
werden konnen.

Beziige zum Technikunterricht

Die inhaltliche Ndhe zum Technikunterricht begriindet sich schon durch die
Konzeption der MicroBerry-Lernumgebung, bei der technische Bauteile,
wie Sensoren und Aktoren, im Rahmen elektronischer Schaltungen genutzt
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und gesteuert werden. Im Technikunterricht werden nicht nur die
Funktionsweise und der technische Aufbau solcher elektronischer Bauteile
thematisiert, sondern auch der Themenkomplex ,,Steuern und Regeln®.
Beide Aspekte lassen sich mit der MicroBerry-Lernumgebung handlungs-
orientiert erfassen und umsetzen.

Beziige zum Physikunterricht

Bezogen auf den Physikunterricht sind die inhaltlichen Beziige zur E-Lehre
uniibersehbar. Auch das Thema der Messwerterfassung und —auswertung
lasst sich mit der MicroBerry-Lernumgebung vielféltig umsetzen. So
konnen beispielsweise analoge Signale eines Ultraschallsensors zur
Abstandsmessung erfasst und weiterverarbeitet werden. Auch auf der
methodischen Ebene bieten sich Umsetzungsmoglichkeiten. Schiilerinnen
und Schiiler haben viele Mdglichkeiten im Rahmen der MicroBerry-
Lernumgebung Experimente zu planen und durchzufiihren. Dieser Umgang
mit Experimenten spielt ja gerade im Physikunterricht eine zentrale Rolle.

Beziige zum Mathematikunterricht

Das Thema ,,Algorithmen®, mit dem sich die MicroBerry-Lernumgebung
schwerpunktméBig beschiftigt, spielt ja in der Mathematik ebenfalls eine
wichtige Rolle und die Bedeutung von Variablen lassen sich beim
Programmieren ganz praktisch und anschaulich erfahrbar machen.
Abgesehen davon lassen sich aber zumindest auf inhaltlicher Ebene weitere
Themen finden, die mithilfe der Lernumgebung umgesetzt werden koénnen.
So ist z. B. das Binédrsystem ein Thema, das man auf anschauliche Weise
mit der Lernumgebung anwendungsorientiert bearbeiten konnte. Die Idee
dabei ist es, einen Code-Wandler anzusteuern und zu programmieren, an
dem dann wiederum eine Siebensegment-Anzeige angeschlossen ist. Als
Code-Wandler eignen sich binidrcodierte Dezimalwandler (BCD), die es in
integrierter Form als elektronische Bausteine gibt. Ein solcher Wandler
besitzt dann z. B. vier digitale Eingédnge fiir das Einlesen einer vierstelligen
Dualzahl und sieben Ausgénge fiir die Ausgabe des Siebensegment-Codes.
Hier kann man dann z. B. experimentell erkundend verschiedene
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Dualzahlen einlesen und die Wirkung auf die Siebensegment-Anzeige
testen. Auch koénnte man in einem weiteren Schritt z. B. einen
Dezimalzdhler programmieren und in der Anwendung erproben. Abbildung
5 zeigt ein Beispielprogramm fiir einen solchen Dezimalzdhler. Zu sehen ist
hier der Programmcode in Scratch, der vier Variablen (A0-A3) im
Sekundentakt nacheinander die Dualzahlen 0000 bis 1001 zyklisch zuweist.
Die aktuelle Dualzahl wird im Ausgabefenster angezeigt und die
angeschlossene Siebensegment-Anzeige zeigt die entsprechende Zahl
dezimal an. Empirische Untersuchungen zur Wirksamkeit einer solchen
Vorgehensweise stehen noch aus.

Spritel

o
P

Bihne

Abb. 5: Dualzédhler mit Scratch

Auch das Thema des funktionalen Zusammenhangs lédsst sich handlungs-
orientiert erfahrbar machen, wenn man beispielsweise die Abstandsdaten,
die ein Ultraschallsensor liefert, graphisch als Funktion des Abstandes (zu
einem bestimmten Objekt) in Abhéngigkeit der Zeit darstellt. Dies ist
mithilfe der Programmiersprache Scratch sehr einfach moglich. Die Idee



Die MicroBerry-Lernumgebung. Seite 137

solcher handlungsorientierter Zugénge zum Funktionsbegriff ist in der
Mathematikdidaktik etabliert. Ein zusétzlicher Mehrwert konnte aber darin
bestehen, dass sich die Schiilerinnen und Schiiler fiir das erfolgreiche
Programmieren tiefer in die Thematik einarbeiten miissen. Auch diese Idee
bedarf weiterer empirischer Untersuchungen.

Abb. 6: Roboterarm in Aktion

Als weiteren Ansatzpunkt konnte man Beziige zur Geometrie herstellen, die
sich durch die Notwendigkeit der Orientierung im Raum ergeben, wenn
man einen Roboterarm programmieren mochte, der z. B. bestimmte Objekte
an vorgegebenen definierten Orten aufnimmt oder von einem Ort zu einem
anderen bewegen soll. Inwieweit diese hier vorgestellten Aspekte positive
Einfliisse auf das Mathematikverstindnis haben konnten, bleibt noch offen.
Durch die MicroBerry-Lernumgebung besteht allerdings die Moglichkeit
solche Fragestellungen empirisch zu untersuchen.

Evaluation

Am Ende der Projektphase wurden jeweils mit Hilfe eines standardisierten
Fragebogens (Prenzel et al. 1996), der auf das Sprachniveau der
untersuchten Schiilerinnen und Schiiler angepasst wurde (Schnirch &
Spannagel 2011), die Interessen- und Motivationsvariablen der
Schiilerinnen und Schiiler erhoben, sowie mit offenen Fragen die
allgemeine Zufriedenheit mit den Kursen evaluiert. Fiir die standardisierten
Fragen wurde eine sechsstufige Likert-Skala mit der Auspridgung von ,,nie*
(0) bis ,,sehr haufig” (5) verwendet.
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In Tabelle 1 sind die Ergebnisse der Auspragung der Lernmotivation von 62
Schiilerinnen und Schiilern dargestellt. Die drei Variablen ,Interesse™
HIntrinsische  Motivation“ und ,Identifizierte = Motivation®  sind
Auspriagungen einer selbstbestimmten Motivation. Wéhrend mit ,,Interesse
das individuelle und dauerhafte Interesse an dem Lerngegenstand erfasst
wird, geben die beiden anderen Variablen Auskunft {iber das situationale
Interesse wihrend der Arbeit mit der Lernumgebung. Es zeigt sich, dass die
,Intrinsische Motivation* die hochsten Werte erzielt, so dass man davon
ausgehen kann, dass die Schiilerinnen und Schiiler wiahrend der Arbeit mit
der Lernumgebung hoch interessiert und motiviert waren. Etwas geringere
Werte findet man beim individuellen Interesse. Es ist ja auch nicht zu
erwarten, dass nach einem zweitdgigen Kurs bereits ein dauerhaftes in der
Personlichkeitsstruktur der Schiilerinnen und Schiiler verankertes Interesse
initiiert werden kann. Allerdings deuten die Ergebnisse darauf hin, dass die
MicroBerry-Lernumgebung von den befragten Schiilerinnen und Schiilern
als so interessant empfunden wird, um hoch motiviert damit zu arbeiten und
selbstbestimmt zu lernen.

N=62 Interesse Intrinsische Identifizierte Introjizierte Externale Amotivation
Motivation Motivation Motivation Motivation

Mittelwert 3,5645 4,2930 3,9328 1,9516 ,4597 ,6559

Median 3,6667 4,6667 4,0000 2,0000 ,0000 ,3333

Tabelle 1: Auspragung der Lernmotivation

Die Befunde decken sich mit der Erhebung der Bedingungen fiir motiviertes
Handeln. Auch hier liegen die Werte fiir wahrgenommene inhaltliche
Relevanz, Instruktionsqualitdt, Kompetenz- und Autonomieunterstiitzung
und wahrgenommene soziale Eingebundenheit im Mittel sehr hoch (siehe
Tabelle 2).

N=62 Relevanz Instruktions- Autonomie Kompetenz Uberforde- Soz. Einge-
qualitat rung bundenheit

Mittelwert 3,5188 4,0618 3,9147 3,9978 1,0188 4,2696

Median 3,6667 4,0000 4,0714 4,0833 ,6667 4,3333

Tabelle 2: Erhebung der Bedingungen fiir motiviertes Handeln
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Erwdhnenswert ist noch, dass wir keine signifikanten geschlechts-
spezifischen Unterschiede finden konnten, d.h. die MicroBerry-Lern-
umgebung kann in diesem Sinne als gendergerecht bezeichnet werden.

Die Auswertung der offenen Fragen konnte zeigen, dass das Konzept des
freien und selbsténdigen Arbeitens, die Projektarbeit und die Moglichkeit
der praktischen Arbeit hdufig als sehr positiv bewertet wurde.

Ausfiihrlicher und detaillierter sind die Ergebnisse in Schnirch, Ridinger &
Weschenfelder (im Druck) nachzulesen.
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Messbarkeit eines digitalen Kompetenzgewinnes
im hochschulischen Mathematikunterricht fiir Ingenieure

Christian Steinert

Die Nutzung digitaler Werkzeuge, wie von Online Plattformen, besitzt den Vorteil,
dass Lernendendaten zum Umgang mit den Lehrmedien in einer einfach auslesbaren
Form vorliegen. Die Daten kénnen so, unter Beriicksichtigung des Datenschutzes,
ausgewertet werden und erste Schliisse zu einem mdglichen Kompetenzgewinn im
Fach Mathematik (z. B. durch regelméBige Online-Tests), aber auch zum
Kompetenzerwerb im Umgang mit den digitalen Werkzeugen gezogen werden. Im
Rahmen dieses Beitrages sollen entsprechende Ergebnisse zum Kompetenzzuwachs
im Umgang mit digitalen Lernmedien vorgestellt werden.

Definition digitaler Kompetenzen

Der Begriff der Kompetenz wurde auch im deutschen Bildungssystem
verankert. Weinert definiert Kompetenzen als,

, die bei Individuen verfiigharen oder durch sie erlernbaren kognitiven
Féhigkeiten und Fertigkeiten, um bestimmte Probleme zu losen, sowie die damit
verbundenen motivationalen, volitionalen und sozialen Bereitschaften und
Féhigkeiten, um die Problemlésungen in variablen Situationen erfolgreich und
verantwortungsvoll nutzen zu konnen* (Weinert, 2001, S. 27 f.).

Aus dieser Definition wird schnell ersichtlich, dass alle klassischen
Lernziele (kognitive, affektive und psychomotorische) in den
Kompetenzbegriff inkludiert werden (Bloom, 1976). Allerdings wird sich
hier stirker mit den Lernenden und Lernvoraussetzungen, sowie deren
Anwendung in den Lebenswelten der Lernenden, als mit dem klassischen
Unterricht mit Lernzielen beschéftigt und demzufolge mit Kompetenzen,
die Lernende darauf vorbereiten, offene und nicht festgelegte
Anforderungssituationen adidquat losen zu konnen (Schmoll, 2010).
Demzufolge ist es nur richtig, dass bei einer immer stirker werdenden und
sich stindig &ndernden Digitalitdt in nahezu allen Lebensbereichen eine
Kompetenzorientierung im Unterricht vorgenommen wird. So schwinden
die Grenzen zwischen Digital und ,,Nicht“- Digital immer weiter und gehen
sukzessive ineinander iiber. Daher ist eine klare Definition von digitalen
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Kompetenzen schwierig zu treffen. Stocklin  definiert den Begriff
Informationskompetenz als:

. Fahigkeit, die es ermdglicht, bezogen auf ein bestimmtes Problem
Informationsbedarf zu erkennen, Informationen zu ermitteln und zu beschaffen
sowie Informationen zu bewerten und effektiv zu nutzen. * (Stocklin, 2012)

Nun stellt die Informationskompetenz allerdings nur einen Teilbereich
(bzw. je nach Betrachtungsweise einen angrenzenden Bereich) des digitalen
Kompetenzbegriffs dar. Unter digitalen Kompetenzen wird mindestens
weiter noch der Umgang mit digitalen Medien und die entsprechende
Nutzung digitaler Endgerite gefasst. Im Kontext dieser Arbeit wird der
digitale Kompetenzbegriff dahingehend eingeschrinkt, dass es sich
lediglich um die Kompetenz handelt mit der Studierende das entsprechende
Wissen bzw. die Fihigkeit erwerben, um die Mathematikpriifungen im
ersten Studienjahr an der Brandenburgischen Technischen Universitét
Cottbus-Senftenberg (BTU) erfolgreich zu bestehen. Durch diese
Einschriankung findet gleichzeitig eine unmittelbare Verbindung zwischen
Digitalen— und Lernkompetenzen statt.

Vorstellung des (digitalen) Lernarrangements an der BTU

Die digitalen Kompetenzen werden im Kontext dieser Arbeit weitestgehend
in einem Onlinekurs in der moodle-Plattform der BTU erfasst (Walder,
Steinert & Waschnik, 2017). Den Studierenden der Facher Elektrotechnik,
Maschinenbau und Wirtschaftsingenieurwesen wird innerhalb des
Onlinekurses die Moglichkeit gegeben, sich mit mathematischen Inhalten
an einem selbstgewahlten Ort und zu einer weitestgehend selbstgewihlten
Zeit auBlerhalb der Prisenzlehrveranstaltung zu befassen. Einige Materialien
haben ein Abgabedatum (Online Tests), so dass die zeitliche Freiheit
teilweise eingeschrankt ist. Die Materialien kdnnen die Studierenden
ebenfalls weitestgehend auf einem frei gewidhlten Endgerit bearbeiten, so
dass eine Bearbeitung an einem heimischen Desktoprechner, aber auch an
mobilen Endgerdten wie Laptops, Tablets und Smartphones, moglich ist.
Sollten die Studierenden kein Endgerdt zur Verfiigung haben, besteht die
Moéglichkeit der Nutzung eines PC-Pools innerhalb der BTU.
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Die beiden am héufigsten von den Studierenden genutzten Materialien
(Online Tests und Videos) werden im Folgenden detaillierter beschrieben.
Im Onlinekurs wurden allerdings auch weitere Materialien wie
Simulationen mit Geogebra und Skripte angeboten.

Online Tests

Innerhalb des Onlinekurses wurden verschiedene Arten zum formativen
(studienbegleitenden) Testen der Studierendenleistung bereitgestellt. Hierzu
zdhlen u.a. Wissenstests (hier sind keine videobasierten Assessments
gemeint), die im Rahmen einer Priifungszulassung angeboten wurden
(Steinert & Kutzner, 2015). Bei den Online Tests handelt es sich um:

Im 1. Semester (in Summe etwa 130 Aufgaben in 19 Tests):

1 Eingangstest (zum Ermitteln der Vorkenntnisse)
14 wochentliche Belegaufgaben (zur Festigung des Vorlesungsstoffes)

4 komplexe Aufgabenstellungen (als weitere Klausurvorbereitung)
Im 2. Semester:
14 wochentliche Belegaufgaben (in Summe etwa 90 Aufgaben)

Die Aufgaben der Online Tests richten sich nach den Vorlesungsinhalten
und werden, je nach Beendigung der bestimmten Lerneinheiten, frei-
gegeben. In der Regel haben die Studierenden dann zwei Wochen Zeit, die
Aufgaben zu bearbeiten. Danach wird der Online Test geschlossen. Zur
Priifung sind die Studierenden zugelassen, die 50 Prozent der
Gesamtpunkzahl in den Tests erhalten haben. Sollte dies nicht bei dem
ersten Versuch mdglich gewesen sein, haben die Studierenden die
Maoglichkeit, den Online Test beliebig oft zu wiederholen.

Lernvideos

Der Onlinekurs besteht weiter auch aus selbsterstellten Lernvideos, welche
mit Interaktionen (direkt im Video integrierte Fragestellungen mit
Eingabemoglichkeit oder Verweise zu anderen Videos oder externen
Wissensdatenbanken) der Software H5P (HS5P.org) angereichert wurden.
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Grundsitzlich lassen sich diese Videos in drei Kategorien unterscheiden.
Zum einen existieren Kurzfilme, die alle Vorlesungsinhalte der Lehr-
veranstaltung behandeln, so dass die Studierenden den Stoff auch auBlerhalb
der Prisenzlehre zu einem von den Studierenden selbst gewihlten Zeitpunkt
wiederholen kdnnen. Bei diesen Videos werden die theoretischen
Hintergriinde auf einer kleinen Tafel, welche auf einem Tisch liegt,
handschriftlich mit Kreide hergeleitet.

Eine weitere Videoart stellen Ubungsaufgaben mit ausfithrlichen Losungs-
ansdtzen dar. Diese Videos konnen sich die Studierenden als Vorbereitung
fiir die Ubungen bzw. bei Problemen mit den verpflichtenden Belegaufga-
ben ansehen. Diese Aufgaben sind dhnlich denen, die die Studierenden als
Belege 16sen miissen. Am Ende einiger Kurzfilme wird auf entsprechende
Beispielaufgaben hypertextuell verwiesen. Andersherum verweisen auch
die Beispielaufgaben auf die Theorievideos, welche fiir das Losen der Auf-
gabe relevant sein konnten. Aulerdem existiert in jedem Video je nach Lan-
ge (i. d. R. sind die Videos drei bis sieben Minuten lang) eine unterschiedli-
che Anzahl videobasierter Assessments.'

Der letzte Typus von Videos sind Musterlosungen der Belegaufgaben, die
die Studierenden als Priifungsvorleistungen abgeben sollten und die nach
dem Abgabetermin freigeschaltet werden. Auf diese Weise haben die Stu-
dierenden neben den textuellen Losungen direkt im Online Test ebenso eine
kommentierte Schritt-fiir-Schritt-Lésung in Form eines Videos. Auch in
diesen Videos wird auf die entsprechende hypertextuelle Theorie verwiesen.

Folgende Videos wurden fiir die jeweiligen Semester erstellt:

1. Semester:

1 Dieser Videotyp hat das Merkmal, auf das Lernverhalten in Form von Interaktionen mit dem
Video durch Lernende zu reagieren (Hattie, Beywl & Zierer, 2013). Die Form der Interaktions-
moglichkeiten erweist sich als mannigfaltig. Videos konnen auf unterschiedlichste Weise mit
Tests angereichert werden. Eine Moglichkeit ist es, dem Lernenden innerhalb eines Videos
eine Aufgabenstellung zu geben und diesem Zeit einzurdumen (ggf. auch durch Stoppen des
Videos), diese zu bearbeiten. AnschlieBend wird eine Musterldsung (u. a. auch in einem neuen
Video) prisentiert (Denninger, 2017, S. 59)
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137 Videos zur Theorievermittlung (Kurzfilme)
60 Videos mit Beispielaufgaben
18 Videos mit Losungen zu Belegaufgaben

2. Semester:
118 Videos zur Theorievermittlung (Kurzfilme)
57 Beispielaufgaben

14 Videos mit Losungen zu Belegaufgaben

Erfassung von Daten hinsichtlich digitaler Kompetenzen

Ein digitaler Kompetenzzuwachs wird i.d.R. nicht, wie der fachliche
Kompetenzgewinn an Hochschulen, mithilfe einer Abschlusspriifung
gemessen. Daher sind implizite Messmethoden, wie Befragungen oder die
Erfassung der Nutzung von digitalen Lernmaterialien durch Studierende
notwendig. Die Nutzung der Materialien, die im vorherigen Abschnitt
beschrieben wurden, wurde daher begleitend und abschlieBend durch die
Studierenden, die die Materialien nutzten, evaluiert. Hierfiir fanden
Befragungen mithilfe von Evaluationsbdgen statt. Weiterhin wurden Daten
zur reellen Nutzung der Materialien mithilfe von Datenerfassungsmethoden
innerhalb der Lernplattform der BTU gesammelt und ausgewertet. Ziel
dieser Methoden war es sichtbar zu machen, welche Materialien wie von
den Studierenden genutzt werden und hieraus Schliisse bzgl. digitaler
Kompetenzen zu ziehen.

Befragungen von Lernenden

Zu den digitalen Kompetenzen sind in Summe fiinf Befragungen mit
Studierenden der BTU durchgefiihrt worden. Die Anzahl der Befragungen
kommt dadurch zustande, dass die Teilnehmer nicht mit zu langen
Fragebogen {iiberlastet werden sollten. Es wurden so viele Befragungen
durchgefiihrt, weil die Studierenden wéhrend ihrer Studienzeit mit
unterschiedlichen digitalen Lernmaterialien konfrontiert wurden und somit
ein ggf. anderer Kompetenzerwerb stattgefunden hat. In den Onlinekurs fiir
das WS17/18 und SS18 haben sich 16 Studierende der Elektrotechnik, 13
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Studierende des Maschinenbaus und 26 Wirtschaftsingenieursstudierende
jeweils im Bachelorstudiengang eingetragen, die an den Befragungen
teilnahmen (in Summe 55 Studierende).

Die erste Befragung zum Semesterbeginn fand in Papierform statt. Dies
liegt darin begriindet, dass die Studierenden zum Semesterstart eher weniger
geschult im Umgang mit der Online-Plattform der BTU sind und dies aus
Erfahrungen des Autoren dafiir sorgt, dass die Teilnehmerzahl aufgrund
technischer Hiirden geringer ausfillt. Alle weiteren Befragungen wurden
Online mithilfe der Lernplattform innerhalb des oben beschrieben digitalen
Lernarrangement durchgefiihrt.

Automatisierte Lernendendatenerfassung mithilfe von Learning Analytics

Unter dem Begriff Learning Analytics werden unterschiedliche Methoden
zusammengefasst, die der Sammlung und Interpretation von Lernendenda-
ten dienlich sind. Mithilfe dieser Daten sollen Lernfortschritte messbar ge-
macht werden, zukiinftige Leistungen prognostizierbar sein und besonders
im hochschulischen Bereich Abbruchquoten bei heterogenen Gruppen redu-
ziert werden (Johnson et al., 2016).

Das automatisierte Sammeln von Daten bietet sich vor allem in digitalen
Umgebungen, wie in Lernplattformen, an. In diesem Zusammenhang sind
geltende Regelungen im Bereich des Datenschutzes zu beriicksichtigen
bzw. die explizite Einwilligung der Lernendenkohorte fiir die Datenverar-
beitung einzuholen (Greller & Drachsler, 2012).

Nach einer Auswertung (z. B. statistische Analysen oder grafische Auswer-
tungen) der gesammelten Daten kdnnen den Lernenden weitere Lernmateri-
alien empfohlen werden. Dies kann vollautomatisch in einem Onlinekurs
oder nach Sichtung und Einschitzung einer Lehrperson online oder analog
erfolgen. Das Thema Learning Analytics gilt es nun, von der sehr dhnlichen
Thematik des Educational Data Mining abzugrenzen. Bei dem Educational
Data Mining werden die gewonnenen Daten mit komplexeren statistischen
Algorithmen ausgewertet.
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Die Ergebnisse werden genutzt, um automatisch adaptive Materialien fiir
Lernende zu erzeugen bzw. bereitzustellen. Verallgemeinernd kann festge-
halten werden, dass die Learning Analytics eine ganzheitlichere Betrach-
tung (inkl. des sozialen Kontextes) vornechmen. Das Educational Data Mi-
ning befasst sich mehr mit technischen Prozessen und deren Auswertung im
Lernkontext, sowie der automatisierten Verbesserung des Lernprozesses
(Linan & Pérez, 2015).

Die Aufnahme und Anonymisierung der Daten im Kontext dieser Arbeit er-
folgten innerhalb der Lernplattform der BTU mithilfe systemeigener Funkti-
onen. Hier wurden die Zugriffe (z. B. das Lesen eines Skriptes, der Aufruf
eines Videos oder einer Online Testaufgabe) und Aktivitdten (z. B. Einga-
ben in Online Tests) iiber das Semester hinweg tdglich von allen Materiali-
en gesammelt.

Eine wichtige Anmerkung, bzgl. der Lernendendatenerfassung fiir die po-
tentielle Gewinnung von Erkenntnissen zur Entwicklung von digitalen
Lernkompetenzen liegt darin, dass lediglich Daten innerhalb der Lernplatt-
form der BTU erfasst werden kdnnen. D.h. die Nutzung von externen digi-
talen Lernmaterialien (wie bspw. YouTube-Videos), die nicht in der Platt-
form eingebunden sind, kann nicht mithilfe der Datenerfassung aufgezeich-
net werden. Die Studierendennutzung solcher Lernmaterialien wurde den-
noch mithilfe der im vorigen Abschnitt beschrieben Fragebogen in Ansét-
zen erfasst. Eine Vollerfassung wiére hier nur schwer moglich, da hierfiir
eine vollumféngliche Beschreibung und Erfassung aller moglichen digitalen
Lernmaterialen in Fragebogenform notwendig gewesen wire.

Darstellung und Auswertung der Ergebnisse der erfassten Daten

Nachdem die Studierenden die interaktiven Lernvideos weitestgehend posi-
tiv eingeschitzt haben, wurde mithilfe der Learning Analytics im Online-
kurs die tatsdchliche Nutzung dieser Videos untersucht (Abbildung 1).

Aus dieser Abbildung wird ersichtlich, dass die Hauptnutzung im Kurs die
verpflichtenden Online Tests mit 91 Prozent aller Zugriffe darstellen. Am
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nichsthiufigsten folgen bereits die Videos mit einem Nutzungsanteil von
lediglich drei Prozent (die Griinde hierfiir werden im folgendem diskutiert).

Die weiteren Materialien im Kurs, wie Texte (z. B. Skripte) und Abstim-
mungen zu Terminen bzw. zum weiteren Kursverlauf, weisen mit je zwei
Prozent eine ebenfalls relativ geringe Nutzungshaufigkeit im Kurs auf.

mTests m Videos

u Textmaterialien Abstimmungen
m Verweise auf externe Seiten = Memory

= Forum

ADb. 1: Relative Anzahl der Zugriffe auf die Materialien im Onlinekurs

Da die Online Tests verpflichtend und die Videonutzung freiwillig war,
kann hier bereits ein erster Schluss bzgl. der Nutzung von digitalen Lernma-
terialien von Studierenden gezogen werden. Ein entsprechender Anreiz
(hier die Pflicht zur Bearbeitung um zur Priifung zugelassen zu werden) hat
eine stirker lenkende Wirkung als die pure Freiwilligkeit in der Bearbei-
tung. Dieses Problem tritt nicht nur an der BTU auf, so gibt Gerads ein dhn-
liches Verhalten der Studierenden an der RWTH Aachen bei der Nutzung
von Serious Games wieder, bei denen ,,0hne positiven Zwang (z. B. Prii-
fungszulassung oder Bonuspunkte) nichts ginge* (Gerads, 2017).
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In einer weiteren Befragung sollten die Studierenden der BTU (vgl. Befra-
gung von Lernenden) nun eine Reihung der fiir sie wichtigen Lernformen
(hier wurden sowohl Arten der Prisenz- als auch von digitalen Lernforma-
ten zur Auswahl gestellt) mithilfe einer Skala (1 — besonders wichtig bis 8 —
unwichtig im Lernkontext) vornehmen. Mit einer durchschnittlichen Bewer-
tung von 2.5 wurden Vorlesungen und Ubungen von den Studierenden als
wichtigste Form fiir den Erwerb von Wissen gewihlt. Es folgen die Online
Testaufgaben mit einer durchschnittlichen Bewertung von 3.7. Lernvideos
mit einer Durchschnittsbewertung von 5.6 werden neben Lernapps (6.3) als
weniger wichtiges Lernmedium betrachtet.

Zum Fakt, dass die Online Tests von den Studierenden der BTU als wichti-
ger erachtet werden als Videos gilt es dahingehend hervorzuheben, da die
Studierenden zu ihrem Studienbeginn angaben, dass diese bisher weitestge-
hend nicht mit solchen Online Tests in Ihrer bisherigen Bildungsbiographie
gearbeitet hatten.” Ein bedeutend groBerer Anteil der Studierenden (68 Pro-
zent) gab an, dass diese bereits vor Threm Studium mit Videos gelernt hat-
ten. Am Ende des ersten Studienjahres haben alle Studierende der Kohorte
mit Online-Tests und Lernvideos gearbeitet.

Weiterhin kann durch den eben beschriebenen Sachverhalt festgehalten
werden, dass entsprechende Anreize (hier die verpflichtende Bearbeitung
eins Mediums) einen stark lenkenden Einfluss hinsichtlich des bisherigen
digitalen Lernmedienkonsum von Studierenden und der Entwicklung dieses
Medienkonsums haben.

In einer gesonderten Befragung wurden die Studierenden mit der ver-
gleichsweise geringen Videonutzung im Online-Kurs konfrontiert. Die Stu-
dierenden gaben hier an weder mit der Qualitit noch dem Inhalt der Videos
Probleme gehabt zu haben. Vielmehr hatten die Studierenden Schwierigkei-
ten dabei die Videos im Kurs aufzufinden. Die Studierenden gaben an, dass
Thnen eine indizierte Suche im Online Kurs fehlte.® Eine solche Suchfunkti-
on waren die Studierenden in ihrem herkémmlichen Umgang mit digitalen

2 Lediglich ein Studierender der in ,,Befragung von Lernenden® beschrieben Kohorte hat vor-
her mit Tests als Lernmedium gearbeitet.
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Medien, wie bei YouTube oder Google, gewohnt. Hier kann fiir die Studie-
renden der BTU festgehalten werden, dass Schulmeisters (2008) Erkenntnis
bzgl. der nicht stirker ausgepriagten digitalen Lernkompetenzen bei jiinge-
ren, medienaffineren Generationen zwar weiter gelten, diese Generation
aber dennoch Préferenzen bzgl. digitaler Lernmedien aufweist. Diese Préfe-
renzen sind von der bisherigen Mediennutzung der Lernenden abhéngig.

Weiter gaben die meisten Studierenden an, dass der wichtigste Anreiz fiir
die Nutzung von Lernvideos eine stirkere Verkniipfung mit den Online
Tests ist. So konnen bspw. die Videos als zusétzliche Hinweisstellung die-
nen, indem diese in Riickmeldungen an die Studierenden verarbeitet werden
oder mithilfe (hypertextueller) Verweise aus den Online Testaufgaben her-
aus zu einem Video, welches fiir die Losung des Online Tests notwendig ist,
mit einem spezifischen Inhalt verlinkt werden. Diese Studierendenaussage
ist dahingehend relevant, da u.a. interpretiert werden kann, dass ein Anreiz-
system (wie bei den Online Tests) fiir die Studierenden als Orientierung
notwendig ist. Eine andere Interpretationsweise ist die, dass die Studieren-
den sich eine engere Verkniipfung und damit einfachere Zugénglichkeit
zwischen den einzelnen Online Materialien wiinschen.

Fazit

Nachdem zu Beginn dieser Arbeit der digitale Kompetenzbegriff definiert
wurde, sind Mdglichkeiten fiir eine Messung eines digitalen Kompetenz-
gewinns Dbeschrieben und erste Ergebnisse einer solchen Messung
prasentiert worden. Die grofite Schwierigkeit bei der Messung eines
digitalen Kompetenzzuwachses im Sinne dieser Arbeit liegt darin, dass
dieser in den Mathematikpriifungen an Hochschulen lediglich implizit
gemessen werden kann. Fine klassische Abschlusspriifung, ob die
entsprechenden Kompetenzen erfolgreich erworben wurden, findet i.d.R.
nicht statt. Mithilfe von Fragebogen und der Lernendendatenerfassung
innerhalb der Lernplattform der BTU, konnten Erkenntnisse zur

3 Die Moglichkeit der Verschlagwortung in Verbindung mit einer Suchfunktion existierte zu
dem Zeitpunkt innerhalb der Lernplattform der BTU nicht. Die Videos wurden mithilfe eines
Kategoriebaumes innerhalb des Online Kurses angeboten.
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Kompetenzentwicklung gesichert werden. So gilt es festzuhalten, dass
Anreizsysteme zur Nutzung digitaler Lernmedien einen stark lenkenden
Einfluss auf die Nutzung und damit verbunden, einen stirkeren Kompetenz-
zuwachs im Umgang mit digitalen Medien nehmen.

Bedeutung fiir die weitere Entwicklung von Curricula

An der BTU ist aufgrund der im Curriculum vorgeschrieben Voraus-
setzungen fir die Teilnahme an den Mathematikpriifungen ein
Anreizsystem fiir den verpflichtenden Umgang mit digitalen Lernmedien
(hier Online Tests) geschaffen worden. Die Schaffung vergleichbarer
Voraussetzungen ist auch fiir andere digitale Lernmedien denkbar. So
konnte bspw. eine Mindestanzahl von angesehenen Minuten (ausgewahlter
Videos) eine im Curriculum verankerte Priifungszulassung bilden. Die
Sinnhaftigkeit eines solchen Instruments gilt es nicht nur bzgl. rein
technischer/didaktischer Fragestellungen (z. B. ob sich die Videos
tatsdchlich angesehen werden) zu diskutieren, sondern auch aus studien-
organisatorischer Sicht zu beleuchten. Sollten solche Anreize tatsdchlich die
gewiinschte lenkende Wirkung besitzen und die Studierenden sich verstérkt
mit digitalen Lernmedien befassen, wiirde die Gefahr bestehen, dass die
Studierenden die im Mathematikunterricht zusétzlich aufgebrachte Zeit in
anderen Fachern mit einem Minderaufwand kompensieren und so in diesen
Féchern schlechtere Leistungen erbringen. In diesem Kontext gilt es weiter
zu diskutieren, ob die Mathematikausbildung an Hochschulen einen so
integralen Bestandteil fiir das Verstidndnis anderer Fécher bildet und somit
die hier zusétzlich aufgebrachte Zeit der Studierenden zu rechtfertigen ist.
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Gute Aufgaben fiir digitale Priifungen in der Mathematik

Kirsten Winkel

Nicht nur beim Lehren und Lernen von Mathematik, sondern auch beim Priifen
lohnt sich der Einsatz digitaler Werkzeuge. Diskutiert wird in diesem Beitrag, wie
Aufgaben mit geschlossenen Antwortformaten so gestaltet werden konnen, dass sie
mathematisches Verstdndnis und Begriindungen in digitaler Form priifen kdnnen.
Anhand geeigneter Aufgabenbeispiele aus der Grundschule, der Sekundarstufe I und
der Hochschule werden Chancen digitaler Priifungen exemplarisch aufgezeigt.

Digitale Erfassung mathematischer Kompetenzen

Priifungen haben ein enormes Potential, das Lernverhalten zu steuern.
Fragen von SchiilerInnen oder Studierenden, ob etwas in der Klassenarbeit
oder der Klausur drankommt, sind iibliche Fragen, mit denen Lehrende
nicht selten konfrontiert werden. Arbeiten Lehrende kompetenzorientiert
und haben eine klare Vorstellung davon, was sie erreichen wollen, kdnnen
sie mit ihrer Antwort die Lernziele offenlegen und dabei zentrale
Kompetenzen hervorheben, indem sie diesen eine hohe Wahrscheinlichkeit
zuschreiben, priifungsrelevant zu sein. Die Lernenden profitieren ebenfalls
von einer derart transparenten und effizienten Kompetenzorientierung
(Ehlers et al. 2013), weil es auch in ihrem Sinne ist, sich umso intensiver
mit den Themen auseinander zu setzen, je wichtiger sie sind.

In der Fachliteratur wird das Phidnomen hiufig mit ,,Assessment drives
learning* charakterisiert und Forschungsergebnisse zeigen, welches
Steuerungspotential Priifungen und zugehorige Erwartungshaltungen haben
konnen (z. B. Jiirges et al. 2012, Boud 1995). Dasselbe Phanomen tritt nicht
nur auf Seite der Lernenden auf, sondern ebenso auf Seite der Lehrenden:

, Es besteht die Tendenz nur das zu unterrichten, was auch gepriift wird
(teaching to the test).“ (GDM & MNU 2010, S. 2)

Auch Lehrende orientieren sich in ithrem Unterricht demnach stark daran,
die Lernenden auf zentrale Priifungen vorzubereiten. Aber selbst Lehrende,
die eine kritische Haltung gegeniiber dem Testen haben und denen die
intrinsische Motivation ihrer SchiilerInnen oder Studierenden wichtiger ist,
werden sich der Kraft dieser extrinsischen Motivation, die von Priifungen
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ausgeht, nicht ganz entziehen konnen. Daher sind gute Aufgaben in
Priifungen von zentraler Bedeutung — nicht nur zur Bewertung von
Lernleistungen, sondern ebenso zur Lenkung des Lernverhaltens. Je mehr
dabei die Lernziele, das Unterrichtshandeln sowie Prifungen wahrend und
am Ende des Lernprozesses konsistent aufeinander abgestimmt sind, desto
transparenter werden die Lernziele fiir die Lernenden und desto stérker wird
sich das Lernverhalten daran ausrichten. Eine derart systematische
Angleichung zwischen Lernzielen, Lernprozessen und Priifungen beschreibt
das Konzept des Constructive Alignments (Biggs 1996). Es beruht auf
einem konstruktivistischen Lehr-Lernverstdndnis und zeichnet sich dadurch
aus, dass nicht nur Lehren und Lernen aufeinander abgestimmt sein sollen,
sondern — aus zuvor genannten Griinden — ebenso das Priifen. Aktuell wird
diese insbesondere auch im Kontext digitaler Priifungen thematisiert, z. B.
in der KMK-Strategie ,,Bildung in der digitalen Welt*:

,In dem Mafe, in dem das Arbeiten in digitalen Lernumgebungen zur
Selbstverstdndlichkeit in schulischen Bildungsprozessen wird, werden sich
entsprechend neue Priifungsformate bzw. neue Aufgabenformate fiir Priifungen
entwickeln. “ (KMK 2016, S. 9)

Die Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik unterstiitzt diesen Vorstof3
und regt dariiber hinaus an, verschiedene Priifungsformate mit digitalen
Technologien zu analysieren (GDM 2017, S. 41). Dieses Ziel verfolgt auch
der vorliegende Beitrag anhand von exemplarischen digitalen bzw. digitali-
sierbaren Priifungsaufgaben.

Um Lernende auf neue digitale Priifungen und neue Frageformate
vorzubereiten, ist es im Sinne des Constructive Alignments hilfreich, dass
die Aufgabentypen nicht erstmalig in den eigentlichen Abschlusspriifungen
auftauchen, sondern schon im Vorfeld als digitale Ubungsaufgaben, Self-
Assessments oder Probeklausuren integriert werden (Daniel et al. 2014,
Wannemacher 2007). Derartige Priifungen zum Lernfortschritt mit
forderndem Charakter werden als formatives Assessment bezeichnet.
Hauptzweck ist es, dass Lehrende und Lernende schon wéhrend des
Lernprozesses Feedback iiber die Stirken und Schwichen bekommen und
dieses in ihre Entscheidungen iiber weitere Schritte zum (gemeinsamen
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bzw. individuellen) Kompetenzerwerb einbeziehen (Black & Wiliam 2009,
Moss & Brookhart 2019). Die Rolle von digitaler Technologie beim
formativen Assessment wurde im Kontext des designbasierten
Forschungsprojekts FaSMEd iiber verschiedene Zugidnge umfassend
fundiert (Aldon 2019). Herausgearbeitet wird im FaSMEd-Framework in
einer Dimension die Rolle von Schiilerlnnen, Lehrkridften und
Mitschiilerlnnen beim digitalen formativen Assessment. In einer zweiten
Dimension wird in Anlehnung an Wiliam & Thompson (2008)
unterschieden zwischen fiinf zentralen Assessment-Strategien. Sie beziehen
sich auf didaktische Funktionen, die dem formativen Assessment
zukommen: Neben Feedback und Aktivierung der Lernenden kann das
Assessment ebenso als Grundlage flir Diskussionen im Klassenverband
dienen. Eine dritte, technische, Dimension des FaSMEd-Frameworks erfasst
die Funktionalititen der Technologie; in dieser Dimension wird zwischen
dem Senden und Anzeigen, dem Auswerten, sowie der interaktiven
Lernumgebung unterschieden.

Bei digitalen formativen Assessments (ebenso wie bei summativen
Assessments, also Abschlusspriifungen) handelt es sich bislang in der Praxis
meist um Aufgaben mit eher geschlossenen Antwortformaten mit eindeutig
definierten Losungsmengen. Die Vorteile von Digitalisierung liegen fiir
dieses Format klar auf der Hand: Durch eine (teil-)automatisierte
Auswertung kann auch in groflen Lerngruppen ein sehr zeitnahes,
individuelles Feedback (bei gleichzeitiger Reduktion des Korrektur-
aufwandes) erfolgen. Zudem stoBen formative Self-Assessments auf hohe
Akzeptanz bei Studierenden und gehdren zu den effektivsten und
nachhaltigsten Lernmethoden (Daniel et al. 2014, Dunlosky et al. 2013).
Gingige Lernplattformen wie ILIAS oder Moodle bieten fiir diese
Aufgabentypen die notwendige technische Unterstiitzung (Ehlers et al.
2013). Ergénzt werden sie durch sogenannte ,,STACK-Plugins®, die es
ermdglichen, iiber die Anbindung eines Computer-Algebra-System
algebraisch dquivalente Losungen zu erkennen und richtig auszuwerten (z.
B. Weigel et al. 2018). Auf der anderen Seite bergen diese technischen
Moglichkeiten in der Praxis auch die Gefahr, dass Mathematik vorschnell
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auf schlichte Rechnungen und Faktenwissen reduziert wird, weil diese
digital besonders cinfach priifbar sind. Was im Kontext speziell von
Multiple-Choice-Aufgaben héufig unterschitzt wird, ist der zeitliche
Aufwand vorab und die notwendige diagnostische Kompetenz (i. S. v.
Helmke 2012) sowie das fachdidaktische Wissen, um gute
Priifungsaufgaben mit geschlossenen Antwortformaten und dennoch hohem
diagnostischen Wert zu entwickeln:

., Zur Entwicklung solcher Lernangebote bedarf es aber eines fachdidaktischen
Wissens um die Vielfalt moglicher Lern- und Irrwege, die ein Lernender in der
Auseinandersetzung mit den fachlichen Inhalten nehmen kann. Lernen wird
dann effektiver, wenn das Feedback situativ optimiert wird, das potentielle
Leistungsvermogen auf der Grundlage von Erkenntnissen aus der
Jfachdidaktischen Forschung antizipiert wird und damit Riickmeldungen
passend zum individuellen Leistungsstand gegeben werden kénnen.” (GDM
2017, S. 41)

Insbesondere wenn es nicht nur um das Abpriifen von Faktenwissen oder
einfachen Rechnungen geht, sondern um eine Erfassung von
mathematischem Verstéindnis, Begriindungen oder Vorstellungen, ist der
Aufwand zur Entwicklung z. B. einer typischen Liickentext- oder Multiple-
Choice-Aufgabe ungleich hoher als der einer Aufgabe mit offenem
Antwortformat und Mitberiicksichtigung des Losungsweges. Eine gute
digitale Priifungsaufgabe sollte wihrend des Losungsprozesses divergente
Denkprozesse zulassen und zum Schluss dennoch zu einer eindeutig
definierbaren Losungsmenge zu verdichten sein. Diese Ldsungsmenge
sollte sich (beim aktuell iiblichen technischen Standard) in der Regel als
Zahl, als Intervall oder als recht einfacher mathematischer Ausdruck in
einer Textliicke darstellen lassen oder gar als eine explizit vorgegebene
Antwortoption zur Auswahl gestellt werden konnen. Eine Herausforderung
bei der Entwicklung von Multiple-Choice-Aufgaben besteht darin,
fehlerhafte Antwortalternativen so zu antizipieren und zu konstruieren, dass
ihnen typische Fehler oder Fehlvorstellungen zu Grunde liegen, so dass im
Idealfall Riickschliisse auf wahrscheinliche Fehler oder Wissensliicken
moglich werden. In der Chemiedidaktik haben Marohn & Schmidt (2003)
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,Kriterien fiir eine Multiple-Choice-Aufgabe zur Diagnose von Schiiler-
vorstellungen® aufgestellt. Fin Kriterium ist beispielsweise, dass die (sich
gegenseitig ausschlieBenden) Auswahlantworten vorab durch eine analoge
offene Aufgabe empirisch zu ermitteln sind. Wie groB3 der Aufwand bei der
Erstellung guter Multiple-Choice Aufgaben insgesamt ist, ldsst sich
erahnen, wenn man z. B. feststellt, dass die Autoren im Verlauf einer
ausfiihrlichen Studie 25 gute Multiple-Choice-Aufgaben entwickeln
konnten, die ihren Kriterien geniigen.

Weitere aktuelle Forschung — hauptséchlich im Rahmen des o. g. FaSMEd-
Projekts — in der Mathematikdidaktik befasst sich beispielsweise mit der
Frage, wie auch Aufgaben mit offenen Frageformaten nach einer griind-
lichen Analyse und Kategorisierung der Schiilerantworten durch Experten
eine automatisierte Diagnose ermdglichen (Olsher 2019, Yerushalmy et al.
2017). Fiir den Inhaltsbereich des Funktionalen Denkens wurde auf Basis
typischer Fehlvorstellungen ein digitales Selbst-Assessment (SAFE-Tool)
entwickelt und evaluiert, das gezielt auch metakognitive Strategien in die
interaktive Lernumgebung mit einbezieht (Ruchniewicz & Barzel 2019).
Cusi et al. (2017, 2019) zeigen auf, wie digitale kooperative Arbeitsblatter
und Umfragen so gestaltet werden konnen, dass sie auch wéhrend einer
Klassendiskussion als formatives Assessment genutzt werden konnen.
Weitere Projekte gehen der Frage nach, wie mit Hilfe digitaler Werkzeuge
ein individuelles Feedback lernférderlich so gestaltet werden kann, dass es
bei diagnostizierten Fehlvorstellungen im Sinne der Conceptual Change
Theorie Umdenkprozesse aktivieren und helfen kann, die Fehlvorstellungen
zu Giberwinden (Johlke 2018).

Der vorliegende Beitrag richtet seinen Fokus hauptséchlich auf Aufgaben
mit geschlossenen Antwortformaten. Ziel ist es, die Mdglichkeiten, die
diese mit Blick auf die zuvor skizzierten theoretischen Anforderungen
bereits bieten, an Aufgabenbeispielen fiir verschiedene Altersstufen zu
verdeutlichen. Dazu werden nachfolgend geeignete Aufgabenbeispiele aus
der Grundschule, der Sekundarstufe I und der Hochschule angefiihrt und
analysiert.
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Grundschule: Problemlésen und Multiple-Choice-Aufgaben

Nicht nur unter Lehrkriften begegnet man héufig der Fehlvorstellung, dass
Aufgaben hoherer Anforderungsbereiche, die divergente Rechenwege
anregen sollen, nicht zu Aufgabentypen mit geschlossenen Antwort-
formaten passen. Das womodglich bekannteste Gegenbeispiel zeigt seit
vielen Jahren der ,Kadnguru-Mathematikwettbewerb®, an dem jahrlich
weltweit Schiilerlnnen ab Klassenstufe 3 teilnehmen (www.mathe-
kaenguru.de). Er besteht ausschlieBlich aus Problemldseaufgaben und diese
werden ausschlielich im Multiple-Choice-Format gestellt (s. Abb. 1).

Im Flughafen wird eine Seite eines Ganges 28m
gereinigt. Dazu wurde ein Absperrband genau
in der Mitte des Ganges gespannt (siehe Bild).
Wie lang ist das Band?

(A) 71m (B) 75m
(C)81lm (D) 83m (E) 89m

}6m

Abb. 1: Aufgabenbeispiel aus dem Kénguru-Mathematikwettbewerb fiir Klassenstufen 3 & 4
(Altmann et al. 2019, S. 8)

Die mittlerweile iiber 3000 Wettbewerbsaufgaben belegen, dass das
Multiple-Choice-Format nicht nur dem Abfragen von Routinewissen oder
schlichten Rechenergebnissen vorbehalten ist. Im Wettbewerb selbst wird
derzeit noch auf Papier gearbeitet, aber zu Trainingszwecken stehen
Aufgaben der Vorjahre digital zur Verfiigung. Zu untersuchen, wie so ein
digitaler Aufgabenpool zur Qualititsentwicklung des Mathematikunterrichts
und zur individuellen Forderung beitragen kann, wenn er mit
Feedbackfunktionen, geschickter Adaptivitat und fachdidaktischen digitalen
Werkzeugen verkniipft wird und im differenzierenden Unterricht gezielt
auch in kooperativen Lernformen eingesetzt wird, wire sehr aufschluss-
reich, um zukiinftige digitale Lernumgebungen evidenzbasiert zu gestalten.
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Sekundarstufe I: Diagnose & Forderung digital

In der Sekundarstufe I werden kompetenzorientierte Aufgaben, die
mathematisches Verstindnis priifen und geeignet digitalisierbar sind, nicht
nur fiir internationale Vergleichsstudien wie TIMSS und PISA entwickelt.
Ein gutes Beispiel fiir Priifungsaufgaben, die fachdidaktisch-theoriegeleitet
und kognitionsorientiert konzipiert sind und dariiber hinaus bereits
systematisch mit einer diagnosegeleiten individuellen Férderung im Sinne
des Constructive Alignments verkniipft sind, bietet beispiclsweise der
,Lernstand 5“ aus Baden-Wiirttemberg (Schulz et al. 2019). Das
Operations- und Zahlverstindnis wird zu Beginn von Klasse 5 mit einem
Test erfasst, um anschlieBend mit systematisch darauf abgestimmten
Lernmaterialien Verstdndnisdefizite aus der Grundschulzeit aufzuarbeiten.
Auch diese Priifung wird bislang nicht digital durchgefiihrt, aber die
Vorteile einer Digitalisierung dieses Konzeptes liegen auf der Hand.

Ein zweites Beispiel aus der Sekundarstufe I soll veranschaulichen, wie
Digitalisierung auch bei Priifungsaufgaben mit offenem Antwortformat
gewinnbringend eingesetzt werden kann, wenn sich Antworten als FlieBtext
schreiben lassen. In der Aufgabe in Abb. 2 sollen die SchiilerInnen zunéchst
in einem offenen Format schriftlich Stellung zu einer Fehlvorstellung
nehmen. Die Schiilerldsungen kénnen der Lehrkraft im Korrekturmodus als
Liste angezeigt werden und wie gewohnt einzeln bewertet werden.
Gleichzeitig kann diese Liste der Lehrkraft dazu dienen, Schiilerlésungen
und typische (Fehl-)Vorstellungen zu extrahieren und diese im formativen
Sinne fiir das weitere Lernen zu nutzen: In der Lerngruppe selbst konnen
ausgewdhlte Schiilerlosungen auf plausible Weise als Ausgangspunkt fiir
eine Klassendiskussion aufbereitet werden. Fiir eine neue Lerngruppe
kénnen die extrahierten Schiilerlosungen viel naheliegender als bei
papierbasierten Priifungen dazu dienen, eine neue Aufgabe zu entwickeln,
die — trotz geschlossenen Antwortformats — diagnostische Einsichten in
tieferes Verstdndnis ermoglichen kann und bei der  metakognitive
Kompetenzen wie das Nachvollzichen von Argumenten von
MitschiilerInnen gefordert werden (siche Aufgabenteil b).
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Leni sagt: "Ich weiss nicht, wie die gréBte nattrliche Zahl aussieht, aber sie besteht bestimmt aus
ganz vielen Neunen hintereinander.”

a) Was meinst du dazu? Schreibe eine Antwort fur Leni.

b) Hier findest du Antworten von anderen Schilern an Leni. Welche der Kinder haben Recht?
Kreuze an:

Tom: "Leni hat Recht. Und es sind 50 viele Neunen, dass man nicht einmal die Anzahl sagen
kann, wie viele Neunen es sind."

] Noah: "Die Zahl Unendlich ist noch gréBer als Lenis Zahl."

— Frieda: "An Lenis Zahl kann man auch eine andere Ziffer dranhangen. So kann ihre Zahl
— nicht die GroBte sein.”

| Fatima: "Das stimmt nicht, weil es unendlich viele Zahlen gibt."

] Luca: "Es gibt keine groBte Zahl, es geht immer weiter."

ADbb. 2: Beispiel fiir eine Freitextaufgabe zum Argumentieren (Teil a) und eine zeitlich
nachfolgende Multiple-Choice-Aufgabe, die basierend auf Schiilerldsungen aus Teil a
entwickelt wurde (Das Beispiel ist angelehnt an eine Aufgabe aus einer Klassenarbeit sowie
handschriftliche Schiilerlosungen aus Jahrgang 5, dokumentiert in der Unterrichtsdatenbank
MUMAS (51495) (Kaune 2005).

Die an diesem Beispiel skizzierte Vorgehensweise zur Entwicklung von
Priifungsaufgaben eignet sich ebenso fiir andere Schiilerbegriindungen oder
-reflexionen z. B. iiber Darstellungswechsel, die zuvor mit digitalen
mathematischen Werkzeugen vorgenommen worden sind. In Kombination
mit dem o. g. Ansatzes zum Uberwinden von Fehlvorstellungen von Johlke
(2018) lieBe sich digital realisieren, dass Schiilerlnnen abhéngig von ihren
Antwortmustern Folgeaufgaben prisentiert bekommen, die geeignet sind,
um ihre Fehlvorstellungen zu iiberwinden.

Hochschule: Alignment von formativem und summativem Assessment

Im Bereich der Hochschule wird digitales Priifen im Kontext von Online-
Briickenkursen, digitalen Ubungsblittern, E-Voting-Tools und E-Klausuren
diskutiert und an einigen Hochschulstandorten auch intensiv praktiziert.
Dazu zahlt auch die Universitit Mainz, an der ich selbst seit iiber 5 Jahren
Erfahrungen mit dem digitalen Priifen in Mathematik-GroBveranstaltungen



Gute Aufgaben fiir digitale Priifungen in der Mathematik Seite 163

sammeln durfte. Die nachfolgende exemplarische Aufgabe zur Analysis
priift das Verstindnis von Ableitungen und deren Eigenschaften. In der
Vorlesung wurden vorher digitale Werkzeuge zur dynamischen
Veranschaulichung der sich verdndernden Tangentensteigung eingesetzt,
bei der eine Studentin die Ableitung passend als eine Funktion beschrieben
hat, die an jeder Stelle so hoch ist wie die Tangente an der
Ursprungsfunktion steil ist. Studierende gelernt, warum eine Wendestelle
beim Ableiten zu einer Minimum- oder Maximumstelle und diese beim
erneuten Ableiten zur Nullstelle wird. Um als Lehrende wéhrend der
Vorlesung Riickmeldung zu bekommen, inwieweit die Studierenden dabei
ein hinreichendes Verstindnis entwickelt haben, wurde am nédchsten
Vorlesungstag eine Aufgabe als Live-Voting gestellt, bei der die
Studierenden die Eigenschaften in einer Grafik priifen sollten (Abb. 3).

& 4.8 Graphisches Ableiten

Dargestellt ist eine
Funktion und ihre erste bis funfte Ableitung. Einer
der Graphen stellt keine Ableitung der Funktion
dar. Uberlegen und begruinden Sie, welcher Graph
die Ableitung von welchem anderen darstellt
Sortieren Sie dann die Graphen A, B, C, D, E, F, G
der Reihe nach: f(x), f(x), F(x), ..., f5)(x) und
kreuzen Sie an

A AFBCDG

B: FAECDG

C: FABCDG

D: GDCBAF

E: AEBCDG

F: ABECDG

G: FAEBCD

A vote.

ADb. 3: Formatives Assessment zum Verstindnis von Ableitungen wéhrend einer Vorlesung,
links: Darstellung auf Beamer, rechts: Darstellung auf Smartphone der Studierenden

Die Trennung zwischen der Grafik auf der Projektionsfliche und der
Auswahlmoglichkeiten hat lediglich technische Griinde, weil es zuvor bei
der Anzahl Studierender zu lingeren Ladezeiten kam. Die Verdichtung der
recht anspruchsvollen Anforderungen zu genau einer richtigen Antwort ist
ausgerichtet auf das Format des Live-Votings. Hier hat es sich in der Praxis
gezeigt, dass komplexere Aufgaben mit genau einer Losung den stérksten
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Aufforderungscharakter zum Diskutieren und Zusammenarbeiten mit
Kommilitonen haben.

Im Sinne des Constructive Alignments wurde diese wichtige Kompetenz
nicht nur in diesem Live-Voting und einem der wochentlichen digitalen
Ubungsblitter wihrend des Lernprozesses, sondern auch in der
abschliefenden E-Klausur abgefragt:

=N

o T 7 ¥

-

-

Thnen ist die obenstehende Funktion f durch f(z) = . %24 gegeben. Die untenstehenden Graphen zeigen
ihre Stammfunktion, ihre erste und zweite Ableitung sowie eine weitere Funktion, die weder eine Ableitung, noch eine
Stammfunktion davon ist. Ordnen Sie passend zu.

3 s 3

|4 | B D

\-:/_a { 2 3 Y h o 1 2 3 E 1 ] 1 z 3 < E 1 2 3

- - - s

Auswdhlbare Terme

Weder Ableitung, noch Stammfunktion Stammfunktion, F(x) 1. Ableitung, f'(x) 2. Ableitung, f'(x)

Auswahl

A passtzu ---- bitte auswahlen ---- ~
B passtzu ---- bitte auswahlen ---- ~
C passt zu ---- bitte auswahlen -—-- ¥
D passtzu ---- bitte suswahlen ---- -

Abb. 4: Priiffung zum Verstindnis von Ableitungen in der abschlieBenden E-Klausur (bzw. in
technisch gleicher Form zuvor in digitalen Ubungsblittern) auf der Lernplattform ,,ILIAS*

Bei der Klausuraufgabe war es von besonderer Wichtigkeit, dass die
Darstellung besonders klar strukturiert ist und es moglich sein musste,
Teilpunkte zu vergeben. So wurden die Funktionen in getrennten Graphen
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dargestellt und diec Aufgabe technisch als Zuordnungsaufgabe
implementiert.

Fazit

Digitale Priifungen sind zwar fiir verschiedene Kompetenzbereiche
unterschiedlich gut einsetzbar, aber grundsitzlich sind digitale Priifungen in
allen Kompetenz- und Anforderungsbereichen moglich. Die Konzeption
und Entwicklung guter digitaler Priifungen ist sehr aufwendig und erfordert
hohe fachdidaktische und diagnostische Kompetenzen der Lehrenden.
Digitale Priifungen wéhrend des Lernprozesses sind gut mit der
anschlieBenden Forderung und mit mdoglichen Abschlusspriifungen
abzustimmen. In Form eines formativen Assessments bieten sie grof3e
Chancen fiir

1. ein zeitnahes automatisches Feedback und eine darauf abgestimm-
te adaptive Forderung insbesondere leistungsschwacher Rechner

2. Qualitdtsentwicklung (u. a. durch Zieltransparenz und ein dadurch
bedingtes Steuerungspotential im Lernverhalten),

3. fachdidaktische Begleitforschung und evidenzbasierte Weiterent-
wicklung der Mathematiklehre.

Weiter zu entwickeln und zu erforschen, wie sich diese Stdrken digitaler
Priifungen in Kombination von fachdidaktischer Expertise, vorhandenen
digitalen Mathematikwerkzeugen und intelligenten Algorithmen weiter
ausbauen lassen zu einem interaktiven digitalen Diagnose- und Foérder-
werkzeug, darin besteht eine langfristige Herausforderung. In der Praxis
bieten sich als Ankniipfungspunkte z. B. Stellen an, wo angestrebte
Kompetenzen im Unterricht nicht erreicht wurden und stark differenziertes
Arbeiten notwendig wird.

Dieser Beitrag hat an verschiedensten Beispielen aufgezeigt, wie aufwendig
und anspruchsvoll es sein kann, gute kompetenzorientierte digitale
Priifungsaufgaben zu entwickeln. Wenn man demgegeniiber stellt, wie
einfach es ist, schlichte Rechnungen und Fakten digital zu priifen, wird
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offensichtlich, welches Steuerungspotential die Mathematikdidaktik im
Kontext digitaler Werkzeuge auf zukiinftiges Mathematiklehren hat, wenn
sie insbesondere auch den Diskurs um die Entwicklung digitaler Priifungen
mit erforscht und mit gestaltet.
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