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Die folgenden Ausfithrungen sollen als Grundlage fiir ein Seminar iiber die Beweise der
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aber diese Fragen im Zusammenhang mit einer Vorlesung, die in die Galoissche Theorie der
Korpererweiterungen einfithrt oder darauf aufbaut. Entsprechend hoch sind dann auch Anfor-
derungen, die an die Kenntnisse aus anderen Bereichen der Mathematik, zum Beispiel der aus
elementaren komplexen Analysis, gestellt werden.

Um einen guten Anschluf} an die Vorlesung ,, Lineare Algebra I des Wintersemesters 2015/16
zu ermoglichen und mit moglichst wenig Material aus der Analysis auszukommen, soll daher
der folgende Text als Grundlage des Seminares dienen.

Ich danke Herrn N. Mertens und ganz besonders Frau A. Tarnowsky fiir Hinweise auf Fehler
in der ersten Version.

INHALTSVERZEICHNIS
1. Einige Resultate der elementaren Zahlentheorie 2
2. Primzahlen 4
3. Endliche und algebraische Korpererweiterungen )
4. Figenschaften algebraischer Elemente 8
5. Konstruktionen mit dem Lineal 10
6. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal 12
7. Die Verdoppelung des Wiirfels 14
8. Das regelméflige Neuneck und die Drittelung des Winkels 15
9. Irrationalitdt von e und transzendente Zahlen. 17
10. Die Transzendenz von e 19
11. Polynome in mehreren Variablen 22
12.  Der Hauptsatz iiber elementarsymmetrische Polynome 26
13.  Die Transzendenz von m, Teil 1 29

14. Die Transzendenz von m, Teil 2 32



2 J. FRANKE, MATHEMATISCHES INSTITUT, UNIVERSITAT BONN

1. EINIGE RESULTATE DER ELEMENTAREN ZAHLENTHEORIE

In den beiden ersten Abschnitten sollen einige einfache zahlentheoretische Fakten iiber den
grofften gemeinsamen Teiler, die eindeutige Primfaktorzerlegung ganzer Zahlen sowie die Exi-
stenz unendlich vieler Primzahlen gezeigt werden. Dies diirfte zwar bei einem erheblichen Teil
der Teilnehmer bekannt sein, ist aber in keiner Modulbeschreibung fiir eine der Pflichtvorlesun-
gen Programmpunkt und soll daher der Griindlichkeit halber bewiesen werden. Wir benutzen
dabei nur das Induktionsprinzip sowie die aus Analysis 1 geldufigen Regeln fiir die arithmeti-
schen Operationen und Vergleiche reeller Zahlen.

Satz 1 (Eindeutige Division mit Rest). Seien A # 0 und n ganze Zahlen, dann ist n eindeutig
als n = qA +r mit ganzen Zahlen q und 0 < r < |A| darstellbar.

Beweis. Wegen qA+1r = (—q)(—A)+r darf A durch —A ersetzt und somit A > 0 angenommen
werden. Angenommen,
gA+r=qA+T,

wobei r und 7 beide in [0, A) liegen, dann ist r — 7 = A(q — q) € (—A, A). Fiir § # q wire
|A(G — q)| > A, ein Widerspruch. Also gilt ¢ = ¢ und r = 7, und die Darstellung ist eindeutig.

Zum Beweis der Existenz setzen betrachten wir zunéchst n > 0 und gehen durch Induktion
nach n vor. Fiir n = 0 kann ¢ = r = 0 genommen werden. Wenn n — 1 = ¢’A + ' eine
Darstellung der gewiinschten Art ist, so kann ¢ = ¢, r =7 + 1 fir 0 < r < A — 2 und
qg=¢ +1,r=0 fir " = A—1 genommen werden. Damit ist die Darstellbarkeit im Fall n > 0
gezeigt. Fiir n < 0 stellt man —n = ¢’ A+’ dar und nimmt ¢ = —¢/, » = 0 im Falle ' = 0 und
g=—-q¢ —1,7=A—rim Fall 7’ > 0. O

Satz 2. Sei I' C Z eine Untergruppe, dann gilt
(1) I'=GZ={Gn|neZ}.

mit einer eindeutig bestimmten natirlichen Zahl G, und fir jede ganze Zahl G ist durch (1)
eine Untergruppe von 7 gegeben.

Beweis. Die letzte Behauptung ist einfach. Sei umgekehrt I' C Z eine Untergruppe. Fiir I' =
{0} gilt ' = 0-Z, und aus G - Z = {0} folgt G = 0 wegen G € G - Z. Der Fall I" = {0} ist
damit erledigt, und wir setzen I' # {0} voraus.

In diesem Fall enthélt I von 0 verschiedene Elemente. Da —g € I' aus g € I" folgt, enthélt T’
positive ganze Zahlen. Sei G das kleinste positive Element von I'. Wir behaupten, daB ' = G-Z
gilt. Sei dazu v € I". Nach der Division mit Rest gilt

vy=Gn+r

mit ganzen Zahlen n und 0 < r < G. Wegen G,v € ' und n € Z folgt r = v — Gn € I'.
Auf Grund der Minimalitdt von G folgt r = 0, also v = Gn € G -Z. Also gilt I' C G - Z.
Wegen G € T gilt andererseits G - Z C I'. Damit ist die Existenz von G gezeigt. Zum Beweis
der Eindeutigkeit von G nehmen wir I' = G - Z mit G > 0 an und zeigen, dafl G das kleinste
positive Element von I' ist. Wegen I" # {0} gilt G # 0, und G ist positiv. Wenn ~ € T" positiv
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ist, gilt v = Gn mit n € Z. Wegen der Positivitit von v gilt n > 1 und v = nG > G. Alle
Behauptungen sind damit gezeigt. O

Wir nennen die im vorigen Satz konstruierte natiirliche Zahl G den nichtnegativen Erzeuger
von I.

Satz 3 (Existenz des ggT). Fir zwei beliebige ganze Zahlen a und b existiert eine eindeutig
bestimmte natiirliche Zahl n mit den folgenden Figenschaften:

e n ist Teiler von a und von b.
o Wenn m € Z Teiler von a und von b ist, so ist m ein Teiler von n.

Wir nennen n den grofiten gemeinsamen Teiler von a und b und schreiben n = ggT(a,b).

Beweis. Zum Beweis der Existenz von n sei
I'=a-Z+b-Z={k-a+1-b|klecZ},

dann ist I' eine Untergruppe von Z, welche a und b enthélt. Sei n der nichtnegative Erzeuger
von I'. Die erste Eigenschaft des gg'T folgt daraus, dafl a und b als Elemente von I' = nZ beide
Vielfache von n sind. Wenn m ein Teiler von a und von b ist, so folgt aus der Definition von T,
daB alle Elemente von I' Vielfache von m sind. Insbesondere gilt dies fiir n € I', und n erfiillt
auch die zweite Eigenschaft des ggT.

Angenommen, die beiden natiirlichen Zahlen n und n’ erfiillen beide die obigen Eigenschaften
des ggT(a,b). Dann gilt n|n’ und n'|n. Wir zeigen, dafl daraus n = n’ folgt. Wenn n = 0 ist,
so ist n’ als Vielfaches von n ebenfalls 0. Analog dazu verschwindet auch n, wenn n’ = 0 ist.
Seien also n und n’ beide positiv. Weil jede dieser beiden Zahlen ein Vielfaches der anderen
ist, gilt n = kn’ und n’ = In mit ganzen Zahlen k und [. Insbesondere n = kn’ = kin, und
Kiirzen mit n liefert kI = 1. Es folgt k = | = +1, wobei das Vorzeichen positiv ist, weil sonst
eine der beiden Zahlen n oder n’ negativ wére. Also k =1 =1 und n =n/'. 0

Wir nennen zwei Zahlen a und b teilerfremd, wenn ggT(a,b) = 1 gilt. Man sagt auch, dafl
a teilerfremd zu b ist. Aus der Beschreibung von ggT(a,b) als der nichtnegative Erzeuger von
a-Z+0b-7Z folgt:

Folgerung 1. Zwei ganze Zahlen a und b sind genau dann teilerfremd, wenn a-Z +b-7 = 7
gilt. Dies ist genau dann der Fuoll, wenn 1 € a-Z +b-7Z gilt, maW, wenn 1 eine ganzzahlige
Linearkombination von a und b ist.

Folgerung 2. Wenn n teilerfremd zu jeder der ganzen Zahlen a und b ist, so ist n auch zu ab
teilerfremd.

Beweis. Aus unserer Voraussetzung folgt, dafl 1 eine ganzahlige Linearkombination von n und
a sowie von n und b ist, also
l=kn+la=qn—+1rb
mit ganzen Zahlen k, [, ¢ und r. Also ist
1 =kn+ lla=kn+ (gn+rb)la = (k + qal)n + rl(ab)

eine ganzzahlige Linearkombination aus n und ab. 0
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Folgerung 3. Wenn n zu der ganzen Zahl a teilerfremd ist, so ist n auch fiir alle k > 0 zu a*

teilerfremd.

Beweis. Der Fall k = 0 lauft auf die ziemlich einfache Tatsache ggT(n,1) = 1 hinaus, und der
allgemeine Fall folgt nach der vorigen Folgerung durch Induktion nach k. 0

2. PRIMZAHLEN

Bekanntlich versteht man unter einer Primzahl eine natiirliche Zahl p, welche durch genau
zwei natiirliche Zahlen teilbar ist. Das ist dquivalent dazu, dafi p > 1 gilt und 1 und p die ein-
zigen natiirlichen Zahlen sind, welche p teilen. Fiir ganze Zahlen driickt man diesem Umstand
auch kurz durch die Formulierung , p ist prim“ aus.

Satz 1. Sei p eine Primzahl.

e Die ganze Zahl a ist genau dann kein Vielfaches von p, wenn sie zu p teilerfremd ist.
e Wenn p kein Teiler von a und von b ist, so ist p kein Teiler von ab.

Beweis. Weil ggT(a,p) eine natiirliche Zahl ist und p teilt, haben wir ggT(a,p) = 1 oder
ggT(a,p) = p. Im ersten Fall sind a und p teilerfremd und a kein Vielfaches von p (sonst wére
p der ggT(a,p)), und im zweiten Fall ist a durch p teilbar. Die zweite Behauptung folgt aus
der ersten und Folgerung 1.2. O

Satz 2 (Eindeutige Primfaktorzerlegung). Jede von 0 verschiedne ganze Zahl n hat eine ein-
deutige Darstellung

k
(1) n==+]]n"
=1

mat einer natirlichen Zahl k und Primzahlen py < --- < px und positiven ganzen Zahlen e;.

Bemerkung 1. Die Behauptung ist offenbar dquivalent zur eindeutigen Darstellbarkeit von n
als

(2) n==+][]»"

wobei das Produkt iiber alle Primzahlen genommen wird und nur endlich viele der ganzen
Zahlen ¢, von 0 verschieden sind. In der Tat, im Falle von (1) setzt man ¢, = 0, falls p nicht
unter den p; vorkommt, und ¢, = ¢; fiir p = p;. Im Fall (2) sei p; < --- < p;, die Auflistung
aller Primzahlen p mit ¢, # 0, und man setzt e; = ¢,,.

Die Menge der als (2) darstellbaren Zahlen ist offenbar abgeschlossen unter Multiplikation.
Dasselbe gilt dann auch fiir die durch (1) darstellbaren Zahlen.

Beweis. Offenbar stimmt das Vorzeichen mit dem Vorzeichen von n iiberein und ist somit
eindeutig, und fiir den Existenzbeweis kann n durch —n ersetzt werden. Sei also ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit n positiv.

Wir gehen durch Induktion vor und setzen voraus, dal die Behauptung fiir alle positiven
ganzen Zahlen n < n bewiesen ist. Im Fall n = 1 kann £ = 0 genommen werden und fiir primes
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n kann k£ = 1, p;y = n und e; = 1 genommen werden. Andernfalls gilt n = ab mit positiven
ganzen Zahlen a und b. Auf Grund der Induktionsannahme sind a und b beide in der Form (1)
darstellbar. Wie zuvor gesehen, gilt dies dann auch fiir n = ab. Zum Beweis der Eindeutigkeit
seien

k k
e; ~€;
=1 =1

zwei Darstellungen als (1). Jeder der Faktoren p; teilt n = Hle pre®* und mufl daher nach
dem vorigen Satz unter pq, ..., p, vorkommen, also

{151,---7]5;;} - {pl,---,pk}

und ebenso {pl,...,pk} C {]51,...,13,;}. Es folgt k = k und pi = p;. Im Fall £ = 0 ist die
Gleichheit der Exponenten trivial. Andernfalls ist nach Induktionsannahme ist die Primfaktor-
zerlegung von n/p; eindeutig. Wegen

k k
n/pr=pi s =00 5
=2 =2

wobei im Falle e; = 1 bzw. ; = 1 jeweils der erste Faktor zu streichen ist, folgt e; = ;. Damit
ist auch die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung gezeigt. 0

Folgerung 1. Jede ganze Zahl n > 1 hat einen Primteiler, maw, es gibt eine Primzahl p,
welche n teilt.

Folgerung 2. Wenn k eine natiirliche Zahl und p eine Primzahl ist, so hat jeder Teiler d von
p* die Form d = +p' mit einer natirlichen Zahl | < k.

Folgerung 3. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, {py,...,pr} wire die Menge aller Primzahlen. Nach der vorigen Fol-
gerung hat n = 1 + Hle p; einen Primteiler, etwa p; mit 1 < j < k. Dann gilt n = ap; + 1
mit der ganzen Zahl a = [], j i, und nach der Eindeutigkeit der Division mit Rest ist n kein
Vielfaches von p;, ein Widerspruch. 0

Folgerung 4. Jede rationale Zahl n # 0 hat eine eindeutige Darstellung als (1) mit einer
natirlichen Zahl k, Primzahlen p1 < --- < pr und mit von 0 verschiedenen ganzen Zahlen ey,
oder als (2), wobei die Exponenten €, ganze Zahlen und nur endlich viele €, # 0 sind.

3. ENDLICHE UND ALGEBRAISCHE KORPERERWEITERUNGEN

Sei L ein Korper und K C L eine Teilmenge von L, welche abgeschlossen unter den Kérper-
operationen auf L ist und mit diesen Operationen ebenfalls zu einem Korper wird. Wir nennen
L/K eine Kérpererweiterung und K einen Unterkérper von L. Durch Einschrénkung der Mul-
tiplikationsabbildung L x L. — L auf K x L C L x L wird dann L zu einem K-Vektorraum.
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Definition 1. Wir sagen, dafi die Korpererweiterung L/K endlich ist, wenn L endlichdi-
mensional als K-Vektorraum ist. In diesem Fall wird die Dimension dimg(L) von L als K-
Vektorraum der Grad oder Ordnung der Korpererweiterung L/K genannt und mit [L : K]
bezeichnet. Unter einer Basis einer endlichen Korpererweiterung versteht man eine Basis des
K-Vektorraumes L.

Bemerkung 1. Weil ein Korper stets von 0 verschiedene Elemente enthélt, ist der Grad einer
Korpererweiterung stets positiv. Bekanntlich ist K als Vektorraum {iber sich selbst eindimen-
sional, also [K : K] = 1. Umgekehrt folgt aus [L : K] = 1 leicht, da L = K gilt (Fakt 1
unten). Korpererweiterungen der Grade 2 bzw. 3 nennt man quadratisch bzw. kubisch. Haufig
nennt man auch [L : K| den Grad von L iiber K und nennt L endlich iber K, wenn dieser
Grad endlich ist.

Satz 1. Sei L ein Unterkérper von M und K ein Unterkérper von L.* Dann ist die Kérperer-
weiterung M /K genau dann endlich, wenn die Korpererweiterungen M/L und L/K beide
endlich sind. In diesem Fall gilt

(M : K] =[M:L][L:K].

Beweis. Sei M /K endlich, also M endlichdimensional als K-Vektorraum. Dann ist L als Unter-
raum dieses K-Vektorraumes ebenfalls endlichdimensional. Aus den Definitionen folgt weiter-
hin, daf} jede Basis von M als K-Vektorraum eine Erzeugendenmenge von M als L-Vektrraum
ist. Also hat M als L-Vektorraum ein endliches FErzeugendensystem und ist daher endlichdi-
mensional. Also sind die Korpererweiterungen M/L und L/K beide endlich.

Wir setzen umgekehrt voraus, daff diese Erweiterungen beide endlich sind. Sei (p;)}_; eine
Basis von M als L-Vektorraum und ();)%_; eine Basis von L als K-Vektorraum. Wir behaupten,
daf8 die ab Elemente

(+) iy
mit 1 <7 < aund 1 < j < b eine Basis von M als K-Vektorraum bilden. Damit sind dann

alle Behauptungen des Satzes gezeigt.
Zum Beweis der linearen Unabhéngigkeit der Elemente (+) nehmen wir

a b
2D ignid =0
i=1 j=1
mit k; ; € K an. Dann gilt

0= i(i ki,j)\j>ﬂi = z“: L
=1

i=1  j=1
mit [; = 2221 ki jA; € L. Aus der L-linearen Unabhéingigkeit der p, folgt [; = 0. Aus der K-
linearen Unabhingigkeit der A; folgt k; ; = 0.

Tn diesem Fall spricht man auch von einem Turm M /L/K von Koérpererweiterungen oder von einem Zwi-
schenkorper L zwischen K und M.
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Es verbleibt der Nachweis, daf§ die Elemente (4+) M als K-Vektorraum erzeugen. Sei dazu
m € M. Dann kann m in der Basis (y;)%, von M/L als m = 3¢ | liy; mit [; € L dargestellt

werden, und jedes /; kann in der Basis (A;)%_, von L/K als [; = 22:1 k; jA\; dargestellt werden.

Dann ist
a a b a b
UEDSED D ODLRYITED ISP LAY
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
eine Darstellung von m als K-Linearkombination der Elemente (+). O

Fakt 1. Sei wie zuvor K C L C M ein Turm von endlichen Korpererweiterungen. Wenn
[M: Ll =1oder [M: K|=I[L: K] gilt, so folgt L =M.

Beweis. Die Inklusion L — M ist als Monomorphismus zwischen L-Vektorrdumen (erste Vor-
raussetzung) oder K-Vektorrdumen (zweite Voraussetzung) derselben Dimension ein Isomor-
phismus. U

Lemma 1. Sei M/K eine Korperweiterung und L C M ein endlichdimensionaler K -Unter-
vektorraum von M mit 1 € L und L - L C L, dann ist L ein Korper.

Beweis. Alle Kérperaxiome mit Ausnahme der Existenz des Inversen zu [ € L\{0} sind ziemlich
klar. Fiir die letztere Eigenschaft von Koérpern bemerken wir, dafl die K-lineare Abbildung
L— L
xT—l-x
ein (auf Grund der Korpereigenschaften von M) injektiver Endomorphismus des endlichdi-

mensionalen K-Vektorraumes L und damit bijektiv ist. Es folgt die Existenz eines A € L mit
[-A=1 O

Satz 2. Sei M/K eine Korpererweiterung. Die folgenden Bedingungen an x € M sind dqui-
valent:

a: Fs qibt einen tiber K endlichen Zwischenkorper L zwischen K und M mit x € L.
b: Der von {:17" ‘ n € N} aufgespannte K -Untervektorraum K[x] C M ist endlichdimen-

stonal.
c: Es gibt ein nichtkonstantes Polynom P € K[T| mit P(z) = 0.
In diesem Fall ist K(x): = K|z] der kleinste Zwischenkorper zwischen K und M, welcher x

enthdlt, und endlich tber K .

Beweis. Es gelte a, dann ist der in b betrachtete K-Vektorraum in L enthalten und damit
endlichdimensional.

Wenn b gilt, so gibt es eine kleineste natiirliche Zahl n, so dafl {xz ’ 0<:i< n} K-linear
abhingig ist. Dann ist auf Grund der Minimalitit von n ist? 2" eine K-Linearkombination der

2* mit 0 < i < n, und z erfiillt eine algebraische Gleichung n-ten Grades mit Koeffizienten aus
K.

2Zum Beispiel nach Satz 2.4.1. der Vorlesung ,Lineare Algebra I“ aus dem Wintersemester 2015/16.
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Es gelte c. Dann gilt

n—1
(+) " = Z a;x’

i=0
mit geeigneten a; € K. Sei L C M die K-lineare Hiille der ' mit 0 < 7 < n. Wir behaupten, da8
L ein Zwischenkorper zwischen K und M ist und L/K endlich ist, womit dann a verifiziert ist.
Die Endlichdimensionalitéit von L als K-Vektorraum folgt dabei direkt aus der Konstruktion,
und zum Nachweis der Korpereigenschaft geniigt die Verifikation der Voraussetzungen von
Lemma 1. Direkt aus der Definition folgt 1 € L. Zum Nachweis von L - L C L betrachten wir

L={ eM|X-LCL}
und zeigen
(@) LCL.

Offenbar handelt es sich bei L um einen K-Vektorraum. Weil L die lineare Hiille der 2t mit
0 <4 < n ist, geniigt zum Beweis von (@) der Nachweis, dafl diese ' zu L gehéren. Aus der
Definition folgt leicht L - L € L und 2° = 1 € L. Also geniigt der Nachweis von = € L, also
von x - L C L. Weil L die K-lineare Hiille der ' mit 0 < i < n ist, geniigt der Nachweis von
x-x' = 2" € L fiir alle derartigen i. Fiir ¢ < n — 1 ist dies wegen 7 + 1 < n und auf Grund
der Definition von L der Fall, fiir i = n — 1 wegen (+). O

Definition 2. Ein Element x von M, welches die dquivalenten Bedingungen des Satzes erfiillt,
nennt man algebraisch iiber K. Elemente von M, welche nicht algebraisch iiber K sind, nennt
man transzendent iiber K. Im Falle M = C, K = Q spricht man einfach von algebraischen
bzw. transzendenten Zahlen.

4. EIGENSCHAFTEN ALGEBRAISCHER ELEMENTE

Wir wollen zeigen, dafl in der zuvor betrachteten Situation die iiber K algebraischen Ele-
mente von M einen Zwischenkorper zwischen K und M bilden. Wir schicken voraus, dafl sich
unmittelbar aus der Charakterisierung Satz 3.2.c von Algebraizitit der folgende Fakt ergibt:

Fakt 1. Sei K C L C M ein Turm von Korperweiterungen und = € M algebraisch {iber K.
Dann ist x auch algebraisch iiber L.

Satz 1. e Fsseienxy,...,x, endlich viele iiber K algebraische Elemente von M. Dann gibt
es einen tber K endlichen Zwischenkorper zwischen K und M, welcher alle x; enthiilt.
e Die tiber K algebraischen Elemente von M bilden einen Zwischenkdrper zwischen K und
M, den algebraischen Abschlul von K in M.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die erste Aussage durch Induktion nach n. Fiir n = 1 handelt
es sich um eine unserer dquivalenten Charakterisierungen von Algebraizitdt. Sei n > 1 und
die Behauptung fiir n — 1 Elemente bewiesen. Dann gibt es einen Zwischenkorper Ly zwischen
K und M, welcher iiber K endlich ist und x4,...,x,_1 enthidlt. Wie vorhin bemerkt, ist x,
algebraisch iiber L;. Es gibt also einen iiber L; endlichen Zwischenkorper L zwischen L; und
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M, welcher x,, enthélt. Nach Satz 3.1 ist L endlich iiber K und wegen L; C L enthélt L neben
Tp auch xq, ..., 2, 1.

Fiir die zweite Aussage sei K die Menge der iiber K algebraischen Elemente von M. Wir
zeigen zunichst, daf K abgeschlossen unter Addition und Multiplikation ist. Seien dazu z; und
x9 iiber K algebraische Elemente von M. Nach dem ersten Teil des Satzes gibt es einen {iber
K endlichen Zwischenkorper L, welcher x; und x5 enthélt. Dann gilt auch 1 + x5 € L und
x179 € L, und nach der Charakterisierung Satz 3.2.a von Algebraizitdat sind diese Elemente
von M algebraisch tiiber K. Da die anderen Korpereigenschaften ziemlich offensichtlich sind,
verbleibt nur noch der Nachweis, dafi K auch abgeschlossen unter Bildung des Inversen von
0 verschiedener Elemente ist. Sei dazu x € M \ {0} algebraisch {iber K. Dann gibt es einen
iiber K endlichen Zwischenkérper L mit € L. Dann gilt auch 2! € L, also ist 27! ebenfalls
algebraisch {iber K. 0

Definition 1. Eine Korpererweiterung L/K ist algebraisch, falls alle Elemente von L algebra-
isch iiber K sind.

Insbesondere sind endliche Erweiterungen algebraisch. Der Vollstédndigkeit halber beweisen
wir die folgende Transitivitdtseigenschaft von ,algebraisch*.

Satz 2. Sei M/L/K ein Korperturm, wobei die Erweiterung L/K algebraisch ist. Dann ist
m € M genau dann algebraisch iiber L, wenn m algebraisch tiiber K ist.

Beweis. Sei m algebraisch iiber L. Dann erfiillt m eine algebraische Gleichung mit Koeffizienten
aus L. Nach Satz 1 gibt es einen iiber K endlichen Zwischenkoérper K C L C L, der alle
Koeffizienten dieser Gleichung enthilt. Dann ist m auch algebraisch iiber L, es gibt also eine
endliche Erweiterung L/L mit m € L. Nach Satz 3.1 ist L/K endlich, also ist m algebraisch
iiber K. Die entgegengesetzte Implikation ist Fakt 1. U

Wenn M/K eine Korpererweiterung und x € M algebraisch tiber K ist, so gibt es nach
Satz 3.2 ein kleinstes n, so dafl " eine K-Linearkombination der z* mit 0 < i < n ist, also

mit p; € K. Aus dem Beweis von Satz 3.2 folgt, da§ (1,z,...,2" ') eine Basis von K(z)/K
ist. Der Grad dieser Korpererweiterung ist also n. Man nennt x dann algebraisch vom Grade
n dber K, und das Polynom

n—1
Mingx(T) =T" = > pT"
i=0
wird Minimalpolynom von x iiber K genannt. Der Name ist dadurch motiviert, daf§ n der

kleinste Grad einer algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus K und x als Losung ist.
Wiirde ndmlich z eine algebraische Gleichung vom Grade m < n mit Koeffizienten aus K
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l6sen, so wére

m—1
™ = 2 :qixz
i=0

mit ¢; € K, im Widerspruch zur obigen Minimalitét von n. Weiterhin gilt sogar:

Satz 3. Wenn P € K[T] ein Polynom mit P(x) = 0 ist, so gilt P = QMin,/x mit einem
Polynom @ € K[T.

Beweis. Die Polynomdivision mit Rest ergibt eine Darstellung
P = (QMin,/x + R
mit @), R € K[T| und deg R < n, und wir haben
R(z) = P(z) — Q(z)Min,/k(z) = 0 — Q(x)0 = 0.

Wire R # 0, wo ware dies ein Widerspruch zur Minimalitdat von n. O

5. KONSTRUKTIONEN MIT DEM LINEAL

Fiir den Unmdoglichkeitsbeweis der klassischen geometrischen Konstruktionsprobleme ist es
grundlegend, die Punkte der Ebene als komplexe Zahlen zu betrachten. Wir geben eine ent-
sprechende Definition von Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal, wobei wir der Einfachheit
halber fiir die Dauer dieses Seminares einfach von ,, Konstruierbarkeit* sprechen wollen. Dabei
zeigen wir, dafl die aus 0 und 1 konstruierbaren komplexen Zahlen algebraisch sind und einem
Zwischenkorper zwischen Q und C angehoren, welcher Zweierpotenzordnung hat.

Unter einer Geraden wollen wir eine Teilmenge von C verstehen, welche die Form g =z +V
hat, wobei x eine komplexe Zahl und V' ein eindimensionaler R-Untervektorraum von C ist.

Wir erinnern an die komplexe Konjugation, einen durch =z 4+ = x — 1y fir z,y € R
definierten, involutiven (also z = z) Kérperautomorphismus von C.

Satz 1. Fir zwei komplexe Zahlen a # b gibt es genau eine Gerade g,y, welche a und b enthdlt.
Es qilt z € g4 genau dann, wenn

(1) (b—a)z-a)=(-a)(z—a)
qgilt.

Beweis. Weil wir a # b voraussetzen, gilt b — a # 0 und {b — a} ist eine R-linear unabhéngige
Teilmenge von C. Also ist

V=R-(b—a)={Ab—a)| A€ R}

ein eindimensionaler R-Untervektorraum von C und g = a+V = b+ V leistet das Gewiinschte.
Angenommen, § = x 4+ V ist eine Gerade, welche @ und b enthilt. Aus a € § und b € § folgt
a—zeVudb—zecV, alsob—a=(b—xz)—(a—x) €V und V C V, wobei auf Grund der
Eindimensionalitit beider R-Vektorrdume Gleichheit eintritt. Wegen a — z € V gilt

g=c+V=a+V=a+V=yg,
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und die Eindeutigkeit von g, ist bewiesen.

Wegen a # b kann jede komplexe Zahl z als z = a + A(b — a) mit einem eindeutigen A € C
dargestellt werden. Dann ist (1) dquivalent zu (b —a)(b—a)X = (b —a)(b—a)A, also zu A = A
oder A € R oder z € gqp. O

In den folgenden Beweisen wird es oft zweckmiflig sein, die Invarianz der betrachteten Ope-
rationen unter Ahnlichkeitsabbildungen der Art

Tia(z) =T+ Az

mit 7 € C, A € C* zu benutzen, um die Rechnungen zu vereinfachen. Da T’ y und T_ -1, 31
zueinander invers sind, handelt es sich um bijektive Abbildungen von C auf sich selbst. Aus
unserer Definition von , Gerade® folgt ziemlich leicht, dal das Bild einer Geraden unter 77 )
wieder eine Gerade ist, also

(2> T‘r,)\<ga,b) = gTT,/\(a)vT‘r,)\(b)'

Geometrisch gesehen kann man sich die Abbildungen 77 , als eine Verkniipfung einer Verschie-
bung um 7 mit einer Drehstreckung vorstellen.

Wir betrachten erneut die durch die komplexe Konjugation definierte Selbstabbildung von
C. Geometrisch gesehen handelt es sich um die Spiegelung an der reellen Achse. Anwendung
dieser Operation auf eine Gerade ergibt wieder eine Gerade:

(3> Gab = Yap

Wir sind vor allem an Unterkérpern K C C interessiert, welche unter dieser Operation
abgeschlossen sind. Aus z € K soll also Z € K folgen.

Satz 2. Seien a # b und ¢ # d komplexe Zahlen.

o Wenn die Geraden g, und g.q verschieden sind, so hat g, MNgcq hdchstens ein Element.
o Wenn zusditzlich K C C ein unter komplexer Konjugation abgeschlossener Unterkorper
ist, welcher a, b, ¢ und d enthdlt, so gilt auch gqp N gea € K.

Beweis. Sei A = b—a, dann bildet T , 0 auf @ und 1 auf b ab. Fiir den ersten Punkt diirfen wir
daher und wegen (2) a = 0, b = 1 voraussetzen. Dasselbe gilt auch fiir den zweiten Punkt, denn
T\, ist unter den dortigen Voraussetzungen eine bijektive Abbildung von K auf sich selbst.
Sei also a = 0, b = 1. Dann gilt g,;, = R, und aus der Verschiedenheit der beiden Geraden
folgt, dafl eine der beiden Zahlen ¢ und d einen von 0 verschiedenen Imaginérteil hat. Wegen
Ocd = 8a, dirfen wir §(c) # 0 annehmen.
Wir haben g.qg = {c+ (d — )Y | ¥ € R}. Fiir 3d = Sc haben alle diese Zahlen Imaginérteil

Se
Se—d

In der Situation des zweiten Punktes gilt iSc = ¢ € K, analog Sd € K, also enthélt K auch
¥ und den Schnittpunkt ¢ + (d — ¢)v der beiden Geraden. O

eine reelle Zahl.

Sc # 0, so daBl gop N be g leer ist. Andernfalls erhélt man genau fiir ¥ =
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6. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL

Wir erinnern an die Beziehung
2P =2-%
zwischen komplexer Konjation und komplexem Absolutbetrag und bezeichnen mit
Kiyp={2€C||z—al=|b—a|}={2€C|(z—a)z—a)=(b—a)(b—a)}

den Kreis durch b mit Mittelpunkt a, also den geometrischen Ort aller z, welche von a denselben
Abstand haben wie b. Im Unterschied zu g, = g, gilt also Kqp # Kpq.
Wegen
Ta7(2) = Tar (O] = Mz = Ol = [A] - [ = (]

gilt

(1) Tr(Kap) = Kz, 012,
und aus |z| = |Z] folgt

(2) Kaop = Kg3

Satz 1. Es seien a # b und ¢ # d komplexe Zahlen.

o Der Durchschnitt K, N geq enthdlt hichstens zwei Elemente. Im Fall ¢ # a enthdlt auch
K.» N K4 hichstens zwei Elemente.

e Sei K C C ein Unterkorper, welcher a, b, ¢ und d enthdlt und invariant unter komplexer
Konjugation ist. Dann gibt es eine Erweiterung L von K vom Grade < 2 mit K, N
9cd € L. Im Fall a # c gibt es auch eine Erweiterung L von K vom Grade < 2 mit
Ka,b N Kc,d - L.

Beweis. Beim Beweis des ersten Punktes kann man wegen (1) dhnlich wie beim Beweis von
Satz 5.2 voraussetzen, dal @ = 0 und b = 1 gilt. Dies gilt auch beim Beweis des zweiten
Punktes, denn die dort betrachteten quadratischen Erweiterungskorper L sind alle invariant
unter T, 4.
Wir haben
Kop={z€C|lz|=1}={z€eC|z-z=1}.
Aus z € Ky1 N g.q folgt insbesondere z # 0 und, wegen (5.1),
_ 1
[@d—2)z—¢)=(d—c)(z—0) = (d—c)(— —a)
z
und z 16st die quadratische Gleichung

(d—7)2% + <c(e—3)+(d—c)a>z+(c—d) —0,

welche maximal zwei komplexe Losungen hat®. In der Situation des zweiten sind die Koeffizi-
enten der quadratischen Gleichung in K enthalten, so dal die Losungen entweder in K oder
in einer quadratischen Erweiterung von K enthalten sind.

3Wobei zwar die Existenz von Losungen garantiert ist, deren Betrag aber nicht automatisch 1 ist, so da$
Ko,1 N ge,qa auch leer sein kann.
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Fiir ¢ # 0 folgt aus z € Ky; N K, 4 dhnlich wie zuvor

(=)@~ = (= )E-2) = (: ~ )1 ~7)

z

und die quadratische Gleichung

e’ + <(d—c)(d—6) — ¢ — 1>z—i—c:(),
und eine Wiederholung der vorigen Argumente beendet den Beweis. U

Sei nun 9N eine endliche Teilmenge von C. Wir wollen induktiv die Menge ;. aller in
hochstens k Schritten aus den Elementen von 901 konstruierbaren Zahlen definieren, wobei
wir natiirlich 9ty = 90 setzen. Wenn 90, definiert ist, so sei B die Menge aller Quadrupel
(a,b,c,d) von Elementen von 9%, mit a # b und ¢ # d. Weiter sei 2, (bzw. €;) die Menge aller
Elemente von B mit g, # gcq (bzw. a # ¢). Wir setzen dann

M1 =M U ( U Fap N gc,d> U ( U K.y N gc,d) U ( U K.y N Kc,d)-

(a,b,c,d)eAy (a,b,c,d)EBy, (a,b,c,d)EC

Aus der Endlichkeit von 99T und Satz 5.2 sowie Satz 1 folgt induktiv die Endlichkeit von 91.
Wir setzen

k=0

Im Fall 9t = {0; 1} wollen wir fiir die Zwecke dieses Seminares die Elemente von M, konstru-
ierbare Zahlen nennen.

Satz 2. Wenn K ein Unterkorper von C ist, welcher 9N enthdlt und invariant unter komplexer
Konjugation ist, so existieren Folgen K = Ky C K; C ... sowie K = K9 C K1 € ... C
Ki n, = Kit1 von Unterkdrpern von C, so daff die K}, invariant unter komplexer Konjugation
sind und My, enthalten und so dafS die Erweiterungen Ky, j1/ Ky ; fir 0 < j < ny quadratisch
sind. Insbesondere ist [Ky : K| eine Zweierpotenz.

Beweis. Wir gehen durch Induktion nach £ vor und bezeichnen mit (zl)lNz’“l eine Auflistung aller
Elemente von M1 \ M. Sei Ky = Kj, und jo = 0. Wir nehmen an, dafi [ > 1 gilt und K ;
mit 0 < j < j;_; schon so konstruiert ist, dafl die Behauptungen gelten und zusétzlich Ky ;,_,
invariant unter komplexer Konjugation ist. In jedem der drei méoglichen Falle

® 2 € gup N Peq mit (a,b,¢,d) € Ay

o 2 € KupNgeq mit (a,b,c,d) € By

o 2 € Kypy N K g mit (a,b,c,d) € €
gibt es nach Satz 5.2 oder Satz 1 eine Erweiterung L von K vom Grade < 2 mit z; € L. Im
Falle L = K setzen wir j; = j,_1. Andernfalls ist L = K(y/k) eine quadratische Erweiterung
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von K. Falls \/k € K j,_, ist,* setzen wir j; = j;_1. Andernfalls sei
Kij 1 = Kij,(VE).

Falls auch ﬁ € K j,_,+1 ist, ist dieser Unterkorper von C invariant unter komplexer Konju-
gation und wir setzen j; = j;_1 + 1. Andernfalls setzen wir j; = j;_; + 2. Weil K}, j, , invariant
unter komplexer Konjugation ist, ist auch & Element dieses Korpers und

Kijiv2 = Kiji . 1(VK) = Kij_, (VE, VE)

ist eine quadratische Erweiterung von Ky, j, 41 und invariant unter komplexer Konjugation.
Damit ist die Konstruktion der Kérpertiirme mit den behaupteten Eigenschaften abgeschlos-
sen. Durch induktive Anwendung von Satz 3.1 haben wir [Kj, 1 : K} = 2%, also [K}, : K] = 2%

mit dy = Z;:ll J1- Die Korpergrade sind also Zweierpotenzen wie behauptet. 0
Im Fall 9 = {0; 1} kann K = Q genommen werden, und wir erhalten
Folgerung 1. Alle konstruierbaren Zahlen sind algebraisch von Zweierpotenzordnunyg.

Beweis. Sei z € C konstruierbar. Nach dem Satz gibt es eine endliche Erweiterung K von
Q mit z € K, so daB [K : Q] eine Zweierpotenz ist. Also ist z algebraisch iiber Q, und die
Ordnung [Q(z) : Q] von z ist als Teiler der Zweierpotenz [K : Q] nach Folgerung 2.2 ebenfalls
eine Zweierpotenz. O

Bemerkung 1. Die Umkehrung ist nicht richtig. (CAVE) 2* — 4z +2 = 0.

7. DIE VERDOPPELUNG DES WURFELS

Wir wollen zeigen, daB8 Q(+/2) eine kubische Erweiterung von Q ist, wobei die reelle Kubik-
wurzel betrachtet werden soll. Nach Folgerung 6.1 ist dann die Zahl /2 nicht konstruierbar
und die Verdoppelung des Wiirfels nicht mit Zirkel und Lineal 16sbar. Wir beginnen mit dem
folgenden allgemeinen Fakt.

Satz 1. Sei L ein Erweiterungskédrper von K und |l € L Lisung der kubischen Gleichung
(+) 2 +pri+qgr+r=0
mit p,q,r € K. Wenn (+) keine Lisung mit x € K hat, so gilt [K(l) : K| = 3.
Beweis. Weil [ eine Losung von (+) ist, ist  algebraisch vom Grade 1, 2 oder 3 tiber K. Im
ersten Fall hat (+) die Losung © = [ € K und im letzten gilt [K(]) : K] = 3. Wir zeigen,
daB (+) auch dann eine Losung in K hat, wenn [ den Grad 2 iiber K hat. In diesem Fall gilt
namlich

T° + pT? +qT +r = Minx(T) - Q(T)
mit einem ) € KT nach Satz 4.3, wobei Min;/x (T") quadratisch ist. Der Grad von @ ist daher
L,also Q(T) =T —amit a € K, und = = a 16st (+). O

4Was entweder fiir alle oder gar keine Quadratwurzeln aus x gilt, weil diese sich nur um das Vorzeichen
unterscheiden.
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Bemerkung 1. Wenn [ eine Gleichung vom Grad n > 3 16st, wird es schwieriger, [K(]) : K] =n
zu zeigen. Beispielsweise hat z* = 4 keine Losung x € Q. Trotzdem ist fiir jede komplexe
Losung z von z* = 4 die Erweiterung Q(2) / Q quadratisch statt quartisch, denn 2? = £2.

Wir miissen noch ausschlieflen, dafl z> = 2 eine rationale Losung hat. Generell gilt der
folgende Satz:

Satz 2. Sei z € Q eine Losung von

n—1
2" = E agz"
k=0

mat ganzen Zahlen ayx. Dann ist z eine ganze Zahl, und aq ist ein ganzzahliges Vielfaches von
z.

Beweis. Sei z = § eine Darstellung als teilerfremder Bruch mit positivem Nenner. Es gilt

n—1
ph = aptq .
k=0

Also ist p™ durch q teilbar und es mufl ¢ = 1 gelten, weil p™ und ¢ nach Folgerung 1.3 teilerfremd
sind. Folglich ist z eine ganze Zahl, und

n—1
ag = 2" — g agz”
k=1

ist durch z teilbar. O

Fiir die Gleichung z* = 2 kommen also nur 1 und 42 als rationale Lésungen in Frage. Da
keine dieser Zahlen die Gleichung wirklich 16st, gibt es gar keine rationale Losung. Aus Satz 1
folgt nun

Theorem 1 (Wantzel, 1837). Die Zahl /2 ist nicht konstruierbar.

Das klassische Problem der Verdoppelung des Wiirfels ist also mit Zirkel und Lineal nicht
losbar.

8. DAS REGELMASSIGE NEUNECK UND DIE DRITTELUNG DES WINKELS

Der erste vollstandige Beweis der Unlosbarkeit des klassischen Problemes der Winkeldritte-
lung mit Zirkel und Lineal wurde ebenfalls 1837 von P. Wantzel publiziert. Der damalige Ent-
wicklungsstand der Theorie der algebraischen Zahlen war freilich nach Resultaten von Gau8,
Abel und Galois schon ziemlich hoch. Es ist jedoch unwahrscheinlich, daf§i Wantzel im Jahre
1837 die Resultate von Galois gekannt hat.

Sei ¢, = e . Offenbar haben alle diese komplexen Zahlen den Betrag 1. Die Multiplikation
mit ¢, kann gemoetrisch als Drehung um den Winkel 27”, also 360°/n, gedeutet werden. Die

Zahlen ¢’ mit 0 <4 < n bilden also die Ecken eines regelmifligen n-Eckes. Dabei gilt (" = 1.
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Losungen der Gleichung 2" = 1 nennt man n-te Einheitszwurzeln. Wenn n minimal ist, also
2™ # 1 fir 0 < m < n gilt, spricht man von einer primitiven n-ten Einheitswurzeln. Die aus
der Analysis bekannten Resultate iiber die Exponentialfunktion im Komplexen zeigen, daf3 ¢,
eine primitive n-te Einheitszurzel ist und

(1) G=G6G"=6"
gilt.
Weiter gilt
n—1
(2) s=) (=0,
=0
denn es gilt
n—1 A n ' n—1 ‘ n—1 ‘
Gs=Y G =3 c=(2d)r1=2¢=>s
§=0 j=1 j=1 j=0

und ¢, # 1.

Wir betrachten zunéchst
1
(3 = cos(120°) + isin(120°) = -5 + 71
Aus (2) folgt
(3) C§+<3+1:0.
und mit (1) folgt

T+ GP=0+G)10+G) =1+G)1+E) =2+G+EG =1

Es folgt Ko1 N Ky = {1 + Cg} nach Satz 6.1, denn die angegeben Zahlen sind in der Tat im
Durschnitt enthalten. Die Zahl

1
1+ (3= 5t ?Z = cos(60°) + sin(60°)i = (g

ist also konstruierbar, entsprechend der aus der Schule bekannten Konstruktion des regelméfi-
gen Sechseckes. Wir haben weiter Ko; N K¢, 1 = {(3;1} nach Satz 6.1, denn aus der vorigen
Gleichung folgt, daf3 beide Zahlen in der Tat im Durchschnitt enthalten sind. Also ist auch (3
konstruierbar.

Wir betrachten nun (o und wollen zeigen, dafl diese Zahl nicht konstruierbar ist. Daraus
folgt die Nichtkonstruierbarkeit des regelméffiigen Neuneckes mit Zirkel und Lineal und die
Unmoglichkeit der Drittelung des Winkels mit diesen Mitteln. Kénnte nédmlich der Winkel,
den 1 und (3 mit 0 als Ecke bilden, mit diesen Mitteln gedrittelt werden, so gébe es eine
komplexe Zahl z = r{y mit reellem r > 0, welche konstruierbar ist. Wegen go. N Ko1 = {£(}
wére dann auch (g9 konstruierbar.

Theorem 2. Sei ¢ = (y. Wir betrachten die reelle Zahl s =+ = + (8.°

Die Gleichungen folgen aus (1), und aus s = s folgt s € R
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e s lost die kubische Gleichung
(4) s* —3s+1=0.

o Q(s) ist eine kubische Erweiterung von Q.
e Q(¢) hat den Grad 6 tber Q.
o ( ist nicht konstruierbar.

Beweis. Aus (3) und (3 = (3 folgt

(5) C+3+1=0

und aus der Definition von s ergibt sich unter Anwendung des kubischen binomischen Satzes
S —=3s+1=C43C+3CT+P-3C=3"+1=CH P H+1=CP(C+E+1) =0.

Also ist s wirklich Losung von (4). Diese Gleichung hat keine rationalen Losungen, denn nach
Satz 7.2 kommen nur die ganzen Zahlen £1 als rationale Losungen in Frage, welche die Glei-
chung nicht erfiillen. Nach Satz 7.1 ist s kubisch iber Q.

Wegen Q(s) € Q(¢) und nach Satz 3.1 ist d = [Q(¢) : Q] durch [Q(s) : Q] = 3 teilbar.
Weiterhin ist d > 3, denn sonst wire Q(¢) = Q(s) C R, was wegen ¢ ¢ R nicht der Fall
sein kann. Wegen (5) kann d nicht grofier sein als 6. Also gilt d = 6 wie behauptet. Die letzte
Behauptung folgt nun aus Folgerung 6.1. O

9. IRRATIONALITAT VON e UND TRANSZENDENTE ZAHLEN.

Als letztes der drei grofien klassischen geometrischen Konstruktionsprobleme verbleibt das
Problem der Quadratur des Kreises. Das Problem lauft hinaus auf die Frage der Konstruier-
barkeit von /7 und ist negativ gelost, sobald die Transzendenz von 7 gezeigt ist. Wire ndmlich
/7 algebraisch, so wire auch das Quadrat dieser Zahl, also 7, algebraisch.

Durch die Beziehung €™ = —1 sind die Transzendenzbeweise fiir e und 7 eng miteinander
verwandt. Da die Beweise fiir die Zahl e einfacher sind, beginnen wir mit der Betrachtung dieses
Falles, auch wenn dies einen kleinen Umweg bedeutet. Wir beginnen mit dem sehr einfachen
Beweis der Irrationalitdat von e.

Satz 1 (Euler, 1744). Die Zahl e ist irrational.
Der folgende Beweis stammt von Fourier.

Beweis. Andernfalls géibe es eine positive ganze Zahl n, so dafl ne ganzzahlig ist. Dann ist auch
nle = (n — 1)!(ne) ganzzahlig. Auf der anderen Seite gilt

n o
n! n!

i Ik
k=0 k=n+1

nle =

WEeil der erste Summand ganzzahlig ist, mufl auch das Restglied
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ganzzahlig sein. Fiir k > n > 1 gilt aber k! > 2¥="n! mit Gleichheit nur fiir £ = 2 und n = 1.
Also gilt

o

im Widerspruch zur Ganzzahligkeit von R. U

Die Idee des Beweises beruht also darauf, dafl die Exponentialreihe, ohne abzubrechen, sehr
schnell konvergiert und ihre Nenner ab einem gewissen Summanden durch jede vorgegebene
positive ganze Zahl teilbar sind. Lambert gelang 1761 — angeblich bis auf eine Liicke, die
von Legendre geschlossen wurde — der Beweis der Irrationalitit von 7. Wir wollen hier aber
nicht auf diesen Beweis eingehen, weil dieser ldanger ist als der Irrationalitdtsbeweis von e und
wir ohnehin einen Beweis der von Lambert vermuteten Transzendenz von 7 anstreben. Dieser
Transzendenzbeweis erfordert aber, wie wir sehen werden, andere Ideen.

Es gibt freilich eine Art von Transzendenzbeweisen fiir manche Zahlen, welche &hnlich wie
unser Irrationalitétsbeweis von e auf der Existenz guter Anndherungen durch rationale Zahlen
beruhen. Algebraische Irrationalzahlen sind namlich relativ schlecht durch rationale Zahlen
approximierbar, wie die folgenden Sétze zeigen:

Satz 2 (Liouville, 1844). Sei o € R eine irrationale Zahl, welche algebraisch vom Grade n ist.

Dann ezistiert eine Zahl § > 0 mit

a—]—g‘z

0
q n

q
fiir alle ganzen Zahlen p und g mit ¢ > 0.

Der Satz von Liouville ist also eine untere Schranke fiir das Problem der diophantischen
Approzimation, der moglichst guten Approximation reeller Zahlen x durch rationale Zahlen
g mit p € Z und moglichst kleinen positiven ganzen Zahlen ¢ als Nenner, fiir den Fall einer
algebraischen Zahl x. Um die Mitte des vorigen Jahrhunderts wurde dann der folgende Satz

bewiesen:

Satz 3 (K. F. Roth, 1955). Sei o € R eine algebraische Irrationalzahl und € > 0, dann
existieren nur endlich viele Paare (p,q) ganzer Zahlen mit ¢ > 0 und

D 1
= q2+€'

q

Offenbar ist der Satz von Roth eine Verscharfung des Satzes von Liouville, ausgenommen im
Fall quadratischer Irrationalzahlen a. Weil die Theorie der Kettenbriiche fiir beliebige reelle
Zahlen « unendlich viele Naherungsbriiche mit

p‘l

a——| < -

q q
liefert, kann dieser Satz nicht mehr wesentlich verscharft werden. Zwischenresultate auf dem
Weg zwischen den Sétzen von Liouville und Roth stammen von A. Thue, C. L. Siegel und von
dem bekannten Physiker F. Dyson.
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Wir gehen nicht auf die Beweise ein, zumal diese mit Ausnahme des Liouvilleschen Bewei-
ses etwas langer sind. Ubrigens sind rationale Zahlen in dem hier studierten Sinne besonders
schlecht durch andere rationale Zahlen approximierbar, denn es gilt

a_p|_lea=trl 1
b g bg T bqg’
falls die beiden Briiche nicht gleich sind. Folglich gibt es fiir jedes z € Q ein § > 0 mit
T — Z—?’ > o
q q

fiir alle Paare (p,q) ganzer Zahlen mit ¢ > 0 und z # %’. Es handelt sich hierbei gewisserma-
Ben um die Aussage, die das Liouvillesche Beweisprinzip fiir die diophantische Approximation
algebraischer Zahlen vom Grade 1, also rationaler Zahlen, liefert.

Aus dem Liouvielleschen Satz und der soeben gebrachten Uberlegung iiber rationale Zahlen
folgt die Transzendenz des Limes der extrem schnell konvergierenden Summe

n=0

mit jeder natiirlichen Zahl b > 1 als Basis. Wird der Satz von Roth benutzt, kann man auch

die Transzendenz von
o0

S
n=0

zeigen. Die Exponentialreihe konvergiert aber nicht schnell genug fiir die Anwendung eines

dieser Sétze.

Wenn man lediglich die Existenz transzendenter Zahlen zeigen mochte, kann man einfach
die von Cantor entwickelten Methoden der unendlichen Kombinatorik benutzen: Weil jedes
Polynom n-ten Grades mit rationalen Koeffizienten maximal n komplexe Nullstellen hat und
die Menge dieser Polynome nach dem ersten Cantorschen Diagonalprinzip abzéhlbar ist, kann
es nur abzahlbar unendlich viele algebraische Zahlen geben. Da R iiberabzahlbar ist, muf es
transzendente reelle Zahlen geben. Im Unterschied zu dem historisch fritheren Argument von
Liouville ist dieser Beweis offenbar nicht konstruktiv: Von keiner einzigen explizit angegebenen
rellen Zahl kann unter alleiniger Ausnutzung des Cantorschen Arguments die Transzendenz
gezeigt werden.

10. DIE TRANSZENDENZ VON e

Die im vorigen Abschnitt beschriebenen Argumente liefern keine Ideen fiir den Beweis der
Transzendenz von 7, welcher in diesem Seminar entwickelt werden soll. Sie wurden nur deswe-
gen gebracht, weil es sich um wichtige Elemente der mathematischen Allgemeinbildung handelt,
welche damit verwandte Fragestellungen betreffen. Im Unterschied dazu kann der folgende
Transzendenzbeweis von e zum Beweis einer allgemeineren Aussage ausgebaut werden, aus
welcher in der Tat die Transzendenz von 7 folgt.



20 J. FRANKE, MATHEMATISCHES INSTITUT, UNIVERSITAT BONN

Theorem 3 (Hermite, 1873). Die Zahl e ist transzendent.

Der Beweis wird den ganzen Rest dieses Abschnittes beanspruchen. Wir bringen einen Beweis
von Hurwitz, den dieser aufbauend auf einer Vereinfachung des urspriinglichen Hermiteschen
Beweises durch Hilbert 1893 publiziert hat.

Fiir ein Polynom f € C[T] sei F' = Fy durch

1) F=Y g
k=0

definiert, wobei die Reihe in Wahrheit endlich ist, weil f*) fiir geniigend grofie k verschwindet.
Fiir den Transzendenzbeweis von e sind wir nur an dem Fall f € R[T] interessiert. Dies soll
also im Rest dieses Abschnittes vorausgesetzt werden.

Lemma 1. Fir alle z € [0,00) gilt F(x) = e*F(0) — xe” Y f(y) mit einem y € [0, x].

Beweis. Sei g(x) = e *F(z), dann gilt ¢'(x) = —e *f(x). Die Behauptung folgt aus dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung;:

F(x) = e"F(0) = e"(g(z) — 9(0)) = ze"q'(y) = —we" " f(y),
wobei y im angegebenen Intervall liegt. O

Angenommen, e erfiillt eine algebraische Gleichung

i=0

mit rationalen Zahlen C; und C,, # 0. Wir nehmen an, dafl » minimal ist. Dann gilt Cy # 0,
denn sonst wiirde e die nichttrivale Gleichung

n—1
E Ci+1€l =0
1=0

von kleinerem Grad erfiillen. Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner konnen wir
voraussetzen, dafl die C; ganze Zahlen sind.
Wir betrachten fiir grofie p das Polynom

(p—1)! Pl
und definieren F), = Fy, durch (1).
Lemma 2. Es gilt
(3) lim > CiFy(i) = 0.

1=0
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Beweis. In der Tat, nach Lemma 1 und (2) gilt

n

> CiFy(i) = =) iCie" " f,(y:)
=0

i=1

mit y; € [0,1], und die Summe ist betragsmafig
< L-KP
~ (-1

mit L =>""  ie" |C;] und K = (n+ 1)"*1 O

—0 (fiir p — o0)

Das folgende Lemma fiihrt nun unsere Annahme (2) ad absurdum.

Lemma 3. o Firl <i<mnist F,(i) eine durch p teilbare ganze Zahl.
o [ir Primzahlen p > n ist F,(0) eine nicht durch p teilbare ganze Zahl.

Fiir Primzahlen p > rnax(|C’0| ,n) ist also das p-te Glied in (3) eine nicht durch p teilbare
und damit von 0 verschiedene ganze Zahl. Da es nach Folgerung 2.3 beliebig grole Primzahlen
gibt, ist dies ein Widerspruch zu (3). Es verbleibt der Beweis des Lemmas.

Beweis. Da Verwechslungen ausgeschlossen sind, unterdriicken wir umwillen kiirzerer Bezeich-
nungen den Index p in f = f, und F' = F),. Fiir den ersten Punkt zerlegen wir

(+) F(T) = ﬁgmhm

WT)y=1" T[] (T -j»
1<j<n
i
Dann hat h ganzzahlige Koeffizienten, und

O
g’“(l)—{o k4p.

Also

®) () — p(];)h(kfp)(i) kE>p
f ()—{0 k<p,

und dies ist eine durch p teilbare ganze Zahl. Dasselbe trifft dann auch fiir die Summe F'(7)
dieser Zahlen zu.
Fiir den zweiten Punkt zerlegen wir f als (4) mit g(7) = T?~' und A(T) = n(T)? mit

n

n(T) = [[;_,(T — i), einem Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Ahnlich wie zuvor haben

wir
— ) k=p-—1
g(kz)<0): (p ) p
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und
(,5)p*P(0) k>p—1
0 k<p—1.

F(0) = {

Insbesondere ist
F70(0) = h(0) = (<1 (b
fiir Primzahlen p > n eine nicht durch p teilbare ganze Zahl. Wegen

W(T) = py/ (T)n(T)"~"

sind die Koeffizienten von A’ durch p teilbare ganze Zahlen. Dasselbe trifft dann auch auf die
Koeffizienten der hoheren Ableitungen von h zu. Also ist f*)(0) fiir k # p — 1 eine durch p
teilbare ganze Zahl. In der (in Wahrheit endlichen) Summe

F(0)=>_ r®(0)

treten also nur ganze Zahlen auf, und der k-te Summand ist genau fiir £ # p — 1 durch p
teilbar. Die Summe ist also nicht durch p teilbar. U

11. POLYNOME IN MEHREREN VARIABLEN

Der in diesem Seminar prasentierte Transzendenzbeweis von 7 wird letztlich darauf beruhen,
daB statt (10.2) die Gleichung

C+ ieai =
i=1

ad absurdum gefiihrt wird, wobei iiber alle Nulltellen eines durch 7" nicht teilbaren Polynomes
P € Q[T] summiert wird und C' eine positive ganze Zahl ist. Fiir a; = ¢ wiirde man also (10.2)
mit Cy = C sowie C; = 1 fiir 1 < ¢ < n erhalten. Die «; sind aber nunmehr algebraische
komplexe Zahlen. Um ein Analogon zu Lemma 10.3 anwenden zu kénnen, benétigen wir den
generell sehr wichtigen Hauptsatz iiber elementarsymmetrische Polynome. Wir beginnen mit
der Definition von Polynomen in mehreren Verédnderlichen, wobei wir uns in den Beweisen der
Einfachheit halber auf Polynome mit Koeffizienten aus Unterringen von C beschrédnken.

Definition 1. Ein Multiindex in Dimension n ist eine Folge @ = (ay,...,q,) natiirlicher
Zahlen, also ein Element von N™. Man setzt

n

o = 3o
i=1
n

al = HOZZ'
=1
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sowie, fiir n-Tupel x = (z1,...,z,) von Elementen eines kommutativen Ringes,

A 1_[:6;l

Die Summe zweier Multiindizes wird komponentenweise gebildet.

Bemerkung 1. Der binomische Satz nimmt fiir Potenzen, deren Basis n-Tupel von Ringelemen-
ten und deren Exponenten Multiindizes sind, die Gestalt

|
(1) ey =Y %(il)Wxﬁyw

an, wobei {iber alle Darstellungen von « als Summe zweier Multiindizes summiert wird. Ferner
gilt
208 = g B,

Definition 2. Sei R ein Ring. Ein Polynom in n Variablen mit Koeffizienten aus R ist eine
Folge (pa)aen» von Elementen von R, so dafl nur endlich viele & € N™ mit p,, # 0 existieren. Wir
bevorzugen normalerweise die Schreibweise als formale Linearkombination P = )" . paX®

mit einem fest gewéhlten n-Tupel (Xi,...,X,) von Variablennamen und bezeichnen den Po-
lynomring in diesen Verédnderlichen dann mit R[Xj, ..., X,]. Die Ringoperationen sind dabei
durch
(D PaX)+ (D) X)) = (pa+¢u)X°
aeNn aeNn aeN™
(32X (X aX?) =D (3 poa) X"
a€eNn aeNn aeN?  a=F+~

gegeben. Den Funktionswert bildet man als
(2) P(s) = ) pas®,
aEeNn

wobei s ein n-Tupel von Elementen eines Erweiterungsringes von R ist. Der Grad von P ist
deg P = max{|a| | pa # 0}

oder —oo, wenn diese Menge leer ist. Ein Polynom ist homogen von Grade d, wenn p, = 0 fiir

|| # d gilt.

Bemerkung 2. Aus den Definitionen und aus der Gleichung |a + | = |a| +|5] fiir Multiindezes
a und S folgt, dafl das Produkt zweiter homogener Polynome vom Grad d und e homogen vom
Grad d+ e ist. Die Summe zweier homogener Polynome vom Grad d ist homogen vom Grad d.

Bemerkung 3. Wenn P homogen vom Grad d ist, so gilt
(3) P(\s) = \P(s).
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Bemerkung 4. In der Definition von ,,Grad“ ist es oft niitzlich, die einzelnen Variablen unter-
schiedlich zu gewichten. Sei w = (wy,...,w,) eine Folge natiirlicher Zahlen, wir setzen

n
jal, =) wi
i=1

deg,,(P) = max{|a|, | pa # 0}

wobel wie zuvor max () = —co genommen wird. Wir nennen P w-homogen vom Grad d, wenn
Po = 0 fiir |a|, # d gilt. In diesem Fall gilt

P(A\"'sy,...,A""s,) = AP (s1,...,5,).
Im Fall w = (1,...,1) erhélt man den normalen (,ungewichteten“) Polynomgrad.
Bemerkung 5. Aus den Definitionen folgt ziemlich leicht
deg, (P + P,) < max(deg, (P1),deg,(P2))

mit Gleichheit, wenn die beiden Argumente von max verschieden sind. Insbesondere gilt dies
fiir den gewohnlichen Polynomgrad.

Wir sind vor allem an dem Fall interessiert, wo R ein Unterring von C und s in (2) ein
Element von C" ist. Wir merken aber an, dafi die drei letzten Punkte des folgenden Satzes
auch dann gelten, wenn Polynome mit Koeffizienten aus einem nullteilerfreien Ring betrachtet
werden.

Satz 1. Seien P und @) Elemente von C[Xy, ..., X,].

e Wenn P nicht verschwindet, ist

(4) {zeC"| P(z) # 0}

eine offene dichte Teilmenge von C™.
o Wenn P und () beide nicht verschwinden, so verschwindet auch P(Q nicht.
o FEs gilt

() deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

e Allgemeiner gilt
(6) deg,, (PQ) = deg,,(P) + deg,, (Q).

Beweis. Aus den grundlegenden Resultaten iiber stetige Funktionen aus Analysis 1 und 2 folgt,
daB s — P(s) eine stetige Funktion auf C und (4) offen ist. Es geniigt also, die Dichtigkeit
dieser Menge zu zeigen. Wir gehen durch Induktion nach n vor. Fiir n = 1 folgt die Behauptung
aus der aus Lineare Algebra 1 bekannten Tatsache, dal P nur endlich viele Nullstellen hat.
Sei n > 1, die Behauptung fiir Polynome in n — 1 Variablen gezeigt und ¢ > 0 sowie z € C"
gegeben, wir miissen ein y € C" mit |x — y| < £ und P(y) # 0 finden. Wir schreiben Elemente
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von C" als Paare (v/,y,) mit ¥ = (y1,...,Yn_1), verwenden eine analoge Schreibweise fiir
Multi-Indizes und haben

(@) P(y) =Y Pi(y)yk

mit
P(y') = E Plar )y -
ao/eNn—1

Dabei handelt es um ein Element von C[X7,..., X,,_1], welches wegen P # 0 fiir wenigstens
ein k& € N von Null verschieden ist. Nach der Induktionsannahme gibt es ein 3/ € C*~! mit
|z" — /| < /2 und P/(y') # 0. Wird ' so gewéihlt, so gibt es wegen (@) und der Indukti-
onsannahme ein y, mit P(y',y,) # 0 und |z, — y,| < €/2. Die erste Behauptung ist damit
gezeigt.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten und der Tatsache, dafl der Durchschnitt zweier
offener dichter Teilmengen eines metrischen Raumes M eine offene dichte Teilmenge von M
ist.

Die dritte Behauptung ist ein Spezialfall der vierten. Um diese aus der zweiten herzuleiten,
zerlegen wir Polynome als

(7> P = Z Pd,w
d=0
in w-homogene Komponenten, mit
Piow(X) = ) paX®.
Wir haben
deg,, P = max{d ‘ Pyw #0}

wobei —oco genommen wird, wenn die Menge leer ist.
Falls einer der Faktoren P oder () verschwindet, sind beide Seiten der zu beweisenden Glei-
chung (5) gleich —oo. Sei also P # 0 und @ # 0. Wir haben

(PQ)c,w = Z Pd,wQe,un

c=d+e

was fiir ¢ > degp + deg g verschwindet und fiir ¢ = degp + degq zu

(PQ)dengrdegq,w = Pdegp,w : Qdeg q,w 7£ O

fithrt, wobei die zweite Behauptung benutzt wurde. O
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12. DER HAUPTSATZ UBER ELEMENTARSYMMETRISCHE POLYNOME

Ein Polynom P =} _» PoX® in n Variablen wird symmetrisch gennant, wenn

po‘rr(l)v"?aﬂ'(n) = po‘

fiir alle Permutationen m € S,, und alle Multiindizes « gilt. Wir sind vor allem an Polyno-
men mit Koeffizienten aus Unterringen von C interessiert. In diesem Fall ist die Symmetrie
dquivalent zu

P(Zw(l), e ,Z,T(n)) = P(Zl, .. .,Zn)

fiir alle z € C™ und alle Permutationen 7 dquivalent.
Sei 0 < k < n. Offenbar sind die Polynome

on(Xy,.. X)) = Y ][

SC{1;...,n} i€S
#(S)=k

symmetrisch und homogen vom Grade k. Aus der Definition ergibt sich gg = 1.

Satz 1. Sei R ein kommutativer Ring und P € R[Xy,...,X,] ein symmetrisches Polynom.
Dann gibt es genau ein Polynom Q € R[Xq, ..., X,] mit
(1) P(Xy,...,X,) = Q(al(Xl, vy X))y on(Xy, ,Xn)),

und es gilt deg,, Q = deg P, mit dem Gewicht w = (1,...,n).

Beweis. Der Einfachheit halber betrachten wir nur Unterringe R C C, so dafl der Polynomring
mit einem Unterring des Ringes der C-wertigen Funktionen auf C identifiziert werden kann,
was die Interpretation von Gleichungen wie der obigen erleichtert. Wir beweisen nur die Exi-
stenz von ) mit deg, (Q) < deg P, die Eindeutigkeit und der genaue gewichtete Grad von
@ werden fiir den Transzendenzbeweis von 7 nicht benétigt. Grundsétzlich gehen die untigen
Betrachtungen aber fiir beliebige Ringe durch und kénnen leicht zu einem Eindeutigkeitsbeweis
von () sowie zu einer Bestimmung von deg, (Q). ergénzt werden.

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n. Fiir n = 1 kann @Q = P genommen werden. Sei
n > 1 und die Behauptung fiir symmetrische Polynome in n — 1 Variablen gezeigt.

Wir fithren den Beweis fiir symmetrische Polynome in n Variablen durch Induktion nach dem
Grad des Polynomes P. Ist dieser < 0, so ist P(z) = py eine Konstante fiir ) kann dieselbe
Konstante py genommen werden. Sei also deg P positiv und die Behauptung fiir symmetrische
Polynome von kleinerem Grad in n Variablen gezeigt. Zunéchst betrachten wir

P'(X1,.. Xoo1) = P(X1, o, Xue,0) = Y pargX'™,

ein symmetrisches Polynom in n — 1 Variablen vom Grade < deg P. Nach der Induktionsan-
nahme kann P’ als

(+) P(X) = @ (01X, ... 00a (X))
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dargestellt werden, wobei der mit v’ = (1,...,n — 1) gewichtete Grad von @’ mit dem Grad
von P’ iibereinstimmt und daher < deg P ist. Sei Q1(Y1,...,Y,) = Q' (Y1,...,Y,1,0) und

Pl(X17 e ;Xn) == Ql(al(Xlu N 7Xn>7 e ,O'n<X1, NN 7Xn))
Aus der Definition folgt deg, (@) = deg,, (Q') < deg P. Dieses Polynom ist darstellbar als

Summe
Z Q1 a H Uz

aeN"

Dabei ist []1, 0:(X) ein Polynom vom Grad

Zaldeg o ZO" i=lal,,
und wenn ¢ , nicht verschwindet, ist dieser Grad < deg P. Also gilt deg P, < deg P und auch
der Grad von P, := P — P ist < deg P. Wegen o, (X1, ..., X,_1,0) = 0 sowie

Ui(Xla Ce 7Xn—17 0) - O'i(Xl, ce 7Xn—1)
fiir 0 <14 < n gilt fir 2/ € C* ' und 2z = (,0)
P(2) = P(Z,0) = Q' (01(2),...,0n-1(2")) = Q1(01(%), ..., 0n_1(2"),0)
= Q1(01(2), ..., 00(2)) = Pi(2).
Also verschwindet Py(z) = P(z) — Py(2) fiir derartige z. Wegen
> D
ao’eNn—1

und Satz 11.1 folgt ps, = 0 fiir alle @ mit a,, = 0. Auf Grund der Symmetrie des Polynomes
gilt auch p, , = 0, falls irgendein «; mit 1 <7 < n verschwindet. Es folgt

P(X) = (X1 ... X)B(X) = 0u(X) Ba(X)

mit deg Py = deg P» —n < deg P — n. Insbesondere kann die innere Induktionsannahme auf P,
angewendet werden:

p2(X) :QQ(O—I(X)a"'aO—n(X))
mit deg,, Q2 < deg P — n. Also gilt (1) mit
Q(E?""YW):Ql(}/i7"'7yn>+Y7LQ2(}/17"'7Y11>7
mit deg, @ < deg P. O

Der soeben bewiesene Satz ist generell ziemlich wichtig. Fiir unsere Betrachtungen sind vor
allem die beiden folgenden Folgerungen von Interesse.
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Folgerung 1. Seien (o, ..., a,) komplexe Zahlen, so daff das Polynom

n

(2) Py =TT - )

i=1

rationale (bzw. ganzzahlige) Koeffizienten hat. Wenn P(Xy,...,X,) ein symmetrisches Poly-
nom mit rationalen (bzw. ganzzahligen) Koeffizienten ist, so ist P(aq,...,ap) eine rationale
(bzw. ganze) Zahl.

Beweis. Durch Ausmultiplizieren erhélt man die folgende, generell sehr wichtige Beziehung
zwischen den Koeffizienten f; von F' und den elementarsymmetrischen Polynomen:

(3) fz == (—1)n_i0'n_i(0él, Ce ,Oén).
Nach dem Hauptsatz iiber elementarsymmetrische Polynome gilt nun
P(Cvl, ce ,Oén) = Q(O’l(Xl, PN 7Xn)> PN ,O'n(Xl, ce 7Xn>)
= Q(_fnfla fn727 R (_1)7171]1‘1’ (_1)nf0)7

wobei das Polynom @) rationale (bzw. ganzzahlige) Koeffizienten hat und die f; rationale (bzw.
ganze) Zahlen sind. Die Behauptung folgt. U

Manchmal hat das Polynom F' aus (2) rationale und das symmetrische Polynom P ganze
Koeffizienten, und man mochte den Nenner der rationalen Zahl P(ay, ..., ;) kontrollieren.
Dies leistet das folgende Ergebnis:

Folgerung 2. Seien (ay,...,a,) kompleze Zahlen, so daff das Polynom (2) rationale Koeffi-
zienten hat, also

n n—1

[[T-a)=1"+> £

i=1 i=0
mit f; € Q. Wir setzen voraus, daff M eine positive ganze Zahl ist, so daff M""f; € Z gqilt.
Zum Beispiel ist dies dann der Fuall, wenn M ein gemeinsamer Nenner der rationalen Zahlen

fo,--oy fuo1 ist. Set P(Xq,...,X,) ein symmetrisches Polynom mit ganzen Koeffizienten vom
Grade < d. Dann ist MP(av, ..., qy) eine ganze Zahl.

Beweis. Sei &; = Ma;. Aus unseren Voraussetzungen folgt, daB F(T) = [, (T — &;) ganz-
zahlige Koeffizienten (ndmlich M~ f; bei T*) hat. Nach (11.7) existiert eine Zerlegung

d
P(Xy,... . Xy) =Y Pu(Xy,....Xy)

e=0

in Polynome P, mit ganzzahligen Koeffizienten, die homogen vom Grade e sind. Weil eine
Permutation der Indizes von « die Zahl |a| nicht #ndert und P. alle Polynomkoeffizienten
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Do von P mit |a| = e zusammenfafit, ist P. ein symmetrisches Polynom. Nach (11.3) und
Folgerung 1 ist

d d
M P(ay, ... 0n) = > MIP(ay,... o) = > M P, ..., dn)
e=0 e=0
ganzzahlig. U

13. DIE TRANSZENDENZ VON 7, TEIL |
Unser Ziel in den folgenden beiden Abschnitten ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 1. Sei G € Q[T] ein normiertes Polynom mit G(0) # 0, und seien (x;)!_, die komple-
xen Nullstellen von G, wobei mehrfache Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheit mehrfach
aufgelistet sind, so daf

(1) G(r) = T[T - =)
gilt. Dann gilt

C+ 2": e’ £ 0
fiir alle positiven ganzen Zahlen C. -

Aus dem Satz folgt

Theorem 4 (Lindemann, 1882). Die Zahl 7 ist transzendent. Insbesondere ist w nicht konstru-
terbar, und das klassische Problem der Quadratur des Kreises ist nicht mit Zirkel und Lineal
losbar.

Beweis. Wegen i> = —1 ist die komplexe Zahl i algebraisch. Wenn 7 algebraisch wére, so
wére also auch 7 algebraisch. Angenommen, @) € Q[T ist ein nicht identisch verschwindendes
Polynom mit Q(im) = 0. Wir setzen voraus, daf der fithrende Koeffizient von @) gleich 1 ist.
Dann hat () die Form

Q=1[T-0)
i=1
mit komplexen Zahlen ;. Es gilt

m

(+) [[a+e") =o,

=1

denn unter den Faktoren taucht 1+ €™ = 0 auf. Andererseits stimmt (+) iiberein mit

9
(@) D, emeli=) e
j=1

SC{1;...;m}
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wobei wir annehmen, daf (M])?zl eine vollstandige Auflistung aller Teilmengen von {1;...;m}
ist und
a; = Z 91
ieM;

setzen. Sei C' die Zahl aller j mit 1 < j < 2™ und «; = 0. Wir haben C' > 0, denn fiir M; =0
gilt o; = 0. Wir diirfen annehmen, daf§ die Numerierung der M; so vorgenommen wurde, dafl
a; = 0 genau fir 2™ — C' < j < 2™ gilt. Wir haben C' > 0, denn fiir M; = ) gilt a; = 0. Dann
nimmt (@) die Form

om _

(%) Ctr 3 e

Jj=1

Sei G(T') = Hf:; “r - a;). Wir behaupten, dafl G rationale Koeffizienten hat. Wenn dies der
Fall ist, so steht das Verschwinden von (%) im Widerspruch zu Satz 1, und die Algebraizitéit
von 7 ist ad absurdum gefiihrt.

Es geniigt, die Rationalitédt der Koeflizienten von

om

G(T) =T°G(T) = (T - o)

j=1
zu zeigen. Dazu benutzen wir G(T') = 31 51" mit Koeffizienten f;, die nach (12.3) durch
(#) ﬁz = (-1)”71'0'”,1'(0[1, . ,OéQm) = (—1)”71.0'”,@' (Rl(ely c. 76m); . ,Rgm(eh c. ,Gm))

mit den Polynomen
Ri(X1,..., Xm) = > X
iEMj
gegeben sind. Sei m € .5,,,, dann gibt es eine Permutation p € Som mit
M,y = {m(i) | i € My},
und wir haben R;(X:q), ..., Xzm)) = Rpj)(X1, ..., X;,). Daraus folgt
On—i (Rl (Tﬂ(l)a s 7T7r(m))a s 7R2m (Tﬂ’(l)7 s 7T7r(m)))
= 0pi(Ro)(Ths -, Ton), - ooy Rpomy(Th, .. ., Thn))
=0pi(Ri(T1, ..., Twn), .., Rom(Th, ..., T1)).

Die rechte Seite von (#) ist also ein symmetrisches Polynom mit rationalen Koeffizienten in
0, ...,0,. Die behauptete Rationalitdt von p; folgt nun aus Folgerung 12.1. O

Es verbleibt der Beweis von Satz 1. Dieser wird neben dem Rest dieses Vortrages den ganzen
néchsten Vortrag beanspruchen. Wir nehmen an, dal unter den Voraussetzungen des Satzes

2) C+ i e =0
=1
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gilt, im Widerspruch zur Behauptung des Satzes. Um (2) ad absurdum zu fiihren, betrachten
wir dhnlich wie beim Beweis von Theorem 3 fiir grofle p das Polynom

3) 1(T) = Tp o R

und definieren F,, = F}, durch (10.1). Der in Lemma 10.1 benutzte Mittelwertsatz der Dif-
ferentialrechnung ist nur fiir reellwertige Funktionen und z € R richtig. Statt dessen haben
wir
Lemma 1. Die Bezichung zwischen f und F' = Fy sei durch (10.1) gegeben, dann gilt
1
F(z) =e"F(0) — :U/ eI=NT £ (Az) dA
0

fur alle komplexen Zahlen x.

Beweis. In der Tat, die Funktion g(t) = e ™ F(tx) hat die Ableitung ¢'(t) = —ze " f(tz), also

1 1
F(z) =¢€"g(1) = €e"g(0) — ex/ g (N)d\=€e"F(0) + x/ eIV F(\x) dA
0 0
wie behauptet. [l

Lemma 2. Fliir jede natiirliche Zahl N gilt

(4) lim NP<CF +ZF xl>—0

p—o0

Der Term N? mit N > 1 wird sich im Unterschied zu (10.3) dann als erforderlich erweisen,
wenn die Koeffizienten von G keine ganzen Zahlen sind.

Beweis. Auf Grund von (2) und nach Lemma 1 ist das p-ten Folgenglied durch

n 1
(+) —N""in/ eI (\x;) dX
i=1 0

gegeben. Sei R = max(1,|z1],..., |z,|). Der Betrag von (+) ist durch
LK — 0 fir p —
ir p — 00
(r—=1)!

beschrinkt, mit K = N2"R™ und L = Y | emax(®Rza0) |z, O



32 J. FRANKE, MATHEMATISCHES INSTITUT, UNIVERSITAT BONN

14. DIE TRANSZENDENZ VON 7, TEIL 2

Wir nehmen weiterhin an, da§ C' und (z;)?_, die Voraussetzungen von Satz 13.1 erfiillen und
trotzdem (13.2) gilt, im Widerspruch zu Satz 13.1. Wir behalten die nach (13.2) eingefiihrten
Bezeichnungsweisen f, und F), bei. Wir zeigen nun, daf sich ein Widerspruch zu (13.4) ergibt.

Zur Formulierung des Analogons von Lemma 10.3 geben wir zunéchst unsere Voraussetzung
tiber (13.1) auf und betrachten (13.3) mit beliebigen komplexen Zahlen 1, ..., z,. Zunéichst
bemerken wir, dafl

np+p—1

£(T) = % [[T-wr =3 ¢piler,....e)T
Ti=1 i=0

gilt, wobei die ¢, ; symmetrische Polynome vom Grade < np mit rationalen Koeffizienten in n
Variablen X1,..., X, sind. Daraus ergibt sich

np+p—1 np+p—1
F(T)= > fT)= > &y, 2,)T",
i=0 i=0
wobei ®,,(X,...,X,) ebenfalls ein symmetrisches Polynom vom Grade < np mit rationalen

Koeffizenten ist. Es folgt
CF,(0) = Ap(x1,...,2,)

> Fy(wi) = By(an, ..., a),
=1

wobei die Polynome A,(Xy,...,X,) (bzaw. B,(Xq,...,X,)) symmetrisch mit rationalen Koef-
fizenten und vom Grad < np (bzw. < 2np+p— 1) sind. Sie sind eindeutig bestimmt durch die
Forderung, dafl die obigen Gleichungen fiir beliebige komplexe Zahlen z, ..., z, gelten, wenn
fp durch (13.3) und F), durch (10.1) gegeben ist. Die Rolle von Lemma 10.3 wird nun von dem
folgenden Lemma gespielt:

Lemma 1. Wir haben
Ay Xy, .., X)) = (1)"C(Xq - .- Xp)P 4+ Dp(Xa, ..., X)),

wobei D), ein symmetrisches Polynom mit durch p teilbaren, ganzzahligen Koeffizienten in den
X, ist. Die Koeffizienten von B, sind durch p teilbare ganze Zahlen.

Wenn das Lemma geglaubt wird, kann der Beweis von Satz 13.1 wie folgt beendet werden:
Wir setzen nun wieder voraus, dafl (z1, ..., z,) die Voraussetzungen von Satz 13.1 iiber (13.1)
erfiillen. Sei die positive ganze Zahl M ein gemeinsamer Nenner der Koeffizienten des Poly-
nomes G. Wir wenden Lemma 1 an, wobei p eine Primzahl und hinreichend grof ist, ndmlich
grofer als die natiirlichen Zahlen C, M und M |G(0)]. Sei N = M?***!. Aus Folgerung 12.2
folgt dann, dafl

NPCFE,(0) = CM@ PG + MPHPD (2y, ... 2y)
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ganzzahlig ist, wobei der zweite Summand, nicht aber der erste Summand, durch p teilbar ist.
Weiterhin ist

NP> Fy(a;) = M®PB (x4, ... )
=1

eine durch p teilbare ganze Zahl. Die Summe
N (CR(0)+ Y Fyw)
i=1

dieser beiden Ausdriicke ist also eine nicht durch p teilbare ganze Zahl und daher betragsmafig
> 1. Nach Folgerung 2.3 ist dies ein Widerspruch zu (13.4).

Es verbleibt der Beweis des letzten Lemmas. Von nun ab diirfen die z; wieder beliebige
komplexe Zahlen sein.

Beweis. Der Einfachheit halber unterdriicken wir den Index p und schreiben f = f,, F = [,
A = A, und B = B,. Ahnlich dem Beweis von Lemma 10.3 betrachten wir zunéchst F(z;) und
zerlegen

A(T) = ﬁgi(T)hi(T>
mit ¢;(T) = (T — ;) und
np—1
h(T)=1" [ (@ —2)" =Y Hialwr,...,2,)T7
1%;&%71 d=0

wobel H; 4 € Z[Xy, ..., X,] ist. Wegen

0 k
g (a)) = #P
pl k=p

folgt

0 k<p
f (k)(xi) = kY 7 (k—

p(p)hl( p)( ')’
und die rechte Seite ist ein (meistens unsymmetrisches) Polynom mit durch p teilbaren ganz-
zahligen Koeffizienten in den ;. Durch Summation iiber k& und ¢ ergibt sich unsere Behauptung
iiber die Polynome B.

Weiterhin haben wir f(7') = mg(T)h(T) mit ¢(T) = T?~! und

n

WT) =[(T =2 =) Halwr,..., 2T

i=1
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wobei Hy € Z[X1,...,X,] fir d > np verschwindet und
(+) Hy(X1,..., X,) = (1) [ x7
i=1

gilt. Wir haben ¢*)(0) = 0 fiir k # p — 1 und ¢®=V(0) = (p — 1)!, also

F®(0) = 0 E<p-—1
(pﬁl)h(lﬁ_l_p)(()) - ﬁ]{k—kl—p(l‘l, . ,xn) k> p—1.

Fiir k = p—1ist dies Ho(z1, . . ., x,) mit dem durch (+) gegebenen Polynom Hy, fiir k > p—1 ist

der Vorfaktor (pﬁ!l)! durch p teilbar und Hy1-,( Xy, ..., X,,) € Z[ X4, ..., X,]. Die Behauptung

iiber die C-fache Summe A(Xj, ..., X,) dieser Ausdriicke folgt. O




