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1. DYNAMISCHE SYSTEME

Zwei Teilgebiete der modernen Theorie dynamischer Systeme haben in
den letzten 30 Jahren eine besonders stiirmische Entwicklung erlebt, deren
Ende noch nicht abzusehen ist: Homogene Dynamik und Teichmiiller Dy-
namik. In beiden Gebieten hat eine Frau fundamentale richtungsweisende
Beitrige geleistet.

Marina Ratner (*30.10.1938, { 7.7.2017) hat durch den Beweis einer Ver-
mutung von Raghunathan einen zentralen Baustein fiir die Theorie homoge-
ner Dynamik geliefert. Sie erhielt dafiir unter anderem den Ostrowski-Preis
(1993), war 1994 Plenarsprecherin beim ICM in Ziirich und wurde 1993 in
die National Academy of Science gewéhlt.

Maryam Mirzakhani (*3.5.1977, 1 14.7.2017) hat das Gebiet der Teich-
miillerdynamik mit v6llig neuen und unerwarteten Struktureinsichten auf-
gemischt. Inbesondere ihr in Zusammenarbeit mit Alex Eskin erzielter “Rat-
nerscher Satz fiir den Modulraum abelscher Differentiale” ist bahnbrechend
und spektakuldr, die Argumentation benutzt unerwartete Methoden. Sie
wurde 2014 als erste Frau mit der Fields-Medaille ausgezeichnet und war
seit 2016 Mitglied der National Academy of Science.

Dieser Beitrag ist ein Versuch, einige Aspekte der Arbeit dieser beiden
Wissenschaftlerinnen, die im Juli diesen Jahres im Abstand von einer Wo-
che verstarben, fiir Nicht-Experten zu beschreiben. Er ist auch eine Ver-
neigung vor kithner Vision, tiefer Einsicht und Kraft zum Entwurf eines
Bildes, in dem sich unterschiedlichste Teile zu einem harmonischen Ganzen
zusammenfiigen.

2. FLACHE FLACHEN

Ein kompaktes Polygon P in der komplexen Ebene kénnen wir als Billiard-
Tisch auffassen. In dem Tisch bewegt sich eine Punktmasse p entlang gerader
Linien, bis sie auf ein Randsegment s des Polygons trifft. Die Punktmasse
wird an s reflektiert geméf der Regel, dass der Eintrittswinkel mit dem Re-
flektionswinkel iibereinstimmt. Trifft die Masse auf eine Ecke des Polygons,
ist ihre weitere Trajektorie nicht definiert.
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Ein solches Billiard ist ein dynamisches System, dessen Phasenraum aus
der Anfangsposition der Punktmasse sowie einer Anfangsrichtung besteht.
Die Untersuchung solcher dynamischer Systeme hat eine lange Geschichte,
bis heute sind aber auch sehr einfache Fragen noch ungeklért.

Man kann das System auch beschreiben, indem man das Polygon an der
Kollisionsseite reflektiert und die Punktmasse entlang ihrer geraden Linie in
den reflektierten Tisch weiterlaufen ldsst. Dieses Verfahren erlaubt, die Rich-
tung als beschreibenden Parameter festzuhalten. Wenn nach endlich vielen
solcher Reflektionen eine Seite erreicht wird, die parallel und von gleicher
Lénge zu einer Ausgangsseite ist, kann man diese Seiten verkleben und die
Punktmasse in einer bereits vorhandenen Kopie des Tischs weiterverfolgen.
Abbildung 1 illustriert dieses Vorgehen.

ABBILDUNG 1

Falls es eine Paarung der Seiten des Polygons gibt, die einer Seite eine
parallele Seite gleicher Liange zuordnet, erhélt man durch Verklebung eine
geschlossene Fliache X versehen mit einer euklidischen Metrik. Diese Metrik
ist singulér in den Bildern der Ecken, und die Kegelwinkel sind von der Form
2kr fiir k > 1. Fir eine fest gegebene Richtung definiert nun das Billiard-
system einen Fluss auf X, der ein Modell fiir das urspriingliche Billiard ist
(siehe Abbildung 2).

Idee ist nun, alle Billiards in allen auf solche Art gewonnenen flachen
Flachen simultan zu studieren und ihre statistischen und algebraischen Ei-
genschaften zu verstehen. Dies ist insbesondere interessant, weil eine auf sol-
che Weise konstruierte flache Flédche mit einer ausgezeichneten Richtung eine
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ABBILDUNG 2. Kegelwinkel 47

komplexe Struktur auf der zugrundeliegenden topologischen Fliche zusam-
men mit einer holomorphen Eins-Form fiir diese Struktur bestimmt. Umge-
kehrt kann jedes solche Paar als flache Flédche mit ausgezeichneter Richtung
interpretiert werden. Das Studium solcher Billiards ist also das Studium
des Modulraums holomorpher Eins-Formen auf kompakten Riemannschen
Flachen - man spricht auch von dem Modulraum abelscher Differentiale.

Es stellt sich zunéchst die Frage, wann man zwei solche flachen Flachen
als dquivalent ansehen soll. Die einfache Antwort ist: Wenn man sie mit
endlich vielen Schneide- und Klebeoperationen ineinander iiberfiihren kann,
wie in Abbildung 3 illustriert.

ABBILDUNG 3

Auf dem Modulraum abelscher Differentiale gibt es eine natiirliche Wir-
kung der Gruppe SL(2,R). Diese Gruppe operiert als lineare Transforma-
tionsgruppe auf C = R?, was bedeutet, dass das Bild eines Polygons P mit
einer Paarung paralleler Seiten gleicher Lénge ein Polygon mit denselben
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Eigenschaften ist. Die Aktion der Gruppe der Diagonalmatrizen

A:{(“ a_1> la >0}

definiert also einen Fluss auf diesem Modulraum, den sogenannten Teichmiil-
lerfluss. Die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit eins auf der Diagona-
len induziert den Horozykelfluss (siehe Abbildung 4).

A L

ABBILDUNG 4

Wenn wir noch einmal an die Beschreibung dieses Systems als Modul-
raum holomorpher Eins-Formen denken, dann folgt unmittelbar, dass dieser
Modulraum in sogenannte Strata zerfillt. Ein Stratum ist dadurch beschrie-
ben, dass man die Zahl der singuldren Punkte (=Nullstellen des Differenti-
als) und ihre Vielfachheit (=Kegelwinkel) fixiert. Man fixiert auerdem noch
die Oberfliche (Volumen) der flachen Fléche, was einer Normalisierung des
abelschen Differentials entspricht. Diese Strata sind invariant unter der Ak-
tion der Gruppe SL(2,R). Man erhilt dynamische Systeme, welches separat
studiert werden konnen. Zentrale Fragestellung in der Arbeit von Maryam
Mirzakhani ist das Verstdndnis der Struktur dieser dynamischen Systeme.

3. HYPERBOLISCHE DYNAMIK

Sei nun I' < SL(2,R) ein (der Einfachheit halber torsionsfreies) Git-
ter. Die Linksaktion der Diagonalgruppe A C SL(2,R) auf dem Rechts-
quotienten SL(2,R)/T" ist der geodétische Fluss auf dem Einheitstangen-
tialbiindel der hyperbolischen Fliche S = SO(2)\SL(2,R)/I'. Periodische
Orbiten entsprechen Konjugationsklassen sogenannter loxodromischer Ele-
mente in I'. Sie kénnen der Lénge nach geordnet werden. Die Zahl der Orbi-
ten der Linge < R ist mit R — oo asymptotisch zu e/ R (dies wurde Ende
der sechziger Jahre von Margulis bewiesen). Diese Aussage ist ein Zeugnis
hyperbolischer Dynamik des geodétischen Flusses auf kompakten hyperbo-
lischen Fléchen.

In ihrer ersten Zusammenarbeit mit Alex Eskin [EM11] sowie gemeinsam
mit Eskin und Rafi [EMR12] zeigt Maryam Mirzakhani, dass die Zahl pe-
riodischer Orbiten des Teichmiillerflusses auf einem Stratum von abelschen
Differentialen auf einer geschlossenen Riemannschen Fliche vom Geschlecht
g > 2 mit fester Oberfliiche asymptotisch zu e /hR ist, wobei h = 2g—1+k
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und k die Zahl der singuldren Punkte eines abelschen Differentials in dem
Stratum ist. Der Teichmiillerfluss hat also hyperbolische Dynamik - was dies
konkret bedeutet, hat sie in gemeinsamer Arbeit mit Atreya, Bufetov und
Eskin [ABEM12] geklért.

4. UNIPOTENTE DYNAMIK

Die Gruppe SL(2,R) ist das einfachste Beispiel einer einfachen Liegruppe.
FEin Element in der Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit eins auf
der Diagonale wird unipotent genannt. Der Horozykelfluss auf dem Einheits-
tangentialbiindel SO(2)\SL(2,R)/I" einer hyperbolischen Fldche ist der von
der Wirkung dieser Gruppe erzeugte Fluss. Seine Orbiten haben polynomia-
les Spreizungsverhalten, das ist eine zu einem hyperbolischen System sub-
stantiell verschiedene Eigenschaft. Diese Tatsache fithrt zu Starrheit: Jedes
invariante Wahrscheinlichkeitsma$ fiir den Horozykelfluss auf SL(2,R)/T ist
entweder das normalisierte Haar-Maf}, oder sein Tréger ist ein periodischer
Orbit. Fiir kokompakte Gitter wurde diese Aussage zuerst von Furstenberg
bewiesen.

Diese Starrheit von Mafien und ihrer Trager wurde von Marina Ratner
weitreichend verallgemeinert. Die folgende Aussage ist ein Spezialfall ihres
tiefen Ergebnisses.

Man betrachte eine einfache Liegruppe G vom nichtkompaktem Typ und
ein Gitter I' < G. Sei auflerdem H < G eine von unipotenten Elementen
erzeugte abgeschlossene Untergruppe, welche durch Linksmultiplikation auf
G /T wirkt. Dann gibt es zu jedem H-invarianten Wahrscheinlichkeitsmaf3
auf G/I' eine abgeschlossene Untergruppe L < G mit den folgenden Eigen-
schaften.

(1) T'n L ist ein Gitter in L.
(2) p ist die Projektion des Haar-MaBes auf L/T'N L.

AuBerdem ist der Abschluss jedes H-orbits auf G/T" der abgeschlossene Orbit
einer abgeschlossenen Untergruppe L < G, die I' in einem Gitter schneidet.

Man kann also nicht nur H-invariante Mafle vollstdndig klassifizieren,
sondern auch Abschliisse von Orbiten. Diese Abschliisse sind alle algebraisch,
d.h. sie kénnen durch Lésungen von algebraischen Gleichungen beschrieben
werden.

5. DER SATZ VON RATNER FUR DEN MODULRAUM ABELSCHER
DIFFERENTIALE

Wie oben erldutert operiert die Gruppe SL(2,R) auf Strata von abel-
schen Differentialen. Kénnen wir einen Struktursatz wie den Satz von Rat-
ner auch in diesem Kontext erwarten, obwohl die Dimension der Gruppe
SL(2,R) klein im Vergleich zu der Dimension der Strata ist? Was bedeutet
ein “algebraischer” Orbit-Abschluss?

Strata sind komplexe Unter-Orbifolds des Modulraums der holomorphen
Eins-Formen auf Riemannschen Flichen. Weil die Zahl der Nullstellen und
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ihre Ordnungen festgehalten werden, kann man eine solche Eins-Form w
als Kohomologieklasse in H'(X, P;C) interpretieren, wobei P die Menge
der Nullstellen ist. Integriert man w iiber eine lokal gewihlte Basis von
Hy (%, P;Z), dann beschreiben die Auswertungen dieser Integrale sogenann-
te Periodenkoordinaten fiir das Stratum. Diese Periodenkoordinaten verse-
hen das Stratum mit einer affinen Struktur. Mit Hilfe dieser Koordinaten
erhéalt man auch ein Lebesgue-Maf}, welches endlich und invariant unter der
SL(2,R)-Aktion ist.

Das Analog einer algebraischen invarianten Teilmenge in diesem Kontext
kann man wie folgt definieren: Eine solche Teilmenge sei invariant unter
der SL(2,R)-Aktion, und in Periodenkoordinaten sei sie die Losung eines
Systems linearer Gleichungen. Zumindest lokal erh&lt man aus der affinen
Struktur wieder ein invariantes Lebesgue-Mafi. Wenn dieses dann endlich
ist, spricht man von einer affinen invarianten Mannigfaltigkeit.

Der erstaunliche Struktursatz, den Maryam Mirzakhani zusammen mit
Alex Eskin hergeleitet hat [EM13], besagt in einer etwas abgeschwichten
Form: Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf einem Stratum, welches inva-
riant unter der Aktion der (von Unipotenten erzeugten) Gruppe SL(2,R)
ist. Dann ist p das Lebesgue-Maf} einer affinen invarianten Mannigfaltig-
keit. Zusammen mit Eskin und Mohammadi [EMM15] zeigt sie aulerdem,
dass der Abschluss jedes SL(2,R)-Orbits in einem Stratum eine solche affine
invariante Mannigfaltigkeit ist.

6. SCHLUSSBEMERKUNG

Die oben erlduterten Ergebnisse beschreiben nur einen Ausschnitt des
Werks von Maryam Mirzakhani und Marina Ratner, wobei ich mich auf
diejenigen Aspekte beschriinkt habe, in denen sich die (eigentlich thematisch
grundverschiedenen) Arbeiten dieser beiden Wissenschaftlerinnen beriihren.
Ihr Oevre hat viele andere Facetten, die hier nicht beleuchtet werden kénnen.
Die volle Strahlkraft dieser Ergebnisse wird sich wohl erst in der Zukunft
entfalten.

Marina Ratner und Maryam Mirzakhani haben mit Kreativitéit, Beharr-
lichkeit und Mut Wissenschaftsgeschichte geschrieben. Ihr Andenken sollte
fiir junge Frauen, die sich fiir Mathematik interessieren, Inspiration und
Vorbild sein.

Ursula Hamenstadt
Universitadt Bonn
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