EXISTENCE DE FILTRATIONS
ADMISSIBLES SUR DES ISOCRISTAUX

J.-M. FONTAINE! ET M. RAPOPORT?

0 — Enoncé des résultats

Soit F' une extension finie de Q,. Soit k un corps parfait de caractéristique p
contenant le corps résiduel kr de F. Notons W (k) (resp. W (kp)) anneau des
vecteurs de Witt a coefficients dans & (resp. kr) et posons L = F Qi) W (k).
C’est un corps, extension finie totalement ramifiée du corps des fractions de W (k).
Soient ¢ le cardinal de kg, oy automorphisme de W (k) induit par fonctorialité par
l'automorphisme x — z? sur k et ¢ 'automorphisme id ® og de L. Un isocristal
(relativement o (F,k)) est un espace vectoriel D de dimension finie sur L, muni
d’un endomorphisme ¢ bijectif et o-linéaire. Soit (Q%)+ = {(v1,v2,...,va) € Q|
vy > vy > ... > vg}. A unisocristal (D, ) de dimension d on associe son vecteur
de Newton (= la suite des pentes en ordre décroissant), v(D,¢) € (Q%)y. Soit
(Z4, = (Q¥) L NZ2. Soit u = (u1,...,pq) € (Z4),. Soit F* une filtration de D
par des sous-L-espaces vectoriels, décroissante, exhaustive et séparée, indexée par
Z ; on dit que F* est de type p si

(0.1) dim g} (D) = #{j; p; =i} .

Autrement dit, les sauts de la filtration F* sont les p; (j =1,... ,d) et la taille du
saut en p; est donnée par la multiplicité de p; dans p. Toute filtration F* a un
type p(F*) € (Z%), bien déterminé.

Une filtration F* de l'isocristal (D, ¢) de dimension d est dite admissible si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) on a

[(F*)| = [v(D, ¢)|

(on a noté ici |v| = Zle v; pour v = (vi,...,14) € Q) ;
(ii) soit (D', ¢") un sous-isocristal de (D, ) et soit F’® la filtration induite par
F® sur D' ;on a
u(F*)] < [v(D', &)

Remarques : 1) Pour tout A = (A, A2, ..., \q) € (Q%),, notons P()) le polygone
associ€é a A, i.e. le polygone convexe (autrement dit, & pentes croissantes) du
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plan réel d’origine (0,0) dont les pentes sont les \;, la longueur de la projection
du segment de pente A\; sur l'axe des x étant égale a la multiplicité de \; dans
A. Le nombre rationnel |v(D, )|, noté ty(D) dans [F], est toujours un entier ;
les points de coordonnées (0,0) et (d,|v(D,p)|) sont les extrémités du polygone
P(v(D,)) (parfois appelé polygone de Newton de isocristal (D, p)). De méme,
|(F*®)| est noté ty(F*®) dans [F] ; les points de coordonnées (0,0) et (d, |u(F*®)|)
sont les extrémités du polygone P(u(F*®)) (parfois appelé polygone de Hodge de la
filtration).

2) Dans le cas ou F' = Q,, dire qu’une filtration est admissible signifie qu’elle est
faiblement admissible au sens de [F|. Le résultat principal de [CF] signifie qu’elle
est alors également admissible au sens de [F]. Si L désigne une cloture algébrique
de L, on dispose donc (loc.cit.) d’une équivalence naturelle entre la catégorie des
isocristaux (relativement a (Q,, k£)) munis d’une filtration admissible, et la catégorie
des représentations p-adiques cristallines de Gal(L/L).

3) Ce résultat s'étend au cas ou F' est une extension finie arbitraire de Q,.
Soit C, le complété de L pour la topologie p-adique. Appelons F-représentation de
Gal(L/L) la donnée d'un F-espace vectoriel de dimension finie V muni d'une action
linéaire et continue de Gal(L/L). Pour une telle représentation, notons Ve, r le
noyau de I'application Cp-linéaire naturelle de C), ®q, V' dans C;, @ V. On dispose
alors d’une équivalence naturelle entre la catégorie des isocristaux (relativement a
(F,k)) munis d’une filtration admissible et la sous-catégorie pleine de la catégorie
des F-représentations de Gal(L/L) dont les objets sont les V' qui sont cristallines
en tant que représentations p-adiques et vérifient la condition

(*) le Cp-espace vectoriel Ve, r est engendré par les éléments fixes par Gal(L/L) .

Lorsque V' provient d’un groupe formel @, cette derniére condition signifie que
® est un Op-module formel (cf. par exemple, [De]). Par exemple, soit m une
uniformisante de F et soit (D,y) = (L,mo) ; la seule filtration admissible est
celle pour laquelle grf" (D) # 0. La F-représentation de Gal(L/L) associée est de
dimension 1 et c’est la duale de la restriction & Gal(L/L) de celle que fournit un
groupe formel de Lubin-Tate pour F correspondant & 7. Soit 1 : Gal(L/L) — F* le
caractere qui définit I'action du groupe de Galois. Si 7 est un Q,-automorphisme
non trivial de F', la F-représentation de dimension 1 définie par 77 est encore
cristalline mais elle ne vérifie pas (x).
Les remarques (2) et (3) ne seront pas utilisées dans la suite.

Sur (Q%),, on dispose de I'ordre partiel pour lequel A < X si A\; + Xo... + A, <
M +X o+ N, pourr=1,2....d=1et Ay +Xa...+dg =N+ X+ N
Dire que A < X équivaut a dire que P()) est au-dessus de P()\) et que ces deux
polygones ont mémes extrémités.

Théoréme 1. Supposons k algébriquement clos. Soit (D, ) un isocristal de di-
mension d. Soit u € (Z%) . Pour qu’il eviste une filtration faiblement admissible
de type p sur D il faut et il suffit que p > v(D,p). O

Soit Oy I'anneau des entiers de L, et soit @ € Op une uniformisante qui est
donc aussi une uniformisante de ’anneau de valuation discrete Op. Soit (D, ) un
isocristal de dimension d. Un Op-réseau M de D est dit de type pu € (Z9), s'il
existe une base ej,...,eq de M tel que 7Hteq,... e, soit une base de p(M).
Tout Op-réseau M a un type bien déterminé que ’on note p(M).
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Théoréme 2. Supposons k algébriquement clos. Soit (D, ) un isocristal de di-
mension d. Soit p € (Z%),. Alors il eviste un Or-réseau de type u dans D si et
seulement si > v(D,p). O

D’apres [F], Prop. 4.3.3, la condition d’admissibilité équivaut & demander que
P(u(F*)) et P(v(D,¢)) ont mémes extrémités et que, pour tout sous-isocristal
(D', ¢") de (D, p), si F'® est la filtration induite par F*, alors P(u(F’®)) est en
dessous de P(v(D’,¢’)). L’implication directe du théoréme 1 en résulte.

L’implication directe du théoreme 2 est I'inégalité de Mazur ([Ka], Th. 1.4.1).
Le contenu de ces deux théoremes est donc la réciproque a ces inégalités. Le lien
entre eux est donné par un résultat de Laffaille [L], comme on va le voir au §1.

Le théoreme 2 est aussi obtenu, avec une preuve différente, dans [KR]. En fait,
on a une version de I'inégalité de Mazur pour un groupe réductif quasi-déployé
dans F' et déployé dans une extension non ramifiée de F' [RR]. On peut conjecturer
que la réciproque a cette inégalité est vraie, dans ce contexte (existence de certains
sous-groupes parahoriques hyperspéciaux), et on peut la démontrer dans certains
cas ([R], [KR]). En ce qui concerne la généralisation du théoreme 1 dans cette
direction, on a le résultat suivant :

Soit G un groupe réductif connexe quasi-déployé sur F'. Soit A un tore déployé
maximal. Soit 7" le tore maximal contenant A. Fixons un sous-groupe de Borel B
contenant T'. Soit C' la chambre de Weyl fermée dans X, (T) ® R correspondante.
Si F' est une cloture algébrique de F, le groupe I' = Gal(F/F) agit sur C. Soit
A=X,.(A)@QetA, =ANC =0T N (X.(T) ® Q).

Soient L’ une extension finie de L et i : G,, — G un morphisme défini sur L’.
On note jo I'unique conjugué de u qui appartient & C N X, (T). On pose

(0.2) ﬁ:(l“:ll“#o)' > T AL

TET /Ty,

C’est un élément de 204 qui ne dépend que de la classe de conjugaison {u} de p.

Soit b € G(L). On note 7, € 2, son point de Newton ([K3], introduction et §3.2).
Rappelons comment on peut le définir : Soit D le groupe diagonalisable sur F' de
groupe des caracteres Q. On a Hom(D,T) = 2. A toute représentation rationnelle
(V, 0) de G est associée un isocristal (D, ¢), avec D = V@p L et ¢ = o(b)-(idy ®0).
La décomposition par les pentes

D = @QGQDa

peut étre considérée comme un morphisme v, : D — GL(V) défini sur L. I existe
un unique morphisme v, : D — G tel que v, = p o v, pour tout p. Alors 7 est
I'unique conjugué de v, sous l'action de G(L) qui est dans 2. Il ne dépend que
de la classe de o-conjugaison de b [K3].

On a par ailleurs sur 2, 'ordre partiel usuel, pour lequel A < )\ si et seulement
si ' — X est combinaison linéaire & coefficients > 0 des coracines simples relatives
acC.

Une paire (b, u) formée d’un élément b € G(L) et d’'un homomorphisme p :
G,, — G défini sur une extension finie L' de L est dite admissible (appelée faible-
ment admissible dans [RZ], déf. 1.18) si, pour toute représentation rationnelle (V o)
de G, lisocristal associé (D, ), muni de la filtration F*® sur D ® L’ induite par
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o o u, est admissible. Il suffit pour vérifier cette propriété de la tester sur une
représentation fidele.

Théoréme 3. Supposons k algébriquement clos. Soit G un groupe réductif connexe
quasi-déployé sur F. Soient b € G(L), L' une extension finie de L et p: G,,, — G
un morphisme défini sur L'. Pour qu’il existe p' € {u} défini sur L' et tel que la
paire (b, 1) soit admissible il faut et il suffit que p > . O

Explicitons ce théoreme dans le cas ot G = T est un tore. Dans ce cas {u}
correspond & un seul élément p € X, (T) et 1 est la moyenne sur 'orbite I'- 4. Dans
ce cas l'ordre partiel est trivial et I’énoncé signifie que

(0.3) (b, ) est admissible <= = 1

Ceci est exactement I’équivalence entre (i) et (iii) de la proposition 1.21 de [RZ].
Le théoreme 3 est donc a la fois une généralisation de cette proposition, qui est le
cas d’un tore, et du théoreme 1, qui est le cas de GLg.

Remarque : Dans le théoreme 3, soit £ C L’ le corps de définition de la classe
de conjugaison {u} de u. Alors E est une extension finie de F' et L’ contient EL.
Inversément, étant données une classe de conjugaison {u} définie sur E et une
extension L’ de EL, il existe p € {p} défini sur L', cf. [K1], 1.4.3.

Nous remercions G. Laumon pour des discussions utiles.

Durant la préparation de ce travail le deuxieme auteur a bénéficié du soutien
financier du Ministeére de la Recherche et de la Fondation A. von Humboldt (prix
Gay-Lussac / Humboldt), et aussi de I’hospitalité des Universités de Paris (Jussieu
et Orsay).

1 — Démonstrations des théorémes 1 et 2

Comme on I'a dit dans I'introduction, il s’agit seulement de vérifier les implications
réciproques. On fixe l'isocristal (D, ) de dimension d.

Soit s € N tel que s-v(D,¢) € Z?. Soit I’ = F, I'extension de degré s de F'
contenue dans L. Pour tout nombre rationnel « tel que sa € Z, soit

(1.1) Vo ={v € D; ¢*(v) =%} .

Soit V' = XV,,. Alors on sait que V est somme directe des V,, et que ’application
naturelle V ®p» L — D est un isomorphisme. En plus, tout sous-isocristal (D', ¢’)
de (D, ) est rationnel sur F”, i.e., il existe un unique sous-F"-espace vectoriel V'
de Vtel que D' =V' ®@p/ L.

On fixe p € (Z%) . Les filtrations F* de type p sur V ®@p K, pour K extension
de F' variable, forment I’ensemble des K-points d’une variété algébrique projective
F =F(V,pu) sur F'. En fait, F est une variété de drapeaux partiels de V et est de
la forme

(1.2) F=G/P ,

ou G = GL(V) et ou P est un sous-groupe parabolique de G.
Un point z € F(L) sera dit Weil-générique relativement a F' si le point image
du composé
Spec L = F Xspec F7 Spec L — F
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est le point générique de F.

Lemme 1.1. (i) Il existe toujours des points x € F(L) Weil-génériques relative-
ment o F’.
(7i) Un tel point n’est contenu dans aucune sous-variété propre de F définie sur F'.

Démonstration. (i) Par le lemme de Bruhat, on sait que le corps des fonctions
K de F est une extension transcendante pure de F’. Comme L est de degré de
transcendance infinie sur F’, K peut étre plongé dans L.

(ii) C’est évident. O

Lemme 1.2. Soit F* une filtration de D de type p correspondant a un point Weil-
générique relativement a F' de F(L). Soit (D', ¢") un sous-isocristal de (D, ).
Alors le type de la filtration F'® induite par F* sur D’ est donné par

W(F'®) = (Bd—d'+15 - - - s Hd—1sfta) , ou d =dim D’

Démonstration. La filtration F* est transverse a D’, puisque les filtrations qui
ne le sont pas forment une sous-variété propre de F définie sur F’ (le complément
de l'unique orbite ouverte du parabolique standard de type (d’,d — d’') sur G/P).
On a donc

(1.3) dim(F* N D') = max(0,dim F* — (d — d')), Vi € Z

et ceci implique 'assertion. [

Démonstration du théoréme 1. Soient donc p > v(D, ¢) et F* une filtration de
D correspondant & un point Weil-générique relativement & F’. Montrons que F*® est
admissible. La condition (i) de I'admissibilité |u(F*®)| = |v(D, ¢)| (cf. introduction)
résulte de la définition méme de I'ordre partiel sur (Q%)y. Soit (D', ¢’) un sous-
isocristal de (D, ¢) de dimension d'. Alors (D', ") est un facteur direct de (D, ¢)
et son vecteur des pentes est de la forme

(14) V(Dlasol) = (ij"' ayjd/) pour 1 S]l <j2 <... <jd’ < d .

D’apres le lemme 1.2, la filtration F’® sur D’ induite par F* est de type u(F'®) =
(Bd—d'+1, -+ s ptq). L'inégalité dans (ii) de la définition de I'admissibilité résulte
alors de

& & &
(1.5) Z,udfdurz‘ < Z Vi—d'4i < ZVji O
=1 =1 =1

Le théoréme 2 résulte alors de la proposition suivante (pour laquelle il n’est pas
nécessaire de supposer k algébriquement clos) :

Proposition 1.3. Soient (D, ) un isocristal de dimension d et u € (Z%),. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) Il existe une filtration admissible F* de type p sur D,

it) il existe un Op-réseau de type p.

Démonstration. C’est une conséquence du résultat de Laffaille [L] : Soit (D, )
un isocristal et soit F* une filtration de D. Rappelons [L] quun Op-réseau M dans
5



D est dit adapté a la filtration F* (ou, dans une autre terminologie [FL], que le
réseau M, muni de sa filtration F* N M, est fortement divisible), si 'on a

(1.6) M = QD(Z T (F N M))

D’apres le théoreme 3.2 de [L]3, la filtration F* est faiblement admissible si et
seulement s’il existe un réseau M adapté a F°. La proposition résulte alors du
lemme suivant :

Lemme 1.4. Soit (D, ) un isocristal de dimension d et soit F*® une filtration de
type w(F*) sur D. Soit M un réseau adaptée a F*. Alors

u(M) = u(F*)

Démonstration. Soit uy,usg,... ,uq une base de M sur Oy, adaptée a la filtration,
i.e. telle que, si, pour 1 < r < d, u, désigne le plus grand des entiers ¢ vérifiant
u, € F*'N M, alors

FinM = @MTZiOLur

Quitte a changer l'ordre des u,, on peut supposer que g1 > po > ... > g et on a
alors ju(F*®) = (p1, p2, - - -, fa)-

Si l'on pose e, = 7 Hrp(u,), on voit que ey, e, ... ,eq est une base de M sur
Oy, tandis que mHte;, mH2eq, ...  THiey est une base de ¢(M). On a donc pu(M) =

(Ml,,ug,... 7/’Ld)‘ O

Remarque : Les énoncés des théoremes 1 et 2 ne s’étendent pas au cas ou le corps k
n’est plus algébriquement clos. Un exemple est donné par L = F, (D, ¢) = (L?,id),
= (r,—r) ou r est un entier > 1. Alors p > (0,0) = v(D, ¢), mais il n’existe pas
de filtration admissible de type pu.

2 — Démonstration du théoréme 3

Soient G quasi-déployé sur F', L' une extension finie de L et p : G,, — G un
morphisme défini sur L’. Avec les notations de I'introduction, & u correspondent
des éléments g € C et i € A, qui ne dépendent que de la classe de conjugaison
{u} de p.

Soit (V, 0) une réprésentation rationnelle de G, ot V' est un espace vectoriel de
dimension d sur F. Alors on associe a {u} une classe de conjugaison {p o u} de
morphismes de G,,, dans GL(V) & laquelle correspond un élément bien defini o(pq)
de (Z%),. De méme, fi et par ailleurs n’importe quel élément 7 € A, définissent
des éléments o(ji) et o(7) de (Q9),.

Lemme 2.1. Soit v € A,. Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) p < v (dans Uordre partiel sur 2, )
(7i) o(ft) < o(¥) pour toute représentation rationnelle (V,p) de G
(ii’) o(po) < o() pour toute représentation rationnelle (V, o) de G
(iii) comme en (ii), pour une représentation fidéle (V, o) de G

3 Stricto sensu, ce résultat n’est énoncé dans [L] que lorsque F' = Q) et la filtration est positive.
Par une torsion a la Tate, on se rameéne au cas d’une filtration positive. La preuve de Laffaille
s’étend alors telle quelle au cas considéré ici : il suffit de remplacer p par .
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(iii’) comme en (ii’), pour une représentation fidéle (V, o) de G

Démonstration. On remarque que la classe de conjugaison {go u} est définie sur
F, de sorte que o(po) = o(fz). Ceci étant, I’assertion résulte de [RR], §2. O

Ce lemme entraine déja I'implication directe dans le théoreme 3, comme consé-
quence de 'implication directe dans le théoreme 1.

Un cocaractere f : G,, — G définit, sur chaque représentation linéaire V de
G, une graduation V = @,czV, donc aussi une filtration décroissante en posant
Fil'V = @,,>,V,,. Deux cocaracteres de G sont dit par-équivalents s’ils définissent
les mémes filtrations sur les représentations linéaires de V. Les classes d’équivalence
dans la classe de conjugaison {4} de p forment une variété projective F = F(G, {u})
définie sur L’. On peut écrire

(2.1) F(GAnY) =Gr /Py,

ou P, est un sous-groupe parabolique défini sur L'.

Soit b € G(L). Pour démontrer le théoreme 3 on peut remplacer b € G(L) par
un élément o-conjugué b’ = gbo(g)~!, pour g € G(L), car(b, i) est admissible si
et seulement si (gbo(g)™!, gug™!) l'est. D’apres Kottwitz ([K2], §4) on peut donc
supposer que b vérifie une identité de décence ([RZ], p. 8), c’est-a-dire qu'il existe

un entier s > 0 tel que
(bo)® = (s-vp)(m)o®

ou v, : D — G a été défini avant 1’énoncé du théoreme 3 et s désigne 'endomor-
phisme de D induit par la multiplication par s sur Q.
A z € F(L') on associe son co-caractére canonique de Harder-Narasimhan

(2.2) M :D—G

qui est bien défini (sur L) a par-équivalence pres. Il est caractérisé par le fait que
pour toute représentation rationnelle (V, ¢) de G la Q-filtration sur V ® ¢ L induite
par o o A, est la filtration canonique (indexée par les H N-pentes) de l'isocristal
filtré (V. ®@p L, 0(b) - (id ® 0),Fp ), (cf. par exemple, [RZ], Prop. 1.4). Soit F”
l'unique extension de degré s de F' contenue dans L. On sait ([RZ], Prop. 1.36),
que A, est défini sur F”.

Soit Gap = G/Gger le tore quotient maximal de G. L’isomorphisme

(2.3) F(GAn}) — F(Gaas {ptaa}) x F(Gab, {pan})

induit une bijection entre points (faiblement) admissibles,

~

(24)  F(GAuPL)™ > F(Gad, {1ad (L) x F(Gab, {pap}) (L)

Pour démontrer le théoreme 3, on peut donc supposer que G est semi-simple,
puisque le cas d’un tore est déja reglé par [RZ], Prop. 1.21, comme on ’a expliqué
dans l'introduction.

Soit donc G semi-simple et soit £’ une extension finie de F’ contenue dans L’
sur laquelle la classe de conjugaison de p est définie. Soit z € F(L’) Weil-générique
relativement & E’. De tels points existent d’apres le lemme 1.1 (lemme de Bruhat
pour G). Montrons que, sous ’hypothese i > 3, x est faiblement admissible. Il
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suffit de voir que le cocaractere A, associé a x est trivial. Raisonnons par ’absurde
et supposons que le parabolique P, = P, soit propre. Ce parabolique est défini
sur F’.

Lemme 2.2. Soient G un groupe quasi-déployé sur F' et B un sous-groupe de Borel
défini sur F'. Soit P un sous-groupe parabolique propre défini sur F’.

(i) Il existe une représentation rationnelle irréductible (V, o) de G et une droite
¢ CV@pF', telles que P = Stabg({).

(ii) Pour une telle représentation soit We = ((0) C Wy C Wy C...C Wy =1V)
un drapeau complet de V' stable par o(B). Alors il existe g € G(F") tel que £ soit
transverse a 0(g) - W, i.e., tel que £ ¢ 0(g)Wq_1.

Démonstration. (i) On peut évidemment supposer que P est standard, i.e., con-
tient B ®@p F’. Soit C* C X*(T) ® R la chambre de Weyl fermée dans 1’espace
des caractéres correspondant & B. Alors P correspond & une facette de C*. Soit
A € X*(T) a lintérieur de cette facette, et soit V) la représentation irréductible
de plus haut poids A. Alors V), est un espace vectoriel sur F’ sur lequel agit G g .
Soit F\ = F'*. Alors V) est défini sur F), i.e. est de la forme V) = V;\] ®p, F' et
V/\O est irréductible comme représentation de Gg,. Le F- espace vectoriel cherché
V est égale & V) et est muni de la représentation rationnelle o de G définie par la
composition des homomorphismes canoniques,

(2.5) G — Rp,/r(Gr,) = Rp, yr(GLp, (VY)) = GLp(V),

(cf. [T], th. 7.2). Alors (V,p) répond a la question en prenant pour ¢ la droite
engendré par un vector de poids A dans V.

(ii) Le sous-espace de V ®p F’ engendré par {o(g9)z; g € G(F'), © € l} est
une représentation irréductible de Gr/. Le plus petit sous-espace défini sur F' et le
contenant est une représentation de G. Son espace ne peut donc pas étre contenu
dans Wd—l- U

Appliquons ce lemme au parabolique Py,. On considere l'isocristal (D, ) =
(V®r L, ob)- (id®o)), muni de sa filtration 73 ) sur D®y L. Soit D' = {®@p L.
Alors D’ est un cran dans la filtration de Harder-Narasimhan de D, car il est stable
par le parabolique de Harder-Narasimhan Py, de GL(V)r. Le type u(F'*) € Z
de la filtration induite par 73, sur D’'®p L' et la pente v(D', ¢") € Q de 'isocristal
(D', ") = (D', p|D’) vérifient donc

(2.6) p(F*) > v(D',¢)

Le lemme 2.2 implique que les points y € F(L') tels que la filtration f;(y) de

D ®y, L' ne soit pas transverse a D' ®p, L' forment une sous-variété fermé propre de
F défini sur E’. Comme x est Weil-générique relativement & E’, il ne peut pas étre

contenu dans cette sous-variété. Soit 75 de type (p1,...,pa) € (Z% 4. Comme
dans le lemme 1.2, la transversalité implique que
(2.7) W(F™) = pa -
Soit v(D, ) = (v1,... ,v4) € (Q%)+. Alors v(D',¢') = v;, pour un j avec 1 < j <
d. Comme fi > v, le lemme 2.1 nous montre que (u1,...,pq) > (V1,...,v4), ce

qui nous donne

(2.8) w(F'®) = pa <wva <vj=v(D'¢') ,
8



contredisant (2.6). O

3 — Remarques supplémentaires
Supposons k algébriquement clos.

a) D’apres la proposition 1.3, dans le cas de G Ly, les deux théoremes d’existence
sont équivalents. Il faut pourtant souligner que dans le contexte d’un groupe
réductif G, quasi-déployé sur F' et déployé sur une extension non ramifiée de de F,
I'existence d’un sommet hyper-spécial d’un type p implique, outre 'inégalité u >
qui apparait dans le théoreme 3, 'identité

(3.1) e = K (b)

dans m (G)r (cf. [RR], §4) . On voit donc qu’a priori, dans le cas général, la question
d’existence de réseaux est plus subtile que la question d’existence de filtrations. Le
cas de G L est exceptionnel car alors (3.1) résulte de I'inégalité i1 > 7. Le lien entre
le théoreme 1 et le théoreme 2 se fait via le théoreme de Laffaille sur I'existence de
réseaux fortement divisibles et on peut se demander s’il existe une notion analogue
en théorie de groupes.

b) La construction de Laffaille d’'un réseau adapté & une filtration admissible four-
nit a partir d’'un réseau M arbitraire un unique réseau adapté maximal M ™?*
contenu dans M, et aussi un unique réseau adapté minimal M™™ contenant M.
Malheureusement, cette construction n’est pas compatible aux operations d’algebre
linéaire usuelles (produit tensoriel: (M;® My)™ax o£ MIMax@ MInax (M@ My)™in £
Mt @ Mn | passage au dual: on a (M*)™a% = (M™%)* et non (M™3)*). Ceci,
tout comme la remarque précédente, semble montrer qu’il n’est pas possible de
déduire du théoreme 2 et du théoreme 3 pour le groupe symplectique 'existence
de réseaux autoduaux d’un type donné dans un isocristal symplectique (un tel
théoreme d’existence est pourtant démontré, par d’autres méthodes, dans [KR]).

c¢) Nous ignorons ce qui se passe si I’on abandonne 1’hypothese o > ;. Explicitons
dans le cas de GLg. Soit (D, ) un isocristal de dimension d. Soit u € (Z4), avec
lu| = [v(D, p)l, et soit F la variété des filtrations de type pu sur D. Soit x € F(L)
et soit A\, : D — GL(D) le HN-cocaractere associé (bien défini & par-équivalence
pres). Alors ), définit un élément bien déterminé \(z) € (Q?), avec |A(z)| = 0.
On obtient ainsi une décomposition disjointe

(32) Foy= |J F@n,
)\E‘(?j)_;_y
ou

F(L)x ={z € F(L); Mz) = A}

Si > v(D, ), le théoreme 1 montre que l'unique élément minimal A = 0 de
l’ensemble d’indices donne une contribution non-vide & (3.2). Méme dans le cas
i > v(D, ) nous n’avons pas déterminé ’ensemble des indices dans (3.2) avec une
contribution non-vide. Si p # v(D, ) nous ignorons méme les indices minimaux
parmi ceux avec une contribution non-vide a (3.2).
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d) Rappelons que C), désigne le complété d’une cloture algébrique de L. Soient
G,b, L', x comme dans 1’énoncé du théoreme 3. Alors on sait [RZ], Prop. 1.36 que
les points admissibles par rapport a b dans F(G, {u})(C)p) forment un espace rigide-
analytique sur L', ouvert admissible de F (G, {u}), que nous noterons F(G, {u})2d™.
On peut alors reformuler ainsi le théoreme 3 :

Théoréme 3°. On suppose k algébriquement clos. Soit G,b, L', u comme dans le
théoréeme 3. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) F(G, {p})*™ #0

(ii) F(G, {u})**™ (L") # 0

(iii) > 7.

En effet, (i) = (iii) se démontre comme dans le §2 par réduction a I'inégalité [F|
4.3.3 pour le cas de GL,. L’implication (iii) = (ii) est le théoréme 3 et I'implication
(ii) = (i) est triviale. O

e) Soit (D,¢,N) un (¢, N)-module sur L (cf. par exemple, [CF]), c’est-a-dire un
isocristal muni d’une application L-linéaire N : D — D telle que Ny = qpN (ou
q, rappelons-le, est le nombre d’éléments du corps résiduel de F'). On a encore une
notion de filtration admissible dans ce cadre et le théoreme 1 s’étend : cela résulte
de ce que toute filtration admissible sur l'isocristal sous-jacent (obtenu en oubliant
Paction de N) est a fortiori admissible sur le (¢, N)-module.
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