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Es sei S(G, h)= Sc(G, h)eine Shimuravariet~it [7]: Sc(G , h)(ff~)= G(Q)\G(A)/C~. C. 
In vielen F~illen ist die Shimuravermutung gel6st: es gibt ein kanonisches 
Modell von S(G,h) fiber einem Zahlk6rper E=E(G,h)cff2, der sich explizit 
beschreiben l/~Bt. Das Problem, die Zetafunktion der algebraischen Variet~it 
Sc(G,h ) fiber E zu bestimmen, ist seit l~ingerer Zeit yon Interesse. Das Ziel 
ist es, diese Zetafunktion als Produkt yon L-Funktionen, die yon Lang- 
lands zu automorphen Darstellungen assoziiert werden, auszudriicken. Der 
lokale Faktor der Zetafunktion in einer guten Stelle ist jetzt in einigen F~illen 
bekannt (Eichler, Shimura, Ihara ffir Shimurakurven; Langlands ftir einige 
Shimuravariet~iten h6herer Dimension). In dieser Arbeit bestimmen wir den 
lokalen Faktor der Zetafunktion in gewissen schlechten Stellen ftir einige 
Shimuravarietiiten der Dimension 2. Unser Resultat betrifft die beiden folgen- 
den Klassen von Shimuravariet~ten. Es sei p eine feste rationale Primzahl. 

Klasse A: Gist eine Gruppe yon unit~iren .~hnlichkeiten fiber Q, so dab Gad a 
=PSU(2, 1) und so dab GaaQp anisotrop ist. Ober die offene kompakte Unter- 
gruppe C cG(Ay) setzen wir voraus, dab sie maximal kompakt in p ist. Die 
entsprechende Shimuramannigfaltigkeit ist tiber einem imaginiir-quadratischen 
K6rper E definiert, in dem p in zwei verschiedene Primideale ~1 und fi2 
zerf~illt. Wir bestimmen die lokalen Faktoren in /~1 und ~2. Grob gesagt ist 
unser Ergebnis, dab der lokale Faktor in /~i ein Produkt von lokalen 
Hecke'schen L-Funktionen von E in ~i ist: 

Z ~, ( S c( G, h ) l E, s) = I ]  ( L(  s, Z~)" L( s - 1, Zk) L(  s - 2, )~k))" [ I  L( s, Xl) 
k l 

(Die Anzahl der auftretenden Charaktere )~k ist gleich dim H~ die 
Anzahl der auftretenden Charaktere Z~ ist gleich 
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dim H 2 (Sc(G , h), Q) -  dim H~ h), Q)). 

Wir identifizieren die auftretenden Charaktere. Die genaue Formulierung fin- 
det sich im w 6. 

Klasse B: G i s t  die multiplikative Gruppe einer Quaternionenalgebra tiber 
einer reell-quadratischen Erweiterung F yon Q, in der p prim bleibt, die 
unverzweigt in den unendlichen Stellen und die verzweigt in p ist. Wir setzen 
wieder voraus, dab C maximal kompakt in p ist. In diesem Fall ist E(G,h)=Q 
und wir bestimmen den lokalen Faktor in p: 

Zp(Sc(G , h), s) = VJ (L(s, Zk)" L(s - 1, Zk)" L(s-- 1, vf p/Q p. Zk)" L(s-- 2, Zk)) 
k 

�9 [ J  (L(s, Z,)" L(s, v r p / Q , .  Zl)) 
l 

(vfp/Q=multiplikativer Charakter yon Q~, der der Erweiterung Fp yon Qp 
mittels Klassenk6rpertheorie entspricht). Dies ist ein Produkt von lokalen 
Hecke'schen L-Funktionen f'tir Q in p. 

Wir begrtinden im weiteren unser Herangehen an das Problem und weisen 
auf andere in der Arbeit bewiesene S~itze hin, die unabh~ingig yon der Berech- 
nung der Zetafunktion von Interesse sind. Es sei ~ c E  eine Primstelle, in der 
Sc(G ,h) schlechte Reduktion hat. Der lokale Faktor der Zetafunktion ist tiber 
die durch die l-adische Kohomologie definierte l-adische Darstellung der loka- 
len Galoisgruppe erkl~irt 1-34]. Im Gegensatz zum Fall der guten Reduktion 
h~ingt er nicht unmittelbar von den Punkten einer Reduktion mod/~ ab. Daher 
versagt die fiir eine gute Primstelle benutzte Methode [19], um den lokalen 
Faktor der Zetafunktion zu berechnen. Das folgende Vorgehen fiJhrt in einigen 
F~illen schlechter Reduktion zum Ziel: 

a) Man definiert ein ,,passendes" Modell von Sc(G,h ) tiber Oe~ und analy- 
siert seine spezielle Faser und deren Lage in der Gesamtvariet~it. 

b) Man benutzt die Spektralsequenz der verschwindenden Zyklen, um die 
Kohomologie der allgemeinen geometrischen Faser mit ihrer nattirlichen 
Gal(/~/E~)-aktion aus den in a) gewonnenen Informationen zu berechnen. 
Damit ist der lokale Faktor der Zetafunktion bestimmt. 

c) Man drtickt das gewonnene Resultat als Produkt von lokalen automor- 
phen L-Funktionen aus. 

Wir machen jetzt einige Bemerkungen, die die einzelnen Punkte erhellen 
sollen. Das Vorbild ftir eine L6sung des Punktes a) ist ein Resultat von 
12erednik, demzufolge Shimurakurven an schlechten Stellen eine p-adische Uni- 
formisierung im Sinne yon Mumford besitzen. Obgleich eine direkte Verallge- 
meinerung dieses Ergebnisses auf h6here Dimensionen nicht zu existieren 
scheint, haben wir, beginnend mit den Untersuchungen von Langlands [25], 
einige h6herdimensionale Fiille analysieren k6nnen [-30, 39]. Beispielsweise 
bildet im Fall A die spezielle Faser des passenden Modells einen reduzierten 
Divisor mit normalen Kreuzungen, w~ihrend im Falle B das passende Modell 
lokal das Produkt yon Kurven mit gew6hnlichen Doppelpunkten und einer 
glatten Variegit ist. In dieser Arbeit sehen wir den Schritt a) als bereits 
vollzogen an. Unser Hauptanliegen hier sind die Schritte b) und c) fur diese 
Beispiele. 
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Um den Schritt b) zu erlfiutern, sei ganz allgemein (S,s, ~/) ein henselsches 
Tripel mit endlichem Restklassenk6rper (S ist das Spektrum eines diskreten 
Bewertungsrings und s und r/ sind der spezielle und allgemeine Punkt) und 
j:. X ~ S  ein eigentlicher flacher Morphismus mit glatter allgemeiner Faser. Die 
Theorie der verschwindenden Zyklen drtickt die Kohomologie der allgemeinen 
geometrischen Faser durch eine Spektralsequenz auf der speziellen Faser aus. 

EP2 q = HP( X~, R q q' Q , )~  Hp+ ,( X, ,  Q,). 

Wit berechnen die Garben R q ~UQ~ im Fall, dab X regul~ir ist und die spezielle 
Faser einen Divisor mit normalen Kreuzungen bildet, dessert Multiplizitfiten 
alle prim zur Restklassencharakteristik von S sind. (Wegen SGA 7, I. Theorem 
3,3 l~iuft dies auf einen Beweis der Purit~itsvermutung yon Grothendieck in 
diesem Fall hinaus) (Satz 2.2 und Satz 2.8). Bisher war dies nut im (geometri- 
schen) Fall gleicher Charakteristik bekannt (ohne Voraussetzung tiber die 
auftretenden Multiplizit~iten). Die Berechnung von R ~ 7~Q~ kann auch im Fall, 
dab X lokal ein Produkt von Kurven mit Doppelpunkten ist, durchgeffihrt 
werden (Satz 3.11 und Korollar 3.7). 

Wit nehmen im weiteren an, dab die Aktion der Tr~igheitsgruppe 
I cGal(fff~1) auf Hi(X,,Q~) unipotent ist (semi-stabiler Fall). Dann faktorisiert 
sich diese Aktion tiber den maximalen pro-/-Quotienten G von I, der isomorph 
zu ;~t ist. Die von einer topologischen Erzeugenden von G induzierte Transfor- 
mation T ist die Monodromietransformation. Es sei N = l o g  T = - y ~ ( 1 -  T)m/m; 
dies ist eine nilpotente Transformation auf H~(X,, @). Die Monodromiefiltration 

O~ Wo = W 1 = ... c W2, : H ' ( X , ,  Q~) 

ist dadurch charakterisiert, dab N(Wj)~Wi 2 und dab Nk: G~]+k--*Gri'~_ k ein 
Isomorphismus ist. Die Aktion der Galoisgruppe respektiert diese Filtration 
und operiert auf den graduierten Bestandteilen fiber ihren Quotienten Gal(Us). 
Falls Deligne's Vermutung [6] richtig w~ire, dab die Gal(Us)-Darstellung Gry' 
rein vom Gewicht j ist, so k6nnte man die Gr/Sge der Jordanbl6cke von N aus 
den m.H. der Spektralsequenz der verschwindenden Zykeln berechneten Di- 
mensionen der einzelnen Gewichtsr~iume ablesen. Die Bestimmung der Jordan- 
schen Normalform yon N ist aber ohnehin das Kernproblem im Schritt b). 
Deligne's Beweis seiner Vermutung im Fall gleicher Charakteristik [9] 15.gt 
sich nicht auf den Fall ungleicher Charakteristik fibertragen. Steenbrinck [36] 
hat das Analogon dieser Vermutung in der Hodgetheorie bewiesen (s.a. [5, 
33]). Man kann einen Teil seines Beweises genfigend abstrakt fassen, um ihn 
auf den bier vorliegenden Fall tibertragen zu k6nnen. Im Fall normaler Schnit- 
te der relativen Dimension 2 k6nnen wir Deligne's Vermutung beweisen (Satz 
2.13). Der Fall normaler Schnitte beliebiger Dimension k6nnte, unter Annah- 
me von Purit~it, auf die folgende Standardvermutung zurtickgeftihrt werden, die 
den starken Lefschetzsatz auf nicht notwendig ample Divisoren verallgemei- 
nern wfirde, Es sei X eine glatte projektive Variet~it der Dimension n fiber 
einem algebraisch abgeschlossenen K6rper und Y ein glatter Divisor auf X. 
Wir definieren die folgende Bilinearform auf Hk(Y, Ql)(k). Falls a = ~ l J a j  und 

i 
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b=~ , I Jb j  die primitiven Zerlegungen yon zwei Kohomologieklassen sind, so ist 
J 

(a, b ) = ~ ( - 1)J Tr r (/3" - 1)- ~k- 2 j) aj w b j). 
J 

Die Vermutung ist, dab die Einschr~inkung dieser Bilinearform auf das Bild 
unter der Restriktionsabbildung Hk(X, Ql) (k)~Hk(  Y, Qt) (k) f'tir k < n -  1 nicht- 
ausgeartet ist. 

Bei der Berechnung der Gewichtsr~iume im Fall A haben wit die Steen- 
brinckspektralsequenz, die bei seinem Beweis mit abf~illt, verwendet. Sie driickt 
wie die von uns im Fall B benutzte Spektralsequenz der verschwindenden 
Zyklen die Kohomologie der allgemeinen Faser durch die spezielle Faser aus. 
Unsere Rechnungen zeigen, dab die 1. Kohomologiegruppen der von uns 
betrachteten Shimuravariet~iten verschwinden (Satz 5.4 und Proposition 5.12). 
W~ihrend dies Ergebnis im Fall B auch einfach m.H. der kontinuierlichen 
Kohomologie bewiesen werden kann, ist es im Fall A mit dem Nichtver- 
schwindungssatz von Kazhdan-Howe-Piatetskii-Shapiro ffir quasizerfallende 
unit~ire Gruppen in Kontrast  zu setzen. Man kann vermuten, dab ein solcher 
Verschwindungssatz ftir eine unit~ire Gruppe in 3 Variablen fiber einem beliebi- 
gen Zahlk6rper, die in einer nichtarchimedischen Stelle anisotrop modulo dem 
Zentrum ist, gilt. (Vgl. [26], wo diese Vermutung im Zusammenhang mit der 
Spurformel diskutiert wird.) 

Ffir die von uns betrachteten Shimuravarietgten kann man einen Ausdruck 
f~ir die globale Zetafunktion vermuten. 

(,) Z(Sc(G , h)/E, s) = 1~ L(s - 1, 7c', r) "(=)m(~=)r"r 

Das Produkt auf der rechten Seite erstreckt sich fiber ein Repr~isentantensy- 
stem der L-Pakete von automorphen Darstellungen und die Multiplizit~it m(~), 
mit der rc im Raum der automorphen Formen vorkommt, h~ingt lediglich von 
der L-Klasse von n ab. Hierbei sollten automorphe Darstellungen rc in ein und 
dasselbe L-Paket zusammengefaBt werden, wenn ihre archimedischen Kompo- 
nenten ~z~ L-ununterscheidbar sind. Wir besch~iftigen uns nicht mit unserer 
Vermutung, dab m(r 0 = 1. Der Exponent m(ztoo ) ist gleich 1, wenn rc~ Kohomo- 
logie liefert und gleich 0 sonst. Der Exponent m(rtf) ist die Multiplizit~it, mit 
der die triviale Darstellung von C in rtf vorkommt. Die Darstellung r der zu G 
gehSrigen L-Gruppe ist von dem die Shimuravariet~it definierenden Kogewicht 
h o abgeleitet. (Vgl. [20], p. 1124). Die L-Funktion L(s-1) ,  rc',r) ist gleich 
L ( s -  1, ~, r), falls zc unendlichdimensional ist. Falls dagegen n eindimensional ist 
und somit mit einem Charakter Z des algebraischen Torus G/Gde , identifiziert 
werden kann, so ist L ( s - l , r ( , r ) = L ( s - l , L r ) .  Diese beiden Eulerprodukte 
stimmen in fast allen Stellen iJberein. 

Wit zeigen die Identit~it (,) in den von uns betrachteten Primstellen. Fiir den 
Schritt c) beginnt man mit dieser Behauptung als Ansatz. Diesen Ansatz ffihrt 
man auf einen Vergleich der Selbergschen Spurformeln ftir G und ffir eine 
inhere Verschrfinkung G_ zuriick, der durch eine Stabilisierung der Spurfor- 
meln erreicht wird [26]. Genauer gesagt, erweist es sich, daB far die von uns 
eingesetzten Funktionen die Spurformeln automatisch stabil sind. 
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Unsere Arbeit stellt eine Weiterentwicklung der Oberlegungen in [25] 
dar. Wit bedanken uns bei R.P. Langlands ftir sein Interesse und seine Hilfe. 

w l. Eine formale Version einer Spektralsequenz yon Steenbrinck . . . .  25 
w 2. Anwendung auf die verschwindenden Zyklen . . . . . . . . . . .  34 
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w 1. Eine formale Version einer Spektralsequenz yon Steenbrinek 

Es sei G eine pro-l-Gruppe, die isomorph zu Z~ ist. Wir fixieren einen Koeffizien- 
tenring A = Z/lhZ. Unter einem A [G]-Modul verstehen wir im folgenden einen 
stetigen und diskreten A[G]-Modul.  Mit A(1) bezeichnen wir den A[G]-Modul  
A| mit der trivialen G-Aktion. Es seien K+A[G] die Kategorie der nach 
unten beschr~inkten Komplexe von A[G]-Moduln,  K + A die entsprechende 
Kategorie von Komplexen von A-Moduln und D+A[G] und D + A die deri- 
vierten Kategorien. Den abgeleiteten Funktor  des Funktors der G-Invarianten 
K~--,K G bezeichnen wir mit 

Ra: D+ A[G]--*D+ A. 

Urn MiBverst~indnisse auszuschlieBen, legen wir lest, dab ein Doppelkom- 
plex (KP, q, cT',c7 '') ein bigraduiertes Objekt mit Differentialen U: KP'q-,KP+I,q 
und 0": KP, q ~ K  p,q+l ist, so dab 0'o~Y'=0"o0'. Der assoziierte einfache Kom- 
plex sei 

sK"= @ KP'q, dxP'q=~'xP'qd-(-1)P~"xP, q, xP, q@K p'q. 
p + q = n  

Es sei f :  M ~ N  ein Morphismus von Komplexen. Wir setzen K - 1 ' " = M " ,  K ~ 
=N"  und K i ' "=0  ftir i + - 1 , 0 .  Man erhfilt in offensichtlicher Weise einen 
Doppelkomplex, dessen assoziierter einfacher Komplex C(f) der Abbildungs- 
zylinder von f i s t :  

0 ' -  1," = f  •, , ' , -  I =dM, 8"" o=dN. 

Wir erinnern an die folgende bekannte Tatsache [10]. 

1.1 Satz. Es sei T eine topologische Erzeugende yon G. Es sei KeK+A[G].  
Dann wird R~K durch den assoziierten einfachen Komplex des folgenden Doppel- 
komplexes repriisentiert 

T - 1  
K -  ~K. 

Der Satz gibt die M6glichkeit den Funktor Ra auf dem Niveau der Kom- 
plexe zu definieren, 

R6: K+ A[G]~K+ A. 
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Leider hfingt Ro von der Wahl von T a b .  Wir fixieren T, aber machen 
trotzdem einen Unterschied zwischen G und Z t, damit die folgenden Kon- 
struktionen wenigstens auf den Kohomologiegruppen kanonisch werden. 

Es sei 
OeH 1 (G, A(1)) = HOmD~ A[GI(A, A(1) [1]) 

die kanonische Erzeugende. Wir erhalten Morphismen ,,Cupprodukt mit 0" 

0 : K ~ K ( 1 ) [ 1 ] , 0 : R c ; K ~ R c ,  K(1 )[1], KED + A[G], 

deren explizite Definition im folgenden Beweis erscheint (Vorzeichen!). 

1.2 Lemma. Es sei K eK + A [G]. Das Cupprodukt mit 0 wird durch die folgende 
Abbildung yon Doppelkomplexen induziert. 

R(~K K 

10 [id| 
T-1 

RGK(1)[1 ] K ( 1 ) - - - - ,  K(1) 

T 1 
- - - ~ "  K 

- 1  0 1 

Die untersten Zahlen geben den ersten Grad in dem entsprechenden Doppel- 
komplex an. 

Beweis. 0 ist durch die folgende Extension yon A [G]-Moduln definiert 

O ~ A ( 1 ) - ~ A Q I A ( 1 ) ~ A - ~ O  

,~ ~ (0, 2) 

(~, ;0 ~ ~- 

Wir schreiben O1, da es sich nicht um eine direkte Summe von A [G]-Moduln 
handelt 

T(#, 2) = (/~, 2 + # |  T). 

Wenn wir die Extension mit K tensorieren, so erhalten wir eine exakte 
Sequenz yon Komplexen. 

O-~ K(1)-,  K Q1K(1)-~K-,O. 

Das Cupprodukt mit 0 ist der Verbindungshomomorphismus in dieser Se- 
quenz. Folglich wird 0:RcIK--,RGK(1)[1 ] durch die folgende Abbildung von 
Doppelkomplexen induziert 

R~ K(1) ~ Rc;(K | ,K(1)) 

(1.2.1) l 

RGK(1). 

Die Abbildung u: RGK~RGK(I)[1]  sei die im Lemma definierte. Durch Ver- 
sehiebung erhSlt man u': Rc~K[-1]--*RGK(1). In der derivierten Kategorie 
wird u durch die folgende Abbildung yon Doppelkomplexen induziert 
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R r  C(u') 

(! .2.2) l 
Rr 

Das Lemma wfire bewiesen, wenn wir zeigten, dab die Diagramme (1.2.1) 
und (1.2.2) gleich sind, Dabei ist es zulfissig u' durch eine homotope Abbildung 
zu ersetzen. 

Wir betrachten die folgende Homotopie h: 

R~;K [ -  1] K l T 

~ T I 
Rr;K(I) K(1) . . . . .  K(1) 

, K 

0 1 2 

Dabei ist h auf den Elementen mit dem ersten Grad 2 null. Der Abbildungszy- 
linder der durch T|  T definierten Abbildung ist 

K Q , K ( 1 )  . . . . . .  -, K O , K ( I )  

(x,y) t , ( ( T - l ) x ,  Z~c@T+(T-1)y). 

Dieser Doppelkomplex ist aber nichts anderes als 

R,;(KQIK(1))=KO,K(1)  f - - ~  KO~K(1). 

Das Lemma folgt unmittelbar. 
Durch das Lemma 1.2 haben wir auch das Cupprodukt auf dem Niveau 

der Komplexe definiert. In diesem Sinne ist der folgende Satz zu verstehen. 

1.3 Satz. Es sei K ein Komplex yon A[G]-Moduln, auf dessen Kohomologie G 
trivial operiert. Dann induziert die JbIgende exakte Sequenz yon Komplexen 

. . . .  R G K ( p - 1 ) [ p - 1 ]  0 ~R~;K(p)[p] 0 _ , R r  00 ... 

exakte Sequenzen in der Kohomologie 

. . . _ , H i R ~ K ( p _ l ) [ p _ l ] _ f _ ,  HiRc;K(p)[p] O , HiR~K(p+ l)[p+ l]___ ' .... 

Beweis. Indem man die Spektralsequenz for den Doppelkomplex R EK benutzt, 
beschr~inkt man sich darauf, die Exaktheit der folgenden Sequenzen zu zeigen 

__~ i ... H (G, H~(K(- 1))~H z+ I(G, HJ(K))~H '+ 2(G, H~(K(1))--, . . . .  

Das ist trivial. 
Wie iiblich bezeichnen wit mit ~pK die kanonische aufsteigende Filtration 

r p K = . . . ~ K P - Z ~ K  p ~-~Ker d--*0~.. .  

1.4 Satz. Es sei K ein Komplex yon A [G]-Moduln auf dessen Kohomologie G 
trivial operiert. Es sei Ki=O fiir i < 0  und Hi(K)=O fiir hinreichend gro/3e i. 
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Es sei A der folgende Doppelkomplex 

RGK(1)[1]/(zoRaK(1))[1 ] o ... o , R a K ( p + l ) [ p + l ] /  

(zpRGK(p + 1)) [p + 1] .... 

Dann gibt es einen Quasiisomorphismus in D + A 

s A ~ K .  

Beweis. Die kanonische Abbildung R 6 K ~ K  sieht auf dem Niveau der Kom- 
plexe folgendermaBen aus: 

K 
T--I T 

K--  -'-K. 

Offensichtlich induziert sie eine Surjektion in den Kohomologiegruppen. Es sei 
H~(K)=0 ffir i>q. Wir betrachten den folgenden augmentierten Doppelkom- 
plex B 

(...-,'rq(RoK ( - p )  [ -p])- , . . . -- , ' rqRoK)~K. 

Aus 1.3 erh~ilt man, dab B Aufl6sungen in den Kohomologiegruppen induziert 

...-~Hi(B -p" ")---~...--, Hi(B ~ ")-, Hi K-s.O. 

Daher ist nach der Spektralsequenz eines beschr~inkten Doppelkomplexes sB 
quasiisomorph zu K. V611ig analog sieht man, dab die kanonische Abbildung 
B--~A einen Quasiisomorphismus der assoziierten einfachen Komplexe 
induziert. Q.E.D. 

Es sei L=RGK.  Wir setzen 

A p'q =(RaK(q + 1) [q + 1]/(ZqR6K(q + 1)) [q + 1]) p 

L p+q+l (q+l),  ffir p > 0  

=~/3/Kerd (q+l),  I-fir p = - I  
! 
[0, fiir p < - l .  

In Abweichung von den bisherigen Bezeichnungen haben wir hier die Indexe p 
und q vertauscht. Wir erhalten das folgende Bild des Doppelkomplexes: 

W 2  

6 7 J 8  4 L4/Ker(5) L5(5) /2 (5) /L (5) /2 (5) 

3 La/Ker(4) L4(4)  L5(4)  L6(4) L T ( 4 ) J l  

(1.5) 2 L2/Ker(3) L3(3 )  L4(3)% & L5(3) L6(3) 

1 L1/Ker(2) L2(2) L3(2) jL4(2) L5(2) 

0 L~ U(1) L2(1) U(1) L4(1) 

q/p - 1  0 1 2 3 .... 
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Wir definieren auf A p'q die Gewichtsfiltration. 

W~ Ap'q = (L+  2q+ ~ L(q + 1))P+q+~/(zqL(q + 1)) p+q+ ~. 

Aus 1.5 folgt unmit te lbar :  

GrW A = @ H r  
k > O  

k > - r  

Wir bemerken,  daB G auf nattirliche Weise auf R 6 K  und auf A operiert. 
Der unter  1.4 definierte Quasi isomorphismus 

s A ~ K  

ist offenbar ein Quasi isomorphismus in D + A [G]. 
Es sei TeZ~( -1 )  die duale Erzeugende, d.h. T |  1. Wir erhalten eine 

Abbildung 

(1.6.1) ( T -  1)|  s A l s A ( -  1), 

Es sei vv'q: A g ' q - - * A P - l ' q + l ( - 1 )  die Abbildung, die durch die Mult ipl ikat ion 
mit ( - 1)v + q + 1 : L p + q + i (q + 1) ~ L p + q + 1 (q + 1) i nduziert  wird. Wir erhalten einen 
Morphismus der assoziierten einfachen Komplexe.  

(l.6.2) v: s A l s A ( -  1). 

1.7 Satz. Die Abbildungen (1.6.1) und (1.6.2) sind homotop. 

Beweis. Explizit sieht der Komplex  L = R a K  folgendermaBen aus: 

i2+ 1 = Kp+ 1 O K  p, d(xO@x 1) =d KxO(~(T  - 1) x ~ - d r x  1 . 

Wir betrachten das folgende Diagramm fiir p__> 0. 
d-( 1)q+ld 

Lp+q+ 1 (q + 1) = A p'q § ~ Zp+ 1,q = lp+q+ 2(q + 1) 

Lp+q(q) = Ap, q - 1 ,  _~ Ap+ l,q--1 =Lp+q+ l(q) 
s '  

Dabei ist s ' ( x ~ 1 7 4  1) = ( - 1 )  q- 1(X1 ~0),  X~ 1 c A  p+ 1,q-1. Das totale Differential 
des Komplexes  A ist nach Definit ion d, = d +  0. Wir verifizieren, dab 

dis' + s'd, = v' - ( T -  1). 

Die analoge Gleichung ftir p < 0  nachzuweisen und damit  den Beweis von 1.7 
zu beenden, tiberlassen wir dem Leser. 

(Os'+ s'O)(x~174 1) = ( _ 1)q- 10 (x  ~ |  + ( -  1) p+ 1 s,(O|174 T) 
= ( - 1) p+q- 1 (Ot~)X1 | T) + (  - 1) p+q+ ~(x~174 T@O) 

= v ' ( x ~ 1 7 4  

(ds '+  s 'd)(x ~ (~x 1) = ( - 1) 2q- 1 d(x 1 0 0 )  + ( - 1) q s ' ( d K x ~  - 1) x ~  d r x  1) 

= - ( d r x  1 |  1) x 1 )  _ ( ( T -  1) x ~ - d ~ x l @ O )  

= - ( r - 1 ) ( x ~  Q.E.D. 
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Es ist klar, dab die eben angestellten Uberlegungen auch gelten, wenn man 
die Kategorie der A-Moduln durch die Kategorie der Etalegarben iiber einem 
Schema Y ersetzt. 

Es sei K ein Komplex von A[G]-Garben auf Y, auf dessen Kohomologie G 
trivial operiert. Wie unter 1.4 setzen wir voraus, dab Ki=O t'fir i < 0  und Hi(K) 
= 0  fiir geniigend groBe i. Die Spektralsequenz der Hyperkohomologie des 
gefilterten Komplexes (A, W) nennen wit die Steenbrinckspektralsequenz yon K. 

(1.8) E1 r,q+r = lHq(y~ GrW A)~Hq(y,  K). 

Es sei L = R o K .  Aus 1.5.1 erhalten wir 

(1.8.1) E l f ' s + r =  @ H q-r 2k(y,H~+2k+1(L))(k+I)~IHq(Y,K). 
k > = 0  

k > - - r  

Die Gruppe G operiert auf dieser Spektralsequenz. Nach 1.7 sieht die Wirkung 
yon T - 1  auf dem E~-Term folgendermaBen aus: 

v| T=  ( - 1) r+ 1 @ T: E i- r,q+ r + E 1 , +  2 , q +  r - -  2 

Aus 1.5 sieht man sofort, dab v r einen isomorphismus induziert. 

r , q  r vr: E1 r,q+r ~ Er ( - r ) .  

Wir bemerken, dab die Spektralsequenz nach Konstruktion v o n d e r  Wahl von 
T abh~ingt. Mit den eben gew~ihlten Bezeichnungen gilt: 

1.9 Satz. Es sei d' 1 das Differential in der Spektralsequenz der Hyperkohomolo- 
gie des gefilterten Komplexes (L, r). 

d, 1 : H q- r -  2k(g~ H~+ 2k+ l(L))__.Hq-r- 2 k +  2 ( y ~  H~+ 2k(L))" 

Das Cupprodukt mit 0 induziert eine Abbildung 

O: H q - r -  2 k ( g ,  Hr+ 2k+ I(L))~Hq-r-  2k(y, Hr+ 2k+ Z(L)) (1). 

Das DifJ'erential in der Steenbrinckspektralsequenz ist 

d 1 = ~ ( -  1) k d' 1 +(  - 1) r+k O: E~r'q*r--'-~E[ r* 1,q+r 

Beweis. Nach Definition ist d~ der Verbindungshomomorphismus in der Hy- 
perkohomologie der exakten Sequenz 

(1.9.1) O~GrW, sA--*W~sA/I/V~ 2sA~GrW sA--*O. 

Da sA der assoziierte einfache Komplex zu A ist, wird (1.9.1) durch eine Folge 
von Doppelkomplexen induziert. 

Wir machen die folgende einfache Bemerkung. Es sei eine exakte Folge von 
Doppelkomplexen gegeben. 

O--* X"--. Y " ~  Z"~O.  
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Mit ' F u n d  "F bezeichnen wir die tiblichen absteigenden Filtrationen. 

'FPX = @ X i J, "FPX = @ X i'j. 
i > p  j > p  

Dann ist der Verbindungshomomorphismus 

H"(sZ)~H "+ ~(sX) 

das Ende der folgenden Morphismen yon Spektralsequenzen 

(1.9.2) HP+q(Gr!'FsZ) --*HP+q+ '(GrPvsX) 
Hv+q(Gr?,FSZ)~H p+q+ I(GrP, FSX). 

Wir wenden diese Tatsache auf die Hyperkohomologie yon (1.9.1) an. Die 
Filtrationen 'F p und "F p des Doppelkomplexes Grff'A induzieren auf der 
Hyperkohomologie 

Hq(Y, Gr, WA) = @ H q-r 2k(KHr+Ek+I(L})(k+I ) 
k > O  

k> r 

die Filtrationen, die auf der direkten Summe durch die Ungleichungen q-k__>p 
bzw. k >= p gegeben werden. 

Wir betrachten die zu (1.9.1) geh6rende Sequenz von Doppelkomplexen 

(1.9.3) O~GrW lA--*W~A/W 2A--,Gr~A~O. 

Expliziter erhNt man das folgende Bild 

Hr+ 2k+ 2(L ) 

( r+k,k+l)  

Lr+ 2k+ 2/imd Hr+ 2k+ 3(L) 
t 

Hr+2k(L) Lr+2k/lmd e- ~Kerdr+2k+l Hr+2k+I(L) 
( r + k - l , k )  ( r + k - l , k )  (r+k,k) (r+k,k) 

T 
H~+2k.2(L ) u+2k-2/imd . . . . .  _+ Kerd~+2k 1 H~+2k I(L ) 

( r+k-2 ,  k - 1 )  ( r + k - l , k - 1 )  ( r + k - l , k - 1 ) .  

Die Zahlen in Klammern geben den Bigrad an. ~7 und 0 haben die gleiche 
Bedeutung wie beim Beweis yon 1.7. Wendet man auf (1.9.3) Gr,~v +k an, so 
erh~lt man als Verbindungshomomorphismus 0. Wenn man G~ v anwendet, so 
erh~tlt man ( - 1 )  k d' 1. Daraus folgt die Behauptung. 

In den Anwendungen der Steenbrinckspektralsequenz betrachten wir den 
Fall, wo Y ein Schema fiber IFp ist. Wir zeigen im folgenden wie man die 
Aktion des Frobenius auf der Kohomologie yon Y berticksichtigen muB. 
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(1.10) Es sei (So, qo,So) ein henselsches Tripel mit endlichem Restklassenk6r- 
per s o. Die maximale unverzweigte Erweiterung yon S o bezeichnen wit mit 
(S, tl, s ). Es sei f/ der algebraische AbschtuB von t/o. Man hat eine exakte 
Sequenz 

1 --,,I-~Gal(fl/qo)-,,Gal(s/So)--,. 1. 

Es sei q die Anzahl der Elemente im Restklassenk/Srper k(so). Wir nehmen 
immer l prim zu q. Den maximalen pro-/-Quotienten von I bezeichnen wir mit 
G. Als Gal(s/So)-Modul ist G kanonisch isomorph zu Z~(1). Es sei P der Kern 
der Projektion I- , ,G und t l , = f l / P  der P entsprechende Zwischenk6rper. Wir 
fixieren einen Isomorphismus 

H = Gal(fl/tlo)/P = Gal(t/./t/o) = G~Gal(s /So) .  

Wie oben ist T eine fixierte topologische Erzeugende yon G. Den geometri- 
schen Frobenius bezeichnen wit mit aeGal(s/So). Es gilt: 

a T  q= Ta. 

Es sei Yo ein Schema tiber s o. Die Gruppe H wirkt tiber ihren Quotienten 
Gal(s/So) auf dem Schema Y= I1o x so s. Es sei F eine Garbe auf Y mit einer 
stetigen H-Aktion. Genauer bedeutet das, daB fiir alle h e H  Morphismen 

th: Y ~ Y  und ~oh:th*F----,F 

existieren. Ftir h l , h  2 H gilt: 

~(hl h2)=th2thl ,  (Phi oth* (ph2=tph,h2. 

Manchmal schreiben wir den Morphismus q~h einfach als 

h : F ~ F .  

Es sei K ein Komplex yon A[H]-Garben  auf Y, der als Komplex von 
A[G]-Garben den Voraussetzungen vor 1.8 genfigt. Wir betrachten den abge- 
leiteten Funktor  des Funktors der G-Invarianten. 

/ ~  : D + A [H]  ~ D  + A [Gal(s/So) ] 

Ra sei das Komposi tum mit dem 
D + A [Gal(s/So) ] ~ D  + A. Dann operiert a auf RGK. 

vergeBlichen Funktor  

a': a* RaK- -*R6K.  

Diese Operation kann man wie folgt beschreiben. Es sei K ~ = ' a * K .  Wir 
definieren eine H-Aktion auf K~ : 

th* K~ = th* ta* K ~h*~o~ , K *~*~o,~ - ,  , th, K ~o~ ' a * K = K , , .  

Dann ist ~0~ ein Morphismus von H-Garben 

~o ~ : K,~---* K. 
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Daoffenbar  G t , a K~ = a K , hat man einen kanonischen Isomorphismus 

RGK =ta*R~K. 

Man erh~ilt a' als Kompositum 

,a,R~K=Rc~K~ R ~  RoK. 

Auf dem Niveau der Komplexe sieht das so aus 

ta* RcK 

Rc, K~ 

1 
R~K 

ta* T - 1 
~a* K --~ ta* K 

'a+'K ~*T"- ~ ta*K 

~o 

T 1 f '% K , K. 

tG*  W ~ tG*  

Wenn man an den Fall denkt, wo Y ein Punkt ist, so leuchtet die folgende 
Abktirzung ftir das obige Diagramm ein: 

T 1 
K ~K 

a ' : ~  1 1 ~w 
T - 1  

K ,K.  

Wir definieren eine Aktion von a auf (A,W) ausgehend von folgendem 
Morphismus von Doppelkomplexen (abgekiirzte Schreibweise) 

L([) [1] -~ L(2) [2] , L(3) [33 

L(1) [1] - - - - - ,  L(2) 1-2] - ,  L(3) [33. 

Dabei folgt die Kommutativitiit der einzelnen Karos aus der Kommutativit~it 
des folgenden Diagramms 

K 

i d |  
K K - , K(1) 

K , K(1) K(1) 
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Der Leser fiberprfift unschwer, dab der Quasiisomorphismus aus 1.4 mit 
dieser Definition ~iquivariant ist. 

tff*sA - -~ tq* K 

sA - - - ~  K. 

Offenbar operiert T i m  Sinne der derivierten Kategorien identisch auf dem 
Komplex L = R a K .  Daraus folgt, dab auch q - l w  identisch operiert. Insbeson- 
dere operiert a'(qw 1), auf der Kohomologie von L wie der Frobenius. Insge- 
saint erhalten wir eine ~iquivariante Wirkung von Gal(s/So) auf der Spektralse- 
quenz (1.8.1). 

Es ist klar, dab die gesamte Konstruktion funktoriell in A ist. Wir k6nnen 
deshalb die erhaltenen Resultate ffir Qt-Garben formulieren. 

1.11 Satz. Wir verwenden die Bezeichnungen yon 1.10. Es sei K ein Komplex 
yon Qt[H]-Garben auf Y, so daft K i =0  fiJr i < 0  und Hi(K)=O fiir genfigend 
groJ3e i. Wir setzen voraus, daft G auf der Kohomologie yon K trivial operiert. Es 
sei L = Rc K. Dann existiert eine Gal(s/So)-iiquivariante Spektralsequenz 

E[r,q+r = @ Hq-r- 2k(y~ Hr+ 2k+ I(L)) (k + 1)~IHq(Y, K). 
k>O 

k~ - r  

Es sei W r die induzierte Filtration auf ]H~(Y, K). Die Wirkung yon T - 1  auf 
K induziert einen Morphismus 

T - l :  Gr~-r--~Gr~. ~+ 2. 

Der folgende Endomorphismus des El-Termes induziert die Wirkung yon T - 1  auf 
dem Ende. 

-> , q +  , h v|  Elr.q+r(-t)r+l| E1 r , _ k . . . . . . . .  ~ Elr+2,q+r_ 2 

Die Abbildung vr: E~'q+~-*E~ 'q-~ ist ein Isomorphismus. 

w 2. Anwendung auf die verschwindendenen Zyklen 

Wir behalten die Bezeichnungen von 1.10 bei. Es sei fo: Xo-~So  ein Morphis- 
mus yon endlichem Typ. Durch Basiswechsel erhalten wit f :  X ~ S .  Es sei 
Y = X s die spezielle Faser von f. Auf Y operiert die Gruppe Gal (~/r/o) fiber ihren 
Quotienten Gal(s/So). Es sei D+(Y,,A) die derivierte Kategorie der Gal(F//t/o )- 
Garben auf Y. Nach SGA 7 hat man einen Funktor  

RgJ: D+ (X,,A)--* D+ (Yo, A ). 

Wir erinnern an seine Definition. Es sei 

J 
X o , X ~  -~ Y.. 

Dann gilt: 
R T C = I * R j . j * C ,  C r  



Zetafunktion von Shimuravarietfiten 35 

Analog sei D + (Y,,, A) die derivierte Kategorie der Gal (q,jr/o)-Garben auf Y. 
Ausgehend yon dem Diagramm 

X. .  -. X ~-- Y 
erh~ilt man einen Funktor 

RtlJt,: D ~ (X.,A)--* D+ (Y.,,,A). 

Da der Llbergang zu den P-Invarianten ein exakter Funktor ist, gilt: 

R ~ .  = R T  p. 

Wir k/Snnen noch einen Schritt weitergehen und das folgende Diagramm 
betrachten. 

j 
X , ~ X ~ - - Y .  

Dann gilt : 
t* Rj ,=R~;R ~Pa. 

Wir bezeichnen mit K einen Komplex von A[Gal(q,Jrlo)]-Garben auf K 
der R ~ A  repr/isentiert. Wenn T trivial auf den l-zahmen verschwindenden 
Zyklen R i ~P,~A operiert, so existiert die Steenbrinckspektralsequenz. Ffir eigent- 
liches f konvergiert sie gegen die P-Invarianten der Kohomologie yon X,. 

(2 .1)  g ~ , ~ + r =  @ Hq r 2k(g, Rr+2k+ 'j,A)(~: ~-t) ~ Hq(X,  A) p. 
k>0 

k> -.v 

(2.2) Wit sagen, dab f: X--~ S normale Schnitte besitzt, wenn 
(i) f von endlichem Typist ,  

(ii) X regul/ir ist, 
(iii) X, glatt fiber q ist, 
(iv) Y lokal in jedem Punkt x von X durch eine Gleichung der Form 

t~i ' ... t~?=O, e~>O definiert ist, wobei t~ . . . . .  t,. ein lokales Parametersystem im 
Punkte x ist. 

Wit machen die vereinfachende Annahme, dab Y die Vereinigung yon 
glatten irreduziblen Divisoren Y~ ist. 

N 

Y = 2  eiYi" 
i - 1  

Schliel31ich setzen wir voraus, dab ffir die Paare (X, Y~.) die Purit~itsvermutung 
richtig ist (SGA 7, I). Diese Vermutung ist in den folgenden F~illen bewiesen: 

a) X ist geometrisch definiert. Das bedeutet, dab eine Kurve C[l~p existiert, 
so dab S die Henselisierung yon C in einem abgeschlossenen Punkt ist, und 
ein Schema Z-*  C yon endhchem Typ, so da[3 f :  X-~S  durch Basiswechsel 
entsteht: X = Z  xcS. 

b) Wenn S charakteristikgleich und exzellent ist, so gilt Purit~it unter der 
Voraussetzung der AufliSsbarkeit der Singularit~iten (SGA 4, XIX). 

c) Wenn die auflretenden Multiplizit~iten e; prim zur Restklassencharakteri- 
stik p yon S sind. (2.21) 

Aus SGA7, I. Th6oreme 3.3 erh~ilt man unmittelbar: 
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2.3 Lemma. Es sei f: X - ~  S ein Morphismus, der die Voraussetzungen yon 2.2 
erJ~llt. Wenn alle Multiplizitiiten e~ prim zu l sind, so operiert T trivial auf den l- 
zahmen verschwindenden Zyklen RitpaA. Folglich existiert die Steenbrinckspek- 
tralsequenz. 

Unser n~ichstes Ziel ist die explizite Berechnung der Garben z*R~j,A und 
der Differentiale in der Spektralsequenz 2.1. Wir wissen nach 1.9, dab diese 
Differentiale eine Summe aus dem Cupprodukt mit 0 und den Differentialen 
der Cartan-Leray Spektralsequenz fiir j sind. In der Charakteristik 0 ist wohl- 
bekannt, dab letztere Differentiale verallgemeinerte Gysinhomomorphismen 
sind. Wir tibertragen diese Tatsache in die positive Charakteristik. 

Es sei X ein regul~ires Schema und Y ~ X  ein Divisor mit normalen Schnit- 
ten, der global die Vereinigung yon glatten Divisoren ist. 

N 

Y= U r,. 
i = 1  

Es sei: 

i l < . . .  < ir 

Es bezeichne ar : y~r~__, y die kanonische Projektion. Die Abbildung 
~: y~r+l)_~ y{r), 1 <=j<r+ 1 sei durch die folgenden Inklusionen induziert: 

Yi . . . . . .  i r+  l r  . . . . . .  i . . . . . .  i r + l "  

Es gilt ar6~=ar 1. Wir haben Adjunktionsmorphismen 

6~, ~ --~ id, 6~, n b~.' ~ id. 

Wenn Puritht gilt, so ist der Gysinhomomorphismus wie folgt definiert: 

6~ ,A(-1) [ -2]~6~_ j ,  RcS~'A--~A. 

Es sei F eine Garbe auf Y. Aus den Adjunktionsmorphismen erhalten wir 
Abbildungen 

~j: a,+ 1,a!r+ 1F--* a,,a!,F. 

Wir definieren einen Komplex yon Garben auf Y. 

( a ,  d F, d = ~ ( -  1) j 0~). 

Die Abbildung a 1, a] F--~ F induziert eine Augmentation, 

(2.4.1) a ,  doF -~ F. 

Allgemeiner sei (K, d) ein Komplex yon Garben auf E Wir definieren einen 
Doppelkomplex: 

C p" -" = (a r , a', K p, a,, a'r d p, ~ ( - 1 )~ 0~). 

Den assoziierten einfachen Komplex bezeichnen wir mit sa~ Man hat den 
Adjunktionsmorphismus: 

(2.4.2) sa~ a!,K --~ K. 
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2.5 Lemma. Es sei K ein Komplex injektiver Garben auf Y. Dann ist (2.4.2) ein 
Quasiisomorphismus. 

Beweis. Offenbar geni.igt es zu beweisen, dag fiir eine injektive Garbe F (2.4.1) 
eine Aufl6sung ist. 

Ganz allgemein sei X ein Schema und Y ein abgeschlossenes Unterschema. 
Es seien z: Y - ~ X  und j: U = ( X \ Y ) - - ~ X  die Einbettungen. Dann hat jede 
injektive Garbe auf X die Form j , 1 1 0 z , t  2, wobei I se ine  injektive Garbe auf 
U und 12 eine injektive Garbe auf Y ist. 

Es sei 
Ui ... . . .  ip ~- Yi ...... ir~ ~. (~s Y(r+ l) 

d 
und 

~ci~ ..... ,r: U~ ..... i/--~ Y 

die Einbettung. Dann ist jede injektive Garbe auf Y yon der Form 

@ Ki .. . . . .  iv* l i  . . . . . .  it '  

wobei I~ ...... ~,. eine injektive Garbe auf U i ...... it ist. Wir k6nnen deshalb voraus- 
setzen, dab F=~q ...... ~r,l~ ...... ir" Dann gilt: 

a~ i ...... i F = ~ F  wenn E . ~ E  , 
(u, sonst. 

Dabei bezeichnet a i ...... i.: 17/, ...... i , ~  Y die abgeschlossene Einbettung. Daraus 

erhalten wir a , . , a : ,F=F (7'). Die Behauptung folgt, da der simpliziale Komplex 
des Standardsimplexes azyklisch it. 

Es sei I eine injektive Aufl6sung der konstanten Garbe auf X. Es sei 
j: U = ( X \ Y ) - + X  die offene Einbettung. Man hat eine exakte Sequenz von 
Komplexen 

0-~ l, ~! I'---~ I ' - ' j , j *  I'-~ O. 

Es sei br= to a r. Nach dem Lemma 2.5 finden wir eine Aufl6sung: 

(2.6) ...-~ ar, b~fl'--~...-~ a~, b~ I ' ~  t* I ' -~ ~*j,j* I'--, O. 

Wenn fiir die Divisoren Yi auf X Purit~it gilt, so hat man in der derivierten 
Kategorie 

a~, b~rt'=a~,Rb:~A=a~, A ( - r ) [ -  2r]. 

Die durch (2.6) induzierten Morphismen 

a,+ l , A ( - r - - 1 ) [ - 2 ( r  t l) ] - ~ a ~ , A ( - r ) [ - 2 r ]  

sind nach Definition die alternierende Summe fiber die Gysinhomomorphis- 
men der Einbettungen 

Y, . . . . . .  i ~ + , - - ' Y /  ...... ~ . . . . . .  , ~ . :  

Wir betrachten den folgenden Doppelkomplex: 
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C p'q-  a q.b q l ,  fiir q < = - I  
- ( l * l  p, f'tir q=0.  

Der zu C assoziierte einfache Komplex sC ist quasiisomorph zu t * j . j * I :  Wir 
interessieren uns [fir seine Spektralsequenz der Hyperkoholomogie beztiglich 
der kanonischen Filtration. Nach Puritiit ist C quasiisomorph zu dem folgen- 
den Doppelkomplex (7. 

CO, O Cl,O C2,0 C3,0 C4,0 C5,0 

0 0 C z' - 1/Im 8' C 3' 1 C 4 ,  - 1 C 5, - 1 

0 0 0 0 C 4' 2/Im9' C 5,-2. 

Da cP'q=0 [fir p+2q<O,  erhalten wir 

2.7 Lemma. (s C, zr) ~ (s C, fir) ist ein Quasiisomorphismus gefilterter Komplexe. 

Beweis. Wit miissen zeigen, dab ein Isomorphismus auf den El-Termen der 
entsprechenden Spektralsequenzen induziert wird. 

HP+q(Grr.psC)=HP+q(H P(s()[p])=HzP+q(H-P(sC)) 
=~H-P(sC) ,  wenn 2 p + q = 0  

(0, sonst. 

Andererseits erhalten wir nach Purit~it: 

HP+q(Gr~_pSC)=HP+q(C~ ffir 2p+q4=0. 

Folglich degeneriert die Spektralsequenz und wir erhalten wie behauptet: 

HP+q(Gr~psC)=HP+q(sC)=H-P(sC) fiir 2 p + q = 0 .  

Nach den Oberlegungen hinter 2.6 ist das Differential d~ in der Spektralse- 
quenz der Hyperkohomologie von (s C, fl~) eine alternierende Summe von Gys- 
inhomomorphismen. Wir fassen die Betrachtungen zusammen. 

2.8 Satz. Es sei X ein reguliires Schema und Y ein Divisor mit normalen 
Schnitten, der global die Vereinigung yon reguliiren Divisoren ist. Wir setzen 
voraus, daft Puritgtt gilt. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus 

(2.8.1) l * R P j . A = a p . A ( - p ) ,  p>=l. 

Es sei d' 1 das Differential im El-Term der Spektralsequenz der Hyperkohomologie 
yon O* R j .  A, z). 

d'l: HP(Y, t*Rqj,  A)--~ HP+ 2(Y, l*R q- l j ,  A). 

Wenn q> 1, so erhi~lt man nach 2.8.1 eine Abbildung 

d'x : U p ( Y(q~, A ( - q)) --~ H p + 2 (y(q- ~), A ( - q + 1)) 

die sich folgendermafien berechnet. 
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Die Einbe t tungen  6 /  Y~ ...... iq --~ Y~ ...... ~ ...... iq induzieren Gys inhomomorphismen  
6 j ,  : 

6~," H p (Y~q), A ( - q)) -+ H p + 2 ( y I q  1 ), A ( - q + 1)). 

Es gilt  d' x = ~ ( -  1)J 6j,. 

Wir nennen d'~ den Cech-Gys inhomomorphismus .  Wir haben das Resultat 
nut ftir q>  1 formuliert, da die Differentiale d' 1 ffir q = l  in der Steenbrinck- 
spektralsequenz nicht vorkommen. Um den E : T e r m  von 2.1 explizit hinschrei- 
ben zu k6nnen, mtissen wir noch das Cupprodukt mit O ~ H ~ ( G , A ( 1 ) )  
= H 1 (r/, A(1)) berechnen. 

�9 E . - ~  Y die Einbet tung.  Das fo lgende  Diagramm ist 2.9 Satz. Es sei a i . . . . . .  i . . . . . . . . . . . .  

kommutat iv .  
, , R q j ,  A(q)  _ o , , , R q + l j ,  A ( q + l )  

(2.9.1) 1 J 
@ ai ...... i~  . . . .  @ ai ...... ~.+I,A 

i l < , . . < i q  tl  < . . . < i q +  1 

X i  . . . .  iq ' Yil.. iq+ l : E  ( - - 1 )  r+  l - -~ e i r x i z  ... iN ... iq + 1 " 

Beweis:  Die Aufgabe ist lokal. Wit erinnern uns an die Konstruktion aus 
SGA7, 1 3.3. Es sei )V ein geometrischer Punkt der speziellen Faser Y Es sei 
Xt,) die strikte Henselisierung im Punkt ff und U = X ( * * \ X { , I .  ~. Es seien 
Yq .,., Y~ die Komponenten von Y, die dutch den Punkt ff gehen und t<, . . . ,  t~ 
ihre lokalen Parameter. Dann ist t=t}'[ . . . .  t~.~=0 eine definierende Gleichung 
fiir Y 

Es sei 
X.=X(~[ t :~ ' " ]~  ~ ....... U . = X . \ X , , , ~ .  

SchlieBlich sei U=limmU,. Nach SGA7 liefert die Hochschild-Serre Sequenz 
n 

einen kanonischen Isomorphismus 

H~(Gal (U/U), A) ~ Hq(U, A) = Rqj, A (*> 

Wir fixieren eine Erzeugende yon Z~(1), d.h. ein projektives System von Ein- 
heitswurzeln ({l-). Wit definieren a k e G a l ( O / U ) ,  k = l  .... ,r dutch die Gleichun- 
gen 

ak( t : />)=Y tl/'" ~ t t l / , "~- t , / , "  ftir j=t=k. 

Die crg sind eine Basis der Galoisgruppe 

Gal (g: /U) ~ Z , (1L  

Es bezeichne z die gew~ihlte Erzeugende yon Z,(1). Es sei Oi~ e H 1 (Gal(gT/U),  A(1)) 
die duale Basis zu a a. 

Oik(O' ik  ) : 1 @ ~, O i k ( C i ' i j ) ~ - O  F f i r  k ~j. 
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Offensichtlich hat man ein kommutatives Diagramm 

Ha (r/, A(1)) , H I ( U , A ( 1 ) )  

H~(Gal( t la / t l ) ,A(1))  , H I ( G a l ( U / U ) , A ( 1 ) )  

0 ~ 2 eik Oik" 

Wir bemerken, daB der Isomorphismus (2.8.1) die Kohomologieklasse von Y~ 
auf 0~ abbildet: 

@ a i k ,  A ~ @ H I ( X ( ~ ) \ Y ~ k ,  A(1)) E , H i ( U ,  A ( 1 ) ) = R l j ,  Ax(1 ) 

Da die Kohomologieklasse von Y~ ...... iq nach Definition das Cupprodukt der 
Kohomologieklassen der Y~k ist, erhalten wir: 

@ all.. . , . ,  A ~ ~ ,  R q j ,  A (q)~ ~- H ~ (Gal (0/U), A (q)) -~/~ q H 1 ( U, A (1)) 

@Xil ...iq ~-- ' 2 Xi, ...iq Oil A . . .  A Oiq. 

Die Behauptung ist jetzt offensichtlich. 
Den durch (2.9.1) in der Kohomologie induzierten Morphismus nennen wit 

den gewich te ten  Cechmorphismus.  

(2.9.2) H P ( Y  (q), A ) - ~  H P ( Y  (q+ 1) A). 

Wir formulieren unsere Erkenntnisse tiber die Steenbrinckspektralsequenz 
far l-adische Kohomologie. 

2.10 Satz. Es sei fo: X o - - ~ S o  ein e igent l icher  Morphismus ,  der den Vorausset- 
zungen yon 2.2 geniigt. Dann ex i s t i er t  eine Gal(s/So)-gtquivariante Spektra lse-  
quenz  

E(r ,q+,= @ H q r 2 k ( r ( r + 2 k + l ) , g , ( _ r _ k )  ) ~ Hq(Xo,  Ql)e. 
k>O 

k >= -r 

E [  r.q+r ist ein reiner Galoismodul  vom Gewicht  q + r. Die Spek t ra l sequenz  dege- 
neriert  im Ez-Term.  

E 2 = E ~ .  

Das Dif ferent ial  des E l - T e r m s  ist yon der Form 

d ~ = ~ ( ( - l )  kd' 1 @(-Dr+g0). 
k 

Dabei  ist d I der Cech-Gys inhomomorph i smus  2.8.1 

d] : H q - r -  2k (y ( ,  + 2k + 1), Qt( - r - k)) ~ H q + 2 ~ 2k (y(r  + 2k), Ql( - r + 1 - k)) 

und 0 der gewich te te  Cechmorphismus  (2.9.2) 

O: H q -~ -  Zk(yl~+ 2k+ 1), Qt( -- r - -  k))---~ H q ~- 2k(yl~+ 2k+ 2), Qt( -- r-- k)). 
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Ober die Wirkung der Monodromie ( T - I )  gehen w6rtlich die Aussagen unter 
1.11. 

Beweis. Aus der Weilschen Vermutung folgt, dab E1 r'q+r ein reiner Galoismo- 
dul vom Gewicht q + r  ist. Die Degenerierung erh~ilt man wie iJblich, da ein 
Morphismus zwischen reinen Galoismoduln yon verschiedenem Gewicht 0 ist. 
Alle fibrigen Aussagen von 2.10 sind bereits bewiesen worden. 

Man vermutet im allgemeinen, dab der Morphismus v r unter 1.11 einen 
Isomorphismus auf dem Ende der Spektralsequenz induziert. 

(2.11) ( T -  1)r: Grw'Hq(X, Q~)e ~ Gr~wHq(X, Qt)P. 

Nach 2.10 wissen wir, dab Grw~H q ein reiner Galoismodul vom Gewicht q + r  
ist. Wir sagen daftir, dab die Filtration W rein ist. Es ist wohlbekannt und 
leicht einzusehen, dab es genau eine Filtration W gibt, ftir die (2.11) ein 
Isomorphismus ist. Wir nennen sie die Monodromiefiltration. Man kann die 
obige Vermutung deshalb auch so formulieren: Die Monodromiefiltration ist 
rein. 

Allgemeiner betrachte man ein glattes, eigentliches Schema Z o fiber r/o. 
Nach Grothendieck weig man, dab T auf Hi(Z,,Ql) quasiunipotent operiert. 
Wir w~ihlen ein m, so dab T m-  1 nilpotent ist. Die entsprechende Monodro- 
miefiltration isl unabhfingig v o n d e r  Wahl yon m. Man vermutet wieder, dab sie 
rein ist. De[igne [93 hat das bewiesen, wenn Z o geometrisch definiert ist (2.2a). 
Im allgemeinen folgt aus der Existenz des Neronmodells: 

2.12 Satz. Die Monodromiefiltration auf H I(Zn,QI) ist rein. Sie hat die Form: 
H 1 = W -  ~ ~ W ~ ~ W ~ ~ W 2 = 0, wobei W 1 = Im ( T -  1) und W ~ = Ker ( T -  1). 

Der Beweis von 2.12 ist identisch mit dem von SGA 7, I, Theorem 6,1. 

2.13 Satz. Es sei fo: Xo-~So  ein eigentlicher Morphismus der relativen Dimen- 
sion 2, der den Voraussetzungen yon 2,2 geniigt. Es se i l  eine Primzahl, die prim 
zu allen auftretenden Muhiplizitiiten e~ ist, Dann konvergiert die Steenbrinckspek- 
tralsequenz gegen die Monodromiefiltration, d.h. (2.11) ist ein Isomorphismus. 

Beweis. Explizit sieht der E~-Term der Steenbrinckspektralsequenz im Fall der 
relativen Dimension 2 wie folgt aus. Wit lassen die Koeeffizienten Q~ zur 
Abktirzung weg. 

Ho(y(3))(_2) d~ H2(yt2~)(_l) d~ H,,(y(~)) 

Hl(y(2 ) ) (_ l )  d~ H3(y(1)) 

H~162 a'~H~ - I ) @ H : ( Y  ~)) a~ H2(y~2)) 

Hi(y(1)) d' H1 (y~2)) 
o d o Ho(y(l)) a ,  Ho(y(2)) ~ L .  Ho(y~3)). 

Da die Gewichte beim Beweis keine Rolle spielen, identifizieren wir Q~(1) 
mit Q~. Die AbbiIdung 

1~ r ,  g l r ,  q+r____~12:r,q+ r 
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ist dann bis auf das Vorzeichen die Identit~it. Wir mtissen beweisen, dab v ~ auf 
dem Ez-Term einen Isomorphismus induziert. 

Fiir die Abbildung 

v: E i- 1, 2 = HO(yt21)__. El, o = H O ( y ( 2 ) )  

folgt die Behauptung aus 2.12. Wegen der Poincar6dualit~it erhalten wir das 
gleiche Resultat ftir 

v: E{ 1,4 = H 2 (yt2)) __~ El, 2 = H2 (y(2)). 

Wir betrachten die folgenden nichtausgearteten Paarungen, die den 12ech- 
Gysinhomomorphismus und den gewichteten (~echmorphismus in Dualit~it set- 
zen. 

Hq( Y (1)) x H4-q(  Y(~ )) ~ Or, 

B ( c , , d , ) = ~  1/e, j c ,  vod, 

Hq(y(2))  • H 2 -q (Y(2) )  B , Or, 

U (cij , dij ) = E 1/e i ej ~ Cij t,,) di j 

H~ (3)) x H~ (3)) B , Or, 

B (cijk, di# ) = ~ 1/e i e~ e k [. Cok W dok. 

Dabei ist cieHq(Yi)  usw. 
Wir behandeln jetzt die Abbildung 

v: E i- 1, 3 = Ht  (y(2))_~ Ell, 1 = H1 (y(2)). 

Da d ~ und d 3 duale Abbildungen beziiglich B sind, induziert v genau dann 
einen Isomorphismus auf dem Ez-Term, wenn B nichtausgeartet auf dem Bild 
yon dl: H*(Y(1)) - -+HI(Y ~2~) ist. Die Abbildung d I wird durch die folgende 
Abbildung von Picardmannigfaltigkeiten induziert 

X Pie~ Y~ ~ X Pic~ Y~j 
i i<j 

(xi) ~ (ej 3" x i - e i 5" X j). 

Man weiB nach S GA4  1/2, dab das Cupprodukt auf Hl(Yi j )=Tl(Pic~ 
durch die Hauptpolarisierung auf Pic ~ Y~j induziert wird. Daraus folgt, dab ein 
Vielfaches von B durch ein amples Linienbiindel auf Pic ~ YO induziert wird. 
Folglich ist die Form B nichtausgeartet, wenn wir sie auf den Tatemodul einer 
beliebigen abelschen Untermannigfaltigkeit einschr~inken. Das zeigt die Be- 
hauptung in diesem Fall. 

Schliei31ich betrachten wir 

V2: E12 ,  4.= HO(y(3))--+ E 2 , 0 =  H~ 

Wir mtissen wieder zeigen, dab B auf dem Bild von d o nichtausgeartet ist. Die 
Abbildung d o und die Paarung B auf H~ (3)) sind offenbar tiber Q definiert. 
Es sei d~162 die Abbildung die durch Erweiterung der Skalare von Q nach II; 
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entsteht. Sie kommutiert mit der komplexen Konjugation ~-,~.  Offenbar gilt: 

B(~,~)>0, fiir ~H~ ~=1=0. 

Deshalb ist B auf dem Bild yon d ~  nichtausgeartet. Q.E.D. 

Wit beenden den Paragraphen mit der Rechtfertigung der Behauptung 
2.2c. Gegeben sei ein kommutatives Diagramm. 

D ~-- ~ -,X. 

Wir setzen voraus, dab ~c und ~c o abgeschlossene Einbettungen sind. Aus der 
Adjungiertheit der Funktoren ~c, und ~r bzw. ~Co, und t< o erh~ilt man einen 
kanonischen Morphismus 

(2.14.1) 7, rCo--+ K! t,. 

Man kann zu den derivierten Funktoren iibergehen. 

(2.14.2) R T, R~:'b-+ Rtc! R t,. 

Wenn Do=D XxX0, so sind 2.14.1 und 2.14.2 Isomorphismen. Man erNilt: 

l ( ! - - + K ! l , l  * ( ~ ~ , h . ! o l *  

und damit Basiswechsel-homomorphismen 

(2.15.1) 7" ~c! --+ ~Cot* 

(2.15.2) 7* R~c!--+ R~co t*. 

Es sei T ein Schema und t: T o ~ T  ein abgeschlossenes Unterschema. Fiir 
ein Schema f : X - > T  sei X o = X X T T  o und t x : X o - ~ X  die Einbettung. Der 
Index 0 bezeichnet im folgenden stets Basiswechsel nach T o. Wenn keine 
Mil3versttindnisse zu beffirchten sind, schreiben wir fiir tx auch einfach i. Es sei 
K: D--,X eine abgeschlossene Einbettung. Wit nennen (X, D) ein T-Paar. 

2.16 Definition. Wir nennen (X,D) ein kohomologisch eigentliches Paar relativ 
zu l: To-*T , wenn der Basiswechselhomomorphismus 

(2.16.1) * ' ' IDR~c'A~R~cbt*A 

ein lsomorphismus ist. 

Bemerkung. Die Bedingung ist offenbar lokal for die Etaletopologie auf X. 
Deshalb ist eine ~iquivalente Forderung, dab (2.16.1) ftir jeden lokal konstanten 
A-Modul auf X ein Isomorphismus ist. Offensichtlich ist 2.16.1 ftir jeden A- 
Modul mit Triiger in X o ~ D stets ein Isomorphismus. Zusammenfassend sei K 
ein Komplex yon A-Moduln auf X, so dab HI(K) auf U = X \ ( X o w D  ) lokal 
konstant und unverzweigt l~ngs X o w D  ist und so dab H~(K)=0 ffir i~0.  
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Dann ist der Basiswechselhomomorphismus 

(2.16.2) , . . . . . .  , . i  l D l~  K" l ~  ---~ l~ ls l'~ 

fiJr ein kohomologisch eigentliches Paar ein Isomorphismus. 

2.17 Lemma. 
a) Es sei Z ein T-Schema und (X, D) ein glattes Z-Paar. Dann ist (X, D) ein 

kohomologisch eigentliches T-Paar. 
b) Unter den Voraussetzungen yon a) sei (D,E) ein kohomologisch eigentliches 

T-Paar. Dann ist auch (X, E) ein kohomologisch eigentliches T-Paar. 
c) Es seien (X, Dx), (X, D2) und (X, Dac~D2) kohomologisch eigentliche T- 

Paare. Dann ist auch (X,D 1 ~D2) ein solches. 
d) Es sei (X,D) ein kohomologisch eigentliches T-Paar. Es sei u: Y ~ X  ein 

glatter Morphismus und E= Yx  xD. Dann ist (EE) ein kohomologisch eigentli- 
ches T-Paar. 

Beweis. Man erhNt a) aus der Purit~t fi.ir glatte Z-Paare. In diesem Fall weiB 
man sogar, dab RitdA lokal konstante Garben auf D sind. Daraus folgt b). Die 
Behauptung c) erh~ilt man aus der Mayer-Vietorissequenz. Um d) zu beweisen, 
betrachte man das folgende Diagramm 

u w 

X \ D  J , X ,  "D. 

Nach Basiswechsel mit glatten Morphismen folgt u*Rj, A=R] ,A .  Aus der 
lokalen Kohomologiesequenz erh~ilt man w* R ~c ~A = R ~ A. Die Behauptung ist 
jetzt klar. 

2.18 Lemma. Es sei X ein eigentliches T-Schema und (X,D) kohomologisch 
eigentlich. Es sei V= X \D.  Wir betrachten das kartesische Diagramm. 

V 0 t> V 

,o[ 
r o ' , r .  

Dann ist der Basiswechselhomomorphismus 

t*Rg, A-*Rgo ,A  
ein Isomorphismus. 

Beweis. Es sei j:  V-*X die Einbettung. Wir haben ein Dreieck 

O--,~c, R~! A ~  A - , R j ,  A~O. 
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Man erh~ilt ein kommutatives Diagramm. 

0-~ I* Rf ,  ~c, R~! A ~z* Rf ,  A~z* Rg,  A ~O 

l l l 
O~Rfo,  ~co,R~coA--~ Rfo,  A ~ Rgo ,A  --,0. 

Der linke vertikale Pfeil ist ein Isomorphismus nach Basiswechsel fiir eigent- 
liche Morphismen und 2.16. Da der mittlere Pfeil ebenfalls ein Isomorphismus 
ist, folgt die Behauptung. 

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen kommen wir jetzt zur Hauptsa- 
che. Es sei asF(T, Or) ein Schnitt, dessen Nullstellenmenge in T O liegt. Es seien 
r, s, m, n natiirliche Zahlen und r = (el . . . .  , er), s = (fl  . . . .  ,fs) Vektoren natfirlicher 
Zahlen, so dab e i, f~ >0  und e i u n d  f prim zu den Restklassencharakteristiken 
von T~T o sind. Wir betrachten das folgende T-Schema. 

X . . . . . . .  = T [ x l , . . . , X r ,  y 1 . . . .  , Y s ,  U l , . . .  , U m ,  V 1 . . . . .  V n ] / X e l  I . . . X  re. _ ay{t...y{~. 

Es sei D . . . . . . .  der Divisor Yl...Ys vl...v,=O. 

2.19 Satz. (X . . . . . . . .  D . . . . . . .  ) ist ein kohomologisch eigentliches T-Paar. 

Beweis. Beh(r, s, m, n) bezeichne die Behauptung des Satzes ffir fixiertes r,s, m, n. 
Nach 2.I7d) gilt: BehO, s,O,n)~Beh(r,s,m,n ). Wir zeigen: Beh(r,s, 0,0) 

Beh(r, s, 0, n). Dazu betrachten wir die folgende (3berdeckung von D .... o., 

Y/={vi=0}, Y={yl . . .  y~=O}. 

Nach 2.18 c) genfigt es zu beweisen, dab alle mSglichen Durchschnitte koho- 
mologisch eigentlich sind. Es sei z.B. W = { v l = . . .  = v k = 0  }. Wir betrachten das 
folgende Diagramm. 

X r , s ,  o. o. 

Offenbar ist (X .... o,,, W) ein glattes Paar i~ber X .... o.o. Da nach Beh(r,s,m-k,O) 
das Paar (W, Wn Y) kohomologisch eigentlich ist, folgt nach 2.17 b) dasselbe 
ffir das Paar (X .... o,,, W~ Y). 

Wir zeigen die Behauptung Beh(r, s, 0,0) durch Induktion nach r +  s. Wenn 
r oder s gleich 0 ist, so ist die Behauptung trivial. Wir setzen im folgenden 
X = X  .... 0,o und D = D  .... o,o ffir fixiertes r,s> 1. Vor dem Induktionsschritt ma- 
chen wir noch zwei Reduktionen. 

Als erstes zeigen wit, dab man annehmen darf, dab eine beliebige vorgeg- 
ebene Einheitswurzel, deren Ordnung prim zu den Restklassencharakteristiken 
yon TkT 0 ist, in CT. ro~liegt. Es sei T--*T ein Morphismus und T o = T X r T o  . 
Dann ist (.~,L3)=(X • TT, D x rT) ein Paar vom Typ (r,s, 0,0) relativ zu T und 
To- Es sei jetzt T ~ T  ein endlicher Morphismus, der fiber T k T  o eine etale 
Galoisiiberlagerung mit der Gruppe  F ist. Wit zeigen, dab aus der kohomolo- 
gischen Eigentlichkeit yon (X, D) die yon (X, D) folgt. 
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Zum Beweis betrachte man das folgende Diagramm 

X ~---- D ~ - - D  o. 

Es sei V = X \ X  o und 1 ) = 2 \ 2  o. Dann ist ~: I?~V eine etale Galoisiiberlage- 
rung mit der Gruppe F. Es sei F eine A-Garbe auf V, deren Urbild auf ~" 
konstant ist. Diese Garben bilden eine abelsche Kategorie. Wit zeigen, dab ffir 
irgendeine und folglich fiir jede Fortsetzung F' der Garbe F auf ganz X der 
Basiswechselhomomorphismus 2.16.1 ein Isomorphismus ist. 

Es sei zun~ichst F von der Form f l ,  G ffir eine konstante Garbe G auf V. Es 
sei G' die konstante Garbe auf X die G fortsetzt. Da 2.16.1 ffir G' ein 
lsomorphismus ist, folgt 

I* R ~c!g, G' ~ I* h ,  R Yc!G' ~-ho,  ~* R U  G ' 

~_ho,R~co'i* G, ' ,  , ~ R t c b t  g ,  G. 

Es sei j:  V-- ,X  die Einbettung. Die allgemeine Behauptung erh~ilt man 
durch ein Standardinduktionsargument 5,hnlich SGA 4 1/2, Dualit6 2.5. aus 
der exakten Sequenz 

O~j!F--+j!~,,~,* F-+j! C-+O. 

Als ngchstes beweisen wir, dab man e l= fx  voraussetzen darf. Dazu be- 
trachten wir den endlichen Morphismus'  

P: eli-= T[X1,X2 . . . .  X r , f ? l  ,Y2, . . .  Y s l l  "~' ]/xelflvel J '2  . . . . . .  """ X r  uYl~'el f l  Y 2  I , f 2  "" " Y f  v - - - + x  

der durch 2{~ = x  1 und ~]' =Yl definiert wird. Es sei D = X  x x D. Wir zeigen, 
dab (X, D) kohomologisch eigentlich ist, wenn (X, D) es ist. 

Nach der Voraussetzung fiber a gilt { x , y ~ = O } < X o V O D .  Deshalb ist die 
Einschr~inkung q von p auf 0 = 2 \ ( X  o u/5) etale. 

q: U--, U. 

Nach der ersten Reduktion diirfen wir [Aelf~ C(flU voraussetzen. Dann ist q eine 
Galoisfiberlagerung. Wir k/Snnen daher das Argument aus der ersten Reduk- 
tion anwenden. 

Wir ffihren jetzt den Induktionsschritt durch. Es sei e I =f~--d.  Wir betrach- 
ten die Aufblasung p: J?--,X von X in dem Unterschema C = { x ~ = y ~ = O } .  
Man hat eine affine 121berdeckung 2 = U~ vo U2, wobei 

U 1 = T [ x  2 . . . .  x r , Y l / X I , y  2, 

U2= T [ x 1 / Y l  ,X 2 . . . .  Xr, Y 2, 

/ }= p - l (D)  ist auf U 1 dutch die 
dutch die Gleichung y l . . . y s = O  
(X, D) deshalb ein kohomologisch 

... ys,xl]/xe22 ... xe ,_a(y , /X l )ay f22  ... y{s 

... ys, y , ] / ( x , / y  x) ax~22.., xer - -a  yf22~.., yrs. 

Gleichung x l ( y l / x O y z . . . y ~ = O  und auf U 2 
definiert. Nach Induktionsvoraussetzung ist 
eigentliches Paar. 
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Da die geometrischen Fasern von p zusammenh~ingend sind und da p 
aul3erhalb von C ein Isomorphismus ist, folgt 

R ~  

Wit betrachten ein Dreieck 

SuppRip ,  A c C ~ D  ftir i > l .  

O - ~ A ~ R p ,  A~K--*O. 

Da die Kohomologiegarben von K Tr~iger in X o w D  haben, ist (2.16.1) ffir K 
ein Isomorphismus. Es geni.igt deshalb zu zeigen, dab (2.16.1) ffir R p ,  A ein 
Isomorphismus ist. In der Tat erhalten wir unter Benutzung von Basiswechsel 
fiir p: 

t* Rtc! R p ,  A = I* R p ,  RYc! A = R P 0 ,  t* R;:! A 

= R Po, R ~c"oA = R x"oR Po, A. 
Damit ist 2.19 bewiesen. 

2.20 Satz. Es sei X = T [ x  1 . . . . .  x , ] / x ]~ . . . x~" -a ,  wobei a~F(T, Cr) , so daft 
{a=0} ~ T o. Dann ist der Basiswechselhomomorphismus 

l*Rf ,  A ~ R f o , A  

ein lsomorphismus, wenn die e~ prim zu den Restklassencharakteristiken yon T~ T o 
sind. 

Beweis. Wit betrachten die offene Einbettung 

• . . .  • 

xl . . . . .  x , ~ ( x l  : 1).. .(x,:  1). 

Es seien (u/: vi) homogene Koordinaten auf dem /-ten Exemplar von IP~.. Der 
Abschlul3 Z von X wird durch die folgende multihomogene Gleichung deft- 
niert 

e l  _ _  e l  e~t Uel ~ . . . u  n a v  1 . . . v  n = 0 .  

Das Komplement D = Z \ X  ist der Divisor Vl . . .v ,=0.  Wenn man zu den 
affinen Karten fibergeht, so folgt aus 2.19, dab (Z,D) kohomologisch eigentlich 
ist. Wir erhalten das Resultat aus 2.18. 

2.21 Satz. Es sei f:  X ~ S  ein Morphismus, der den Bedingungen ( i ) - ( i v )  yon 
2.2 genfigt. Wit nehmen an, daft die auftretenden Multiplizit{tten prim zur Rest- 
klassencharakteristik p yon S sind. 

Dann gilt: 

X s = ~ e  , Y~, g g T ( % p ) = l ,  Y,. glatt 

Wrq,(X, A) = {~ ffir q4:2 
( -1) ,  ftir q=2.  

Beweis. Ffir p=0,  1,2 folgt das aus SGA 4 1/2, Cycle 2.1.4. Die Frage ist daher 
lokal. Wir betrachten einen abgeschlossenen Punkt x der speziellen Faser X s. 
Es seien t 1 . . . . .  t, lokale Parameter von X im Punkt x. Wenn ne ine  Uniformi- 
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sierende von S bezeichnet, so gilt: 

t] . . . .  ... t, - r ib ,  wobei b~(9*,x. 

Es sei e~ >0. Da e 1 prim zu p ist, k6nnen wir aus b in einer Etaleumgebung die 
e~-te Wurzel ziehen. Deshalb diirfen wir annehmen, dab 

X = S [x~ . . . .  , X ,] /xe~' . . .  X e ~  ~. 

Mit Hilfe von Basiswechsel mit glatten Morphismen beschr/inkt man sich auf 
den Fall, wo e~>0. Es sei Y = { x l = 0 } ,  V = X \ Y u n d  g: V~S der Strukturmor- 
phismus. 

2.22 Lemma. Es sei n> 2 und e~ >0. Dann gilt 

(R g, A)~= Rgs, A. 

Beweis. Wir betrachten das Diagramm 

�9 en __~Xle l  V = S [ x I  ' X l  1, x2 . . . .  Xn]/xe22... Xn 

S +-- - - -S[xI ,X  7 ] = l ~ m ,  s. 

Nach 2.20 wissen wir: 
Rh, Al~,s=Rh**A. 

Es gentigt daher zu zeigen, dab 

(Ru, Rh, A)~ =Ru~,(Rh, AI~, ). 

Es sei d =gg T(e 2 . . . .  , e,) und S' = S [ #  d, ~,/d]. Wir betrachten die folgende Galo- 
isiiberlagerung, die tiber ~,, . ,  etale ist. 

q: ~,,,s,-+%,s-+gJm.s �9 

Dabei ist der zweite Morphismus die Erhebung in die e2-te Potenz. Durch 
Basiswechsel mit q erh~ilt man: 

V' ~ V 

1 
%,s, q ' % s  

, e2 . , S , [ x l , x 7 1 ]  V , = S , [ x 1  X l l , X 2 , . . . , X n ] / X  2 .. xe,__7~ h' 

v;, = % , , ,  • ( % , , , ) " -  2 • z / a z  "rl =h;~, % .  ,. 

Folglich ist * h i , q,(R . A ) , = R  h,,A eine konstante Garbe auf IH,, , .  Es gentigt 
daher zu beweisen, dab f'tir jede Garbe F auf 113,,,s, far die q*F auf ~,,.,, 
konstant ist 

(Ru.F)s =Rus.F~. 

Das folgt wie im ersten Reduktionsschritt des Beweises von 2.19. 
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Wir k6nnen jetzt den Beweis des Satzes 2.21 beenden. Es ist nfitzlich das 
folgende Diagramm zu betrachten: 

c ~  S. 

Dabei ist x der Schnitt, der dem Punkt x 2 . . . . .  x , = 0  yon Y entspricht. Wir 
haben ein Dreieck 

O~c,R~c! A ~ A ~ R %  A~O. 

Durch Induktion fiber n dfirfen wir annehmen, dab ~:,R ~c'A ffir i4=2 in x 
konzentriert ist. Wenn wir R f ,  anwenden und auf die spezielle Faser ein- 
schr~inken, so erhalten wir 

O~ x* t~, R ~! A ~ ( R f ,  A)~-*(R g, A)s ~0. 

Da X s auf einen Punkt kontrahierbar ist und V~ auf ~,,,~, folgt nach dem 
Lemma 2.22 und SGA 7 Ii, exp. XV, 2.1. 

i R i (R f ,  A)s= f ~ , A = 0  fiir i > l  

(Rig, A)s=Rigs,A=O far i>2.  

Wit erhalten x*~c,R~c~A=O ftir i>3.  Q.E.D. 

2.23 Satz. Unter den Voraussetzungen yon 2.21 stimmen die Garben der ver- 
schwindenden Zyklen mit den Garben der zahmen verschwindenden Zyklen 
(SGA 7, I) fiberein. Anders ausgedriickt operiert die wilde Verzweigungsgruppe 
Pw c Gal(f//t/) trivial auf R i ~P A. 

Beweis. Offenbar kann man sich wieder auf den Fall beschr~inken, wo 

en  X = S [ x  1 ..... x,]/X~l'...x, -re, ggT(ei,P)=l. 
Dann gilt: 

2.24 Lemma. 
IHi(xs, R 7J A)~.Hi(Xo, A). 

Beweis. Es sei S der ganze Abschlul3 von S in f /und J~=X  xsS. Es sei f:  X--*S 
der Strukturmorphismus. Nach SGA 7, I genfigt es zu zeigen: 

(Rf, A)s=Rf~,A. 

Das folgt durch Obergang zum Limes aus 2.20. 
Wir fahren mit dem Beweis von 2.23 fort. Es sei 

Wir betrachten das Dreieck 
ie~A=(R~PA) ~. 

O~R ~ A ~ R  T~ A ~ K  ~O. 
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Nach Induktion k6nnen wit annehmen, dab die Kohomologie  von K im 
Punkt x eX~, x l . . . .  = x, = 0 konzentriert sind. Dann gilt 

1Hi(X~, K) = )r K)x. 

Es sei d=ggT(e 1, .,e,). Man sieht leicht _ ~ ,  1 .. Xn-- m., • - Da ~1[n TM] eine 
zahmverzweigte Erweiterung yon t/ ist, operiert P., trivial auf Hi(X,,A). Nach 
2.24 folgt 

IHi(X,, R ~ A) = H~(X,,, A) PW = Hi(So, A) = IH~(X~, R q' A) 

und damit ~i(K)~ = IHi(X~, K) =0. Q.E.D. 

2.25 Korollar. Wenn unter den Voraussetzungen yon 2.23 alle Muhiplizitfiten e i 
gleich 1 sind, so operiert I trivial auf R i 7JA. 

Beweis. Das folgt aus SGA 7, I, Theorem 3.3. 

w 3. Bereehnung der verschwindenden Zyklen 
fiir Produkte gewiihnlicher Doppelpunkte 

Wir verwenden die Bezeichnungen von 1.10. Es sei n ein uniformisierender 
Parameter, 

3.1 Definition. Es sei f: X ~ S  ein Morphismus yon endlichem Typ. Wir sagen, 
daft f lokal ein Produkt yon gew6hnlichen Doppelpunkten ist, wenn X,  glatt ist 
und wenn fiir jeden Punkt x e X  s ein Isomorphismus yon Cs-algebren existiert 

(gx x=A/(a~~ 1)-n,  a(~ 

wobei A eine regulfire lokale Cs-algebra ist und al ~ al x), n Teil eines reguliiren 
Parametersystems yon A. 

Wir wollen im weiteren voraussetzen, dab S exzellent ist. Dann  findet man 
nach dem Approximationssatz von Artin t'fir jeden Punkt xEXs eine Etaleum- 
gebung U und einen Etalemorphismus 

(3.1.1) #: U ~ X  1Xs.. .  x s X , ,  

wobei Xi=S[XI~176 ftir i = l , . . . , r  und Xi=S[Xi]  ftir 
i = r + l ,  ..., n. 

Es sei Xi,~=Y~=Y~~ 111 die Zerlegung der speziellen Faser in irreduzible 
Komponenten  ffir i=  1 , . . . , r  und Y~= y0 die spezielle Faser for i = r §  1 . . . .  , n. 
Wir setzen Yil=q5 ftir i = r + l  . . . .  ,n. 

Wit betrachten im folgenden Morphismen, die der folgenden Bedingung 
gentigen. 

3.2(PgD) f :  X--*S ist lokal ein Produkt yon gew6hnlichen Doppelpunkten. Die 
spezielIe Faser Y= X~ besitzt eine Oberdeckung durch abgeschlossene Untersche- 
mata 

Y = U  yi ...... i,, i~=0, 1. 



Zelafunktion yon Shimuravarietfiten 51 

Der Morphismus  I~ kann fi ir  j eden  Punk t  x 6  Y so gewiihlt werden, daft 

yi ...... i.=/~- l(y~, x ... x Y~-). 

Wir beginnen mit der Berechnung der verschwindenden Zyklen in dem 
Fall, wo 

(3.3) x = s [ x ~ ~  '> . . . .  ,x~o>,x~'~, x ,+  ~ . . . . .  x ~ / x ~ ~  ) . . . .  =x:~  

X = X  1 x s. . .  x s X ,  genfigt offenbar der Bedingung (PgD). 
Es sei S der algebraische Abschlul3 von S in fT- Man bezeichne durch einen 

Querstrich alle dutch Basiswechsel nach S entstehenden Objekte. Wir betrach- 
ten das folgende kommutative Diagramm 

x. . .  x X o = U = x , 1:1 go Ul xo . . .  0,, ?~ X ,~- 

Fiir K eD + ( ~ ,  A) ist der Basiswechselhomomorphismus definiert 

p~ R~,/<--, R j-, ~': K. 

Daraus erh~ilt man den Morphismus 

q * R ~ A ~ R T J A ,  

wobei R ~  den Funktor der verschwindenden Zykeln ftir X i und R~P den 
entsprechenden Funktor ftir X bezeichnet. Nach SGA 4, XVII, 5.4.1.4 hat man 
den Ktinnethmorphismus 

(3.3.1) @m q, R ~--->R ~v 

Es sei x ~  Yi, i=  1, ..., r der Doppelpunkt und a~: x i ~  Y/die Einbettung. Dann 
gilt 

R(~ R ~ A - -  a* R j i ,  A. 

Da wir wissen, dab G trivial auf den Garben R ~ A  operiert, folgt 

O ~ H I ( G , R ~  R l j ,  A(1) -~R1 ~A(1)~O 

0 - - ,  A , A,zo| ---,R ~ ~A(1)~0  

0 , cls g i~174 Yi 1. 

Das Bild yon 0 hatten wir bereits im Beweis von 2.9 berechnet. Wir finden 
einen bis auf das Vorzeichen kanonischen Isomorphismus 

(3.4) ai,  A ~ , R 1 ~/A(1). 



52 M. Rapopor t  und Th. Zink 

Dabei haben wir die Wahl, ob wir 1 auf das Bild der kanonischen Klasse von 
y0 oder auf das Bild der kanonischen Klasse von y1 abbilden. 

3.5 Satz. Der Kfinnethmorphismus 3.3.1 induziert einen Isomorphismus 

(3.5.1) @ ( q * a i , , A ( - 1 ) | 1 7 4  A( -1 ) )~RSTJA.  
i, <...<is<=r 

Wir zeigen zun~ichst 

3.6 Lemma. Die Restriktionen 

oi(x.,  A).--+Oi(Xs, A), Hi(X, A).-+Oi(Xs, A) 

sind Isomorphismen. 

Beweis. Wir betrachten den allgemeinen Fall, wo ~ in der Definition yon X 
nicht notwendig ein Primelement ist. Die erste Aussage folgt dann aus der 
zweiten dutch Obergang zum Limes. 

Man betrachte die Einbettung 

Xc--+lP 2 x . . .  x I P  2 x I P  1 x . . .  x ] p l  

(X]~ X(11): 1)x ... x (X~~ Xr  1) X ( X r +  1 : 1) x ... x (X, :  1). 

Es sei Z der Abschlug yon X und D = Z - X .  Eine affine Umgebung eines 
Punktes yon D auf Z sieht wie folgt aus 

S [ W  1 . . . . .  Wk, Uk+ 1 Vk+ 1 . . . .  , On, V n ] / ( U i V i - ~  ), 

Dabei wird D durch eine Gleichung der Form W1 = . . .  = Wj=0 definiert. Aus 
2.17 folgt, dab (Z,D) kohomologisch eigentlich ist. Wir erhalten die Behaup- 
tung aus 2.18. 

Beweis yon 3.5. Zur Vereinfachung der Bezeichnungen bemerken wir, dab man 
nach Basiswechsel mit glatten Morphismen r=n  annehmen daft. Wir wissen 
nach 3.6, dab ftir X die Spektralsequenz der verschwindenden Zyklen gegen die 
Kohomologie yon Xo konvergiert. 

Ha(y, R ~ 7 t A ) ~ H  :+ :(X,, a). 

Wir zeigen, daft Ha(y, RSTSA)=O ffir a>O. Nach Induktion diirfen wir annneh- 
men, dab der Kfinnethmorphismus auBerhalb yon x = x ~ x x 2 x . . . x x  . ein 
Isomorphismus ist. 

F s= @ ( q * a i , , A ( - 1 ) | 1 7 4  
i l < . . , < i s  

Foglich hat R"~UA Tr~iger in x und es gilt 

H"(Y,R" ~ A ) = 0  t'fir a>0 .  

Es sei jetzt s<n. Wir bemerken, dab die direkten Summanden yon F ~ 
konstante Garben tiber ihren Triigern Yj, x ... • Y/, s sind. Well diese Triiger 
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auf einen Punkt kontrahierbar sind, folgt 

H"(y, Fs)=o und H~ FS)=O. 

Aus der letzten Tatsache folgt, dab der Kiinnethmorphismus injektiv ist. 

O~ F~ ~ RS TJ A--. K ~O. 

Da K Trfiger in x hat, verschwinden die fraglichen Kohomologiegruppen auch 
in diesem Fall. Die Spektralsequenz der verschwindenden Zyklen degeneriert 
also: 

H~ R s ~P A) ~_ H'(X., A). 

Aus dem Decompositionssatz (Artin [1] Chapt. III 2.5) folgt 

H~ RS~p A)=(RSTJ A)x. 

Wir finden ein kommutatives Diagramm 

(~ HI(X,,,.)|174 , H~(Xo, A) 

(~ (q*R x~ A)~| | -*R '  �9 (ni, ~A)x - -  , (R 7SA)x. 
i l<. . .<is  

Es bleibt zu beweisen, dab der obere horizontale Pfeil ein Isomorphismus 
ist. Das folgt aus dem Basiswechselsatz mit glatten Morphismen, genauso wie 
die Kiinnethsche Formel fiir Kohomologie mit kompakten Tr~igern. (Vgl. 
SGA 4, XVII, 5.4.3.5 bzw. SGA 4 1/2, Th. Finitude 1.11.). 

3.7 Korollar. Es sei f: X--*S lokal ein Produkt yon gew6hnlichen Doppelpunk- 
ten. Dann definiert das Cupprodukt einen Isomorphismus 

AS R 1 tp A--+ R~ ~P A. 

Wir berechnen R 1 ~/JA far einen Morphismus mit der Eigenschaft (PgD). Dazu 
betrachten wir zuniichst noch einmal den Fall, wo X v o n d e r  Form 3.3 ist. 
Man hat den Ktinnethmorphismus 

(3.8) + q*Rl j i .A (1 )~Rl j ,  A(1). 
i = 1  

Es sei c~, i=  1, ...,r, k=0,  1 das Bild der kanonischen Klasse yon y k bei dem 
Morphismus 

H~ RIj~.A(1))~H~ A(1)). 

Entsprechend bezeichne q, i=  r + 1, ..., n das Bild der kanonischen Klasse von 

3.9 Lemma. Der Kern yon 3.8 wird in jedem Punkt durch die folgenden Relatio- 
hen ereeugt 

c O _ ~ c l  ~ c O  Avc12~ 0 1 . . .  ~ C  r "4-C r ~ C r +  l - - . . .  - - C  n. 
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Man hat eine exakte Sequenz 

O~A"- 1 ~@ q, R 'j,, A ( 1 ) ~ R ' j ,  A(1)~0. 

Beweis. Aus dem Fall eines einfachen Doppelpunktes wissen wit, dab jeder 
Term der oberen Gleichungskette gleich dem Bild von OeHI(rI, A(1)) in 
Rlj, A(1) ist. Wit betrachten das Diagramm 

@q* Rlji, A(1) , Rlj, A(1) 

@q* R '  ~A(1) ~ R '  ~va(1). 

Die Behauptung folgt, da tier Kern von 

Rlj, A(1)-~R a ~A(1) 
von 0 erzeugt wird. 

Es sei Z der singul~ire Oft yon X. Das sind die Punkte von Y, die auf mehr 
als zwei irreduziblen Komponenten liegen. Es sei 

y(k)= U ( Yi'''~ Yi'"l"i")=qk l(Xk)" 
i l . . . ~ k . . . i n  

Die folgende Abbildung verdeutlicht die Bezeichnungen f'fir r = n = 2 

y(~) y(2) 

y ~ y O l  

y(2) y(1) 

In einem Punkt xCZ sind die Fundamentalklassen definiert 

cls Yi~'"i"(x)E(Rlj, A(1))~. 

Zur Vereinfachung der Bezeichnungen wollen wir r = n voraussetzen. Aus dem 
Fall eines einfachen Doppelpunktes wissen wit 

~(x)= ~ cls ri'"i~ xCZ. 
ik = 1 

Der Querstrich bezeichnet das Bild yon ~k in R l j ,  A(1). 
Nach Definition yon Z enth~,lt die Summe h6chstens zwei yon 0 verschie- 

dene Terme. 
Es sei z6Y ~ '̀''u. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Schnitt 7 yon 

Rlj, A(1) in einer Umgebung yon z, so dab 

7(x)=cls Yi'"i"(x), ftir xeYil"i"--Z. 
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In der Tat, es sei z.B. Y~'~"= yO...o. Dann gilt 

-0 - 1  -I 
~ = C  l - - C 2 . . . - - C  n . 

Durch Lokalisierung sieht man, dab die Definition yon ~, fiJr beliebige 
Morphismen f: X ~ S ,  die der Bedingung (PgD) geniigen, sinnvoll ist. 

3.10 Definition. 
cls Y i ' i ' ( z ) ~ 7 ( z ) e R l j ,  A(1) , z e  yi,...i. 

nennen wir die Fundamentalktasse yon Y~ '~ ,  im Punkte z. 

Wit betrachten die Einbettung v~: Y(~)\Z--,Y. Es sei 

,~ = Im(R ~ 9VA--,Vk.V~R ~ q'A). 

Wenn X yon der Form 3.3 ist, so gilt , ~ = q ~ R  ~ %A.  

3.11 Satz. Es sei f :  X ~ S  ein Morphismus, der der Bedingung (PgD) geniigt. 
Dann ist ~,~ isomorph zur konstanten Garbe A(-1)Iy(~ ). Die kanonische Abbil- 

dung R 1 T A -~@ ~ 

ist ein Isomorphismus. Es sei xE Y~'"" ,  Wir bezeichnen mit 2~'~"(x) das Bild yon 
cls yi,...i,(x) bei der kanonischen Abbitdung 

R l j ,  A ( 1 ) - , R  ~ T A ( 1 ) ~  ~(1). 

Dann  ist ~ i l i n  " " ,~, (x) ein Erzeugendes yon ,~,x(1). Wenn x e  Y ....... ~ Y J ' J "  so gilt 

l b . . i n  2 k (X)=2~I""J"(x) for ik=Jk 
~ i l . . . i n  

/~k (X) = -- 2{ ~'' '"(X) for i k @=,Jk" 

Beweis. Nach 3,5 wissen wir bereits, dab ~(1)  lokal konstant ist und dab 

ein Isomorphismus ist. Wenn wit die letzte Aussage bewiesen h~itten, folgte, 
dab ,~(1) konstant ist. Da das Problem lokal ist, dtirfen wir voraussetzen, dab 
X vonder  Form 3.3 ist. 

Es sei i~,e{0, 1}, so dab ik+i'k = 1. Dann ist 2~ ' i "  das Bild von 

- - i k  c k -- ~ ~i~eRlj ,  A(1) 
l ~ - k  

bei der Projektion auf ~(1). Die Behauplung folgt, da c I' bei der Projektion auf 
Null abgebildet wird, genauso wie 
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w 4. Beschreibung der Shimuravariet/iten 

In diesem Paragraphen beschreiben wir die beiden Klassen yon Shimuravarie- 
tgten der Dimension 2 mit schlechter Reduktion, deren Kohomologie wir be- 
rechnen wollen. Es sei p eine Primzahl. Wir verwenden folgende Bezeichnun- 
gen: 

~.=limm7l/m7/, ~P= lira 7l/m 
m (rn, p )  = 1 

A = der Ad61ering yon Q 

A~=~ |  Ay=~. p | 

5e~=Re/~(Gm) Weilrestriktion der multiplikativen Gruppe. 

~(~) = Lokalisierung von 2g im Primideal p2g. 

Klasse A (Bzgl. der Einzelheiten und Beweise mfissen wir auf die Niederschrift 
yon [30] vertr6sten.) 

Es sei K eine imagin~ir-quadratische Erweiterung yon Q, in der p in das 
Produkt von zwei verschiedenen Primidealen Pl und fi2 zerP, illt. Es sei D eine 
zentrale Divisionsalgebra vom Grad 3 2 tiber K, so dab D |  xD~ , ,  
wobei D~, zentrale Divisionsalgebren fiber Ke, mit den Invarianten i mod3  
sind. Es sei * eine positive Involution auf D; sie ist notwendigerweise 2. Art, 
d.h. induziert den nichttrivialen Automorphismus k - . k  von K. Es sei V e i n  
freier D~ vom Rang 1 und 0 eine nichtausgeartete alternierende 
Bilinearform mit Werten in Q auf V, so dab O(d .x ,  y ) = O ( x , d * y ) .  Wir fassen 
die entsprechende Gruppe unit~irer )~hnlichkeiten als algebraische Gruppe fiber 
Q auf: 

G(Q) = {g ~ G L o ( V ) l t ~ ( g . x  , gy) =/t(g) �9 O(x, y),/~(g) ~ Q}. 

Die Wahl eines erzeugenden Elements des D~ V identifiziert GLD(V ) 
mit D • von rechts auf D operierend und wir k6nnen ~ in der Form 

~ 9 ( x , y ) = T r K / Q T r ~  x, y e D  

ftir ein J 6 D  • mit J * = - J  schreiben. Falls wir die nicht notwendig positive 
Involution 2. Art d~=J  -1 .  d*J auf D einfiihren, wird 

G(Q) = {d E D • Id . d ~ =/~(d) e Q • }. 

Wit f ix ieren eine Einbettung a: K--~ ~.  Wir finden einen Isomorphismus yon 
D | mit M3(tE), so dab * zur Standardinvolution X-*t)~ wird, und eine 
solche Erzeugende yon V | dab die antihermitische Matrix J gleich 

(,0,. 0 )  
J = - i .  1(3 _r) 

wird. Die Zahl r h~ingt lediglich von a ab. Wit  setzen voraus, daft r=  1 ist. 
Somit ist G | die Gruppe der unit~iren )~hnlichkeiten GU(2, 1) und wir 
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definieren 
ho: ~ Ga 

1 ~ 1 a+b.~- l~ - -~  a - b . ] / - 1  . 

0 a - b  . ] f ~ l  

Die Konjugationsklasse von h o hiingt nur yon a, nicht von der gew~ihlten 
Normalisierung von (D, *, V) | ab. Nach Deligne [7] geh6rt zu dem Paar 
(G, ho) eine Shimuravariet~it M G. Genauer sei Coo cG(IR) der Zentralisator von 
h 0 und CcG(AI)  eine offene kompakte Untergruppe. Der Quotient Mc,,c 
=G(Q)\G(A)/C~. C besitzt die Struktur einer projektiven algebraischen Varie- 
tS, t fiber ~ und die Gruppe G(Aj.)wirkt von rechts auf dem projektiven System 
M G=limm M~,c. Wegen der von uns gemachten Voraussetzungen iiber D ist die 

c 
Gruppe G(Qp) kompakt modulo dem Zentrum. Wir betrachten nut offene 
kompakte Untergruppen CcG(Af )  yon der Form C = C  r. Cp, wobei 
Cec G(Qe) die maximale kompakte Untergruppe ist und C p c G(Af). 

Es sei O K der Ring der ganzen Zahlen in K und OK~p =O ~ | r Wir 
suchen ein Modell von Mo, c fiber Spec(OK~p). Es sei O o eine Ordnung in D, 
die O/~ umfaBt, und die in /~ und /~2 maximal ist. Es sei, in leichter Ab/inde- 
rung der vorhergehenden Bezeichnungen, V =O o aufgefaBt als Ooo~o-Linksmo- 
dul. Wit fordern, dab die Bilinearform ~ auf 0 o ganze Werte nimmt und dab 
O | eine perfekte Bilinearform auf V | mit Werten in 2g rist. Die Unter- 
gruppe CPc G(A~) m6ge V | in sich tiberftihren. 

Wir betrachten folgendes Modulproblem dr/c tiber (Sch/Spec(Or~,)). Ein 
Punkt des Funktors///c tiber einem OK(,-Schema T besteht aus: 

a) einem abelschen Schema A tiber T bis auf zu p prime Isogenie und einer 
Einbettung 

l: 0oo~--~ End(A), 
so dab 

Tr**(t(d)lLie(A))=Tr~176 ftir deO o ... .  

b) einer homogenen Polarisierung ~,, die auf ~(D~176 die Involu- 
tion * induziert und die p-prinzipal ist (d.h. XeNS(A)|215 ist die Klasse 
einer zu p primen Isogenie A-~ A*). 

c) einer Nquivalenzklasse von Ooo~-Modulisomorphismen 

q: I?P(A) ~- V | mod C p, 

die die Bilinearform O | der rechten Seite und die von (einem Repr~isentan- 
ten yon) X auf der linken Seite definierte Bilinearform bis auf einen Faktor 
erh~ilt. Hier bezeichnet [2r(A) das eingeschfiinkte Produkt tiber die Tate-mo- 
duln 17~(A)=(H T~(A))| (Eigentlich nimmt die letztere Bilinearform kano- 

nisch Werte in Af(l) und nicht in Af, dennoch ist die Bedingung sinnvoll). 
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4.1 Satz. Der Funktor "///[c ist durch ein Schema J/gc darstellbar, das projektiv 
und flach fiber OK(p) ist. Es ist Jgc | und die Aktion yon G(Ay) 
auf lim M~, c erweitert sich auf ~ ~ c .  

Cp Cp 

Offenbar h~ingt ~ c  nicht yon der Wahl yon O Dab. Es sei K~, die unver- 
zweigte kubische Erweiterung yon K~. Der folgende Satz beschreibt das Sche- 
ma ~c | OK~2. 

4.2 Satz. (i) Eine nichtleere Untermenge S c7//3 m6ge zul~issig heiBen. (Die 
zul~issigen Mengen klassifizieren die Darstellungen yon OD| OK~ 
auf Lie(A)| OK,p~/P.OK,~ . ) Einer zul~ssigen Menge S entspricht ein glattes 
abgeschlossenes ~ Unterschema Jgc, sC J/l c |  OK, der Dimension 
3-card S. 

Das Schema Mc| regulfir und die Unterschemata d/{c,{i ~ (i~7Z/3) 
bilden einen Divisor mit normalen Kreuzungen und 

~'c,sC,~c,s ,  "~ S' = S 

~c ,  s n ~ c , s , = ~ c , s ~ s  , 

|  . O = U  c,s. 

Das Frobeniuselement aus Gal(IFp3AFp) ffihrt J/tc, s in Jgc,s+l fiber. 
Schematische Darstellung : 

~'12} | ~/{0} 

(ii) Es gibt Morphismen ~: Jgc,{~} ~,,#c,{~,i+ 1}, deren allgemeine Faser glatt ist 
und deren reduzierte geometrische Fasern singularitgttenfreie rationale Kurven 
sind. Die Einschriinkung yon ~ auf Jgc, ii, i+~} ist ein Isomorphismus und die 
Einschriinkung yon ~z auf J/gc,~-~,~ ist rein inseparabel yore Grad p. 

(iii) In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente yon J/gc|162 
p. OK, liegt genau eine Zusammenhangskomponente yon ~r und genau eine 
Zusammenhangskomponente yon ~r r i+ ~} (i ~ 77/3). 

(iv) Die Menge der geometrischen Zusammenhangskomponenten ist 

~o(Jgc | KejP " O K~)= K • \ K • (Af)/~c( C), 

wobei to: G--, RK/e(II3,, ) gleich t ~-~. det ist. Der Operation des Frobeniuselements 
auf der linken Seite entspricht auf der rechten Seite die Multiplikation mit der 
endlichen Idele, die auflerhalb ~2 gleich 1 und in fi2 eine Uniformisierende ist. 
Die Steinfaktorisierung des Morphismus ~r | ~ --~ Spec (O K/~) ist dtale. Insbe- 
sondere sind alle geometrischen Zusammenhangskomponenten yon o/r174 ~ fiber 
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derselben unverzweigten Erweiterung, K", yon K ~2 definiert und jede geometri- 
sche Zusammenhangskomponente yon M c | 2/p. OK~2 ist die Reduktion modu- 
lo p eines wohlbestimmten Unterschemas" o///[o ~ J//c | fiber Spec(OK,,), dessen 
allgemeine Faser eine geometrische Zusammenhangskomponente yon JCZc | 
ist. 

(v) Es sei G die innere Verschr~inkung von G, die in der archimedischen 
Stelle kompakt modulo dem Zentrum ist und in allen tibrigen Stellen gleich G 
ist. Wir fixieren einen Isomorphismus ~0:G ( A I ) ~ G ( A f )  und definieren 
C p =(p-~(CP), C p=(p l(Cp) und C = C P . C  p. Es gibt eine Bijektion 

: g c , ~ / 3  OF~) ~ ' C~ _ ( Q ) \ G _  ( A I ) / C _  ; 

Jfir variables C p ist das eine Bijektion yon projektiven Systemen, die die Aktion 
yon G (A~)=G(A~) auf beiden Seiten respektiert. Der Aktion des Frobeniusele- 
ments auf der linken Seite entspricht auf der rechten Seite die Multiplikationswir- 
kung eines beliebigen Elements ~ aus G (Qp), das unter 

• ~c: G (Qp)~ Kp = K  • • K • 

in ein Element abgebildet wird, dessen Bewertung (ord~l , order) gleich (0, 1) ist. 

Die Abbildung dr p)_~ ~o(J//c | K~J p" O KS,2) 

X ~ Zusammenhangskomponente, die x enthgtlt 

ist folgendermafien gegeben 

~c" G (Q)\,G _Ay)/C_ -* K • \ K  • (AI)/~c(C). 

In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente yon os | K ~SP " O K ~2 liegt 
mindestens ein Punkt yon ,//gc, z/3 

Das Schema Jdc |162 besitzt eine p-adische Uniformisierung im fol- 
genden Sinn. Es sei ~3 der p-adische obere Halbraum fiber 7Zp [ t l ] .  Das ist 
ein formales Schema fiber 7Zp, dessen ,,allgemeine Faser" man als eine projekti- 
ve Ebene interpretieren kann, aus der alle fiber Qp rationalen Geraden entfernt 
sind. Es sei G diejenige Verschr~inkung yon G fiber Q, die in der archimedi- 
schen Stelle yon Q kompakt modulo dem Zentrum ist, die in p zerfallend 
(modulo dem Zentrum) ist, und die in allen fibrigen Stellen isomorph zu Gist.  
Wir fixieren Isomorphismen G (A~)-~G(A~) und G_,a(Qr)~-PGL(3, Qp). Dann 
erh~ilt man einen Isomorphismus von formalen Schemata fiber OK/,l" 

( ~  |  • G (A~)/C ~. 

Hierbei operiert G (Q) auf ~3 fiber die Projektion G ( Q ) ~ P G L ( 3 ,  Qp). Ffir 
unsere Rechnungen geniigen die Informationen, die im folgenden Satz enthal- 
ten sind. 

4.3 Satz. (i) genauso wie in 4.4. (i) (falls dort der Index /~2 fiberall durch den 
Index/~1 ersetzt wird). 

(ii) genauso wie in 4.4. (iv). 

Es sei G die eben beschriebene innere Verschr~inkung yon G. Wir fixieren 
Isomorphismen ~o:G_(Af)--~-,G(A~) und G,a(Qp)~-PGL(3,  Qp). Es sei C p_ 
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=(p-1 (CV). Es sei X das Bruhat-Titsgeb~iude von SL(3, Qp) und A = {Po, P~, P2} 
eine Kammer in ~ .  Es sei, ffir zul~issiges S, cSp die maximale kompakte 
Untergruppe des Stabilisators des Simplex {Pi}i~s in G(Qv) .  Es sei cb e G (Qv) 
ein Element, das A stabilisiert und p~ in P~+I fiberffihrt, und das unter 
x: G_ (Qp)-~ Kp• =K• x K • in ein Element abgebildet wird, dessen Bewertung 
(ordel, ord~2 ) gleich (1, O) ist. 

(iii) Jgc,~i~ ist die disjunkte Vereinigung yon AuJblasungen der projektiven 
Ebene in allen fiber IFp rationalen Punkten. Die Menge der irreduziblen Kompo- 
nenten yon JCdc,~i ~ ist bijektiv zu G (Q)\G (AI) /CP-  C_ v. Ffir variables C ist 
das eine Bijektion yon projektiven Systemen, die die Aktion yon G (A~)= G(A~) 
respektiert. Der Aktion des Frobeniuselements aus Gal01~v/IFv3) auf ~o(J//{c,~i~) 
entspricht rechts die Multiplikationswirkung yon ~3. Die Abbildung 
7Co( JCdc.(il)--~ ~o(,//gc |  ist gegeben durch 

~: G _ (Q)LG _ (AI)/Cr �9 C~_p - ,  K • \ K  • (AI)/~c(C). 

(iv) JCZc,~,i+~ ist die disjunkte Vereinigung yon projektiven Geraden. Dabei 
ist no(Jdc, li,i+ l l )=G (Q)\G (Af ) /C p . Ci2 i+1 (kompatibel mit C, und die G(A~)- 
Aktion auf beiden Seiten respektierend), wobei der Aktion des Frobeniuselements 
aus Gal015JIFp) links die Multiplikationswirkung yon ~b 3 rechts entspricht. Die 
Inklusion JCdc,~i,i+ i~ --~ .//gc, ~i~ stellt ./C/c, I~,i+ i~ aIs Vereinigung der exzeptionellen 
Divisoren dar; die Inklusion ,///[c,{i - 1, i~ ~-~ ~'c, {~} stellt Jdc, ~i- ~, i~ als Vereinigung 
der strengen Transformierten der fiber IF v rationalen Geraden dar. Die Abbildun- 
gen ~o(~/Ic, li,;~)~ ~Zo(~/[c,~i~) (i:t=j) sind durch die Quotientenabbildungen gegeben: 

G _ (Q) \G_ (Af)/C~ �9 C':~--~ G _ (Q)\G _ (Ay) /CV.  C~v. 

(v) Es gibt eine Bijektion Jgc,~/3(~p)=G (Q)\G (Ay)/CP.C~/3~ (kom- 
patibel mit C und die Aktion yon G(A}) respektierend), so daft der Aktion 
des Frobeniuselements aus Gal OFv/IFv) auf der linken Seite die Multiplikations- 
wirkung yon q) auf der rechten Seite entspricht. Die Abbildungen 
~r no(~/{c,~/3,~i}) sind dutch die Quotientenabbildungen gegeben: 

c ~:~ G_ (Q)\G_ ( A : ) / C L .  C ~/3" ~ G - ( Q ) \ G - ( A :  )/C~- " - - v - *  - �9 

Klasse B. (Bzgl. der Einzelheiten und der Beweise verweisen wir auf [39].) 
Es sei F eine total reelle quadratische Erweiterung yon Q, in der p prim 

bleibt. Es sei D eine Quaternionenalgebra fiber F, die in den archimedischen 
Stellen unverzweigt ist und die in p verzweigt ist. Wir fassen die multiplikative 
Gruppe von D als algebraische Gruppe fiber Q auf und definieren 

h o: Sea-* D~ ~- GL(2, IR) x GC(2, IR) 

Die Konjugationsklasse von h o ist unabhiingig vom gew~ihlten Isomorphismus 
D~• GL(2, IR) x GL(2, IR). Nach Deligne [7] geh6rt zu dem Paar (D • h0) eine 
Shimuravariet~it M~. Genauer sei C ~ c D ~  der Zentralisator von h o und 
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C c D • (Ai) eine offene kompakte Untergruppe. Der Quotient 
MD, c"~D•  • (A) /C~-C besitzt die Struktur einer projektiven algebraischen 
Variet~it fiber 112 und die Gruppe D • (AI) operiert von rechts auf dem projekti- 
ven System Mo=lim_mMo, c. Wir betrachten nur offene kompakte Untergruppen 

C 

yon der Form C = C r. C r, wobei Cp c D  • (Qp) die maximale kompakte Unter- 
gruppe ist und C r c  D • (A~) hinreichend klein im folgenden Sinne ist. Es sei O D 
eine Ordnung in D, die in p maximal ist, und es sei V=Oo,  aufgefaBt als 
ODo~.-Linksmodul. Wir fordern, dab es ein N > 3  gibt, so dal3 
C~c Auto,~o~p(V |  trivial auf V | wirkt. 

Wir suchen ein Modell yon MD, c fiber Spec(2g(p)). Dazu betrachten wir 
folgendes Modulproblem J/r fiber (Sch/Spec(2g(r)). Ein Punkt des Funktors dg c 
tiber einem Z(v)-Schema T besteht aus" 

a) einem abelschen Schema A fiber T bis auf zu p prime Isogenie und einer 
Einbettung l: ODop~--~ End A, so dab 

Tre~(t(d))lLie(A))=Trv/eTr~ fiir d e O  o . . . .  

b) einer Aquivalenzklasse yon OD-Modulisomorphismen 

fl: VP(A)~-D |  C r. 

Offenbar hg_ngt das Modulproblem ~r nicht vonder  Wahl yon 0 Dab. 

4.4 Satz. Der Funktor J///c ist durch ein Schema ,//1c darstellbar, das projektiv 
und flach fiber ~(p) ist. Es ist J//c |  (12 ~_ MD, c und die Aktion yon D • (Af) auf 
lim_m MD, c erweitert sich auf ~ ,J//c. 

Cv CP 

Es seien F' die unverzweigte quadratische Erweiterung von Fp und O F, der 
Ring der ganzen Elemente. Das Schema dg c besitzt folgende Beschreibung. 

4.5 Satz. (i) Die Untermengen {i,i+1} yon ~/47Z und alle aus ihnen durch 
Vereinigung erhaltenen Untermengen S=;g /4~  m6gen zuliissig heigen. (Die 
zulS, ssigen Mengen klassifizieren die Darstellungen yon O D auf Lie(A).) Einer 
zulassigen Menge S entspricht ein glattes abgeschlossenes Unterschema 
o~C, SCY/gc| , der Dimension 4 - c a r d S .  Die Unterschemata Jllc, s 
schneiden sich transversal und 

d//c,s ~ Jgc, s, ~ S' c S 

S 

Es sei x ein abgeschlossener Punkt yon oJgc (2~pOv, und S x die maximale 
zulgtssige Menge S, so daft x e J/gc, s. 

Dann ist ,//gc | �9 lokal in x bzgl. der Etaletopologie isomorph zum Pro- 
dukt yon card S ~ - 2  gew6hnlichen Doppelpunkten und einem gIatten Schema der 
Dimension 4 - c a r d S x  fiber Spec(Ov, ). Das Frobeniuselement aus GalOFr,AFv) 
ffihrt JC/c,s in J//c,s+ 1 fiber. 
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Schematische Darstellung." 

t{{0, i, 2} 

(ii) Es gibt Morphismen 7r: ~/Ic,{i,i+ l}---). J~c,{i,i+ l,i+ 2}, deren allgemeine Fa- 
sern glatt sind und deren reduzierte geometrische Fasern singularitiitenfreie ratio- 
nale Kurven sind. Die Einschriinkung yon ~ auf J//c,u,i+l,i+2} ist ein Isomorphis- 
mus und die Einschri~nkung yon 7r auf d//c,~i_x,i,i+l} ist rein inseparabel vom 
Grad p. 

(iii) In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente yon //gc | liegt 
genau eine Zusammenhangskomponente yon J/gc, u,i+ 1} und genau eine Zusammen- 
hangskomponente yon J/gc, ~i, i+ 1, i+ 2} (i E~ E/4 ;~). 

(iv) Die Menge der geometrischen Zusammenhangskomponenten ist 

~o (J/c |  = F+ \ F  • (Afl/N m ~ C. 

Hier bezeichnet F+ die Gruppe der total positiven Elemente in F • Der 
Operation des Frobeniuselements auf der linken Seite entspricht auf der rechten 
Seite die Multiplikation mit der Idele, die in allen Stellen aufier p gleich 1 und 
in p eine Uniformisierende ist. Die Steinfaktorisierung des Morphismus 
~'c x 7Zp-~ Spec(~fl ist ~tale. 

(v) Es sei D_ die Quaternionenalgebra fiber F, die in den archimedischen 
Stellen verzweigt ist und die in allen iibrigen Stellen gleich Dist .  Wir fixieren 
einen Isomorphismus q~:D (Aft ~ ,D(Afl  und setzen CP =q~-I(CP), C r 
=cp- l (Cf l  und C = CP_ . Cp. Dann gibt es eine Bijektion 

- -  ~ x x ~c,z/4zOF r) - D_ \ D _ (Afl/C �9 

fiir variables C ist das eine Bijektion yon projektiven Systemen, die die Aktion 
yon D • (Af )~D2  (At) auf beiden Seiten respektiert. Der Aktion des Frobenius- 
elements auf der linken Seite entspricht die Multiplikationswirkung eines beliebi- 
gen Primelements �9 aus D ~ (Qr) c D ~_ (Aft auf der rechten Seite. Die Abbildung 

~c,z/4OFp)~ % ( ~ c )  

x ~-~Zusammenhangskomponente, in der x liegt 
ist 

NmOD : D~_\D_(Afl /C_ --~ F~ \ F  • (A f ) /Nm~ 

In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente yon J/l c | liegt mindestens 
ein Punkt yon d//c,z/4z. 
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w 5. Bereehnung der K o h o m o l o g i e  

In diesem w wenden wir die Resultate der ersten Abschnitte auf die im w 
beschriebenen Variet~iten an. 

Klasse A. Wir benutzen in diesem Fall die Steenbrinckspektralsequenz, Wir 
besch~iftigen uns zun/ichst mit der Primstelle fi2. 

5.1 Lemma. Die Ei-Schicht der Steenbrinckspektralsequenz (mit Koeffizienten 
in @) bzgl. des Strukturmorphismus ~r | Spec(Ox/~2 ) hat folgende Gestalt: 

�9 k~) �9 311{4) 

�9 31tb~3 ) 

�9 3nl2 ) 

3 H(4 ) 

3nb~3) 

6t~i2)+k(2 / "3 ~1~2 ~ 

3nr 3n~o) klo) 
Hierbei bedeuten: 

n = card ~0 (,/r @__0%/pOK/,~ ). 
k = card ~'#c, z/3 (lFv). 
b=gemeinsame Bettizahl der irreduziblen Komponenten yon ~#c,~,~+ ~/- 

Ein Index in Klammern, wie z.B. ki4~, bedeutet die Gewlchtsangabe bzgl. des 
Frobenius. 

Beweis, a) In der 0. Zeile stehen der Reihe nach @ H~ lii, Q~) und 
ieZ/3  

@ H~ li, i+ 1~, QI). Die Behauptung folgt aus 4.2, (iii). 
i ~ / 3  

b) In der 1, Zeile stehen der Reihe nach @ HI(jCZ~,~iI,Q~) und 
ie7//3 

@ H~(o~c.l/,e+ tl,QI)" Die Behauptung bzgt. des letzten Terms ist klar. Die 
i e2~/ 3 

Behauptung bzgl. des ersten Terms folgt aus 4.2 (ii) mit Hilfe der Leray- 
Spektralsequenz bzgl. ~. 

c) In der 2. Zeile stehen der Reihe nach 

@ H~ i+ 1 ~, Q~( - 1)), 
ieZ/3 

@ H2(o/r Q~)|176162 Q, ( -  1)), 
ia2r/3 

@ I-1%J#c,~,,,+,,Q,). 
ie77/3 

Die Behauptung bzgl. des ersten und letzten Terms ist klar. Im zweiten Term ist 
der zweite Summand offensichtlich. Der erste Summand berechnet sich wieder 
m.H. der Leray-Spektralsequenz bzgl. n. 
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d) Die iibrigen Terme bestimmen sich aus den bisher berechneten dutch 
Poincar6dualit~it. 

5.2 Proposition. Die E2-Schicht der Spektralsequenz in 5.1 hat folgende Gestalt. 

k-nt4)  0 

0 

0 

11(4) 

0 

~t2) 

0 

H(O) k-n(o)  
�9 ) 

Die Spektralsequenz degeneriert im E2-Niveau: E 2 = Eo~. 

Beweis. Die Ausartung der Spektralsequenz ist klar aus Gewichtsgrtinden. 
a) Um die 0. Zeile zu rechtfertigen, geniigt es zu zeigen, dab E~ '~ =0. In der 

0,0__ 0,0 Tat ist klar, dab E 2 --Eoo =Q~ und die Behauptung bzgl. E 2'~ folgt dann aus 
einer Betrachtung der Euler-Poincar6-Charakteristik. Der Homomorphismus 
d~ '~ wurde mit dem 12ech-Restriktionshomomorphismus identifiziert (siehe 
2.10). 

dl '~ @ H~ 1}, Ql) --> H~ Qi) 

(ao l, a12, a2o)~--~(ao l -a12 + a2o)g. 

Offenbar ist dim Ker dl' o = 2n. Andererseits ist 

dim Imd ~176 = d i m E ~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6  

Folglich verschwindet E 1'~ wie behauptet. 2 
b) Um die 1. Zeile zu rechtfertigen, identifizieren wir den Homomorphis- 

mus d o, ~ mit dem Cech-Restriktionshomomorphismus: 

@ 142 (~c ,  ~i~, Q,)-" @ u 1 (~c,~,,,+ 1~, Q,). 
iE7/3  i e7 /3  

Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm, in dem q)~ ein rein 
inseparabler Morphismus vom Grad p ist (Satz 4.4(ii))" 

~tfC, {i,i + 1} 

~ C , { i }  > ~  1}" 

J~/[C, {i - 1, i} 
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Aus der Leray-Spektralsequenz bzgl. des Morphismus n folgte, dab die Ein- 
schr~inkungsabbildung yon H1 (Jgc, ~i~, Ql) nach H1 (~t,c,~i, i + 1/, Q3 ein Isomor- 
phismus ist (siehe b) im Beweis von Lemma 5.1). Wir identifizieren die beiden 
Kohomologiegruppen auf diese Weise. Jetzt benutzen wir zus~itzlich die Mor- 
phismen q~i, um die Kohomologiegruppen Hl(o//gc,~i , i+li ,  Ql) alle mit 
H l ('//g c, {o, 1~, Ql) zu identifizieren: 

Hl(./ /dc,~i~,Ol) - , H l ( j C [ c ,  l i , i + l ~ , Q l )  - ' H l ( . / / - g c , { i _ l , i } , O t )  

~*'- ; " . ' - ~  H l  ('///[c, lo, ~ ,  Ql)- 

Weil ~0oq~2q)l: ,//gc, lo ' l~--,o//gc,(o, 1/ein rein inseparabler Morphismus vom Grad 
p3 einer glatten Kurve auf sich ist, k6nnen wir ihn mit dem Frobeniusmorphis- 
mus F r  von IFp3 identifizieren. Die 1. Zeile kann man jetzt folgendermaBen 
schreiben: 

@ n I (J~C, {O, 1}; Ql) ~ @ H 1 (~//c, {o, i }, Ql) 

(ao, a 1, a2) --~ (ao -- a l ,  a 1 - az ,  a2 -- Vr*  (ao)). 

Weil 1 kein Eigenwert des Frobenius ist, erhalten wit E ~ 1_ 1,1 - E  2 =0. 
c) Aus dem Hauptsatz in w und dem Verschwinden yon E~ '~ schliegen 

wir, dab E 2 1 " 2 = 0 .  Wir haben erhalten, dal3 atle Ez-Terme vom Totalgewicht 1 
verschwinden. Poincar6-Dualit~it in der Kohomologie der allgemeinen Faser 
zeigt jetzt, dab alle E2-Terme von Totalgewicht 3 verschwinden. (Das kann 
man selbstverst~indlich auch direkt beweisen.) Wir bernerken, dab E~ 
Qz(-2)". Jetzt folgen aus einer Betrachtung der Euler-Poincar6-Charakteristiken 
der einzelnen Zeilen die restlichen gesuchten Dimensionen. Q.E.D. 

Wit wollen die erhaltenen Ergebnisse so formulieren, dab der lokale Faktor 
der Zetafunktion aus ihnen abgelesen werden kann. Wir verwenden die Be- 
zeichnungen von 1.10. Es sei W(O/r/o)~Gal(g/r/o ) die Weilgruppe; es sei 
W(rl,~/tlo) ~ Gal (r/,/r/o) die/-zahme Weilgruppe. Wir haben exakte Sequenzen 

1 - ~  I ~ W(q / t lo  ) - ~ a z - - , 1 .  

1 --* G - - ,  W(fl~/tlo)---~az---~ 1. 

Der Wahl einer Liftung a ~  W(t la/ t lo)  des geometrischen Frobenius entspricht 
ein Isomorphismus W ( t l , / t l o ) = G > ~ 7 7 .  Es sei ( p , V )  eine QrDarstellung yon 
W(fl / t lo)  (siehe [37] fiir die genaue Definition). Die zugeh/Srige L-Funktion ist 

L(V, T) = det (1 - T .  a IV1) - 1 ~: Q.t(T)" 

Offenbar h~ingt sie lediglich von der Darstellung yon W(rla/rlo ) auf V P ab. Es ist 
iiblich, die Substitution T = q  -~ durchzufiihren. Wir verwenden die fette Weil- 
gruppe ([21]) 

2B (g//t/o) = SL(2, t1~) x W(~/qo) .  

Wir fixieren einen Isomorphismus l: 0 ~ 1 1 7  (vergl. die diesbeztiglichen Be- 
merkungen in [9]). Wir w~hlen einen Isomorphismus G-~77 1 und die Liftung 
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von a in W(rla/rlo). Wir schreiben den erhaltenen Isomorphismus 
W(tla/rlo)~-;gz>~7l in folgender Form: w~--,(x(w),-logqlW]). Wir erhalten die 
Einbettung 

j: W(tla/tlo)--~ ~lB(tla/tlo ) =SL(2, C) x W(tla/tlo ) 

w ~  Iw1_1/2! x w .  

Es sei (p, V) eine Oz-Darstellung von W(tla/rlo ). Mittels t erhalten wir eine 
Darstellung in komplexen Matrizen t(p). Diese Darstellung l~il3t sich in der 
Form t(p)=15oj schreiben, wobei 15 eine komplexe Darstellung yon ?ig(tla/qo) 
ist, deren Einschr~inkung auf den SL(2,C)-Faktor komplex-analytisch ist und 
deren Einschr~inkung auf den W(t/a/q0)-Faktor einen Kern von endlichem 
Index in G hat. Dabei ist t5 bis auf Aquivalenz lediglich von der Wahl von t 
abh~ingig. Die L-Funktion von p h~ingt nur von 15, und sogar nur yon der 
assoziierten halbeinfachen Darstellung ab. Es bezeichne pi(i=O, 1,2,...) die 
irreduzible Darstellung der Dimension i+  1 yon SL(2,1I~). Es sei ~(G(A~), C p) 
die Heckealgebra (mit Koeffizienten aus (~z). Sie operiert in natiirlicher Weise 
auf der Kohomologie von J/gc. 

5,3 Satz. Die Doppeldarstellung yon Jt~(G(APr), C p) x W(Kr ,,/K~2) auf 
Hz(Jc[c| Q) ist ,,gleich" (d.h. hat als Bild in der entsprechenden Grothen- 
dieckgruppe) 

1 | ~ ( ~ o ( ~ ' c ) ) ( -  1) + 

f12 | ~ ( J ~ C ,  Tr/3) ( -- 1 ) -  P2 | '~'(~0 ( ~ C )  ( -- l). 

Hierbei bezeichnet ~(no(JCZc)) die Doppeldarstellung, die dutch den Vek- 
torraum der ((~-wertigen) Funktionen auf rCO(J/IcQOK~2/pOK~2) geliefert wird. 
Entsprechend ist o~-(~'c,z/3) zu verstehen. 

Beweis. Das ist eine unmittelbare Folgerung aus Proposition 5.2 (und deren 
Beweis) und 2.13. 

Genauso folgt aus 5.2 mit 2.25. 

5.4 Satz. HI(MG, c;Q)=O. 

5.5 Bemerkung. Wir haben hier 5.4 fiber die Auswertung der Steenbrinck- 
spektralsequenz in der Primstelle fi2 bewiesen. Man kann auch die Auswer- 
tung in fia benutzen, oder aber den jetzt schon bewiesenen Satz zur Vereinfa- 
chung der Auswertung in fi~ verwenden. Man kann schliel31ich auch das 
Argument yon Mumford [27] und Mustafin [28] auf die in der Primstelle fl~ 
vorliegende Situation anwenden und so zeigen, dab Pic~ Der 
Satz ist die Best/itigung in einem Spezialfall (und der Ausgangspunkt) einer 
allgemeinen Vermutung tiber die Kohomologie unit~irer Gruppen (s.a. [26]). 

Wir werten jetzt die Steenbrinckspektralsequenz an der Primstelle p~ aus. 

5.6 Lemma. Die E1-Schicht der Steenbrinck-Spektralsequenz (mit Koeffizienten 
in Ql) bzgt. des Strukturmorphismus J [ c  | OK~, -~ Spec ( O ~ )  hat foIgende Ge- 
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staft: 

~012(4) 

Hierbei bedeuten:  

~l l i , i+  l(a) T ~11 i 

O. IO '~' 
~ni,i+l(2) ~- 'ni-}-z~' l l i , i+l '~H012 ~,Yli, i+l(2) 

0 0 

~ l~i(o ) lli,i + l (o) I/012(o ) 

n i = card re0 (J/{c,(i~) 

ni,i+ 1 =card  ~o(d/{c., , i  ~ 11) 

n012 = card ,/tfc,z/a 0Fp). 

Beweis. a) Die 0. Zeile ist offensichtlich. 
b) Ftir die 1. Zeile geniigt es zu bemerken,  dab die irreduziblen Komponen -  

ten von ,gc,/i,i+ ~/ glatte rat ionale Kurven, und die irreduziblen Komponen ten  
von Jr Aufblasungen der projektiven Ebene sind (Satz 4.3 (iii), (iv)). 
Folglich verschwinden die 1. Kohomologiegruppen.  

c) Wie in Lemma 5.1 sind die Terme E i- 1, 2 und El' 2 offensichtlich. In 

~.2 =@H 2(~C,~,~, Q,)|176 0,(- 1)) 

ist der zweite Summand  offensichtlich. Den ersten Summanden  erhalten wir als 
Kohomologie  einer Aufblasung yon projektiven Ebenen:  

Ha(Jgc ,  lil, Qt) = H~ lil, QI( - 1)) | H~ i+ 1), O~( - 1)). 

(SGA 5, VlI). Wir haben verwendet (4.3 (iv)), dab d/lc,(g,~+l ~ der exzeptionelle 
Divisor in JC/c,/i ~ ist. 

d) Die iibrigen Terme best immen sich aus den bisher berechneten durch 
Poincard-Dualit~it. 

5.7 Proposition. Die E2-Schicht  der Spektralsequenz in 5.6 hat fo lgende  Gestalt." 

z-n(4)  0 /l(4) 

0 

Z(2) 

0 

tl(o) (X -- n)(o) 
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Hierbei bedeuten: 
n = card %(all c | OK~,/pO~) 

Z = ( z ~ l l i ) - - ( ~ n i ,  i+ 1)§  - 

Die Spektralsequenz degeneriert im E2-Niveau: E 2-=E~. 

Beweis: Die Ausartung der Spektralsequenz ist klar aus Gewichtsgriinden. 
a) Wir identifizieren d ~176 und d 1" o mit dem (~ech-Homomorphismus 

@) H~ Q,)--' (~) H~ li.i+ 1}, Ql)"  HO('/~C,Z/3, Q). 
i i 

Wegen 4.3 (iii), (iv), (v) k6nnen wir diesen Komplex mit dem folgenden 
(~ech-Komplex (mit Koeffizienten in Ql) identifizieren: 

@ .~(G_ (Q)\G_ (Af)/CP �9 C' p)--+ @ oN(G_ (Q)\G (Ar C" i; 1) 
i i 

-~ ,F(G_ (Q)\G_ (AI)ICP_ . C*I~). 

Wir zeigen, dab die 1. Kohomologiegruppe dieses Komplexes verschwindet; 
daraus erh~ilt man unmittelbar die tibrigen Terme der 0. Zeile. Man tiberzeugt 
sich leicht, dab der obige Komplex eine endliche direkte Summe der simplizia- 
len Kokettenkomplexe (mit Koeffizienten in Q~) von simplizialen Komplexen 
der Form Y = f / P  ist. Hier ist f d e r  Bruhat-Tits-Komplex und P c  PGL(3, Qp) 
eine diskrete torsionsfreie kokompakte Untergruppe. Weil of kontrahierbar ist, 
degeneriert die Hochschild-Serre-Spektralsequenz, so dab Hi(y, Qi)=Hi(p, Ql). 
Aus dem Satz yon Kazhdan [16] folgt, dab Hi(P, Qi)=0. 

b) Aus 2.13 folgt jetzt, dab E 2 1'2=0. Alle tibrigen Terme bestimmen sich 
aus den schon berechneten Gliedern wie im Beweis yon 5.2. Q.E.D. 

Wir formulieren die erhaltenen Ergebnisse wie in 5.3. 

5.8 Satz. Die Doppeldarstellung yon JUf(G(Af), C p) x W(K~, t , / K p , )  auf 
H2(jC[c| QI) ,,ist gleich" 

1 | ~ ( ~ o ( , ~ c ) ) ( -  1) 

+ P2 |  (U %('//gc,(il))(- 1) 
i 

--P2 ~ ) ' ~ ( U  l'r'O(~tC,{i,i+ 1}))(-- 1) 
i 

+p: |  7/3)(-1) 
- p~ | g ( ~ o ( ~ ) ) ( -  1). 

Klasse B. In diesem Fall benutzen wir die Spektralsequenz der verschwinden- 
den Zyklen. Wit berechnen zuniichst die Kohomologie der speziellen Fascr. 
Wir verwenden die Oberdeckung Di=~c,(i,i+l ~ der speziellen Faser durch 
abgeschlossene Unterschemata. Ftir ein Simplex io,...,ip des Nervs ~lJl der 
Oberdeckung sei Dio...i=DioC~...mDi. Wir betrachten die zur 15berdeckung 
geh/Srige Spektralsequenz 

EP2q= HP(?tJl, Hq(D,o...,~, Q,)) ~ HP+q(,//s c | p, Qt). 
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Der Nerv der Uberdeckung ist 

Do1 = J/{c, lo, 1, el, Ol 2 = J//lc,/1,2,3I, D23 = "/r 3, 0I, O30 = J//'c,{3, o, 11 ' 

Do2 = D I 3  =J/IC,Z/4, 

Do12 =D123 =D2ao =D301 = J/gc',z/4, 

D o12 3 = .J[r 4 . 

Wir tragen die nichtverschwindenden Terme der E~-Schicht der Spektralse- 
quenz in ein Diagramm ein (wir rechnen mit alternierenden Koketten)" 

(~)H~ @ H~ 
i<j 

. @ H~ H~ 
~<j<k 

Da die Absolutbetr~ige der Eigenwerte des Frobenius auf den verschiedenen 
Zeilen verschieden sind, degeneriert die Spektralsequenz in der zweiten Schicht. 

5.9 Lemma. Die E2-Schicht der Spektralsequenz hat die Jolgende Gestalt: 

4t1(4) 

4nb(3) 

4n(2) 

0 

. 0  

. 0  

0 

�9 �9 ) 

(k-n)(o) 0 /~(0) 

Hierbei bedeuten: 

n = card ~ o (~'c | 

k = card JClc, z/4(~p) 

b =gemeinsame Bettizahl der irreduziblen Komponenten von ,~c, li, i+ 1,1+ 2/- 

Beweis: a) Die unterste Zeile von E~ q lautet: 

@H~176 j) ---~ @ 
(5.9.1) [[i 11, ' gil~Dijk) H~ 12 3) 
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Wir zeigen, dab die erste Kohomologiegruppe dieses Komplexes verschwin- 
det. Es sei 

(c,,~+l,b~o2, b ~ 3 ) ~ Q 4 " |  i~7l /4 ,  

ein Kozyklus. Dann ist, fiir r =  1,... ,  k, 

Co, i -b'o, 2 -~- Ci,  2 = 0  und C3, o - b o ,  2 + c 2 , 3 = o . r  

Folglich ist C0, i - } - C i , 2 = C 3 , 0 - } - C 2 , 3  . Somit finden wir a~eQ'i, i~7l /4 ,  so dab 
Ci, i+ 1 =ai--ai+ 1" Dann gilt a o - a  2 =Co, 1 +cl ,  2 =b~,2 und analog a 1 - a  3 =brl. 3" 
Weil andererseits offenbar die 3. Kohomologiegruppe des betrachteten Kom- 
plexes verschwindet, berechnen sich die iibrigen Terme aus einer Betrachtung 
der Euler- Poincar6-Charakteristik. 

b) Die erste Zeile v o n  E~ q lautet 

( ~  H i  (Jgc,~i,i+ 1~, Q~)---~ ( ~  Hl(MYc,~i,i+ 1,1+ 2~, Qi). 

Eine fast wortw/Srtliche Wiederholung des im Beweis von 5.2 b) verwendeten 
Arguments zeigt, dab E*' ~=0. (An Stelle von 4.2 (ii) wird 4.5 (ii) benutzt.) 

c) Es bleibt der Pfeil 

(~H2(jgc,{i , i+ 1})-~-~H2(~gc,ti,i+ 1, i+ 2}) 

zu betrachten. Auf einer Zusammenhangskomponente M/[~,{i,i + 1} von .///lc,{i,i + 1~ 
liegen die Kurven jgk und J/g~,tl-l,i,i+ 1~, deren Kohomologieklassen 

�9 i,k i,k 
d i -  1 war mit di+ 1 und bezeichnen. Es sei f i ,  k die Kohomologieklasse einer 

Faser bei der Projektion n: dCk,~i,g+ a--~ Jgk~i,i+ 1,/+2t' Dann ist 

2 k i, k H (J/[~,li, i+ l~, Q l )~ -Ql  di+ 1 @Ql .fi,k, 

(dl, k+ fi, ki= 1 (di, k l , f i , k ) = p ,  tdi,k di, k =mk ~,k i,k _ k 1 . . . .  ~, i + 1 '  - 1 )  i '  ( d i + l , d i + l ) - t l i  

k und k fiir gewisse Konstanten m i nl. 
Der obige Pfeil sieht folgendermagen aus: 

(5.9.2) @ H2(~c,~,,,+ ,~)--" @ H2(~c,~,,,+ , , ,+ 2~) 
k4i, k +y~ f i ,  k~__.~xk.nk + k k k yk 

Xi ~i+ 1 " Yi  - - x i +  1 " m i  L+ i "P 

(k = 1 . . . .  , n). Hier sind x), y/k E Ql. Diese Abbildung bleibt sogar surjektiv, wenn 
man sie auf den Unterraum x~=0 einschr~inkt. Es folgt E~'2=0. Die Betrach- 
tung der Euler-Poincar6-Charakteristik des Komplexes liefert die Behauptung 
ftir E 2, o. Q.E.D. 

Wir k6nnen jetzt die Spektralsequenz der verschwindenden Zyklen Kir den 
Strukturmorphismus J /c  ~ Spec(2Zp) auswerten. Dazu bemerken wir, dab dies 
offenbar lokal ein Produkt yon gew6hnlichen Doppelpunkten ist. Es sei F' die 
unverzweigte quadratische Erweiterung von Fp. Dann ist die Bedingung (PgD)  
des w 3 ftir den Morphismus Jgc | O r  ~ Spec (01 ) crfiillt. 
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5.10 Lemma .  Die Garben der verschwindenden Zyklen ffir den Morphismus 
J{c| Spec (OF,) berechnen sich wie folgt: 

R~ 71 = Ql.~uc | o~,/po~-,  

R1 ~ = Q t  ( - 1).~t,-., . . . .  ,,~ ~,.,, . . . . . .  , @ Q t (  - 1).~tr { . . . . .  }u/ /4( . ,  { . . . . . .  } 

R 2 71 =Q,(- 2) a,~ ~. 

Ri7 j = 0  fiat i>2 .  

Beweis. Die Behauptung bzgl. R ~  ' ist klar, weft die spezielle Faser  reduziert  
ist (SGA 7,1). Die Berechnung yon R~q ' folgt unmi t te lbar  aus 3.11 und die 
tibrigen Behauptungen  resultieren aus 3.7. 

5.11 Lemma .  Die E2-Schicht der Spektra lsequenz der verschwindenden Zyklen 
jFw den Morphismus d (  c - ~  Spec (7/v) hat folgende Gestalt: 

ki4) 

2nl2) "4nb(3)+2(k_n)(4 ) ~nl4 ) 

n~o ) 0 4n{zl+(k-n)lo) 4nb~31 4n~,,) 

Beweis. Die unterste Zeile folgt aus 5.9 und die zweite Zeile ist offensichtlich 
wegen 5.10. Wi t  berechnen die K o h o m o l o g i e  von ~ 'c ,  lo, 1,2~ w ~'c,12.3, o~ mittels 
der 0 b e r d e c k u n g  dutch  "//(c,/o, 1,21 und .//gc,~2,3,ol. Das  Resultat  ist: 

d im H~ 1,2}k-)J~C,{2,3,0}, Ql)=n, 

dim H 1 (Jgc, ~0,1,2~ u ,//gc,{2, 3, 0}' Ql) = 2nb + (k - n), 

dim H 2 (~'c,  ~o, 1,21 ~ ,-~c, {2, 3, 0/, Ql) = 2 n. 

Das  Frobeniuse lement  in Gal(Qv/Qp ) t ransformier t  ,//gc, io.l,elWJ/[c,12,3,01 in 
,/~C,{l,2,31Udgc,{3,0.1}. Wegen des in 5.10 erhal tenen Ausdrucks  ffir R l ~  er- 
hal ten wir daher  die angegebenen Werte  ffir E~' 1. 

5.12 Proposition. Die E3-Schicht der Spektralsequenz der verschwindenden Zy- 
klen hat folgende Gestalt: 

(k  - n)~4~ 

0 "2~k-~)~ "0 
nlo ) 0 2n(2) +(k-n)~o) 0 n~4 ) 

Die Spektralsequenz degeneriert in E3-Niveau: E 3 =E~.  
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Beweis. Die Ausartung ist klar aus Gewichtsgrfinden. Daher kennen wir bereits 
die Terme E ~176 und E 4"~ Aus der Poincar6-Dualit~it in der allgemeinen Faser 
folgern wir, dab E~ "~ =0  (keine komplement~iren Gewichte). Jetzt 
l~il3t sich das Diagramm ohne Schwierigkeiten auffiillen. 

Wir wollen die Kohomologie der allgemeinen Faser als Galoismodul be- 
schreiben. Im Gegensatz zu 5.3 und 5.8 geht dies nicht unmittelbar aus der 
obigen Rechnung hervor. Deshalb mtissen wir diese Rechnung noch einmal 
genauer durchgehen. 

5.13 Satz. Die Doppeldarstellung yon W(D • (A~), C p) • W(Qptt/Qp) auf 
H2(Jlc| O,z) ist gleich 

1 |  (Gal (Qp/Qp), Gal (Qp/Fp); f f  (~to (~'c))) ( - 1) 

+ 1 | 1)-- 1 | 1) 

+ p 2 |  ( - -  1) - -  p 2  | f a - ( ~ o  (J/ / 'c))  ( - -  1). 

Hierbei bezeichnet vFp/Q p den Charakter yon Gal (Qp/Qv), der der Erweiterung Fp 
yon Qv rnittels Klassenk6rpertheorie entspricht. 

Beweis. a) Um den Term E 2'~ der Spektralsequenz der verschwindenden Zy- 
klen zu beschreiben, interpretieren wir die in 5.9 durchgefiJhrte Rechnung. Die 
abgeschlossenen Unterschemata "///c,~i.i+l~ von ~tc| werden durch das 
Frobeniuselement aus Gal0Fv,/IFp) zyklisch permutiert. Es gibt eine kanoni- 
sche eineindeutige Abbildung zwischen 7to(Jgc.ii, i+lr) und rCo(~c). Eine 0- 
Kokette vom Komplex 5.9.1 ordnet einem 0-Simplex io~gJ/ ein Element 
Cio= ~ a~(io), x~-(no(Jgc)  ) zu und ein Element g~Gal(O.p/Qp) operiert folgen- 

~elt o 
dermaBen 

(gc)i o = ~  ag~(gio) �9 •. 
Somit ist 

(~ H~ H~ 1}' ~-~l) 

= Ind (Gal (Qv/Qp), Oal (Qv/F'); ,~-(rto (~'c))) 

= ~ ( ~ o ( ~ ' c ) )  | ~ ( ~ o ( ~ c ) )  �9 vr/~.  

| v~,/Qp |162  3 V F'/Qp" 

Hierbei ist vr/e der zu F' geh6rige Charakter von Gal (Ov/Qp). 
. v 0 ~ 0 " - Offenbar 1st O H  (D~,~+I) G H  (D~,i) stabll unter Gal(Qv/Qp ). Wie eben 

sieht man, dab 

(~ H~ 1)= Ind (Gal (Op/Qp), Gal (O.p/U); ~(~ro (~/c))). 

Es sei c eine 1-Kokette. Dann ist q, g+2 e ~(J/c,z/4) und falls a E Gal (Qp/Qp) 
ein Frobeniuselement bezeichnet, 

( 0 " C ) 0 2 = 0 ' ' C 1 3  ; ( 0 " C ) 1 3 = 0  " ' C 2 0  = - 0 ' ' C 0 2  , 
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weil wir mit al ternierenden Kozykeln  rechnen. Hierbei bedeutet  der Punkt  die 
nattirliche Akt ion von a auf ,~-(~'c,~/J. Somit ist 

H ~ (Do 2) @ HO (D, 3) = Xnd (Gal (Qp/Qv), Gal (Qp/Fv); ~ (,/r VF'/e.. 

Entsprechend erhalten wit fiir die von den 2-Koket ten  und 3-Koket ten  
gebildeten Moduln  die folgenden Ausdriicke. 

@ H ~ (D~jk) = Ind (Gal (Q_.p/Qp), Gal (O_p/F');.N(ogc,z/4)) 
H~ (Do 12 3) = ~ (~/c,z/4) " VFp/Q~" 

Die 0. Kohomologiegruppe  vom Komplex  (5.9.1) ist offenbar ff(~0(J{c))  
und die 1. und 3. Kohomolog iegruppen  verschwinden. Eine Betrachtung der 
Euler-Poincar6-Charakter is t ik  in der Grothendieckgruppe  der zul~issigen 
d/f(D • (A~), C v) x Gal(Qp/Q.)-Darste l lungen zeigt daher, dab der Unte rmodul  
vom Gewicht  0 von E~' o isomorph zu 5* (Ja'c 2,/4 ) -W(rco( J fc )  ) ist. 

Der  Untermodul  vom Gewicht  2 von E 2'~ ist die 1. Kohomologiegruppe  
vom Komplex  (5.9.2). Wie eben erh/ilt man ftir ihn folgenden Ausdruck:  

-- t . Ind (Gal (Qv/Q.), Gal  (Qv/F), J~(zr o (Jr ( - 1). 

b) Um den Term E ~ 1 kanonisch zu beschreiben, benutzen wit die Ergebnisse 
des w Die Galoisgruppe Gal(Qp/Fv) operiert  auf .//gc, lod,z~wJCdc,~z,3,o I. Wir 
erhalten einen Isomorphismus von ~ ( D  • (A}), C p) x Gal  (Qp/Fv)-Moduln 

g(~o(~'c)),  vF,/~, ( -  1)~  H~ ~o. ,. 2~v :go, {2, 3.o~, Q, ( -  1)) 

Hierbei  bezeichnet 2 ~ ~ den Wert  der Fundamentalklasse  in der zu ~c geh6ri- 
gen Zusammenhangskomponente .  Ein Frobeniuselement  aus Gal(Q_v/Qp ) ver- 
tauscht .Alc, lo, t,2iw./gc,~2,3,o ~ und Jgc,~L2,3~u Jfc.13,o,~. Aus 5.10 folgt daher  

H~  |  R ~ q,) 

= Ind (Gal (O.p/Qfl, Gal (Q,/F;); ;~(rCo(~tfc) ) �9 v~.,/~,)(- 1). 

Zusammen mit dem Ergebnis in a) bekommen  wir folgenden Ausdruck ftir den 
Untermodul  vom Gewicht  2 in E z' o. 3 �9 

Ind (Gal ((ff.p/Qp), Gal ((~p/Fp); gOz  o (J/c))) ( - 1). 

c) Wir betrachten den folgenden Komplex  

H~ 1, zj, Qt( - 1)) �9 H~ (~'c,~2, 3, o/, Ql( - 1)) ~ H~ (~'c,z/4, Qt( - 1)). 

Seine 0. Kohomologiegruppe ,  aut'gefal3t als ,;/f(D • (Af), & )  x Gal (O_.p/Fv)-Modul, 
wurde in b) bestimmt. Die 1. Kohomologiegruppe  ergibt sich daher  leicht aus 
einer Betrachtung der Euler-Poincar&Charakter is t ik  zu o~(Mc,z/4)(-1) 
- .~ - (~o ( J f c ) ) ( -1 ) .  Nach  der in 5.11 durchgefiihrten Rechnung ist der Unter-  
rnodul vom Gewicht  4 von E~' ~ somit  
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Ind (Gal (Qp/Qp), Gal (O_p/Fp); g(J/Ic ,  z/~) - ~(~Zo (,~c))) ( - 1) 

=(,~-(~'c,z/4)-~-(~o(.~/c))(- I)+(g(~/c,~,/4) -,~-(~o(~<))). ~./Q.( i). 

Wir haben jetzt alle Glieder EP3 q als ~ ( D  • (A~), cP)x  Gal (IFp/IFp)-Moduln 
bestimmt. Die Behauptung des Satzes folgte, wenn wir wfiBten, dab die Mono- 
dromiefiltration rein ist. Das folgt aus 2.13 und dem folgenden Hilfssatz. 

5.14 Lemma. Es sei , fit<, die Aufblasung yon o/gc| OF" in ~ i). Dann geniJgt 
~ 

der Strukturmorphismus .r ~ Spec O r den Bedingungen yon 2.2 und alle auftre- 
tenden Multiplizitgtten e~ sind gleich 1. 

Beweis. Weil "ffc, to. 1) augerhalb J/go, z~4 ein Divisor ist, ist der Aufblasungsmor- 
phismus q~:.$/c--*J//c| r auBerhalb yon J/gc.z/4 ein Isomorphismus. Wir 
rechnen nach, wie (p lokal far die Etaltopologie fiber einem Punkt x e ,//gc,~/4 
aussieht. Es gibt eine Etalumgebung U yon x und einen Etalmorphismus 

#: U--~ Spec~p[X (~ x(1); y(O), y(1)] /x to)  " x t l ) = y ( O ) .  y(1) = ~c, 

wobei 2~p die strikte Henselisierung von 71p ist. Die abgeschlossenen Untersche- 
mata J//c,l~,~+ 11 sind durch die folgenden Gleichungen definiert. 

d//c,(o, ~): x(~176 ~i(C,{1,2}: x(1)=y(~ 

J///C,{2,3)1 X(1)=Y (1)=0, "f ie ,  t3,01: x(~ (~)=0. 

Der Faserproduktmorphismus ~Ov: O = J f f c • 1 7 4  hat lokal folgen- 
de Gestalt. Man hat eine affine 15berdeckung 0 = 01 w 02, wobei 

01 =Spec (2gp [x (~ u, y(1)]/x(~ u-y(1)_ rt), 

0 z=Spec " -x (1) (Zpk , v, y (~  . v . y ( O ) _  re). 

Dabei ist ~Pv folgendermagen gegeben: 

(r ['~1: X(1)F--+/'/" y(1), 

<Pv102 : xr v . y(O) 

y(O) ~ u �9 x (~ 

.F(HF ---~ v �9 x (1). 

Aus diesen Gleichungen folgen unmittelbar folgende Feststellungen. Es seien 
,/ff<~i,i+~ 11 die strengen Transformierten yon Jr Dann ist 
Jgc |  Or/P" O r =  UJffc,{i,i+ 1) und die J/[c,{i,i+ 1) bilden einen reduzierten Divisor 
mit normalen Schnitten. Damit ist 5.14 bewiesen. 

w 6. Berechnung des lokalen Faktors der Zetafunktion 

Das Ziel dieses w ist es, den lokalen Faktor der Zetafunktion als Produkt 
automorpher L-Funktionen auszudrficken. Wir wenden uns zun~ichst dem Fall 
A zu. Um den Satz formulieren zu kSnnen, schicken wir einige allgemeine 
Bemerkungen voraus. 
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Die Kohomologie der Shimuravariet~it M6, c kann mit Hilfe der kontinuier- 
lichen Kohomologie berechnet werden [3]: 

HI(MG, c; 112)= @ m(~). Hi(B, Coo; ~ ) |  ~c 
�9 f ,  

r t e L 2 ( G ( Q ) Z ( I R )  \ G ( ~ ) )  
~| 

Hier bezeichnet m(~) die Multiplizit~it, mit der ~ im Raum der automorphen 
Funktionen auftritt. Wir fassen die endlich vielen automorphen Darstellungen 

mit ~iquivalentem G(Af)-Anteil zu einer Menge H zusammen. Die obige 
Summe schreibt sich als 

@(@ m(~l. H% C~; ~M)| 
H ~ H  

Die Projektion auf den f l  entsprechenden Teilsummanden ist durch eine 
Linearkombination yon Heckeoperatoren mit Koeffizienten aus Q vermittelt. 
Folglich kann eine solche Projektion bereits auf der Kohomologie mit Werten 
in (~ definiert werflen. Die Galoisgruppe Gal (@K) ((~ = algebraischer AbschluB 
yon Q in q:) operiert auf der Etalkohomologiegruppe Hi(Mc,,c;Q3. Weil die 
Heckeoperatoren geometrisch definiert werden k6nnen, sind die eben beschrie- 
benen Projektionen mit der Wirkung der Galoisgruppe vertauschbar. Folglich 
erhalten wir eine Darstellung yon Gal (@K) auf 

rr 

6.1 Lemma. Diese Darstellung ist die direkte Summe yon dim(H~) Darstellun- 
gen, die zueinander 6quivalent sin& 

Beweis. Das folgt aus der Tatsache, dab die Aktion der Heckealgebra 
JY(G(A/), C) auf ~ irreduzibel ist (siehe [-12]). 

Wir bezeichnen die zu H assoziierte Darstellung der Dimension 
m(~). dim Hi(g, C~., ~ . )  mit / (H) .  Wir zitieren aus [3] die folgende Tatsache: 

6.2. Lemma. Die irreduziblen zul&ssigen Darstellungen der Gruppe G(IR)/Z(IR) 
= PSU (2,1), die Kohomologie liefern, sind die folgenden: 

�9 die triviale Darstellung. Sie liefert einen 1-dimensionalen Beitrag in den 
Dimensionen 0,2 und 4. 

�9 die drei Darstellungen der diskreten Reihe mit trivialem infinitesimalem 
Charakter ~o,2, ~x,1, x2, o. Diese liefern einen 1-dimensionalen Beitrag in der 
Dimension 2. Der obere Index gibt den Hodge-Typ der gelieferten Kohomologie- 
Masse an. 

�9 zwei nicht-temperierte Darstellungen or und J l .  Jede yon ihnen liefert 
einen 1-dimensionalen Beitrag in den Dimensionen 1 und 3. 

Von jetzt ab ist wieder C yon dem von uns spezifizierten Typ, insbesondere 
ist Cp maximal kompakt. 
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6.3 Korollar. Es sei zr eine automorphe Darstellung yon G(Q)Z( IR) \G(A) ,  die 
zur Kohomologie yon M~, c beitriigt. Dann gibt es nur die Jolgenden beiden 
M6glichkeiten: 

a) 7z ist eindimensional. Dann ist ~z~ trivial und 7z ident!fiziert sich mittels des 
Homomorphismus K=/~ X.det :G(A)_+K • mit einem Charakter yon 
K • \ K  • (Af)fic(C). Der Charakter ist unverzweigt in den beiden Primstellen fiber 
p. Die Menge  HOz ) besteht aus nur einem Element und mOz ) = 1. 

b) 7r ist unendlichdimensional. Dann ist 7z~, in der diskreten Reihe und 7Z p ist 
yon der Form zrp = Zp o ~c ffir einen unverzweigten Charakter Zp yon K • (Qp). 

Beweis. Wir wissen bereits (5.4), dab Ha(Me, c; ~ )=0 .  Folglich ist 7 z  trivial 
oder in der diskreten Reihe. Falls ~ trivial ist, so folgt aus einem Dichtig- 
keitsargument, dab ~z eindimensional ist. Der Homomorphismus ~c ist surjektiv 
und hat als Kern die abgeleitete Gruppe von G [-8]. Das Bild von Cp unter K ist 
maximal kompakt in Kp. Somit folgen die Behauptungen aus 6.2. 

Wit erinnern an die Defni t ion der Darstellung r der L-Gruppe 
LG=LG~ • Gal (K/Q)  (s. [21], p. 238). Dazu sei (T, h) ein spezieller Punkt der Shi- 
muravariet~it, d.h. T ist eine fiber Q definierte CSG von G und h: ~ -~T~  ist 
in Gm zu h o konjugiert. Wir identifizieren X*(5 p) mit 712 mittels der Charaktere 
0~ 1" Z --~ Z, 0~ 2 : Z--~ Z ( Z ~ : ~  • = ~,Q~(R)). Genauer gesagt ist X* (Y) = In d (Gal (~/~) ,  1 ; 2~), 
die Gruppe tier 7/-wertigen Funktionen auf Gal(~/lR). Dann ist 

~1(1)=1,~1(z)=0 und c~2(1)=0,~2(r)=1. 

(z=komplexe Konjugation.) Dann ist ,90 | kanonisch mit G m • ~ ,  identifi- 
ziert und wir erhalten ein Kogewicht yon T C durch die Verkettung der folgen- 
den Homomorphismen: 

(lJ m ( l ' i d )  :, ~ r n  X ~ m he--->Tc~Gr 

Wir wfihlen einen Isomorphismus des Gitters der Kogewichte X . ( T )  mit dem 
Gitter der Gewichte x*(LT~ auf diese Weise erhalten wir ein Gewicht Ph von 
LT0, dessen Bahn unter der Weylgruppe von LG~ wohldefiniert ist. Es sei r ~ die 
irreduzible Darstellung yon LG~ deren Menge der extremen Gewichte diese 
Bahn ist. Die Darstellung r ist dann r=Ind(LG,  LG~ r~ 

Wir interessieren uns nur fiir die Stelle p. Wir w~ihlen eine Einbettung 
Q c Q p ,  die mittels der Einbettung a: K--*(~ die Primstelle /~1 von K fiber p 
auszeichnet. Die lokale L-Gruppe LGp ist LG~ (genauer: kann so genommen 
werden). Folglich ist r =rlLG von der Form r =r .  Q r ,  , wobei r~. Darstellun- P P P ~1 I~2 
gen von LG~ sind, mit r / , , (g)=r~  r/~2(g)=r~ 
Element in Gal(K/Q)).  Es sei p eine QrDarstellung von Gal(Q/K).  Wir bezeich- 
nen mit p~, die Einschriinkung von p auf Gal(Qp/K~I ). Wir erweitern den 
nichttrivialen Automorphismus von K auf Q und bezeichnen mit P~2 die 
Einschr~inkung von r p r  -1 auf Gal((~p/Ke2). Um die L-Funktion von p a l s  
Element yon IE(q -s) auffassen zu k/Snnen, wiihlen wir einen isomorphismus 
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Es sei G* die quasizerfallende innere Form yon G. Die L-Gruppen yon G 
und G* sind identisch. Offenbar ist G/Gde r -  G /Gder,  folglich k/Snnen wit eine 
1-dimensionale automorphe Form, ~, von G als automorphe Form, ~*, yon G* 
auffassen. Auf der rechten Seite des folgenden Satzes stehen automorphe L- 
Funktionen im Sinne yon Langlands. Die lokalen Faktoren, deren Definition 
im allgemeinen problematisch sind [2], sind in dem hier betrachteten Fall 
bekannt (s.u.). 

6.4 Satz. (i) Falls 7r eindimensional ist, so ist 

2 
[I  L(s, p2J(=)~)=L(s-l,~z*,r/~,) i= 1,2. 
i = o  

(ii) a) Falls 17 unendlichdimensional ist, so besteht 17 aus 3 Elementen rr ~ @~zf, 
rc1'l@Trf, rcz'~ deren  Muhiplizitiiten alle gleich sind. Diese gemeinsame 
Zahl sei mit m(H) bezeichnet. 1 

b) L(s, pZ(H)/ , , )=L(s-l ,  np, r~.) mira i=1,2. 

Nach den vorangehenden Bemerkungen liefert dieser Satz einen Ausdruck der 
lokalen Zetafunktion in/~i als Produkt lokaler automorpher L-Funktionen. 

Bevor wit mit dem eigentlichen Beweis dieses Satzes beginnen, rechnen wir 
die rechten Seiten explizit aus. Die Surjektion G--+Gaa definiert eine Einbettung 
der entsprechenden L-Gruppen L(G~,a)cLG. Wir k6nnen einen solchen Isomor- 
phismus L(Gad)~ ~) finden, dab die Einschr~inkung von r ~ auf L(Gaa)~ die 
nattirliche Darstellung von SL(3,112) ist. Die Galoisgruppe GaI(K/Q) operiert 
folgendermagen auf L(G,a)~ 

A~--~(1-1 I)-'A I ( 1 - 1  1 )  A~SL(3,(12). 

Ftir die lokale L-Gruppe (Gad)p=SL(3, ~) erhalten wir: 

(6.4.1) r/,, IS L(3,112) = natiirliche Darstellung 
~),2 ISL(3, ~) = kontragrediente Darstellung. 

Die Surjektion ~c: G~RK/e(~, ,  ) definiert eine Einbettung yon L-Gruppen 
C(RK/e(~J,,))cI~G. Die Einskomponente von L(RK/e(~,,)) ist ein Torus, dessen 
Gitter der Kogewichte mit X*(R~/o(G,,))=Ind(Gal(K/Q), 1; 2g) identifiziert 
werden kann. Die Galoisgruppe operiert via a ~  mit ~.(r~)=~(rzl), 
r~eGal(K/Q). Die fixierte Einbettung a:K---,~" identifiziert X * ( J )  mit 
X*(RK/e(G,,)) und fixiert somit eine Basis (fix, fi2} des zweiten Moduls. Dual zu 
der Verkettung yon Homomorphismen von Tori 

~co hie 
(6.4.2) t~ m- ( l ' i a l  , l~ m • l~J =,9~C-------~ l~J m • l~ . t=(RK/(21~m)e  

i Es ist nicht  ausgeschlossen,  dab  re(H) in Wirk l i chke i t  gleich I i s t .  



78 M. Rapoport und Th. Zink 

ist der Homomorphismus  auf den Charaktermoduln 

(6.4.3) X * (RK/Q(~m)) ~ X*  (,S) -~ ~. 

6.5 Lemma.  Das Bild yon fll ist 1 und das Bild yon ~2 ist O. 

Beweis. Der Homomorphismus  Kao h ist: 

z~-+ g t~-+-z" z2 = 
J z .2  Z Q.E.D. 

Wir erhalten ftir die Einschr~inkung von r ~ au f  L(RK/O(~m))O= ~ • X ~ • : 

r~  2)=z l. 

Ftir die lokale L-Gruppe L(RKle(Gm))p = C • • C • erhalten wit somit 

(6.5.1) r~,(zl, z2) = z 1 , ~)2(zl, z2) = z  2. 

6.6 KoroUar. Wir benutzen die Bezeichnungen yon 6.4. 

(i) Es sei ~z eindimensional. Wir schreiben ~p=ZpOtC, mit einem Charakter 
Zp=Zt,, "Z~2 yon K • (Qp). Die rechte Seite yon 6.4(i) ist gleich 

L(s, Zb,)" L(s - 1, Zt,.) �9 L(s - 2, Zk,). 

(Produkt yon lokalen Faktoren yon Heckeschen L-Funktionen.) 
(ii) Es sei 17 unendlichdimensional und rip= 7.p o ~. Die rechte Seite yon 6.4 (ii) 

b) ist gleich L(s, Zk,) "In). 

~  die triviale 1-dimensionale Darstellung. Beweis. Sei zunfichst ~Zp=~Zp 
o.  yon G*d(Qp ) den folgen- Das Funktorialitfitsprinzip ordnet der Darstellung ~rp 

den Homomorphismus  zu: 

~0(np~ 933(Qp/Qp ) = SL(2, r  • W(Qp/Qp)~L(G*d)~ r  \{Iwi ,) 
(s, w) ~ 1 

Iwl 

Die Behauptung (i) folgt in diesem Fall aus (6.4.1). 
Das Funktorialit~itsprinzip ordnet der (speziellen) Darstellung 

Gad(Qp) den folgenden Homomorphismus  zu: 

(o(n~ ?~B(Qp/Qp)=SL(2, r  • W ( O p / Q p ) - ' ~ L ( G a d )  0 =SL(3,  r  

(s, w) ~p2(s). 

lr, 0 - -  Aus (6.4.1) folgt" ri, o~o ( p)--D2, i=1 ,2 .  
Im allgemeinen Fall ist np=  Zp |176 . Es sei 

qg(zp): W ( O p / Q p ) - - * L ( R K / Q ( f f J m ) ) p = r  • • r 2 1 5  

z~ yon 



Zetafunktion von Shimuravarietfiten 79 

der Homomorphismus ,  den das Funktionali tf i tsprinzip Zp zuordnet.  Wir identi- 
fizieren K~, mit Qp und, mittels ~, Kl, ' mit K/, 2. Dann ist qo(zr)(w ) 
=(Z~,(w),z~2(w)) (Identifikation der Klassenk6rpertheorie)  2 und aus (6.5.1) 
folgt: rt, o~o(zp)(w)=z/,,(w ). Aus allgemeinen Prinzipien [19] folgt, dab 

(6.6.l) 

(6.6.2) 

'w', w t 
r ,o  ~o(G) (s, w) = z,,(w), p 2(s). 

Die Behauptung (i) ist damit  bereits bewiesen. Ftir (ii) ist noch der L-Fak to r  
zu bestimmen. Das 1511t bei folgender Rechnung mit ab. 

6.7 Lemma.  Es sei a i ,=  (P ~/2 0 ) x a t ,  ff~(~_.p/K/~, ) eine L!ftung des geo- pU2 

metrischen Frobenius. Dann ist .[fir m > 0 
r m] ,, (i) T (a~, X~,)=Z~,(p)  . 

(ii) Tr  (cry, 1% o q0 (Trp)) = Z~, (P)" (P" + 1 + p -  m). 

Beweis. (i) ist offensichtlich. Nach  6.6.2 ist das Bild yon ~ ,  unter  5 oq)(Trv) die 

folgende Matrix in GL(3,1E) Z~, P) �9 1 . Daraus folgt (ii). Der  Inva- 
p,n 

r iantenraum unter der Verzweigungsgruppe ist der zu p-1 geh6rige Eigenraum. 
Daraus folgt 6.6(ii). 

Es sei 7z=Zo~," eine 1-dimensionale au tomorphe  Darstellung. Aus der Be- 
schreibung der Fundamenta lgruppe  von J//c (4.2 (iv) bzw. 4.3 (ii)) folgt leicht, 
dab p~ ' und somit p4(~)/,,=)~/,,(-2). Deshalb folgt aus 6.6, dab die 
Aussagen (i) und (ii) b) ~iquivalent zu folgenden Behauptungen sind. 

6.8 Satz. (i) Falls 7z eindimensional ist, so ist 

pZ(~)t, =Zt , , ( -1  ) i=1 ,2 .  

(ii) Falls 17 unendlichdimensional ist, so ist 

pZ(H)~, = m(H).(rt, ' o ~0(Trv) ) ( - 1) 

(Gleichheiten der zugeordneten halbeinfachen Darstel lungen von 

Wit  beginnen jetzt  mit dem Beweis des Satzes 6.4. Man iiberzeugt sich 
unschwer, dab wir dabei das Recht  haben, C r dutch eine kleinere offene 
kompakte  Untergruppe  yon G(A~) zu ersetzen. Wir wenden uns zunfichst der 
Primstelle ~2 ZU. 

2 Wir normalisieren den Isomorphismus der lokalen Klassenk6rpertheorie so, dab ein geometri- 
scher Frobenius einer lokalen Uniformisierenden entspricht. 
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6.9 Proposition. 
@ p~(~)~ = 1 |  ~ \ K  • (A.r ) /~(C))( -  l) 

d im(n )  = 1 

(~) P2(H)~:=P2 @ ~ - ( G  (Q)\G ( A y ) / C _ ) ( -  1) 
d im H = oc~ 

- p ~  |  ~ \ K  • (A~)/K(C)) ( -  1). 

(Gleichheiten in der Grothendieckgruppe der zulhssigen Darstellungen von 
~(G(A~),  C p) • ~(Kr , /K  /~). 

Beweis. ZunS.chst folgt aus 5.3 und 4.2 (iv) und (v), dab die Summe der beiden 
linken Seiten gleich der Summe der beiden rechten Seiten ist. Der durch die 
eindimensionalen automorphen Darstellungen aufgespannte Raum ist aber ge- 
rade die Darstellung yon JC~(G(A~), C p) auf ~(KX\K•  und diese 
Darstellung ist disjunkt yon der Darstellung von Js CP), die durch die 
rechte Seite der zweiten Gleichheit definiert ist. Q.E.D. 

6.10 Satz. Es sei f ~ ( G ( A i ) ,  C) und m>0. Dann ist 

Tr(fo ate] 1 | • \ K  • (As)/tc(C)) = T r ( f o  aT~l @ ;(~). 
d i m  7z = 1 

Der Summationsindex lfiuft fiber die eindimensionalen automorphen Darstellungen, 
die KohomoIogie Iiefern. Wit identifizieren eine solche automorphe Darsteltung n 
mit einem Charakter Z yon K • \ K  • (A f)/~c( C) und schreiben seine p-Komponente 
in der Form Zp=Z/~, " Z~2. 

Beweis. In der Tat folgt aus 4.2 (iv), dab die 
,~-(K • \ K "  (A I)/~c( C)) von ~r C) x W ( g ~ f K  /,:) gleich 

6.11 Korollar. Es sei dim(n)= 1. Dann ist 

Doppeldarstellung 
@ Z~: ist. 

d im n = 1 

6.12 Satz. Es sei fPeJ f (G(A}) ,  C p) und m >0. Dann ist 

Tr ( f  p ocrT~lp 2 |  (Q)\G ( A ~ ) / C ) - P 2  |  K• \ K  • (Ai)/~c(C)) 

= T r ( f  p ~ cr'~ I@(P2 | �9 
H 

Der Summationsindex liJuft fiber die unendlich-dimensionalen 11, deren p-Kompo- 
nente in der Form np==~pO I(, mit Zp=Z/~,.Z~2 geschrieben werden. (Wir nehmen 
an, dab m(II) wohldefiniert ist.) 

Zeigen wir bereits, dab 6.12 die in 6.4 (ii) b) behauptete Gleichheit bzgl. "fiz 
zur Folge hat. Aus 6.9 folgt zun~ichst wie beim Beweis yon 6.11 die Gleichheit 
in (ii) b) bzgl. /~2, fails wir auf beiden Seiten das Produkt tiber alle diejenigen 
H nehmen, deren G(A~)-Komponenten iibereinstimmen und deren Wirkungen 

p2(n)~2 = : ~ ( -  1). 

Beweis. Aus 6.9 folgt, dab die SL(2, C)-Typen beider Seiten trivial sind. Also 
folgt die Behauptung aus 6.9 und 6.10. 

Damit ist der erste Punkt von 6.4 bzw. 6.8 bereits bewiesen. 
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auf dem Frobeniuselement r (Qp) (=G(Qp)) die gleichen sind 

H.(~) =Z.(K(O)). 

Aber die Menge dieser /7 besteht aus nur einem Element. In der Tat, falls die 
G(A})-Komponente yon /7 bekannt ist, ist der Zentrumscharakter von /7 in 
allen endlichen Stellen bekannt. Die Heckealgebra W(G(Qp), Cp) ist isomorph 
zu (~t[X'- 1, y• 1]. ordolr 

G(Qp)/Cp ,7/@?~. 

Wir kennen die Wirkung von /7p auf (X. Y)" (neZ) (Zentrumscharakter) und 
auf Y" (neE) (Frobenius). Folglich ist /7 eindeutig bestimmt. 

Wit werden 6.12 und die Behauptung (ii) a) yon 6.4 mit Hilfe der Selberg- 
schen Spurformel beweisen. Zun~ichst machen wir einige Bemerkungen zur 
Wahl der Haarschen MaBe. Weil G und G innere Verschr~inkungen vonein- 
ander sind, k6nnen wir wie in [15], w 15 vertr~igliche TamagawamaBe w~ihlen. 
Auf dem gemeinsamen Zentrum Z(A) yon G(A) und G (A) fixieren wir ein 
ProduktmaB. Auf diskreten Gruppen nehmen wir das MaB, das jedem Punkt 
das Gewicht 1 gibt. Auf Quotientenr~iumen nehmen wir das QuotientenmaB. 
Es sei Zc=Z(Af lc~C und ZI=Z(IR) .Z  c. Wir bezeichnen mit R bzw. R die 
rechtsregulhre Darstellung yon G(A) bzw. von G (Aft auf L2(G(Q).ZI\G(A)) 
bzw. L2(G (Q). Z I \G (Aft). Die Unterdarstellung, die yon den eindimensiona- 
len automorphen Darstellungen aufgespannt wird, bezeichnen wir mit R 1 bzw. 
R 1 . Wir machen von der M6glichkeit, C p zu verkleinern, Gebrauch und 
diirfen deshalb annehmen [20, 3.6], dab ftir 6eG (Q) aus der Gleichung 
g - l . 6 . g ~ C  ftir ein g~G (Aft folgt, dab b~Z(Q). Dann k6nnen wit die linke 
Seite in 6.12 in folgender Form schreiben. 

6.13 Lemma. Es sei 

f ~ l  =vol(C f l-1.  c h a r ( C  p. @m. C p)~C~?'(G(Qp)) 
und 

f(m)=fp.f(~)e C7 (Z , \G  (Aft). 

Dann ist : 
a) Tr( /P~ m ~ t G  (Q)\G (Af)/C ))=Tr(R (f_!Y'I)) P2 

b) Tr(f"  a72 I f f (K  • \ K  • (Ar = Tr(R [ (f(m))). 
Wir lassen den Beweis dieses Lemmas weg. Er ist rein formal, ausgehend 

yon der Beschreibung der Aktion des Frobenius auf den linken Seiten (s. [4]). 
Aus 6.7 folgern wir: 

6.14 Korollar. Die linke Seite in 6.12 ist gleich: 

[Tr R_ (f(m)) -- Tr R [ (f("))] (p " + 1 + p"). 

Um auch die rechte Seite in 6.12 in einen Ausdruck umzuformen, auf den 
die Selbergsche Spurformel angewendet werden kann, zitieren wir aus [38] das 
folgende Ergebnis. 
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6.15 Lemma. Es sei i=0,  1 oder 2. Es gibt eine Funktion J ieC~(G(IR) /Z(IR)) ,  
so daft f i ir eine irreduzible zulgtssige Darstellung rc~. yon G(IR)/Z(IR) gilt: 

a l .  k o h o m o o  isch t ivial 

Zr(n~(f/))  = falls no~=n i'2-i 
falls n~ in der diskreten Reihe ~=n~- i, 2-i 

I 1, falls n~ trivial. 

Die Spur von f~  auf den nichttemperierten Darstellungen J o  und J1 ist durch 
diese Forderungen eindeutig festgelegt; wegen 6.3 werden diese Darstellungen 
jedoch keine Rolle spielen. 

6.16 Lemma. Es gibt eine Funktion fptm)cC~(G(Qv)), so daft f f ir eine irreduzible 
zuliissige Darstellung np yon G(Qp) gilt: 

[Z~2(P) ", falls np=Xpo ~c mit einem 

Tr(np(fPt"))) =1 unverzweigten Charakter yon K • 

[ O, sonst. 

Beweis. Es sei c ~ e G ( Q p ) = G ( Q p )  das Frobeniuselement. Die Funktion 
f p ~ ) = v o l ( C p ) - l . c h a r ( C p  �9 4) ~. Cp) besitzt, wie man leicht nachprtift, die ge- 
wiinschten Eigenschaften. 

6.17 Korollar. Es sei f i ' tm)=f i . fP . fp~  Dann ist 

Tr ( f  p aT~ I @ (P 2 | '~(~) 
n -  r ~  2 ~ |  

= [Tr(R( f i ,  ~,~)) _ Tr (R l ( f i ,  imp))] (p.-m + 1 + p"). 

Der Summationsindex li~uft fiber die automorphen Darstellungen, die zur Koho- 
i, 2 - i  ist. mologie yon MG, c beitragen und deren archimedische Komponente n~ 

Beweis. Das folgt wegen 6.3 aus 6.15 und 6.16, vgl. Beweis yon 6.14. 

6.18 Lemma. Tr(Rl(fi '~m)))=Tr(Rl(f~_'))) .  

Beweis. In der Tat liefert eine eindimensionale automorphe Form, d.h. ein 
Charakter Z yon K • \ K  • (Af)/~c(C), links den Beitrag z ~ ( f i )  . xP(fP).Zp(q~ ) und 
rechts den Beitrag xP(fP).xp(q)). Die Behauptung folgt aus 6.15. 

6.19 Satz. Es ist, f f ir i=0,  1, oder 2, 

T r (R( f i ,  tm))) =Tr(R (f~m))). 

AUS diesem Satz folgt die Behauptung (ii) a) in 6.4. In der Tat, aus den 
vorhergehenden HilfssMzen folgt, dab 

m(n). Tr(rtP(fP)) �9 Tr(np(fp~m))) 
n = n ~  2 ~| 
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yon i unabhgngig ist. Weil fP ein beliebiges Element der Heckalgebra 
~(G(A~) ist, erhalten wir zun~chst, dab ~ m(n) von i 

nm = n ~  2 z ~ f ix ie r t .  

unabh~ingig ist. Jetzt folgt die Behauptung mit dem gleichen Argument, mit 
dem (ii) b) aus 6.12 hergeleitet wurde. Offenbar ist auch 6.12 eine unmittelbare 
Folgerung aus 6.19. Wir haben somit die ursprfingliche Behauptung auf eine 
Frage der harmonischen Analyse zuriJckgeftihrt. Fiir ihren Beweis dfirfen wir 
annehmen, dab f " =  ]-[ f~ in Produktform mit den fiblichen Eigenschaften 
[23, w ist. v*p,~ 

Weil sowohl G als auch G anisotrop fiber Q sind, k6nnen wir ohne 
Schwierigkeiten beide Seiten in 6.19 in der Selbergschen Form entwickeln (s. 
[13]). Wir nehmen C p geniigend klein (s. [20], p. 1154), so dab die Identit~it 
71 '7 '77 l = z "  7 mit 7,71~G(Q) und z ~ Z ( Q ) ~ Z  1 nur ftir z = l  gelten kann. Dann 
erhalten wir: 

(6.19.1) Tr(R(J'"("l))=~vol(Gr(Q) Z,\G~(A)). ~ f~,l,,l(g- 1.7g) dg. 
{y} G~,,(A) ~- G (A) 

Hier durchl~iuft {7} die Konjugationsklassen von G(Q)c~ZI\G(Q); mit G 7 ist 
der Zentralisator von V bezeichnet. Es wurden Tamagawamaf3e auf G~ gew~hlt. 
Entsprechend ist 

(6.19.2) Tr(R( f~m)))=~vol(G a(Q)Zc\G a(Ay)). ~ f~m)(g-16g)dg. 
{6} G_6(AfJ'~G (Af) 

Hier durchl~iuft {6} die Konjugationsklassen yon G ( Q ) n Z 1 L G  (Q). Es wur- 
den Tamagawamage auf G a gew~ihlt. 

Das Problem, die rechten Seiten von (6.19.1) und (6.19.2) zu vergleichen ist 
ein allgemeines; in der Tat ist dies eine der Aufgaben, die eine ,,stabilisierte 
Spurformel" [26] zu 16sen bestimmt ist. Unser Ziel ist es zu zeigen, dab in 
dem hier vorliegenden Spezialfall eine wirkliche Stabilisierung unn6tig ist. Um 
die Darstellung nicht vNlig obskur zu machen, erinnern wir an einige allgemei- 
ne Definitionen [22]. Fiir einige der erforderlichen Rechnungen ausde r  Galo- 
iskohomologie verweisen wir auf [32]. 

6.20 Definition. Es sei F ein K6rper der CharakteristikO und F eine algebrai- 
sche AbschlieJ3ung. Es sei G eine reduktive Gruppe fiber F. 

a) Zwei halbeinfache regulare Elemente 71 und 72 in G(F) heiflen stabil 
konjugiert, falls es ein Element g~G(ff) gibt, so daft y z = g  -1  71 g" 

b) Zwei CSG fiber F, T 1 und T2, he!Ben stabil konjugiert, falls es ein Element 
geG(ff) gibt, so daft T z = g - l - T l . g  und so daft der Homomorphismus 
Ad g: T 1 --. T 2 fiber F definiert ist. 

Offenbar sind zwei CSG T 1 und T z genau dann stabil konjugiert, wenn es 
regulate Elemente 7ieT~(F) gibt, die stabil konjugiert sind. Wir bezeichnen mit 
{T},~, (resp. {7}st) die Menge der zu T (resp. 7) stabil konjugierten Tori (resp. 
Elemente). Die folgende Proposition gibt eine Beschreibung der stabilen Kon- 
jugationsklassen von CSG in G. 
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6.21 Proposition ([32]). Es sei T o eine feste CSG in G. Es sei N o der Normali- 
sator und I,V= N O (ff)/T o (if) die geometrische Weylgruppe. 

a) Es sei T eine CSG yon G und geG(ff), so daft T=g  -1 Tog. Die Abbildung, 
die zu T die Kohomologieklasse {a~}GHI(F, ffV) (:GGal(ff/F)), Bild yon {b~} 
= {~(g).g- 1} unter Hi(F, N(ff))--*HI(F, ~V), zuordnet, identifiziert die Menge der 
stabilen Konjugationsklassen yon CSG mit einer Untermenge yon HI(F, file). 

b) Falls G quasizerfallend ist, so ist diese Abbildung auch surjektiv. 

Die Behauptung b) ist eine Folgerung aus dem Satz von Steinberg. Aus 
diesem Satz folgt auch, daB die Menge der stabilen Konjugationsklassen von 
CSG bzw. von regul~iren halbeinfachen Elementen yon G eine Untermenge 
der entsprechenden Menge ftir die quasizerfallende Form G* yon Gist. 

Es sei Teine CSG tiber F u n d  

9.1(T,F)={gGG(ff)IT'=g-ITg ist tiber F definiert und Adg: 
T---~ T' ist tiber F definiert}. 

Es sei ~(T, F)=  T(ff)\9.1(T, F)/G(F). Diese Menge parametrisiert die Abbildun- 
gen Ad g zwischen T und stabil konjugierten CSG bis auf Konjugation. Die Zu- 
ordnung g~9.1(T, F)~--~{a~} = {a(g) g 1} definiert eine Bijektion 

(T, F) = Ker (H 1 (F, T) --* H 1 (V, G)). 

Es sei G,c die einfach-zusammenhiingende 12Iberlagerung der derivierten Gruppe 
Gde . und T~c das inverse Bild yon T. Es sei ~(T,F)=Bild von 
HI(F,T~c)-~HI(F,T).  Dann ist (~(T,F) eine Gruppe und ~(T,F) eine Un- 
termenge. Ftir F lokal nichtarchimedisch stimmen ~(T, F) und ~(T, F) tiberein. 

Es sei F ein globaler KSrper. Es sei 

~(T, A)=  l~ ~(T, Fv) (beschr~inktes Produkt) 

~(T, A) = [I ~(T, V.). 
v 

Aus der Tate-Nakayama-Theorie sind folgende Sequenzen als exakt bekannt. 

(6.21.1) ~ ( T , F ) - - ~ ( T , A ) - - ~ H - ~ ( F , X , ( T ) )  

(6.21.2) ~(T, F)~(~(T,A)  - * K e r ( H - ~ ( F , X , ( T j ) - ~ H - I ( F , X , ( T ) ) ) .  

Die Gruppe rechts auBen in der letzten Zeile ist 

{,~x,(r~3[ X : ,~=0}/{~x,(~c)l~=Y,:~-~,  ~cX,(T)}. 
r ~ G a l  (K/F)  r 

(K/F gentigend groBe Galoiserweiterung.) 
Wir kehren jetzt zu dem uns interessierenden Spezialfall zurtick. Es sei G* 

die quasizerfallende Form yon G bzw. G_. Bis auf weiteres bezeichnen wir mit 
G eine beliebige innere Form yon G*. Wir benutzen folgende exakte Sequenzen 
yon algebraischen Gruppen fiber Q (I-8], [30]). 

(6.22.1) 1 --* G~c--, G ~ RK/O(ffJ,, ) --, 1. 

(6.22.2) 1 -* G l --' G ~ I ~  m ----) 1. 
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Dabei ist G~c | und G 1 | Ftir eine CSG T von G sei T I 
=Tong 1. Es sei L der Zentralisator von T 1 in M~(K). Weil L eine maximale 
kommutative halbeinfache Unteralgebra vom Rang 3 von M3(K ) ist, ist L eine 
direkte Summe yon KiSrpererweiterungen. Es gibt folgende M6glichkeiten: 

(I) L = K @ K @ K  

(II) L = K  @K 1 K1/K quadratische Erweiterung 
(III) L =kubische Erweiterung yon K. 

Je nachdem, welcher Fall eintritt, nennen wir die CSG vom Typ I, Typ II 
(oder auch quadratisch), bzw. Typ III (oder auch kubisch). 

6.22 Proposition. Es sei T c G eine CSG fiber Q yore Typ (III). Dann sind die 
kanonischen Abbildungen 

a) 3?(T, Q)-* ~(T, A) 

b) ~(T,Q) -->~(T,A) surjektiv. 

Die Behauptung a) ist Konsequenz von b), wie der folgende Hilfssatz zeigt 
([7]). 

6.23 Lemma. G erffillt das Hasseprinzip. 

Beweis. Aus der exakten Sequenz (6.22.1) leiten wir folgendes kommutative 
Diagramm mit exakten Zeilen ab: 

K • , HI(Q,G~) > HI(Q,G) > HI(Q, RKleG,,) 

L 
I~K2 ,I3HX(Q~,G~c)-----'HHI(Q~,G) >]-[H~(Q~,R~Io(B,,). 

Nach Hilbert's Satz 90 sind die ~iuBersten rechten Terme gleich Null. Weil 
H~(Q~,G~c)=O fiir v<ov, folgt H~(Qv, G)=O fiir v<ov. Jetzt folgt die Behaup- 
tung aus dem Hasseprinzip ftir G~c und der Tatsache, dab K| zusammen- 
h~ingend ist. Q.E.D. 

Wir beweisen jetzt b); entsprechende Rechnungen fiir die spezielle unit~ire 
Gruppe finden sich in [32]. Offenbar gentigt es zu zeigen, dab 

~(T 1 , Q)-~ e(Tx, A) 

surjektiv ist. Wir diirfen annehmen, dab Ga quasizerfallend ist. Es sei ( ')  J =  - 1  . Dann ist G1 diejenige ~iuBere Verschr~inkung yon GL(3), die 

1 
durch folgende getwistete Galoisaktion definiert wird: 

(6.23.1) r(g)=j-x . tg .J ,  geGL(3, K) 

(z = nichttriviales Element in Gal (K/Q); g ~ f, Konjugation). 
Es sei A 1 c G  1 die Gruppe der Diagonalmatrizen und ffV=N(AO(Q)/AI(Q) 

die geometrische Weylgruppe. Aus der exakten Sequenz von algebraischen 
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Gruppen fiber K 
1-~ A . ,  ~ (r  ~ - ~ r  

(Xi'  Y i ) i -  1, 2, 3 F--C" (X i �9 Y l ) i -  1, 2. 3 

leitet man folgenden Ausdruck fiJr X,(Aa) ab: 

X , (A O= {(al ,bl ; az,bz ; a3,b3)~2~6lai + bi=O}. 

Wegen (6.23.1) wirkt r folgendermaBen: 

"c((al,bl; az,bz; a 3 , b 3 ) ) = ( - b 3 ,  - a 3 ;  - b 2 ,  - a 2 ;  - b  1, - a  0. 

Die Weylgruppe operiert durch Permutation der 3 Paare yon Zahlen und wird 
auf diese Weise mit S 3 identifiziert. Insbesondere werden die Transpositionen 

(13) durch wa=  - 1  

1 

(12) durch W2--~- 0 

0 - 10i) 
(23) durch w3=\ (  00 01 

bewirkt. Wir erhalten ffir die Aktion von Gal(K/Q) auf I7/: 

~((1, 3)) = (1, 3), ~(1, 2) = (2, 3). 

Es sei jetzt T a eine kubische CSG yon G 1 und L die entsprechende kubische 
Erweiterung yon K. Es sei E die Galoissche Hfille yon L tiber K. Dann ist E 
galois'sch fiber Q[32]. Wir unterscheiden 3 F/ille: (I) L = E  und Gal(L/Q)=S 3 
(II) L = E  und Gal(L/Q)=7Z/6 (III) [ E : Q ] = 1 2  und Gal(E/Q) enth/ilt S 3 als 
Untergruppe. 

Wir betrachten den Fall (I). Wit wiihlen Erzeugende yon Gal(L/Q) mit 
r 2= 1, zlK =nichttrivialer Automorphismus; a3 =  1, a lK trivial; va t  = a  1. Wir 
repriisentieren die stabile Konjugationsklasse yon T durch einen Kozykel {a~} 
in HI(Gal(L/Q),ITV), siehe 6.21. Wir erhalten aus der Kozykelbedingung: 
"c(a,,-,)=a~-l.a,~.a, und a 3 = l .  Bis auf Kogrenzen ist die einzige LSsung 
folgende: a~=(123), a~=l.  Folglich ist die T entsprechende getwistete Aktion 
von Gal (L/Q) auf X ,  (A1): 

z : ( a l , b l ; a 2 , b 2 ; a 3 , b 3 ) - ~ ( - b 3 , - a 3 ;  - b 2 , - a 2 ;  - b l , - a l )  

a: (aa,bl ; az,ba; a3,b3)--*(a3,b3; al,bl ; a2,b2). 

Um die Behauptung b) ffir T zu zeigen, genfigt es nach (6.21.2) zu zeigen, dab 
X,(T~c ) (definiert in X,(T1) durch die Identitiit a a + a 2 + a 3 = 0  ) v o n  Elementen 
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der Form 
2=  ~ rr~o-I~,  # ~ X , ( T ) ,  

aeGal(L/Q} 

erzeugt wird. Man fiberprtift leicht, das dies zutrifft. In den Fallen (II) und (III) 
folgt b), weil sogar H - I ( Q , X , ( T j ) = O  ist. Wir verweisen auf [-32] ffir die 
Einzelheiten. Q.E.D. 

6.24 Proposition. Eine CSG T* fiber Q yon G* tritt genau dann in G global auf 
wenn sie lokal fiberall auftritt. 

Beweis. Offenbar ktinnen wir in der Behauptung G*, G und T* dutch G*, G 1 
und T* ersetzen. Wir beschr~inken uns auf den Nachweis der Behauptung im 
Falle eines kubischen Torus. (Der Fall einer CSG vom Typ (II) ist in [-32] 
behandelt. Ftir den Typ (I) ist die Behauptung gleichbedeutend mit dem 
Hasseprinzip ffir Gad. ) Wir reprasentieren die kubische CSG in der Form 
7"* = { x ~ L l x . x J =  1}, wobei x~-*x ~ eine Involution ist, die a u f K  den nichttrivia- 
len Automorphismus induziert. Wir repr~isentieren die Gruppe G 1 in der Form 
G I = {deD • I d .d  e= 1}, wobei D eine einfache zentrale Algebra vom Rang 3 2 

fiber K und d--*d ~ eine Involution 2. Art sind. Der Torus T* erscheint genau 
dann als CSG yon Ga, wenn es eine involutionstreue Einbettung 
q): (L, J) --~ (D, r) gibt. Weil nach Voraussetzung T~* lokal iiberall in G ~ einbettbar 
ist, l~iBt sich eine Einbettung von K-Algebren ~o: L -*D finden, so dab L zu 
einer maximalen kommutativen halbeinfachen Unteralgebra von D wird. Wir 
setzen die Involution J auf ganz D fort. Nach Skolem-Noether existiert ein 
t ~D • mit t~= t, so dab x J=  t. x ~. t 1 fiir alle x ~D. Wir k6nnen genau dann q~ 
in eine involutionstreue Einbettung konjugieren, wenn es Elemente s~D • 
b ~L x gibt mit s. s t= b-t. Nach Voraussetzung ist diese Bedingung lokal fiber- 
all erffillt. Es sei (s~,b~) die L/Ssung ffir die archimedische Stelle. Es sei 
bo~L • ein Element, das b~ genfigend gut approximiert, und ftir das bo.t  
invariant unter z ist. Es ist c=No/K(bo. t )~Q ~. Dann ist c lokale Norm aus K 
in der unendlichen Stelle und folglich ist die Gleichung 

(6.24.1) s . s ~ = b . t  mit b = c  lb  0 
Df 

lokal in der unendlichen Stelle 16sbar. Andererseits ist ND/K(bt)=c 2 lokale 
Norm in allen nichtarchimedischen Stellen. Aus dem Satz von Landherr [,17] 
folgt daher, dab die Gleichung (6.24.1) global 16sbar ist. (Ein ~ihnliches Argu- 
ment wird in Kneser's Beweis des Satzes yon Landherr verwendet.) Q.E.D. 

Der folgende Hilfssatz gibt ein einfaches Kriterium daftir, dab in G nur 
kubische CSG auftreten. 

6.25 Lemma. Falls.]fir eine endliche Stelle G~ anisotrop modulo dem Zentrum 
ist, so ist jedes Element yon G(Q) entweder zentral oder halbeinfach reguliir 
elliptisch. Jede fiber Q definierte CSG yon Gis t  dann kubisch. 

Beweis. In der Tat  is G~, die multiplikative Gruppe einer Divisionsalgebra. 
Somit gibt es keine nichtzentralen singul~iren Elemente und jede CSG yon Glv 
ist die multiplikative Gruppe einer kubischen Erweiterung von Q,,. 
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Wir analysieren jetzt die Summe (6.19.1). Es bezeichnet G wieder die ur- 
sprtingliche Gruppe. Statt fi,(m) schreiben wir f 

Wir formen die Teilsumme (6.19.1) ell, die den reguliiren elliptischen Konju- 
gationsklassen entspricht, urn. Es sei J -=~- (G)  eine Menge yon Repr~isentan- 
ten der Konjugationsklassen yon elliptischen CSG, und ~t=~-~t(G) eine Menge 
von Repr~isentanten der stabilen Konjugationsklassen yon elliptischen CSG. 
Ftir eine CSG T bezeichne Wo(T)=N(T)(Q)/T(Q ) die rationale Weylgruppe 
und W(T) die Untergruppe der Elemente der geometrischen Weylgruppe, 
deren Aktion auf X. (T)  mit der Wirkung der Galoisgruppe vertauschbar ist. 
Man sieht unmittelbar ein, dab 

1 
(6"19"1)~1'=~ [Wo(T) [ - - - v o l  (T(Q). Z~ \  T(A)) �9 ~ ~ f (g-~  ,/g) dg. 

"~,~Z(Q)c~ZI \ T(tl~) reg T ( A ) \  G(A) 

Wir bezeichnen das Bahnenintegral ~ f (g -  17g) dg (7 e T(Q)) mit q~T(7,J), 
T(A) "-. G(A) 

oder auch O(7,f). Analog wird ~(~:,f) im lokalen Fall definiert (fe C~(G(Qv)), 
7eT(Q~)reg). Es sei 6~3~(T,Q) und gegA(T,Q) ein Repr~isentant. Wir benutzen 
g, um das TamagawamaB von T nach T g zu transportieren und setzen 
OT~(7~,f)=~(7~,f)=cl)(Tg,f), 7ET(Q) r~g. Analog wird q~(~:~,f) im lokalen Fall 
definiert (6 e ~D(T, Q~)). Man iiberzeugt sich leicht, dab 

T(Q)\(N (T)(O.) c~ 9.1(T, Q))/N (T)(Q) ~- Wo(T)\ W(T). 

Deshalb k/Snnen wir den obigen Ausdruck als Summe tiber die stabilen Konju- 
gationsklassen in folgender Weise schreiben: 

1 (6.19.1) en= 
9-s~ I W(T)I 

�9 vol (T(Q)ZI\  T(A)). ~ ~ 4)r~ (7o,f). 
"~cZ(Q) Z1 ~, T(Q) reg 6e~(T ,Q)  

Dabei haben wir benutzt, dab der Volumenfaktor ftir alle CSG in einer 
stabilen Konjugationsklasse der gleiche ist. Wir erinnern daran, dab f yon der 
Form [If~ genommen wurde. Das folgende Lemma ist in v611iger Allgemein- 

heit giJltig [26]: 

6.26 Lemma. Fiir jede CSG T yon G und jedes reguli~re Element 7 ~ T(Q) ist 
die Funktion 

g--~ f~(g-17g ) 

J'~r fast alle Stellen v die charakteristische Funktion yon T(Qv) C v. (Diese Aussa- 
ge ist ftir fast allev sinnvoll.) Insbesondere besteht die Summe 

~) st 

6~ :D(T, Qv) 

J~r fast allev aus dem einzigen Summanden 4~(7~,f, ). 
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Dieses Lemma hat zur Folge, dab die rechte Seite der Identit/it im n~ichsten 
Lemma wohldefiniert ist; die Identit~it selbst folgt aus 6.22. 

6.27 Lemma. Es sei T eine kubische CSG yon G und es sei 
c ( T, G) = card Ker (~ (T, Q) --+ ~ ( T, A)). Eft r ein regu llft res Element ~ ~ T (Q) ist 

y ~o(? , f )  = c(r, a). [I ~((~S,L). 
6E'I3(T,Q) v 

Wit berechnen die stabilen Bahnenintegrale in der unendlichen Stelle. 

6.28 Lemma. Es sei 7oo c G(IR) ein halbeinfaches Element. 

a) Falls 7o~ reguliir hyperbolisch ist, so ist (b(7~,,f~)=0. 

b) Falls 7~ reguliir elliptisch ist, so ist 

4) ({ y~,} ~',fL) = vol (Z (IR)\ T(IR))- a, T = G~.  

c) Falls 7~ zentral ist, so ist 

4~(7~,f~) = vol (Z(IR)LG (IR))- 1 

Beweis. a) ist eine Folge von 6.15 und dem Zerlegungsverhalten I-3] der 
induzierten Darstellungen yon G(IR) /Z ( IR)~PSU(2 ,1 ) ;  in Wirklichkeit aber 
wird f /  gerade so konstruiert, dab a) erfiillt ist [38]. Fiir b) und c) benutzen 
wir den Formalismus von Shelstad [35]. Wit erhalten eine Injektion 

(6.28.1) 

"irreduzible zul~issige] 

Darstellungen yon ~ ~ , 

~L-Pakete von irreduziblen" 

zul~issigen Darstellungen 
von Gaa(lR) 

r/=~,(~')=(~}. 

Das Bild dieser Injektion besteht aus der diskreten Reihe, und das Bild der 
trivialen Darstellung go ist 

~(~o) = (~o, 2, ~1,1, ~2, o}. 

Es sei chn= ~ ch~ der Charakter des L-Pakets H=O(~')  und t6Gad(lR) ein 
zcff// 

beliebiges halbeinfaches regul~ires Element in der stabilen Konjugationsklasse, 
die der Konjugationsklasse eines Elements t ' c  G ad(lR) entspricht. Dann gilt: 

(6.28.2) ch~, (t') = cho(~,)(t) 

([35]; hier ist q~=2). 
Es sei f-oo die konstante Funktion mit Wert vol (Z( l ( ) \G (IR)) -1 auf 

G ,d(l(). Fiir eine Darstellung re' yon G ad(l( ) ist offenbar: 

{10 fal ls~ '  ' 
Yr (n'(f_ ~)) = sonst. = re~ 

Aus der Definition von f~  folgt somit: Ftir alle ~' ist 

Tr (~'(f_ ~)) = Tr (~9 (~')) (f~). 



90 M. Rapoport und Th. Zink 

Andererseits k6nnen beide Seiten mit Hilfe der Weylschen Integrationsformel 
berechnet werden. Fourierinversion und (6.28.2) zeigen dann: 

(6.28.3) q~ (t', f_ ~) = q~ ({ t} st,f~). 

Um jetzt b) zu beweisen, gentigt es zu bemerken, dab die linke Seite von 6.28.3 
gleich vol(Z(IR)\G ,,(IR))-1 ist. Um c) zu beweisen, benutzen wir die Planche- 
relformel fiir Gad(IR ). Wir erhalten f~(1)=d(rc i'2-1) 1, wobei d(~) den formalen 
Grad yon ~ bezeichnet. Abet d(Tzi'2-i)=d(rco)=vol(Z(IR)\G (IR)). Q.E.D. 

Wit analysieren jetzt die Summe (6.19.2). Es sei f e l l = f _ ~  die im Beweis 
des vorhergehenden Lemmas definierte Funktion auf G (IR)/Z(IR). Weil ftir 
regul/ires 6~G(IR) ,  q~(,5,f_~)=vol(Z(lR)\Ga(IR)) -1, erhalten wir, dab die 
den elliptischen Elementen entsprechende Teilsumme (6.19.2) e" folgendermaBen 
geschrieben werden kann. 

vol ( Z ( I R ) \ G  a (IR))- vol (G_ a(Q) Z c \ G -  a (Az))" ~ (a, fell.:,,)) 
{a} 

= 2 VO1 (G _ 6(Q) Z I \ G  - 6( A ) ) "  q,(& ffl,, ~,,)). 
ca} 

Hierbei ist fin, ~,,)=f~l~ .f~m). Wir haben somit (6.19.2) en in eine Form gebracht, 
die dieselbe Gestalt wie (6.19.1) en hat. Wir k6nnen mit ihr genauso verfahren. 

Wir beenden den Beweis yon 6.19. Das Lemma 6.25 l~iBt sich auf G und G 
anwenden. Folglich treten in beiden Gruppen nur kubische CSG auf. Zeigen 
wir, daft die elliptische Teilsummen yon (6.19.1) bzw. (6.19.2), in der stabilisierten 
Form fiber die gleichen Indexmengen gehen. Nach (6.24) kann das lokal fiber- 
priifl werden. Wegen der Wahl der Funktionen fi,~m) und f~m) resultiert die 
Behauptung daher aus 6.28a). Wir fixieren jetzt die TamagawamaBe auf den 
einander entsprechenden Elementen yon ~-~,~,(G) und ,~t(G ) kompatibel. Dann 
stimmen die stabilisierten elliptischen Teilsummen yon (6.19.1) und (6.19.2) glied- 
weise fiberein. Das folgt unmittelbar aus 6.28b), 6.27 und der offensichtlichen 
Tatsache, dal3 c(T,G)=c(T,G_). Nach (6.25), anwendbar auf G und G ,  sind 
die zentralen Elemente die einzigen singul~iren Elemente. Der Beitrag eines 
zentralen Elements zu (6.19.1) ist gleich vol(G(Q)Za\G(A)).fi'("~(1). Der Bei- 
trag eines zentralen Elements zu (6.19.2) ist gleich 

vol (G _ (Q) Z c \  a _ (Ay)).f~y) (1) = vol (Z(~) \ G _ (~))-  ~ 

�9 v o l  (G_ (Q) Z~LG _ ( A ) ) . f ( _ " )  ( 1 ) .  

Aber vol(G(Q)ZI\G(Ak))=vol(G_(Q)ZI\G (A)). (Das folgt z.B. weil die Ta- 
magawazahlen yon Gs~ und G_~ gleich 1 sind und der Formel von Ono [-29].) 
Somit folgt aus 6.28c), dab die Beitr~ige eines zentralen Elements zu (6.19.1) 
und (6.19.2) iibereinstimmen. Q.E.D. 

Wir wenden uns jetzt der Primstelle fil zu. Zun~ichst folgt aus 5.8 das 
Pendant zu 6.9 (man beachte, dal3 die Summanden mit einem pz-Faktor in 5.8 
eine Darstellung der Heckealgebra definieren, die disjunkt zu der von den 
eindimensionalen automorphen Formen aufgespannten Darstellung ist). 
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6.29 KoroUar. 

(~  p2(n)~ = l @,~(K •  • (Af)/~c(C))(- 1) 
dim ~ = 1 

dim ~(~= ~x~ p2(H)~ = t02 ( ~ ~  G _ (Q~)~G _ ( A f ) / C P  . C i_ p)( -- 1) 

i i + 1  -P2 |  ) ( - 1 )  

-I-[92 ( ~ ( G _  ( Q ) ~ G  ( A f ) / C P  �9 C Z / 3 ) ( -  1)  

-P2  |  x \ g  • (Afl/K(C)) ( -  1). 

Wie in 6.10, 6.11 beweist man die Behauptung (i) bzgl. ill. Die Behauptung 
(ii) b) wird wieder mit tier Selbergschen Spurformel bewiesen. An die Stelle des 
Lemmas 6.13 tritt die folgende Aussage. 

6.30 Lemma. Es sei m > 0  und JP e~(G(APf), CP). 

a) Falls 3Xm, so ist Tr(fPa~, [ ~ ( ?  no(~/c,{i~))=O. Falls 3[m, so sei 

fob(m) = vol (C ~ p) 1. char (CO- p ~ C ~ fl ~ C~ (G (Qfl) 
und 

fo, (m)=f..fo,p~.) e C~ (G_ (Aft). 
Dann ist 

Tr (fPa~ IV ~ ( G _  (Q)\G (Afl/C~ - C ~_ v)) = 3- Tr (R (fo, (.1))). 
i 

b) Falls 3.~m, so ist T r ( f P ~  l Y ( ?  rto(dtc,~i,i ~ 1/))=0. Falls 3lm, so sei 

f~ )tin)= vol (COl)- ~. char (C~ q)~ C~ ~p), 

und 
f 1,(m)=fpf!,p~m). 

Dann ist 

Tr(f ~ aT, I ,U. o~ (6_ (Q)XG_ (ar 1))= 3. Tr (R_ (f_l, (,,)). 

c) F/ir jedes m sei 

f2,p(,Ul=vol(C~ap)-,. Z/3 m Z/3 char (C_p d~ C_p), 
und 

f 2_,{m)= fp  f2,p{m). 
Dann ist 

Tr (fPaT, I g ( G  ( Q ) \ G  (Az)/C~ C~))=Tr  (R (f2, (m,)). 
Tr (ff  aT, [ J ( K  X \ K ~  (Afl/~c(C)) = T r ( R [ ( f 2  ' ("))). 

Die Spuren in a) und b) verschwinden ffir 3.t/m, weil der Frobenius A//c,{~ ~ in 
o//r ii§ ~) iiberfiihrt. Wir definieren: 

(6.30.1) f(m) =j 'f2,  (,), falls 3~/m 
(3.f~ "(''), falls 3ira. 
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Andererseits w~ihlen wir fJ") = vol (Cp)- 1 char (Cp q~" Cfl e C~ (G (Qp)). (Hier ha- 
ben wit, um Bezeichnungen zu sparen, mit �9 ein Element von G(Qv) bezeich- 
net, das unter ~c auf das gleiche Element wie das Frobeniuselement ~ e G (Qfl 
abgebildet wird.) Diese Funktion hat die Eigenschaft, dab ftir jede irreduzible 
zulhssige Darstellung n v von G(Qp) gilt: 

[Z~I (P)", falls np= Zp o ~ mit einem 

Tr(np(f~"))) = /  unverzweigten Charakter von K ; .  
(0, sonst. 

Es sei f~  wie in 6.15. Wir setzen fi, (,,)=f~fpf(p,,). Dieselben Argumente wie 
oben zeigen, dab ['fir die Behauptung (ii) in 6.4. es darauf ankommt, den 
folgenden Satz zu beweisen. 

6.31 Satz. Far i=O, 1, oder 2 ist 

Tr (R (f'" ("))) = Tr (n_ (f~"~)). 

Es gibt zwei grundlegende Unterschiede zwischen der ftir die Primstelle fil 
betrachteten Verschr~inkung G und der Ffir die Primstelle fi2 betrachteten 
Verschr~nkung. Erstens ist G_ (Qp) nicht mehr isomorph zu G(Qv), so dab wir 
lokale Bahnenintegrale auf verschiedenen Gruppen miteinander vergleichen 
miissen, und zweitens enthalt G m6glicherweise andere CSG als nur die vom 
Typ (III), so dab die Spurformel ftir G instabil ist. Daher ist das folgende 
Lemma, dessen Beweis von R.P. Langlands stammt, besonders willkommen. In 
seiner Formulierung nennen wir ein halbeinfaches Element 6~G(Qp)  vom 
Typ (I) (oder hyperbolisch), (II) (oder quadratisch) bzw. (III) (oder kubisch) je 
nachdem, ob die Eigenwerte von 6 eine Erweiterung vom Grad 1, 2 oder 3 von 
Qp erzeugen. 

6.32 Lemma. Es sei 6eG (Qv) halbeinfach. Das Bahnenintegral q~(b,f(~) ver- 
schwindet, falls nicht 

(6.32.1) ord o K(6) = (m, 0). 

In den folgenden Aussagen sei (6.32.1) erffillt. 
(i) Es sei b kubisch regular und es sei T=G_o und T(O)c T(Qfl die maximale 

kompakte Untergruppe. Es sei 

ea = e r ~  ET(Qp): Z(Qfl. T(0)]. 

Dann ist 
Cb (6,f~_~) = 3 vol (T(0))-I 

eT 

(ii) Es sei 6 quadratisch regular hyperbolisch regular. Dann ist ~(6,f~_'~))=0. 

(iii) Es sei 6 quadratisch singular. Dann ist ~(6,f(_~)=0. 

(iv) Es sei 6 zentral. Dann ist m durch 3 teilbar und 

(~((~, f (_m))  = VO1 (C O_ p)- 1 (p __ 1 ) 2  (p _]_ 1). 
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Beweis: (i) Die tibliche Methode [23] der Berechnung von Bahnenintegralen 
mit Hilfe des Bruhat-Tits-Geb/iudes :g" yon SL(3, Qp) zeigt: Falls 31m, so ist 

1 
~(  6'f~ - e r �9 vol (T(0)) card y, oo. 

1 
4~(6'f)'P~"~) - e r �9 vol (T(0)) card ~s 

3 
~b(6'f~'v~"l) - e r �9 vol (T(0)) card y.26. 

Hier bezeichnet 2~ 'i die Menge der i-Simplizes von Y" und ~i6 die Menge der 
yon 6 fixierten i-Simplizes. Wit haben dabei benutzt, dab der Index von C s in - p  

seinem Normalisator gleich 3 ist, falls S =Z/3,  und gleich 1 sonst. Wir erhalten 
also flit 31m 

4,(6,fy;) =~vol (ri0)) 1. E-pipo). 
e T 

Die Euler-Poincard-Charakteristik von Y'6 ist gleich 1, weil (die geometrische 
Realisierung yon) Y'6 kontrahierbar ist [18]. Falls 3Xm, so erhalten wit: 

1 
q~(6'f2){")) = e r �9 vol (T(0)) card {A e f216 .  A = sA}. 

Hier bezeichnet sA das 2-Simplex, das aus A durch eine Drehung von 60 ~  
seinen Schwerpunkt entsteht. (Eine Orientierung von A ist durch die Numerie- 
rung der Ecken Po,Pl ,P2 der fundamentalen Kammer definiert.) Man iiber- 
zeugt sich leicht, dab die Menge der von 6 gedrehten 2-Simplizes nur aus der 
fundamentalen Kammer besteht. 

(ii) Es sei 6 hyperbolisch regul~ir. Es sei T = G a  und T(0) die maximale 
kompakte Untergruppe von T. Die Untergruppe Z(Qp)T(O) von T(Qp) besitzt 
ein direktes Komplement Tt, das isomorph zu Z 2 ist. Auf dem zu T assoziier- 
ten Apartment N r c S g  operiert T t als Gruppe von Translationen. Es sei 3 Ira. 
Wie in (i) erhalten wir, dab der Wert yon ~ ( 6 , f ~ )  ein Vielfaches yon 
E - P ( X ~ m o d T t )  ist. Wir zeigen, daft diese Euler-Poincar~-Charakteristik ver- 
schwindet. Zuniichst ist ~)ITC~ ~ und die geometrische Realisierung yon 9,1 r mit 
seiner T,-Aktion ist einfach IR 2 mit der Wirkung des Gitters 2g 2. Es folgt, dab 
E -  P(9,1 T mod T,)= E -  P(IR2/2g 2) =0. Die Behauptung folgt, weil die Abbildung 
r: 5fo--~NT, die jedem Punkt (der expliziten geometrischen Realisierung) den 
ihm n~ichstgelegenen Punkt aus ~1 r zuordnet, eine stetige Retraktion ist, die 
mit der Aktion yon T t vertauschbar ist. Es sei 3Xm. Wie in (i) erhalten wir, 
dab der Wert von 4~(c~,f~) ein Vielfaches von card {A e f 2 mod TtlbA =sA} ist. 
Aber ein hyperbolisches Element kann keine Kammer drehen. Der Beweis fiir 
ein quadratisch regul~ires Element ist analog. (Statt des Apartements ~ r  be- 
nutzt man das Bild des Geb~iudes eines Levifaktors elner maximalen paraboli- 
schen Untergruppe von G in Y'.) 

(iii) Die Behauptung folgt aus (ii) und dem Keimentwicklungsprinzip in 
einem beliebigen singul~iren Element ([-32]). 
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(iv) Die erste Behauptung ist offensichtlich. Folglich ist 

3 3 1 
vol(C~ vol(C~ vol(C~3p)" 

Die Behauptung folgt jetzt, weil 

[C~ COb] = card Ip2 (lFp) = pZ + p + 1 

[C~ C ~ ]  = card IPI(IFp)=p + 1. Q.E.D. 

Das folgende Lemma gibt den Wert der Bahnenintegrale ffir G(Qp). 

6.33 Lemma. Es sei 7eG(Qp). Das Bahnenintegral ~(7,f~ m)) verschwindet, falls 
nicht 

(6.33.1) ord o ~c(7 ) = (m, 0). 

In den folgenden Aussagen sei (6.33.1) erJfillt. 
(i) Es sei 7 regulfir und es sei T =  G~ und T(O)~ T(Qp) die maximale kompak- 

te Untergruppe. Es sei d = d r ~  [G(Qp): Cp T(Qp)]. Dann ist 

~(7,f~,,))=dTvol(T(O)) 1. 

(ii) Es sei 7 zentral. Dann ist m durch 3 teilbar und r162 1 

Beweis: (i) Offenbar ist r Man fiber- 
zeugt sich leicht, dab die rechte SeRe der angegebene Ausdruck ist. Die 
Behauptung (ii) ist offensichtlich. 

Wir beachten, dab in den Gruppen G(Qp) und G_ (Qp) stabile Konjuga- 
tionsklassen einfach Konjugationsklassen sind (G I(Qp)=GL(3,Qp)). Eine 
Konjugationsklasse in G (Qp) kommt yon G(Qp) genau dann, wenn sie entwe- 
der zentral oder kubisch regul~ir ist. Die vorhergehenden Hilfss~itze zeigen 
somit, dab die beiden Seiten yon 6.31 in der stabilisierten Form Summen fiber 
die gleichen Indexmengen sind. In der Tat l~iBt sich der ffir die Primstelle ~2 
geffihrte Beweis unmittelbar auf den hier vorliegenden Fall fibertragen. Ffir 
den Vergleich der lokalen Bahnenintegrale in p wird hierfiir noch das folgende 
Lemma ben6tigt. 

6.34 Lemma. a) Es sei 6~G_(Qp) ein kubisches reguliires Element. Dann ist 
d~. e~ = 3. 

1 
b) vol (Cp) = (p_  1)2. (p + 1)" vol (C ~ p). 

Beweis: a) Es sei T d e r  Zentralisator yon 6, aufgefaBt als Untergruppe von G 
oder G . Dann ist TriG 1 die multiplikative Gruppe einer kubischen Erweite- 
rung L v o n  Qp. Man rechnet nach, daB er=Verzweigungsindex von L u n d  
dr=Tr~igheitsindex von L (vgl. [18]). Daraus folgt a). 

b) Es seien Clp= CpmGl(Qp ) und C ~  C~ _(Qp). Weil 

v o l ( C y v o l  (C~ vol (Clp)/vol (C 0 p), 
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folgt die Behauptung aus dem Vergleich der Volumina der maximalen kom- 
pakten Untergruppe C o p von GL(3, Qp) und der maximalen kompakten Un- 
tergruppe der multiplikativen Gruppe einer zentralen Divisionsalgebra vom 
Grad 3 2 fiber Qp (siehe z.B. [4] f'tir das Analogon bzgl. GL(2, Qp)). Q.E.D. 

Der Beweis yon Satz 6.4. ist damit beendet. 

Wir beschiiftigen uns jetzt mit dem Fall B. In diesem Fall ist die Shimuravarietiit 
Mo, c sogar tiber Q definiert. Folglich assoziiert die Methode der kontinuierli- 
chen Kohomologie zu einer Menge /7 von automorphen Darstellungen eine 
(~l_Darstellung pi(/7) von Gal(Q/Q). 

/7 = {n ~ L2(D • (Q) Z(IR)\D • (A))lnfAnteile identisch}. 

Die Darstellung pi(/7) hat die Dimension ~ m(n).dimHi(g, C~;n~). In die- 
~ E H  

sem Fall ist bekannt, dab /7 immer aus nur einem Element n besteht und dal3 
m(n)=l  ([15]). Die irreduziblen zul~issigen Darstellungen yon D• 
= PGL(2, IR)x PGL(2, IR), die Kohomologie liefern, sind die folgenden [4]. 

�9 die eindimensionalen Darstellungen: sie liefern einen 1-dimensionalen Bei- 
trag in den Dimensionen 0 und 4 und einen 2-dimensionalen Beitrag in der 
Dimension 2. 

�9 die Darstellung der diskreten Reihe mit trivialem infinitesimalem Charakter: 
sie liefert einen 4-dimensionalen Beitrag in der Dimension 2. 

Wir erhalten das folgende Analogon zu 6.3. 

6.35 Korollar. Es sei n eine automorphe Darstellung yon D • Z(IR)\D • 
die zur Kohomologie yon Mo, c beitrf~gt. Dann gibt es nut die folgenden beiden 
M6glichkeiten. 

a) n ist eindimensional. Dann identifiziert sich n mittels des Homomorphismus 
Nm ~ D•215  mit einem Charakter yon F+ \F•  Der Cha- 
rakter ist unverzweigt in p. 

b) n ist unendlichdimensional. Dann ist n~ in der diskreten Reihe und np ist 
yon der Form np=z,o  Nm ~ ffir einen unverzweigten Charakter Zp yon Fp • 

Es sei LG die L-Gruppe, die zu D • aufgefaBt als algebraische Gruppe fiber 
Q, geh6rt. Wir fixieren eine Einbettung yon F nach Q und eine algebraische 
Abschliei3ung Qp yon Qp, die (~ umfaBt. Wie im Fall A definiert der Homo- 
morphismus h0, der zur betrachteten Shimuravariet~it fiihrt, eine Darstellung r 
von LG. Es gibt einen solchen Isomorphismus yon LG~ mit G L ( 2 , ~ ) x  GL(2, C), 
dab r ~ die offensichtliche Darstellung in X = C 2 |  2 ist. Die L-Gruppe LG 
ist (genauer: kann so genommen werden) das halbdirekte Produkt 
[GL(2, 112)x GL(2, ~)]|  wobei das nichttriviale Element a~Gal(F/Q) 
mittels a(gl, ga)=(g2, g~) operiert. Das Bild yon cr unter r i s t  der Operator 

r(a): z l |174  z~|162174 2. 

Als lokale L-Gruppe LGp k6nnen wir LG~ x Gal(Fp/Qp) nehmen. 
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Es sei G* =RF/a(GL(2)). Die L-Gruppen von G und G* sind identisch. Eine 
eindimensionale automorphe Darstellung, re, von G kann als eindimensionale 
Darstellung, ~*, von G* aufgefagt werden. Wir bezeichnen mit P; die Ein- 
schr~inkung einer (~l-Darstellung p yon Gal((~/Q) auf Gal(Qp/Qp). Um die L- 
Funktion yon pa ls  Element von C(q -s) auffassen zu k6nnen, w/ihlen wir einen 
Isomorphismus l :  O l  ~ :' ~ '  

Der folgende Satz liefert in dem jetzt betrachteten Fall B den gesuchten 
Ausdruck der lokalen Zetafunktion yon MD. c als Produkt von lokalen auto- 
morphen L-Funktionen. 

6.36 Satz. (i) Falls ~ eindimensional ist, so ist 
2 

H L(s, p2~(Z0p ) =L(s - 1, n*, rp). 
j = o  

(ii) Falls ~ unendlichdimensional ist, so ist 

L(s, p2(7[)p)=L(s- t, r~v, rp). 

Wir berechnen zun~chst wieder explizit die rechten Seiten. Das Funktoriali- 
t~itsprinzip ordnet der Darstellung n*=Zpodet yon GL(2,Fp), aufgefaBt als 
Gruppe der rationalen Punkte einer algebraischen Gruppe fiber Fp, den folgen- 
den Homomorphismus zu: 

~(n*): 2B(O_.p/Fe)= S L(2, r • W(Qp/Fp)~GL(2 , r 

(s,w)~z~(lwl). (lw~/2 o Iw1-1/2)" 
Entsprechend ordnet das Funktionalit~itsprinzip der Darstellung rcp=ZpoNm ~ 

• yon Dp, aufgefagt als Gruppe der rationalen Punkte einer algebraischen Grup- 
pe fiber Fp den folgenden Homomorphismus zu: 

~(z%): 2B(O.p/Fp)--* G L(2, r 

(s, w)~z~(Iwl)" s. 

Wir wenden das iibliche Rezept an (z.B. [25], p. 131), um aus 0(~*) und ~5(r~p) 
die Homomorphismen q~(rc*) und ~0(ZCp) von ftB(Qp/Qp) nach LGp zu bestimmen0 
die das Funktorialit/itsprinzip den Darstellungen der rationalen Punkte der 
durch Restriktion der Skalare erhaltenen algebraischen Gruppen fiber Qp zu- 
ordnet. Wir verwenden die offensichtliche Basis ei| j von X. 

Es sei ap~ W(Op/Qp ) eine Liftung des Frobenius. Dann ist 

~o(n*) (ap) = [1, ~O(gp)- , (av)]• a ~ [GL(2, r x GL(2, r • Gal(Fv/Q p) 

und folglich (wir benutzen, dab [Plvp = P- 2): 

0 c~ 
r oq~(rc*)(ap)= fl 0 ' 
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mit ~ = Zp(P)" P, fl = Zp(P)" P -  1. Folglich ist 

1 1 1 
L(s - 1, re*, rp) - 1 -- Jc u, J~';~"~" P -~ 1 - y. lp~2.~, ! p - 2 (s - 1) �9 1 - L ~l a)~'p[~i, p - ( s  - 2 ) "  

x C2 x Es sei 2/; die Einschriinkung von Zp auf Qp F; . Dann ist 

1 
L(s, 7,p" Vv,,/Q,,) -- 1 + Zv(P) "P ~" 

6.37 Lemma.  (i) Die rechte Seite yon 3.36 (i) ist gleich 

L(s, 7~;)" L ( s -  1, 2p@Zp" Vr~/a,)" L ( s -  2, ~p). 

(ii) Die rechte Seite yon 3.36 (ii) ist gleich 

L(s - 1, ~p. VV,,/a,,). L(s, 7,p). 

Beweis. (i) ist bereits klar. Man  tiberzeugt sich unschwer, dab man 
surjektiven Homomorphismus  von Darstellungen y o n  ~(Op/Qp) hat. 

einen 

r o ~o (=p)+ 1 | o Ver). YFp/Qp 

E c i j . e i @ e j ~ - + C l 2  - - c 2 1 .  

Der Kern ist isomorph zu p2@zpoVer. Hierbei ist Ver der Verlagerungshomo- 
mor_phismus Ver" w(O.p/Qp)"b~W(Qp/Fy b. Unter  der Identifikation yon 
W ( Q p / Q y  b mit Q2 is_t )~poVer gleich 2'v. Wir fiihren folgende irreduzible 
Darstellungen von flB(Qp/Qp) der Dimension 1 und 3 ein. 

(3.37.1) 

(3.37.2) 

Dann ist 

r, (rc p) (s, w) = ~p(w) . V Fp/Qp (W ) 

1"2(7~p) (S, w ) =  ~p(W). P2(S). 

r o qo(rtp) = r l  ( g p ) @ r 2 ( g p ) .  

Die Berechnung der L-Funkt ionen ftir q(g~) und r2(~v) f'~illt bei folgender 
Rechnung mit ab. 

3.38 Lemma.  Es sei a p = (  p-l /2 ) p l / 2  • ~TpEgll~(Op/Qp). Es ist fi;tr m>O, 

(i) Tr(~ ' l~pO~p. v) = Xp(p)  m - Z p ( p )  m. 

(ii) Tr(ap ]q(~p)) = ( - 1) ~. Zp(p) m. 

(iii) Tr(tr~']r2(~p)) = Zp(P)"(P" + 1 + p % 

Beweis. (i) und (ii) sind offensichtlich. Das Bild yon O-p unter r2(np) ist 

Zp(p) m. 1 . Das beweist (iii). Der Invar iantenraum unter der Verzwei- 

P 
gungsgruppe ist der zu p -  1 geh6rige Eigenraum. Daraus folgt 6.37. 
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Es sei ~=zoNm ~ eine eindimensionale automorphe Form. Aus der Be- 
schreibung der Fundamentalgruppe von ~'c (4.5(iv)) folgt leicht, dab pO(~)p=~p 
und also p4(n)p = ~p(_ 2). Deshalb folgt aus 6.37, dab die Behauptung des Satzes 
6.36 ~.quivalent zu der folgenden Aussage ist. 

6.39 Satz. (i) Falls ~ eine eindimensionale automorphe Darstellung ist, so ist 

p2(~)p = ~ g _  1)| vv~/ep(- 1). 

(ii) Falls ~ eine unendlichdimensionale Darstellung ist, so ist 

p2(~Z)p = rl(7~p) ( - -  1)| ( -  1). 

(Aquivalenz der zugeh/Srigen halbeinfachen Darstellungen yon ?fl3(Qv tt/Qv).) 
Wir begni.igen uns mit einer Skizze des Beweises, da das Argument ~ihnlich 

wie im Fall A ist. Zun~ichst folgt aus 5.13 das folgende Analogon zu 6.9. 

6.40 Korollar. 

(~ p2(~)p = 1 | ), Gal(Qp/Fp); ~(F? \ F  • (Ay)/Nm C))(- 1) 
dimTt = 1 

(~ p 2 ( ~ ) p = I | 2 1 5 2 1 5  ). VF~/Q~(-1) 
dimn= 

-- 1 | f~-(F+ \ F  • C). Vvp/Qp(-- 1) 

+ p2|215215 l) 

- p2|  ~ \ F  • f)/Nm C) ( -  l) 

(Gleichheiten in der Grothendieckgruppe der zuKissigen Darstellungen yon 
~(D ~ (A}), C") • ~(Q~ ./Q.)). 

6.41 Satz. Es sei f ~ ( D •  C) und m>0. Dann ist 

Tr(f .  ~r~'l 1 | Gal(O.p/Fp); .~(F~ \ F • (AI)/Nm C))) 

=Tr(f .  cr~'l @ (?(p| 
dimn= 1 

Beweis. Offenbar ist ~ ( F ~ \ F  • C)= @ ~p eine direkte Summe yon 
dimn= 1 

induzierten Darstellungen, sogar von regul~iren Darstellungen. Sei 

.~- = Ind (Gal(Qv/Qp), Gal (Qp/K); 1) 

ein direkter Summand. Dann ist 

~ |  | = Ind(Gal(O,p/Qp), Gal(Q_p/Fv); g). 

Daraus folgt die Behauptung. 
Aus diesem Satz folgt die Behauptung (i) in 6.39. Um die Behauptung (ii) 

zu beweisen, wenden wir die Selberg'sche Spurformel an. Es gentigt, den 
folgenden Satz zu beweisen (die SL(2, C)-Faktoren beider Seiten sind gleich): 
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6.42 Satz. Es sei fP~g,~(D• C p) und m>0.  
(i) T r ( f P a ~ [ I |  ) - I |  \ F •  

=Tr( fPa~l  (~) r,(rtp)'Vr)/o, ), 
d i m n =  

(ii) T r ( f  p a ~ I p z |  ) - p 2 |  \ F  • (AI ) /Nm C)) 

=Tr( /"a~ ' l  (~) rz(np)). 
d i m n =  

Wir tibertragen in offensichtlicher Weise die for den Fall A benutzten 
Bezeichnungen auf die jetzt vorliegende Situation. Das folgende Lemma ist fiir 
hinreichend kleines C v richtig. Es folgt aus der Beschreibung der Aktion des 
Frobenius (4.5 (iv) und (v)). 

6.43 Lemma. Es sei 

fCm~ = vol(C_ v)- 1. char(C _ p. 4) m. C _ v) ~ C y (D ~_ (Or)) 

und f~_m) = fp  f ~ )  ~ C~ (D ~_ (Af)) .  D a n n  ist 

a) Tr ( f  p a p l g ( D  ~ \ D  ~ (A/)/C_)) = Tr(R (f~"))), 
b) Tr( /v  a~l,~(F+ \ V  • (AI ) /Nm C)) = Tr(R 1 (f~,o)). 

6.44 Korollar. a) Die linke Seite in 6.42 (i) ist gleich 

TrtR_ (f(_m))) __ Tr(R 1 ( f (m) ) ) .  

b) Die linke Seite in 6.42 (ii) ist gleich 

[Tr(R_ (f(_,,)))- Tr(R[  (f~m)))] (pro+ 1 +p-m). 

Um auch die rechten Seiten yon 6.42 in eine Form zu bringen, auf die die 
Selberg'sche Spurformel angewendet werden kann, verwenden wir den Teil a) 
des folgenden Lemmas (s. z.B. [4]): 

6.45 Lemma. a) Es gibt eine Funktion f~C~(D•  so daft ffir eihe 
irreduzible zuliissige Darstellung ~ yon D • ( ~ ) / Z ( ~ )  gilt: 

0, falls ~ kohomologisch trivial 
Wr(Tt~(f~))= 1, sonst. 

b) Es sei 7~ED• halbeinfach. Das Bahnenintegral yon f~  hat folgenden 
Wert : 

0, falls 7~ hyperbolisch 

4~(7 ~,f~)  = vol(Dr falls 7~ elliptisch 

[ vol(D~_ (IR)/Z(IR)) - ~, falls 7~ zentral. 

Es sei f~")=f~eC~(O•  Dann ist fiir eine irreduzible zul~issige Darstel- 
lung ~p yon D • (Qp) 
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[)~p(p) ", falls np=Xpo N m  ~ mit einem 

TrOzp(fP("))) = /  unverzweigten Charakter Xp von Fp • 

[0 ,  sonst. 

Es sei (m)_ p (m) f - - f ~ ' f  "fp~ . Aus 6.45 a) und 6.38 erhalten wir folgende Aussage. 

6.46 Korollar. a) Die rechte Seite in 6.42 (i) ist gleich 

Tr(R(fCm))) - Tr(R 1(fern))). 

b) Die rechte Seite in 6.42 (ii) ist gleich 

[Tr(R(ftm)))  - Tr(R t (fr (p~ + 1 + p-"). 

Well offenbar Tr(Rl(f~ = Tr(R1 (f~,~))), haben wir schlieglich den zu be- 
weisenden Satz auf folgende Aussage zurtickgef'tihrt. 

6.47 Satz. Tr(R(f(m))) = Tr(R_(f~))) .  

Zum Beweis dieses Satzes entwickelt man beide Seiten in die Selberg'sche 
Form. Dann benutzt man 6.45 b), um zu zeigen, dab beide Summen gliedweise 
tibereinstimmen. Damit ist der Beweis von Satz 6.36 beendet. 
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