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Es sei S(G, h) =S(G, h) eine Shimuravarietit [ 7]: S-(G, h)(C) = G(Q)\G(A)/C,, - C.
In vielen Fillen ist die Shimuravermutung geldst: es gibt ein kanonisches
Modell von S(G,h) iiber einem Zahlkdrper E=E(G,h)cC, der sich explizit
beschreiben 1dBt. Das Problem, die Zetafunktion der algebraischen Varietit
Sc(G,h) iiber E zu bestimmen, ist seit lingerer Zeit von Interesse. Das Ziel
ist es, diese Zetafunktion als Produkt von L-Funktionen, die von Lang-
lands zu automorphen Darstellungen assoziiert werden, auszudriicken. Der
lokale Faktor der Zetafunktion in einer guten Stelle ist jetzt in einigen Fillen
bekannt (Eichler, Shimura, Ihara fir Shimurakurven; Langlands fiir einige
Shimuravarietiten hoherer Dimension). In dieser Arbeit bestimmen wir den
lokalen Faktor der Zetafunktion in gewissen schlechten Stellen fiir einige
Shimuravarietdten der Dimension 2. Unser Resultat betrifft die beiden folgen-
den Klassen von Shimuravarietiten. Es sei p eine feste rationale Primzahl,

Klasse A: G ist eine Gruppe von unitiren Ahnlichkeiten iiber Q, so daB G.ur
=PSU(2,1) und so daB Gadg,, anisotrop ist. Uber die offene kompakte Unter-
gruppe C=G(A[) setzen wir voraus, daB sie maximal kompakt in p ist. Die
entsprechende Shimuramannigfaltigkeit ist iiber einem imaginir-quadratischen
Korper E definiert, in dem p in zwei verschiedene Primideale #; und £,
zerfillt. Wir bestimmen die lokalen Faktoren in 4, und #:,. Grob gesagt ist
unser Ergebnis, daB der lokale Faktor in 4, ein Produkt von lokalen
Hecke’schen L-Funktionen von E in g, ist:

Z,(S(G,h)/E,s5)= 1;[ (L6, 1) Ls = 1, ) - L5 — 2, 7)) - H L(s, x:)

(Die Anzahl der auftretenden Charaktere y, ist gleich dim H°(S(G,h),Q), die
Anzahl der auftretenden Charaktere y, ist gleich
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dim H2(Sc(G, h), 0)— dim H(Sc(G, h), ).

Wir identifizieren die auftretenden Charaktere. Die genaue Formulierung fin-
det sich im §6.

Klasse B: G ist die multiplikative Gruppe einer Quaternionenalgebra iiber
einer reell-quadratischen Erweiterung F von @, in der p prim bleibt, die
unverzweigt in den unendlichen Stellen und die verzweigt in p ist. Wir setzen
wieder voraus, daB C maximal kompakt in p ist. In diesem Fall ist E(G,h)=Q
und wir bestimmen den lokalen Faktor in p:

Z,(Sc(G,h),s)= [Ts, ) - Ls— 1, ) - L(s— 1, Ve, 1) LS—2, 1)
k

TG ) L6 ¥ 10, 70)

(vp,jo, =multiplikativer Charakter von Q. der der Erweiterung F, von Q,
mittels KlassenkOrpertheorie entspricht). Dies ist ein Produkt von lokalen
Hecke’schen L -Funktionen fiir @ in p.

Wir begriinden im weiteren unser Herangehen an das Problem und weisen
auf andere in der Arbeit bewiesene Sdtze hin, die unabhingig von der Berech-
nung der Zetafunktion von Interesse sind. Es sei s E eine Primstelle, in der
SAG, h) schlechte Reduktion hat. Der lokale Faktor der Zetafunktion ist iiber
die durch die l-adische Kohomologie definierte l-adische Darstellung der loka-
len Galoisgruppe erklidrt [34]. Im Gegensatz zum Fall der guten Reduktion
héngt er nicht unmittelbar von den Punkten einer Reduktion mod 4 ab. Daher
versagt die fiir eine gute Primstelle benutzte Methode [19], um den lokalen
Faktor der Zetafunktion zu berechnen. Das folgende Vorgehen fiihrt in einigen
Fillen schlechter Reduktion zum Ziel:

a) Man definiert ein ,,passendes* Modell von S(G,h) iiber OE/Z und analy-
siert seine spezielle Faser und deren Lage in der Gesamtvarietit.

b) Man benutzt die Spektralsequenz der verschwindenden Zyklen, um die
Kohomologie der allgemeinen geometrischen Faser mit ihrer natiirlichen
Gal(E ﬁ/E ,-aktion aus den in a) gewonnenen Informationen zu berechnen.
Damit ist der lokale Faktor der Zetafunktion bestimmt.

¢) Man driickt das gewonnene Resultat als Produkt von lokalen automor-
phen L-Funktionen aus.

Wir machen jetzt einige Bemerkungen, die die einzelnen Punkte erhellen
sollen. Das Vorbild fiir eine Losung des Punktes a) ist ein Resultat von
Cerednik, demzufolge Shimurakurven an schlechten Stellen eine p-adische Uni-
formisierung im Sinne von Mumford besitzen. Obgleich eine direkte Verallge-
meinerung dieses Ergebnisses auf hohere Dimensionen nicht zu existieren
scheint, haben wir, beginnend mit den Untersuchungen von Langlands [25],
einige hoherdimensionale Fille analysieren konnen [30, 39]. Beispielsweise
bildet im Fall A die spezielle Faser des passenden Modells einen reduzierten
Divisor mit normalen Kreuzungen, wihrend im Falle B das passende Modell
lokal das Produkt von Kurven mit gewShnlichen Doppelpunkten und einer
glatten Varietiit ist. In dieser Arbeit sechen wir den Schritt a) als bereits
vollzogen an. Unser Hauptanliegen hier sind die Schritte b) und c) fir diese
Beispiele.
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Um den Schritt b) zu erldutern, sei ganz aligemein (S, s, #) ein henselsches
Tripel mit endlichem Restklassenkdrper (S ist das Spektrum eines diskreten
Bewertungsrings und s und x sind der spezielle und allgemeine Punkt) und
f: X -8 ein eigentlicher flacher Morphismus mit glatter allgemeiner Faser. Die
Theorie der verschwindenden Zyklen driickt die Kohomologie der allgemeinen
geometrischen Faser durch eine Spektralsequenz auf der speziellen Faser aus.

E4=HP(X R ¥ Q)=H""(X,, Q).

Wir berechnen die Garben R?¥ @, im Fall, daB X reguldr ist und die spezielle
Faser einen Divisor mit normalen Kreuzungen bildet, dessen Multiplizitiiten
alle prim zur Restklassencharakteristik von S sind. (Wegen SGA 7, 1. Theorem
3.3 lduft dies auf einen Beweis der Puritdtsvermutung von Grothendieck in
diesem Fall hinaus) (Satz 2.2 und Satz 2.8). Bisher war dies nur im (geometri-
schen) Fall gleicher Charakteristik bekannt (ohne Voraussetzung iiber die
auftretenden Multiplizititen). Die Berechnung von RY ¥ Q, kann auch im Fall,
daB X lokal ein Produkt von Kurven mit Doppelpunkten ist, durchgefiihrt
werden (Satz 3.11 und Korollar 3.7).

Wir nehmen im weiteren an, daB die Aktion der Trdgheitsgruppe
I=Gal(n/n) auf H"(Xﬁ,Q,) unipotent ist (semi-stabiler Fall). Dann faktorisiert
sich diese Aktion iiber den maximalen pro-I-Quotienten G von I, der isomorph
zu Z, ist. Die von einer topologischen Erzeugenden von G induzierte Transfor-
mation T ist die Monodromietransformation. Es sei N=logT= -Z(l - T)"/m;
dies ist eine nilpotente Transformation auf Hi(Xﬁ,Q,). Die Monodromiefiltration

OcWycW,c...cW,,=H(X,.0)
ist dadurch charakterisiert, da N(W)<W,_, und daB N*: G, —Gr’  ein
Isomorphismus ist. Die Aktion der Galoisgruppe respektiert diese Filtration
und operiert auf den graduierten Bestandteilen {iber ihren Quotienten Gal(5/s).
Falls Deligne’s Vermutung [6] richtig wire, daB die Gal(s/s)-Darstellung Gry
rein vom Gewicht j ist, so konnte man die GréBe der Jordanblécke von N aus
den m.H. der Spektralsequenz der verschwindenden Zykeln berechneten Di-
mensionen der einzelnen Gewichtsriume ablesen. Die Bestimmung der Jordan-
schen Normalform von N ist aber ohnehin das Kernproblem im Schritt b).
Deligne’s Beweis seiner Vermutung im Fall gleicher Charakteristik [9] 146t
sich nicht auf den Fall ungleicher Charakteristik iibertragen. Steenbrinck [36]
hat das Analogon dieser Vermutung in der Hodgetheorie bewiesen (s.a. [3,
33]). Man kann einen Teil seines Beweises geniigend abstrakt fassen, um ihn
auf den hier vorliegenden Fall iibertragen zu kdnnen. Im Fall normaler Schnit-
te der relativen Dimension 2 konnen wir Deligne’s Vermutung beweisen (Satz
2.13). Der Fall normaler Schnitte beliebiger Dimension kdnnte, unter Annah-
me von Puritiit, auf die folgende Standardvermutung zuriickgefiihrt werden, die
den starken Lefschetzsatz auf nicht notwendig ample Divisoren verallgemei-
nern wiirde. Es sei X eine glatte projektive Varietiit der Dimension n iber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper und Y ein glatter Divisor auf X.
Wir definieren die folgende Bilinearform auf H*(Y,Q))(k). Falls a=Y La; und
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b=} Eb; die primitiven Zerlegungen von zwei Kohomologieklassen sind, so ist
j

aby =3 (=1 Tr(L"= V=42 q,0b)
J

Die Vermutung ist, daB die Einschriankung dieser Bilinearform auf das Bild
unter der Restriktionsabbildung H*(X,Q)) (k)—H*(Y,Q)) (k) fir k<n—1 nicht-
ausgeartet ist.

Bei der Berechnung der Gewichtsraume im Fall A haben wir die Steen-
brinckspektralsequenz, die bei seinem Beweis mit abfillt, verwendet. Sie driickt
wie die von uns im Fall B benutzte Spektralsequenz der verschwindenden
Zyklen die Kohomologie der allgemeinen Faser durch die spezielle Faser aus.
Unsere Rechnungen zeigen, dal die 1. Kohomologiegruppen der von uns
betrachteten Shimuravarietdten verschwinden (Satz 5.4 und Proposition 5.12).
Wihrend dies Ergebnis im Fall B auch einfach m.H. der kontinuierlichen
Kohomologie bewiesen werden kann, ist es im Fall A mit dem Nichtver-
schwindungssatz von Kazhdan-Howe-Piatetskii-Shapiro fir quasizerfallende
unitdre Gruppen in Kontrast zu setzen. Man kann vermuten, daf ein solcher
Verschwindungssatz fiir eine unitire Gruppe in 3 Variablen iiber einem beliebi-
gen Zahlkdrper, die in einer nichtarchimedischen Stelle anisotrop modulo dem
Zentrum ist, gilt. (Vgl. [26], wo diese Vermutung im Zusammenhang mit der
Spurformel diskutiert wird.)

Fiir die von uns betrachteten Shimuravarietiten kann man einen Ausdruck
fir die globale Zetafunktion vermuten.

() Z(SAG, W/E,sy=] [ L{s— 1,7/, rynmGelmzs),

Das Produkt auf der rechten Seite erstreckt sich iiber ein Repridsentantensy-
stem der L-Pakete von automorphen Darstellungen und die Multiplizitit m(n),
mit der 7 im Raum der automorphen Formen vorkommt, hingt lediglich von
der L-Klasse von n ab. Hierbei sollten automorphe Darstellungen 7 in ein und
dasselbe L-Paket zusammengefat werden, wenn ihre archimedischen Kompo-
nenten 7m L-ununterscheidbar sind. Wir beschiftigen uns nicht mit unserer
Vermutung, daB m(r)=1. Der Exponent m(n) ist gleich 1, wenn n_, Kohomo-
logie liefert und gleich 0 sonst. Der Exponent m(n,) ist die Multiplizitit, mit
der die triviale Darstellung von C in n, vorkommt. Die Darstellung r der zu G
gehorigen L-Gruppe ist von dem die Shimuravarietdt definierenden Kogewicht
h, abgeleitet. (Vgl. [20], p. 1124). Die L-Funktion L(s—1), #’,r) ist gleich
L(s~1,n,1), falls = unendlichdimensional ist. Falls dagegen = eindimensional ist
und somit mit einem Charakter y des algebraischen Torus G/G,,, identifiziert
werden kann, so ist L(s—1,n',r)=L(s—1,x,r). Diese beiden Eulerprodukte
stimmen in fast allen Stellen iiberein.

Wir zeigen die Identitit (%) in den von uns betrachteten Primstellen. Fiir den
Schritt c¢) beginnt man mit dieser Behauptung als Ansatz. Diesen Ansatz fiihrt
man auf einen Vergleich der Selbergschen Spurformeln fir G und fiir eine
innere Verschrinkung G_ zuriick, der durch eine Stabilisierung der Spurfor-
meln erreicht wird [26]. Genauer gesagt, erweist es sich, daB fir die von uns
eingesetzten Funktionen die Spurformeln automatisch stabil sind.



Zetafunktion von Shimuravarietaten 25

Unsere Arbeit stellt eine Weiterentwicklung der Uberlegungen in [25]
dar. Wir bedanken uns bei R.P. Langlands fiir sein Interesse und seine Hilfe.

§ 1. Eine formale Version einer Spektralsequenz von Steenbrinck . . . . 25
§2. Anwendung auf die verschwindenden Zyklen . . . . R I
§3. Berechnung der verschwindenden Zyklen fiir Produkte gewohnhcher
Doppelpunkte . . . . - 1
§4. Beschreibung der Shlmuravarletaten -
§ 5. Berechnung der Kohomologie . . . . . T X
§ 6. Berechnung des lokalen Faktors der Zetafunktlon e £

§ 1. Eine formale Version einer Spektralsequenz von Steenbrinck

Es sei G eine pro-I-Gruppe, die isomorph zu Z, ist. Wir fixieren einen Koeffizien-
tenring A=Z/I"Z. Unter einem A[G]-Modul verstehen wir im folgenden einen
stetigen und diskreten A[G]-Modul. Mit A(1) bezeichnen wir den A[G]-Modul
A®G mit der trivialen G-Aktion. Es seien K+ A[G] die Kategorie der nach
unten beschrinkten Komplexe von A[G]-Moduln, K* A die entsprechende
Kategorie von Komplexen von A-Moduln und D* A[G] und D* A die deri-
vierten Kategorien. Den abgeleiteten Funktor des Funktors der G-Invarianten
K—K¢ bezeichnen wir mit

Rg: D* A[G]-D* A

Um MiBverstdndnisse auszuschlieBen, legen wir fest, daB ein Doppelkom-
plex (K™% 8',0") ein bigraduiertes Objekt mit Differentialen 8': K»4— K?+ 14
und 0”: KP9— KP4+ 1 ist. so daB 0'0d”=¢"=0'. Der assoziierte einfache Kom-
plex sei

K'= (B KPadxPi=9xPi+(~1P 0" xP1  xP9eKP9,
P+q=n
Es sei f: M— N ein Morphismus von Komplexen. Wir setzen K="= M" K%
=N" und K“"=0 fiir i+ —1,0. Man erhiilt in offensichtlicher Weise einen
Doppelkomplex, dessen assoziierter einfacher Komplex C(f) der Abbildungs-
zylinder von f ist:
D=f0"" " =d,,, 0" =d,.

Wir erinnern an die folgende bekannte Tatsache [10].

L1 Satz. Es sei T eine topologische Erzeugende von G. Es sei KeK* A[G].
Dann wird R;K durch den assoziierten einfachen Komplex des folgenden Doppel-
komplexes reprisentiert

K-, K.

Der Satz gibt die Moglichkeit den Funktor R, auf dem Niveau der Kom-
plexe zu definieren.

R;: K* A[G]—-K™* A.
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Leider hingt R, von der Wahl von T ab. Wir fixieren 7, aber machen
trotzdem einen Unterschied zwischen G und Z,, damit die folgenden Kon-
struktionen wenigstens auf den Kohomologiegruppen kanonisch werden.
Es sei
feH'(G, A(1))=Homp. (4, A(1)[1])

die kanonische Erzeugende. Wir erhalten Morphismen ,,Cupprodukt mit 9*
0: K->K(1)[1],0: RegK—-R;K(1)[1], KeD* A[G],

deren explizite Definition im folgenden Beweis erscheint (Vorzeichen!).

1.2 Lemma. Es sei KeK* A[G]. Das Cupprodukt mit 8 wird durch die folgende
Abbildung von Doppelkomplexen induziert.

R.K K s> K
6 id®T
RKMH] K1) —%  K(1)
—1 0 1

Die untersten Zahlen geben den ersten Grad in dem entsprechenden Doppel-
komplex an.

Beweis. 6 ist durch die folgende Extension von A[G]-Moduln definiert

0->A1)—» AP, A1)—>A-0
A (0, 4)
(1, A= .
Wir schreiben @, da es sich nicht um eine direkte Summe von A[G]-Moduln

handelt A .
T(u, )= A+ u®T).

Wenn wir die Extension mit K tensorieren, so erhalten wir eine exakte
Sequenz von Komplexen.

0-K(1)»K®,K(1)—»K 0.

Das Cupprodukt mit 6 ist der Verbindungshomomorphismus in dieser Se-
quenz. Folglich wird #: R;K—-R;K(1)[1] durch die folgende Abbildung von
Doppelkomplexen induziert

RGK(l)—— R (K®,K(1))

(1.2.1) |
R K(1).

Die Abbildung u: RgK—-R;K(1)[1] sei die im Lemma definierte. Durch Ver-

schiebung erhilt man u': RGK[—1]—R;K(1). In der derivierten Kategorie
wird u durch die folgende Abbildung von Doppelkomplexen induziert
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RsK(1) ——— C(u)
(12.2) |
R K(L).

Das Lemma wire bewiesen, wenn wir zeigten, dafl die Diagramme (1.2.1)
und (1.2.2) gleich sind. Dabei ist es zuléssig u' durch eine homotope Abbildung
Zu ersetzen.

Wir betrachten die folgende Homotopie h:

R ,K[—1] kK T K
h=id®T id®'lllT®T
R K(l)y  K(1) = K1)
0 1 2

Dabei ist & auf den Elementen mit dem ersten Grad 2 null. Der Abbildungszy-
linder der durch T®T definierten Abbildung ist

K® K(l)— K®,K(1)
x.y) ——({(T-Dx, TxQRT+(T—1)y).
Dieser Doppelkomplex ist aber nichts anderes als
T-1

R(K®,K(1))=K®,K(l)——— K@ K(1).

Das Lemma folgt unmittelbar.
Durch das Lemma 1.2 haben wir auch das Cupprodukt auf dem Niveau
der Komplexe definiert. In diesem Sinne ist der folgende Satz zu verstehen.

1.3 Satz. Es sei K ein Komplex von A[G]-Moduln, auf dessen Kohomologie G
trivial operiert. Dann induziert die folgende exakte Sequenz von Komplexen

= RK(p—1)[p—11-" ReK(p) [p] "> RGK(p+ 1) [p+11—"...
exakte Sequenzen in der Kohomologie
= HR K(p—1)[p—11—"> HR K(p)[p]—> HRK(p+D[p+1]-....

Beweis. Indem man die Spektralsequenz fiir den Doppelkomplex R;K benutzt,
beschrinkt man sich darauf, die Exaktheit der folgenden Sequenzen zu zeigen

.= HY(G, H(K(—1))-»>H"* Y(G, H(K))» H'* 2(G, H(K(1))-....

Das ist trivial.
Wie liblich bezeichnen wir mit 7,K die kanonische aufsteigende Filtration

er:ﬁ,_»Kl’—Z.»KI’ 1 sKerd—0-...

14 Satz. Es sei K ein Komplex von A[G]-Moduln auf dessen Kohomologie G
trivial operiert. Es sei K'=0 fiir i <0 und H'(K)=0 fiir hinreichend grofe i.
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Es sei A der folgende Doppelkomplex

RK()[1/roRaK(W) [11— ... = ReK(p+1) [p+1]/
(t,RcK(p+1)[p+1]....
Dann gibt es einen Quasiisomorphismus in D+ A

sA—-K.

Beweis. Die kanonische Abbildung R;K—K sieht auf dem Niveau der Kom-

plexe folgendermaBen aus: K

o]

Offensichtlich induziert sie eine Surjektion in den Kohomologiegruppen. Es sei
HY(K)=0 fiir i>gq. Wir betrachten den folgenden augmentierten Doppelkom-
plex B

(..o, (RgK(=p)[-p])—...»7,RK)—K.
Aus 1.3 erhidlt man, dal B Auflosungen in den Kohomologiegruppen induziert
.o H{(B"P")— ... > H(B%)> H'K—0.

Dabher ist nach der Spektralsequenz eines beschrinkten Doppelkomplexes sB
quasiisomorph zu K. Vollig analog sieht man, dal3 die kanonische Abbildung
B— A4 einen Quasiisomorphismus der assoziierten einfachen Komplexe
induziert. Q.E.D.

Es sei L=R;K. Wir setzen

AP4=(RsK(g+1)[g+1]A7,RcK(g+ 1) [g+1])
rrarl (g+1), fir p=0
={[9/Kerd (g+1), fiir p=—1
0, fir p<—1.

In Abweichung von den bisherigen Bezeichnungen haben wir hier die Indexe p
und ¢ vertauscht. Wir erhalten das folgende Bild des Doppelkomplexes:

W,
4 L4Ker(5) I2(5) I8(5) L’(5) [¥5)
3 L3Ker(4) IHM4) L4 54 L7(4)/W1
(1.5) 2 I?/Ker(3) I*(3) I*3)-4I%3) I5(3)
/ 1o /
1 L'Ker(2) 122 P2 IN2) 132
0 [/Ker(l) L[M1) X)) LX) )

q/p -1 0 1 2 3
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Wir definieren auf A”¢ die Gewichtsfiltration.
WAP =(t, 4, L@+ 1P, Lig+ DyPHart,
Aus 1.5 folgt unmittelbar:
Grl¥ A= k@o H 2 YDy (k+ D] —r—2k].
kS —r

Wir bemerken, daB G auf natiirliche Weise auf R;K und auf 4 operiert.
Der unter 1.4 definierte Quasiisomorphismus

sA—-K

ist offenbar ein Quasiisomorphismus in D* A[G]. ~
Es sei TeZ,(—1) die duale Erzeugende, d.h. T® T=1. Wir erhalten eine
Abbildung

(1.6.1) (T-D)RT: sA—sA(—1).

Es sei w4 AP9—> AP~ 14+ 1(—~1) die Abbildung, die durch die Multiplikation
mit (— 1P+a+t: [prav g4 1)— [P+49% 1 (g + 1) induziert wird. Wir erhalten einen
Morphismus der assoziierten einfachen Komplexe.

(1.6.2) v:sA—sA(—1).
1.7 Satz. Die Abbildungen (1.6.1) und (1.6.2) sind homotop.

Beweis. Explizit siecht der Komplex L=R;K folgendermafien aus:
1=K @K?, d(x°®x")=dg x°®(T—1) x° —dx*.

Wir betrachten das folgende Diagramm fiir p = 0.

prat l(q_*_l):Ap.qiim Ap+1,q:Lp+q+2(q+1)

s
6=(—1)P01 wT 15#*1)?*19
d=(-1)d

D@ =ar e A L = e g

5

Dabei ist 5'(x°@x")=(—~1)1" 1 (x'@0), xo@xlgA‘” L4-1 Dag totale Differential
des Komplexes A ist nach Definition d, =d+ 0. Wir verifizieren, daB

ds+s'd=v—(T—1).

Die analoge Gleichung fiir p<0 nachzuweisen und damit den Beweis von 1.7
zu beenden, iiberlassen wir dem Leser.

05 +sH(x°DxH=(—1)" 1 (x' DO)+(— 1P+ 's (0Dx° R T)
=(=1pP* 1 0@x'®@T) +H(— 1) ** {(x° @ T®0)
=y (x°@®x').
(ds +5d)(x°@xY)=(—1)2"1d(x"D0) +(—1)? s'(d x°®D(T— 1) x°—d x1)
= —(dx' D(T— 1) xY) = (T— 1) x° — d, x' ®0)
— —(T-1)(x°®x"). QED.
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Es ist klar, daB die eben angestellten Uberlegungen auch gelten, wenn man
die Kategorie der A-Moduln durch die Kategorie der Etalegarben iiber einem
Schema Y ersetzt.

Es sei K ein Komplex von A[G]-Garben auf Y, auf dessen Kohomologie G
trivial operiert. Wie unter 1.4 setzen wir voraus, daB K'=0 fiir i<0 und H(K)
=0 fiir geniligend groBe i. Die Spektralsequenz der Hyperkohomologie des
gefilterten Komplexes (A, W) nennen wir die Steenbrinckspektralsequenz von K.

(1.8) E; o+ =THYY, Gr? A)=H(Y, K).
Es sei L=R K. Aus 1.5.1 erhalten wir

(1.8.1) E;mitr= @ H MY H (L) (k+ 1)=HY(Y,K).
kz0

=
kz —~r

Die Gruppe G operiert auf dieser Spektralsequenz. Nach 1.7 sieht die Wirkung
von T—1 auf dem E -Term folgendermalen aus:

V® T=( . 1)r+ 1 ® T: Err,q+r_)E1—r+ 2,q+r42.
Aus 1.5 sieht man sofort, daB v" einen Isomorphismus induziert.
Vi Epratr s Era-r(—p),

Wir bemerken, dall dic Spektralsequenz nach Konstruktion von der Wahl von
T abhidngt. Mit den eben gewédhlten Bezeichnungen gilt:

1.9 Satz. Es sei d'| das Differential in der Spektralsequenz der Hyperkohomolo-
gie des gefilterten Komplexes (L, ).

dy: HO=r =Y, B (L) HO 0= 24 2(Y, Y 2H(L),
Das Cupprodukt mit 0 induziert eine Abbildung
0: HO~r=2K(Y, HT 260 (L)) HO = 25(Y, B 240 2(L)) (1),
Das Differential in der Steenbrinckspektralsequenz ist
di=Y (=1fd,+(—1y**0: E{r4* " —E "t batr,

Beweis. Nach Definition ist d, der Verbindungshomomorphismus in der Hy-
perkohomologie der exakten Sequenz

(1.9.1) 0-Gr”  sA-W.sA/W. ,sA—Gr" sA—0.
r—1 r r—2 r

Da sA der assoziierte einfache Komplex zu A4 ist, wird (1.9.1) durch eine Folge
von Doppelkomplexen induziert.

Wir machen die folgende einfache Bemerkung. Es sei eine exakte Folge von
Doppelkomplexen gegeben.

0o X" > Y > 2" 0.
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Mit 'F und "F bezeichnen wir die iiblichen absteigenden Filtrationen.

FPX=@ X", "FPX=@ X",

izp iZp
Dann ist der Verbindungshomomorphismus
H"(sZ)-H"" (s X)
das Ende der folgenden Morphismen von Spektralsequenzen
(1.9.2) HPY Gy sZ) > HP 9+ 1 (G s X)
HP* 4GP sZ)—~HP 4+ Y (Grh s X).

Wir wenden diese Tatsache auf die Hyperkohomologie von (1.9.1) an. Die
Filtrationen 'F* und "F? des Doppelkomplexes Gr" 4 induzieren auf der
Hyperkohomologie

HY(Y,Gr¥ A)= @ H="=2K(Y, H* 2+ Y(L)) (k+ 1)
go

k

die Filtrationen, die auf der direkten Summe durch die Ungleichungen g —k=p
bzw. k= p gegeben werden.

. L] L d . L] L] L]
g-kzp ) hzp

Wir betrachten die zu (1.9.1) gehdrende Sequenz von Doppelkomplexen

(1.9.3) 0-Gr¥ [ A>W, AW, ,A>Gr" 4-0.

Expliziter erhiilt man das folgende Bild

H 2k+ 2(L) [+ 2k + Z/Imd H+ 2k+ S(L)
t
{r+k k+1H ﬁ'
H Zk(L) L’*Zk/lm d d SKerdr+2k+1 gr+ 2k+1(L)
(r+k—1,k) (r+k—1,k) (r+k, k) (r+k, k)
Hr+2k Z(L) Lr+2k- 2/Imd~—~~_+ KerdH-Zk -1 Hr+2k - I(L)
(r+k—2k—1) (r+k—1,k—1) (r+k—1k=1).

Die Zahlen in Klammern geben den Bigrad an. d und 8 haben die gleiche
Bedeutung wie beim Beweis von 1.7. Wendet man auf (1.9.3) Gr* an, so
erhilt man als Verbindungshomomorphismus . Wenn man G, anwendet, so
erhilt man (—1)*d/. Daraus folgt die Behauptung.

In den Anwendungen der Steenbrinckspektralsequenz betrachten wir den
Fall, wo Y ein Schema iiber IFP ist. Wir zeigen im folgenden wie man die
Aktion des Frobenius auf der Kohomologie von Y beriicksichtigen muB.
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(1.10) Es sei (Sy,n,,5,) ein henselsches Tripel mit endlichem Restklassenkor-
per s,. Die maximale unverzweigte Erweiterung von S, bezeichnen wir mit
(S,n,5). Es sei # der algebraische AbschluB von #5,. Man hat eine exakte

Sequenz
1 —=I-Gal(#/n,)—Gal(s/sy)— L.

Es sei g die Anzahl der Elemente im RestklassenkOrper k(s,). Wir nehmen
immer ! prim zu g. Den maximalen pro-/-Quotienten von I bezeichnen wir mit
G. Als Gal(s/s,)-Modul ist G kanonisch isomorph zu Z,(1). Es sei P der Kern
der Projektion I—-G und 5,,=#/P der P entsprechende Zwischenkorper. Wir
fixieren einen Isomorphismus

H =Gal(f/no)/P = Galln,,/ng) = Go<Gal(s/s,).

Wie oben ist T eine fixierte topologische Erzeugende von G. Den geometri-
schen Frobenius bezeichnen wir mit geGal(s/s,). Es gilt:

oT'=To.

Es sei Y, ein Schema iiber s,. Die Gruppe H wirkt iiber ihren Quotienten
Gal(s/s,) auf dem Schema Y=Y, xs. Es sei F eine Garbe auf Y mit einer
stetigen H-Aktion. Genauer bedeutet das, daB fiir alle he H Morphismen

'h: Y-Y und ¢, 'h*F—F
existieren. Fiir h, h, H gilt:
(hihy)="h,"hy, @, " hf @, =@y 1,
Manchmal schreiben wir den Morphismus ¢, einfach als
h: F>F.

Es sei K ein Komplex von A[H]-Garben auf Y, der als Komplex von
A[G]-Garben den Voraussetzungen vor 1.8 geniigt. Wir betrachten den abge-
leiteten Funktor des Funktors der G-Invarianten.

EG; D* A[H]-D* A[Gal(s/s,)]

R; sei das  Kompositum  mit dem  vergeBlichen  Funktor
D+ A[Gal(s/s,)]»D* A. Dann operiert ¢ auf R;K.

g 0* RgK—Rs;K.

Diese Operation kann man wie folgt beschreiben. Es sei K ='¢*K. Wir
definieren eine H-Aktion auf K _:

th*gq ® to* Qg -1
h* K_='h*'g*K thrK %", KT gk K — K

Dann ist ¢, ein Morphismus von H-Garben

¢, K,—K.
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Da offenbar K¢="'5* K¢ hat man einen kanonischen Isomorphismus
1k
R;K='0*RK.

Man erhilt ¢’ als Kompositum
'o* RgK =R K, 2%, R K.

Auf dem Niveau der Komplexe sieht das so aus

ta*T—~1
—_——

c*K

J ‘e*w="g* (qil T")

Mi=0

‘G*R.K o*K

13

to*Ta-1
*K TSR K

'e
@, y%
T-1

RK K =1 K

Wenn man an den Fall denkt, wo Y ein Punkt ist, so leuchtet die folgende
Abkiirzung fiir das obige Diagramm ein:

Wir definieren eine Aktion von ¢ auf (4, W) ausgehend von folgendem
Morphismus von Doppelkomplexen (abgekiirzte Schreibweise)
L[] —— L) [2]—— L(3)[3]
j’d’(qw ) lrf’(qW’ 'y o'(gw i)’
L[1]—— L2)[2]— L3 [3].

Dabei folgt die Kommutativitit der einzelnen Karos aus der Kommutativitit
des folgenden Diagramms

K
/L}
K K T, k()
T—1‘|/ “ T-1
K297, k(1) K(1)
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Der Leser Uberpriift unschwer, daB der Quasiisomorphismus aus 1.4 mit
dieser Definition dquivariant ist.

lg¥sd ——— 'o*K

l l

s4 — K.

Offenbar operiert T im Sinne der derivierten Kategorien identisch auf dem
Komplex L=R;K. Daraus folgt, daB auch ¢~ 'w identisch operiert. Insbeson-
dere operiert ¢'(qw~ )" auf der Kohomologie von L wie der Frobenius. Insge-
samt erhalten wir eine dquivariante Wirkung von Gal(s/s,) auf der Spektralse-
quenz (1.8.1).

Es ist klar, dal} die gesamte Konstruktion funktoriell in A ist. Wir kénnen
deshalb die erhaltenen Resultate fiir Q,-Garben formulieren.

1.11 Satz. Wir verwenden die Bezeichnungen von 1.10. Es sei K ein Komplex
von Q,[H]-Garben auf Y, so dap K'=0 fiir i<0 und H'(K)=0 fiir geniigend
grofie i. Wir setzen voraus, da} G auf der Kohomologie von K trivial operiert. Es
sei L=R ;K. Dann existiert eine Gal(s/s,)-dquivariante Spektralsequenz

E;hitr= @ HI-r=2K(Y, H'* 2+ (L)) (k+ 1)=THY(Y, K),
k=0
k —_

My

r

Es sei W~ die induzierte Filtration auf IH/(Y, K). Die Wirkung von T—1 auf
K induziert einen Morphismus

T—1:Gry"—>Gry” 2

Der folgende Endomorphismus des E,-Termes induziert die Wirkung von T —1 auf
dem Ende.

_ —L)rIeT L kanomsch
. r.q+r( rg+r —r+2,4+r-2
Vv T: Epratr T, porar lnosd po :

Die Abbildung v': ET"4""— EV977 ist ein Isomorphismus.

§2. Anwendung auf die verschwindendenen Zyklen

Wir behalten die Bezeichnungen von 1.10 bei. Es sei f,: X,— S, ein Morphis-
mus von endlichem Typ. Durch Basiswechsel erhalten wir f: X —S. Es sei
Y =X, die spezielle Faser von f. Auf Y operiert die Gruppe Gal(7/n,) liber ihren
Quotienten Gal(s/s,). Es sei D* (Y}, A) die derivierte Kategoric der Gal(77/y,)-
Garben auf Y. Nach SGA 7 hat man einen Funktor

RY:D*(X,, A)—>D* (Y, A).
Wir erinnern an seine Definition. Es sei

X, I X et ¥,
Dann gilt: s
R¥YC=1*Rj, j*C, CeD*(X,,A).
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Analog sei D™ (Y, , A) dic derivierte Kategorie der Gal(y,,/,)-Garben auf Y.
Ausgehend von dem Diagramm

X, X Y
erhdlt man einen Funktor

R¥,: D" (X, A)—>D* (Y, , A).

nei?

Da der Ubergang zu den P-Invarianten ein exakter Funktor ist, gilt:
R¥,=RV¥"

Wir konnen noch einen Schritt weitergehen und das folgende Diagramm
betrachten.

X, Xy
Dann gilt:
*Rj, =R4RY¥,

Wir bezeichnen mit K einen Komplex von A[Gal(y,/n,)]-Garben auf Y,
der R¥, A repridsentiert. Wenn T trivial auf den l-zahmen verschwindenden
Zyklen R'¥, A operiert, so existiert die Steenbrinckspektralsequenz. Fiir eigent-
liches f konvergiert sie gegen die P-Invarianten der Kohomologie von X,

(2.1 E;rit =@ HO T MY R Mk +H1) = HYX ).
kkgé—qr
(2.2)  Wir sagen, daB f: X — S normale Schnitte besitzt, wenn
(i) f von endlichem Typ ist,

(i) X regulir ist,

(i) X, glatt uber 7 ist,

(iv) Y lokal in jedem Punkt x von X durch eine Gleichung der Form
1.t =0, ¢,20 definiert ist, wobei ¢,,...,1, ein lokales Parametersystem im
Punkte x ist.

Wir machen die vereinfachende Annahme, daB Y die Vereinigung von
glatten irreduziblen Divisoren Y, ist.

M=

Y:

i

e Y.

1

SchlieBlich setzen wir voraus, daB fiir die Paare (X,Y) die Puritdtsvermutung
richtig ist (SGA 7, I). Diese Vermutung ist in den folgenden Fillen bewiesen:

a) X ist geometrisch definiert. Das bedeutet, dal} eine Kurve C/ll_:p existiert,
so dall S die Henselisierung von C in einem abgeschlossenen Punkt ist, und
¢in Schema Z — C von endlichem Typ, so da f: X —S durch Basiswechsel
entsteht: X =Z x.S.

b) Wenn S charakteristikgleich und exzellent ist, so gilt Puritidt unter der
Voraussetzung der Auflosbarkeit der Singularititen (SGA 4, XIX).

¢) Wenn die auftretenden Multiphzititen ¢, prim zur Restklassencharakteri-
stik p von S sind. (2.21)

Aus SGA7, 1. Théoreme 3.3 erhidlt man unmittelbar:
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23 Lemma. Es sei - X — S ein Morphismus, der die Voraussetzungen von 2.2
erfullt. Wenn alle Multiplizitidten e, prim zu | sind, so operiert T trivial auf den I-
zahmen verschwindenden Zyklen R'¥, A. Folglich existiert die Steenbrinckspek-
tralsequenz.

Unser nichstes Ziel ist die explizite Berechnung der Garben 1*R'j, A4 und
der Differentiale in der Spektralsequenz 2.1. Wir wissen nach 1.9, daf} diese
Differentiale eine Summe aus dem Cupprodukt mit & und den Differentialen
der Cartan-Leray Spektralsequenz fiir j sind. In der Charakteristik O ist wohl-
bekannt, daB letztere Differentiale verallgemeinerte Gysinhomomorphismen
sind. Wir iibertragen diese Tatsache in die positive Charakteristik.

Es sei X ein regulires Schema und Y < X ein Divisor mit normalen Schnit-
ten, der global die Vereinigung von glatten Divisoren ist.

Es sei:

Es bezeichne g, Y®—Y die kanonische Projektion. Die Abbildung
9 YO+ ¥Y® 1 <j<r+1 sei durch die folgenden Inklusionen induziert:

Y . <Y

[STRS PR | ST N

Es gilt a,87=a, ,. Wir haben Adjunktionsmorphismen

8,8 —~id, &R id.

Jx 7J

Wenn Puritét gilt, so ist der Gysinhomomorphismus wie folgt definiert:
L A= D)[—2]=6, RO A— A

Es sei F eine Garbe auf Y. Aus den Adjunktionsmorphismen erhalten wir

Abbildungen

6j:a F—a, aF

r+ 1% r+1

Wir definieren einen Komplex von Garben auf Y.

(4, aiF,d=3 (=1) 2.
Die Abbildung a, d\ F — F induziert eine Augmentation.
(2.4.1) a,, a,F —>F.

Allgemeiner sei (K,d) ein Komplex von Garben auf Y. Wir definieren einen
Doppelkomplex:
Cr~"=(a,,a,K? a, a.d,y (—1)0).
Den assoziierten einfachen Komplex bezeichnen wir mit sa,, a,K. Man hat den
Adjunktionsmorphismus:

(2.4.2) sa, d.K—K.
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2.5 Lemma. Es sei K ein Komplex injektiver Garben auf Y. Dann ist (2.4.2) ein
Quasiisomorphismus.

Beweis. Offenbar gentigt es zu beweisen, daB fiir eine injektive Garbe F (2.4.1)
eine Auflésung ist.

Ganz allgemein sei X ein Schema und Y ein abgeschlossenes Unterschema.
Es seten 11 Y—X und j: U=(X\Y)—X die Einbettungen. Dann hat jede
injektive Garbe auf X die Form j I @& 1,, wobei I, eine injektive Garbe auf
U und I, eine injektive Garbe auf Y ist.

Es sei
Ui, = Ylll\U 5;Y(r+ b

J

und

@ Koy Iil,...,i,,’

.....

wobei I;, , eine injektive Garbe auf U, ; ist. Wir konnen deshalb voraus-
setzen, daB F=x;, ;. [ ;. Dann gilt:

g g owem Y, <X
Foseeetn 0, sonst.

Dabei bezeichnet a; Y, , —Y die abgeschlossene Einbettung. Daraus

erhalten wir a, a,F = F(") Dle Behauptung folgt, da der simpliziale Komplex
des Standards1mplexes azyklisch it.
Es sei I eine injektive Auflosung der konstanten Garbe auf X. Es sei
=(X\Y)—>X die offene Einbettung. Man hat eine exakte Sequenz von

Komplexen
01, ' "= "), j*I*—0.

Es sei b,=10a, Nach dem Lemma 2.5 finden wir eine Auflésung:
(2.6) o a, b —a bR a¥ 10— 0.,
Wenn fiir die Divisoren Y, auf X Puritdt gilt, so hat man in der derivierten
Kategorie ‘
r*br‘{ =a,,RbA=a A(-r)[-2r].
Die durch {2.6) induzierten Morphismen
a,, 1 A(=r—-D[=20r+1)]—>a,, A(-1)[-2r]

sind nach Definition die alternierende Summe iiber die Gysinhomomorphis-
men der Einbettungen

. ard T . .
1seees r+1 [SRTOPE FTRTPRS SR

Wir betrachten den folgenden Doppelkomplex:
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Cri— a_, bt I, fir g -1
RS fiir g=0.

Der zu C assoziierte einfache Komplex sC ist quasiisomorph zu 1*j j*I* Wir
interessieren uns fir seine Spektralsequenz der Hyperkoholomogie beziiglich
der kanonischen Filtration. Nach Puritdt ist C quasiisomorph zu dem folgen-
den Doppelkomplex C.

C0,0 CI,O C2,0 C3,0 C4,0 CS.O
0 0  C*Yme >t och! co ot
0 0 0 0 C*-Imd C%-2

Da CP4=0 fiir p+2¢ <0, erhalten wir

ﬁrSé; @ Cris @ Crioe,sC.

gz ~r p+q=r
2.7 Lemma. (sC,t,)—(sC,f3,) ist ein Quasiisomorphismus gefilterier Komplexe.

Beweis. Wir miissen zeigen, dal3 ein Isomorphismus auf den E,-Termen der
entsprechenden Spektralsequenzen induziert wird.

H? 4(Gre s €)= HP*4(H *(s C)[p])=H****(H *(s O))
_{H?(sC), wenn 2p+4=0
)0, sonst.

Andererseits erhalten wir nach Puritit:
H"”(Gr’ipsC):H”“’(C_‘"”[—p])=H"(C""):0 fur 2p+4q=+0.
Folglich degeneriert die Spektralsequenz und wir erhalten wie behauptet:
H?*4(Grf ,sC)=H"*4(sC)=H""(sC) fiir 2p+q=0.

Nach den Uberlegungen hinter 2.6 ist das Differential d, in der Spektralse-
quenz der Hyperkohomologie von (sC, §,) eine alternierende Summe von Gys-
inhomomorphismen. Wir fassen die Betrachtungen zusammen.

28 Satz. Es sei X ein regulires Schema und Y ein Divisor mit normalen
Schnitten, der global die Vereinigung von reguliren Divisoren ist. Wir setzen
voraus, daf3 Puritdt gilt. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

(2.8.1) *RPj A=a, A(~p), pzLl
Es sei d| das Differential im E -Term der Spektralsequenz der Hyperkohomologie
von (1*Rj, A,7). 3 .
dy: HP(Y,1*R%j, A)— H?*2(Y,1*RY"1j, 7).
Wenn q> 1, so erhdlt man nach 2.8.1 eine Abbildung
dy: HY(Y®, A(—q))— HP*2(Y4~ Y, A(—q+1))

die sich folgendermafen berechnet.
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Die Einbettungen ¢6;: Y, . —Y, . . induzieren Gysinhomomorphismen

,,,,, iy ifseanyy o ig

5.

Jk-

Ojt HY (YW, A(—q)) > HP* (Y™ 1, A(—q+1)).
Esgiltdy =Y (—1y 6,,.

Wir nennen d| den Cech-Gysinhomomorphismus. Wir haben das Resultat
nur fiir g>1 formuliert, da die Differentiale d) fiir g=1 in der Steenbrinck-
spektralsequenz nicht vorkommen. Um den E,-Term von 2.1 explizit hinschrei-
ben zu kOnnen, miissen wir noch das Cupprodukt mit #e H'(G, A(1)
=H"'(n, A(1)) berechnen.

29 Satz. Es sei a; ,: Y, ,—Y die Einbettung. Das folgende Diagramm ist
kommutativ.
*Rij, A(qg) —%— ¥R _A(g+1)
r

(29.1) l
® i, ... iq*A — @ ail,..‘,iq-fl*A
i) <. <ig <. <igay
- — _1y+1 N
Xiyoiq ’ - yi‘,.,iq+1'—z( 1) € X gy

Beweis: Die Aufgabe ist lokal. Wir erinnern uns an die Konstrukiion aus
SGA7, 133. Es sei X ein geometrischer Punkt der speziellen Faser Y. Es sei
X die strikte Henselisierung im Punkt X und U=X_ \Xq .. Es seien
Y, ..., Y, die Komponenten von Y, die durch den Punkt X gehen und ¢, ,..., 1,
ihre lokalen Parameter. Dann ist t=t/i ... tfi-=0 eine definierende Gleichung
fur Y.

Es sei
Xn:X(i)[tilk/l“]k:l,..,,r’ Un:Xn\Xn,s‘

SchlieBlich sei U=lim U,. Nach SGA7 liefert die Hochschild-Serre Sequenz

n
einen kanonischen Isomorphismus

HYGal(U/U), A= HYU, A)=R%j A,

Wir fixieren eine Erzeugende von Z(1), d.h. ein projektives System von Ein-
heitswurzeln ({,.). Wir definieren g, € Gal(U/U), k=1, ...,r durch die Gleichun-
gen

o () =Lt ot =1l fur j#k.

Die g, sind eine Basis der Galoisgruppe
Gal(U/U)=2Z,(1y.

Es bezeichne 1 die gewihlte Erzeugende von Z,(1). Es sei 6, e H'(Gal(U/U), A(1)
die duale Basis zu o, .

0,(0,)=1®1, 0,0, )=0 fir k+j.
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Offensichtlich hat man ein kommutatives Diagramm

H'(n, A1) ——  HY(U, A1)

3 4

H' Gal(n,/n), A(1)) —— H'(Gal(U/U), A(1)

Wir bemerken, daBl der Isomorphismus (2.8.1) die Kohomologieklasse von Y,
auf 0, abbildet:

Dy AZOH (X \Y,, A1) = H'(U, A1) =R"j, A1)
®x;, Ox; cls ¥, >3 x, 0

i i Vit

Da die Kohomologieklasse von nach Definition das Cupprodukt der
Kohomologieklassen der Y, ist, erhalten wir:

@, s Ae— R, A(g);=HYGal (U/U), A(q))= N“H' (U, A(1))
®x;, i Y X i 0 A A0

=

Die Behauptung ist jetzt offensichtlich.
Den durch (2.9.1) in der Kohomologie induzierten Morphismus nennen wir
den gewichteten Cechmorphismus.

(29.2) HP(YD, A)— HP(Y4+ D), 7).

Wir formulieren unsere Erkenntnisse iiber die Steenbrinckspektralsequenz
fir [-adische Kohomologie.

2.10 Satz. Es sei f,: X,— S, ein eigentlicher Morphismus, der den Vorausset-
zungen von 2.2 geniigt. Dann existiert eine Gal(s/sy)-dquivariante Spektralse-
quenz

Eprar= @ Hr (Y240 0 (—r—k)) = HY(X,.,Q)".

k>0

k

IIV

E[ 74" st ein reiner Galoismodul vom Gewicht q+r. Die Spektralsequenz dege-
neriert im E,-Term.

E,=E_.
Das Differential des E -Terms ist von der Form

dy =) (=1)d; @(=1)""0).
P

Dabei ist d'| der Cech-Gysinhomomorphismus 2.8.1
di: Hi-r= 2k (Y e+ 2+ 0 (—r—k))— H1+ 2= 2(Y"+ 20 0 (—r+1—k))
und 0 der gewichtete Cechmorphismus (2.9.2)
0: HI=r=2H(Y 0+ 20,0, (—p— k) — HA T~ H(Y " 20,0, (= p = K)).
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Uber die Wirkung der Monodromie (T —1) gelten wortlich die Aussagen unter
L1

Beweis. Aus der Weilschen Vermutung folgt, daBl E;"?"" ein reiner Galoismo-
dul vom Gewicht g+r ist. Die Degenerierung erhilt man wie iiblich, da ein
Morphismus zwischen reinen Galoismoduln von verschiedenem Gewicht O ist.
Alle iibrigen Aussagen von 2.10 sind bereits bewiesen worden.

Man vermutet im allgemeinen, daBl der Morphismus v unter 1.11 einen
Isomorphismus auf dem Ende der Spektralsequenz induziert.

(2.11) (T—1): Grp,”HY(X,0)* > Gr, HI(X, Q)"

Nach 2.10 wissen wir, dall Gr,,"H? ein reiner Galoismodul vom Gewicht g +r
ist. Wir sagen dafiir, daB die Filtration W rein ist. Es ist wohibekannt und
leicht einzusehen, dal es genau eine Filtration W gibt, fiir die (2.11) ein
Isomorphismus ist. Wir nennen sie die Monodromiefiltration. Man kann die
obige Vermutung deshalb auch so formulieren: Die Monodromiefiltration ist
rein.

Allgemeiner betrachte man ein glattes, eigentliches Schema Z; tiber #,.
Nach Grothendieck weil man, daBl T auf Hi(Zﬁ,Ql) quasiunipotent operiert.
Wir withlen ein m, so dal T™—1 nilpotent ist. Die entsprechende Monodro-
miefiltration ist unabhéingig von der Wah! von m. Man vermutet wieder, daB sie
rein ist. Deligne [9] hat das bewiesen, wenn Z, geometrisch definiert ist (2.2a).
Im allgemeinen folgt aus der Existenz des Néronmodells:

212 Satz. Die Monodromiefiltration auf Hl(Zﬁ,Ql) ist rein. Sie hat die Form:
H' =W 'sW>sW'>W?=0, wobei W' =Im (T —1) und W°=Ker(T—1)

Der Beweis von 2.12 ist identisch mit dem von SGA 7, I, Theorem 6.1.

213 Satz. Es sei f,: X,— S, ein eigentlicher Morphismus der relativen Dimen-
sion 2, der den Voraussetzungen von 2.2 geniigt. Es sei | eine Primzahl, die prim
zu allen auftretenden Multiplizititen e, ist. Dann konvergiert die Steenbrinckspek-
tralsequenz gegen die Monodromiefiltration, d.h. (2.11) ist ein Isomorphismuys.

Beweis. Explizit sieht der E;-Term der Steenbrinckspektralsequenz tm Fall der
relativen Dimension 2 wie folgt aus. Wir lassen die Koeeffizienten Q, zur
Abktirzung weg,
HO(YO) (=2) -5 HA(Y) (= 1)~ HA(r )
H! (YD)(= 1)~ H3 (YD)
HO(Y®)(= 1) =% HOY) (= )@ H (Y1) =% HA(Y)
HY(yWy 44, HY(Y®)
HO(YW) -4, oy 9, go(ye),
Da die Gewichte beim Beweis keine Rolle spielen, identifizieren wir Q,(1)
mit §,. Die Abbildung

Vi EpraT S B
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ist dann bis auf das Vorzeichen die Identitdt. Wir miissen beweisen, dal} v" auf
dem E,-Term einen Isomorphismus induziert.
Fiir die Abbildung

vi Ef V2=HO(Y®) > ELO=HO(Y?)

folgt die Behauptung aus 2.12. Wegen der Poincarédualitéit erhalten wir das
gleiche Resultat fiir

vi Ef M4 =H(Y?) > EL 2 =HX(Y?),

Wir betrachten die folgenden nichtausgearteten Paarungen, die den Cech-
Gysinhomomorphismus und den gewichteten Cechmorphismus in Dualitit set-
zen.

Hq(ytl)) X H"""(Y“’)—Eﬁ Ql’
B(c;, d;)= Zl/e jc vd,
H“(Y‘Z)) x H?— q(Y(Z)) N Ql

B(c ij u Z l/elerCUUd
HO(Y®) x HO(Y®) 2=,

By, diy) Z l/eiejekjciijdijk'
Dabei ist c;€ HY(Y)) usw.
Wir behandeln jetzt die Abbildung

v Ef M3 =HY(Y®) > EV T =H (Y?),

Da d' und d3 duale Abbildungen beziiglich B sind, induziert v genau dann
einen Isomorphismus auf dem E,-Term, wenn B nichtausgeartet auf dem Bild
von d': HY(YW)— HY(Y@) ist. Die Abbildung d! wird durch die folgende
Abbildung von Picardmannigfaltigkeiten induziert

)( Pic’ Y,— X Pic®

i<j

(x)—(e; 0T x; —€,0%x).

Man weil nach SGA4 1/2, daB das Cupprodukt auf H'(Y, )= T,(Pic® Y
durch die Hauptpolarisierung auf Pic® Y, induziert wird. Daraus folgt daf} ein
Vielfaches von B durch ein amples L1n1enbunde1 auf Pic®Y;; induziert wird.
Folglich ist die Form B nichtausgeartet, wenn wir sie auf den Tatemodul einer
beliebigen abelschen Untermannigfaltigkeit einschrinken. Das zeigt die Be-
hauptung in diesem Fall.

SchlieBlich betrachten wir
v E; 24 =HOY®) > EXO=HO(Y®)

Wir miissen wieder zeigen, daB B auf dem Bild von d9 nichtausgeartet ist. Die
Abbildung d$ und die Paarung B auf H°(Y®) sind offenbar iiber Q definiert.
Es sei d ¢ die Abbildung die durch Erweiterung der Skalare von Q nach €
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entsteht. Sie kommutiert mit der komplexen Konjugation ¢—¢&. Offenbar gilt:
B(£9>0, fir LeHUY®.C), £+0.
Deshalb ist B auf dem Bild von d9 ¢ nichtausgeartet. Q.E.D.

Wir beenden den Paragraphen mit der Rechtfertigung der Behauptung
2.2¢c. Gegeben sei ein kommutatives Diagramm.

Ko
D() XU

De—t X,
Wir setzen voraus, dall x und k, abgeschlossene Einbettungen sind. Aus der

Adjungiertheit der Funktoren x, und x' bzw. x,, und «j, erhdlt man einen
kanonischen Morphismus

(2.14.1) T, Ky =K',

*
Man kann zu den derivierten Funktoren iibergehen.
(2.14.2) R7_Rx,—Rk'Ri,.
Wenn D,=D x X, so sind 2.14.1 und 2.14.2 Isomorphismen. Man erhilt:
A AR

und damit Basiswechsel-homomorphismen
(2.15.1) K - ki
(2.15.2) T*RK'— Rxch1*,

Es sei T ein Schema und 1: T;—T ein abgeschlossenes Unterschema. Fiir
ein Schema f: X—T sei X =X x;T, und i,: X,—~X die Einbettung. Der
Index O bezeichnet im folgenden stets Basiswechsel nach T,. Wenn keine

MiBverstindnisse zu befiirchten sind, schreiben wir fiir 1, auch einfach 1. Es sei
k: D— X eine abgeschlossene Einbettung. Wir nennen (X, D) ein T-Paar.

2.16 Definition. Wir nennen (X,D) ein kohomologisch eigentliches Paar relativ
zu 1: Ty—» T, wenn der Basiswechselhomomorphismus

(2.16.1) 13Ri' A>Rrix A
ein Isomorphismus ist.

Bemerkung, Die Bedingung ist offenbar lokal fiir die Etaletopologie auf X.
Deshalb ist eine dquivalente Forderung, daf3 (2.16.1) fiir jeden lokal konstanten
A-Modul auf X ein Isomorphismus ist. Offensichtlich ist 2.16.1 fiir jeden A-
Modul mit Tréger in X, D stets ein Isomorphismus. Zusammenfassend sei K
ein Komplex von A-Moduln auf X, so daB HYK) auf U=X\(X,uD) lokal
konstant und unverzweigt lings X,uD ist und so daB HYK)=0 fiir i<0.
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Dann ist der Basiswechselhomomorphismus
(2.16.2) 15Rx'K—>RiyiK
fiir ein kohomologisch eigentliches Paar ein Isomorphismus.

2.17 Lemma.

a) Es sei Z ein T-Schema und (X, D) ein glattes Z-Paar. Dann ist (X, D) ein
kohomologisch eigentliches T-Paar.

b) Unter den Voraussetzungen von a) sei (D, E) ein kohomologisch eigentliches
T-Paar. Dann ist auch (X, E) ein kohomologisch eigentliches T-Paar.

c) Es seien (X,D,), (X,D,) und (X,D,nD,) kohomologisch eigentliche T
Paare. Dann ist auch (X,D, v D,) ein solches.

d) Es sei (X, D) ein kohomologisch eigentliches T-Paar. Es sei u: Y—X ein
glatter Morphismus und E=Y x D. Dann ist (Y,E) ein kohomologisch eigentli-
ches T-Paar.

Beweis. Man erhilt a) aus der Puritét fiir glatte Z-Paare. In diesem Fall weil3
man sogar, daB R'x' A lokal konstante Garben auf D sind. Daraus folgt b). Die
Behauptung c) erhélt man aus der Mayer-Vietorissequenz. Um d) zu beweisen,
betrachte man das folgende Diagramm

Y\E_f_, Y <5 5E

X\D—1» X 5D,

Nach Basiswechsel mit glatten Morphismen folgt u*R j*A=Rf* A. Aus der
lokalen Kohomologiesequenz erhdlt man w*R«'A=R&'A. Die Behauptung ist
jetzt klar.

2.18 Lemma. Es sei X ein eigentliches T-Schema und (X, D) kohomologisch
eigentlich. Es sei V= X\D. Wir betrachten das kartesische Diagramm.

V,— V

go lg
T.

T 1

e

(=3

Dann ist der Basiswechselhomomorphismus

1*Rg, A—>Rgy, A
ein Isomorphismus.

Beweis. Es sei j: V- X die Einbettung. Wir haben ein Dreieck
0-k,Rk'A>A->Rj, A-0.
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Man erhilt ein kommutatives Diagramm.

0— 1*Rf, Kk, Rxk'A >1*Rf, A—>1¥*Rg, A0

0—Rfy, ko RKoA— Rfy A —> Rgy, A —0.

Der linke vertikale Pfeil ist ein Isomorphismus nach Basiswechsel fiir eigent-
liche Morphismen und 2.16. Da der mittlere Pfeil ebenfalls ein Isomorphismus
ist, folgt die Behauptung.

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen kommen wir jetzt zur Hauptsa-
che. Es sei ael'(T, Oy) ein Schnitt, dessen Nullstellenmenge in T, liegt. Es seien
r,s,m,n natiirliche Zahlen und r=(e,,...,¢,), s=(f;,....f,) Vektoren natiirlicher
Zahlen, so daB e, £;>0 und ¢; und f; prim zu den Restklassencharakteristiken
von T\ T, sind. Wir betrachten das folgende 7-Schema.

Xeomn=TIX1, X, Vi Vs Uy ooy Uy, Uy, 0,1 /X50 xS —ay] ey )
Es sei D, , ., der Divisor y,...y,v,...0,=0.
219 Satz. (X, | . .» D;.s.mn) ist ein kohomologisch eigentliches T-Paar.

Beweis. Beh(r, s, m, n) bezeichne die Behauptung des Satzes fiir fixiertes r,s, m, n.
Nach 2.17d) gilt: Beh(r,s,0,n)=Beh(r,s,m,n). Wir zeigen: Beh(r,s,0,0)
=Beh(r, 5,0, n). Dazu betrachten wir die folgende Uberdeckung von D, , , .

Y=(5,=0}, Y={y..y,=0}.

Nach 2.18 c) geniigt es zu beweisen, daBl alle mdglichen Durchschnitte koho-
mologisch eigentlich sind. Es sei zB. W={v,=... =0, =0}. Wir betrachten das
folgende Diagramm.

WnY— W — X

\/ neo

Xr,s,O.O'

Offenbar ist (X, ¢ ,, W) ein glattes Paar iber X ; o. Da nach Beh(r,s,m—k,0)
das Paar (W, WnY) kohomologisch eigentlich ist, folgt nach 2.17 b} dasselbe
fiur das Paar (X, (... WNnY).

Wir zeigen die Behauptung Beh(r, s, 0,0) durch Induktion nach #+s. Wenn
r oder s gleich O ist, so ist die Behauptung trivial. Wir setzen im folgenden
X=X, ,00ound D=D,_, , fir fixiertes r,s 2 1. Vor dem Induktionsschritt ma-
chen wir noch zwei Reduktionen.

Als erstes zeigen wir, dal man annehmen darf, daB eine beliebige vorgeg-
ebene Einheitswurzel, deren Ordnung prim zu den Restklassencharakteristiken
von T\Tj ist, in Op_ g, liegt. Es sei T—T ein Morphismus und T,=Tx 1o
Dann ist (X,D)= (X x TD X T) ein Paar vom Typ (r,s,0,0) relatlv m T und
T,. Es sei jetzt T —>T ein endhcher Morphismus, der iiber T\ T, eine etale
Galonsuberlagerung mit der Gruppe I' ist. Wir zeigen, dal3 aus der kohomolo-
gischen Eigentlichkeit von (X, D) die von (X, D) folgt.



46 M. Rapoport und Th. Zink

Zum Beweis betrachte man das folgende Diagramm

2y,

Es sei V=X\X, und V=X\X,. Dann ist g: V-V eine etale Galoisiiberlage-
rung mit der Gruppe I'. Es sei F eine A-Garbe auf V, deren Urbild auf ¥
konstant ist. Diese Garben bilden eine abelsche Kategorie. Wir zeigen, daB fiir
irgendeine und folglich fiir jede Fortsetzung F' der Garbe F auf ganz X der
Basiswechselhomomorphismus 2.16.1 ein Isomorphismus ist.

Es sei zundchst F von der Form g*G fir eine konstante Garbe G auf V. Es
sei G' die konstante Garbe auf X die G fortsetzt. Da 2.16.1 fiir G’ ein
Isomorphismus ist, folgt

LD 0

U<——Vb1

Rt

D

0

*Ri'g, G'=1*h RRG =h,, *Ri'G’
~hy RET*G'=RKy1*g, G

Es sei j: V—»X die Einbettung. Die allgemeine Behauptung erhilt man
durch ein Standardinduktionsargument dhnlich SGA 4 1/2, Dualité 2.5. aus
der exakten Sequenz

OquF*jzg*g*F_’jo“’O-

Als nichstes beweisen wir, daBl man e, =f, voraussetzen darf. Dazu be-
trachten wir den endlichen Morphismus:

P X=T[X,,X5,. - X, §1, V3, - VXX xE —ajsliplz oyl X

der durch %{1=x, und 7§'=y, definiert wird. Es sei D=X x ,D. Wir zeigen,
daB (X, D) kohomologisch eigentlich ist, wenn (X, D) es ist.

Nach der Voraussetzung liber a gilt {x,y, =0} =X,0UD. Deshalb ist die
Einschrinkung g von p auf U =X\(X,uUD) etale.

q: U-U.

Nach der ersten Reduktion diirfen wir u,, , =0 voraussetzen. Dann ist g eine
Galoisiiberlagerung. Wir konnen daher das Argument aus der ersten Reduk-
tion anwenden.

Wir fiihren jetzt den Induktionsschritt durch. Es sei e, =f, =d. Wir betrach-
ten die Aufblasung p: X—X von X in dem Unterschema C={x,=y,=0}
Man hat eine affine Uberdeckung X = U, U U,, wobei

Ui=T[Xgsee X, ¥1/X 15 Vo oer Vor X1 1/XZ o X —aly /x ) p52 ... yls
Uy=T X[V, X5 X3 Voo Voo VIIAX 1 [V ) OXG o X —ayhi?.. yle.

D=p~'(D) ist auf U, durch die Gleichung x,(y,/x,)y,... »,=0 und auf U,
durch die Gleichung y;...y,=0 definiert. Nach Induktionsvoraussetzung ist
(X, D) deshalb ein kohomologisch eigentliches Paar.
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Da die geometrischen Fasern von p zusammenhingend sind und da p
aullerhalb von C ein I[somorphismus ist, folgt

R°p A=A, SuppR'p,AcCcD fir izl
Wir betrachten ein Dreieck
0-A—Rp,A—K—0.

Da die Kohomologiegarben von K Tridger in X,uD haben, ist (2.16.1) fir K
ein Isomorphismus. Es geniigt deshalb zu zeigen, dall (2.16.1) fiir Rp, A ein
Isomorphismus ist. In der Tat erhalten wir unter Benutzung von Basiswechsel
fir p:
*Rw'Rp, A=1r*Rp R A=Rp, 1*Ri'A
=Rp,, Ry A=Rr,Rp, A
Damit ist 2.19 bewiesen.

220 Satz. Es sei X=T[x,,....,x,]/x$"...xi"—a, wobei acI(T,C;), so daf
{a=0} < T,. Dann ist der Basiswechselhomomorphismus

*Rf, A—>Rf, A

ein Isomorphismus, wenn die e, prim zu den Restklassencharakteristiken von T\ T,
sind.

Beweis. Wir betrachten die offene Einbettung

X—IP;x ... xIP;.
1),

ne

Xiseon Xp=(x 0 1) (X

Es seien (u;: v;) homogene Koordinaten auf dem i-ten Exemplar von IP}.. Der
AbschluB Z von X wird durch die folgende multthomogene Gleichung defi-

niert
eq ey __ €1 €n —
ug .ot —avt . ogn=0.

Das Komplement D=2 \X ist der Divisor v,...v,=0. Wenn man zu den
affinen Karten iibergeht, so folgt aus 2.19, dal} (Z, D) kohomologisch eigentlich
ist. Wir erhalten das Resultat aus 2.18.

221 Satz. Es sei f: X —S ein Morphismus, der den Bedingungen (i)—(iv) von
2.2 geniigt. Wir nehmen an, daf} die auftretenden Multiplizititen prim zur Rest-
klassencharakteristik p von S sind.

Xs:zei Yia ggT(ei’ p)::l’ Yl glatt
Dann gilt:
0, fir g=+2

X, A)Z{A(— 1), fir g=2.

Beweis. Fiir p=0, 1,2 folgt das aus SGA 4 1/2, Cycle 2.1.4. Die Frage ist daher
lokal. Wir betrachten einen abgeschlossenen Punkt x der speziellen Faser X,.
Es seien t,,...,t, lokale Parameter von X im Punkt x. Wenn =z eine Uniformi-
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sierende von S bezeichnet, so gilt:
t5...tin=nb, wobei belf .

Es sei e, >0. Da e, prim zu p ist, kdnnen wir aus b in einer Etaleumgebung die
e,-te Wurzel zichen. Deshalb diirfen wir annehmen, dal

X=8[x{,...,x,}/x{" ... x;n — 7.

Mit Hilfe von Basiswechsel mit glatten Morphismen beschrinkt man sich auf
den Fall, wo ¢,>0. Es sei Y={x, =0}, V=X\Yund g: V-5 der Strukturmor-
phismus.

2.22 Lemma. Es sei n=2 und e;>0. Dann gilt
(Rg,A),=Rg,, A
Beweis. Wir betrachten das Diagramm

— -1 2 —e
V=S[x,,x7 '\ xs, ..., X, /x5 . X —qx7 &

g h
S < —S[x;,x7'1=G,, s

Nach 2.20 wissen wir:

Rh A, =Rh A

S %
Es genligt daher zu zeigen, dafl
(Ru,Rh A),=Ru  (Rh Ag )

Es sei d=ggTl(e,,...,e,) und S'=S[y,, n'/*]. Wir betrachten die folgende Galo-
isiberlagerung, die iiber G, , etale ist.

q: Gm,S’_)Gm,S_)Gm.S‘

Dabei ist der zweite Morphismus die Erhebung in die e,-te Potenz. Durch
Basiswechsel mit g erhédlt man:

V — VvV

,,,l q lh

Gm,S’ Gm.S

V' =STx,, %7 Xy, e X, /X xe =5 §'[xy, x7 1]
’ n—2 pri=hy
V=G, x(G,, ) *xZWdZ""5'G, ..

Folglich ist g}(Rh,A),=R'h; A eine konstante Garbe auf @, .. Es geniigt
daher zu beweisen, daB fur jede Garbe F auf G, 5, fiur die ¢*F auf G, ,
konstant ist

(Ru, F),=Ru,F,.

Das folgt wie im ersten Reduktionsschritt des Beweises von 2.19.
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Wir konnen jetzt den Beweis des Satzes 2.21 beenden. Es ist niitzlich das
folgende Diagramm zu betrachten:

Y(’K__,X@V
(1 b
se¢— S.

Dabei ist x der Schnitt, der dem Punkt x,=...=x,=0 von Y entspricht. Wir
haben ein Dreieck

0-x,Rx'A—>A—>Ra, A-0.

Durch Induktion iiber n diirfen wir annehmen, daf3 K*Ri;c!/l fur i+2 in x
konzentriert ist. Wenn wir Rf, anwenden und auf die spezielle Faser ein-
schridnken, so erhalten wir

0-x*x, R’ A>(Rf, A);~(Rg, A),—0.

Da X, auf einen Punkt kontrahierbar ist und V, auf G, . folgt nach dem
Lemma 2.22 und SGA 7 11, exp. XV, 2.1.

(Rif, A),=Rif, . A=0 fiir i21
(Rig, A),=Rig, , A=0 fir i22.
Wir erhalten x*x, R'x'A=0 fir i23. Q.E.D.

223 Satz. Unter den Voraussetzungen von 2.21 stimmen die Garben der ver-
schwindenden Zyklen mit den Garben der zahmen verschwindenden Zyklen
(SGA 17, 1) iiberein. Anders ausgedriickt operiert die wilde Verzweigungsgruppe
P = Gal(i/y) trivial auf R'Y A.

Beweis. Offenbar kann man sich wieder auf den Fall beschranken, wo

X=S[x,,....x,)/x{"...xtr—mn, ggT(e,,p)=1.

n

Dann gilt:

224 . i '
Lemma lH'(Xs,R'I’/l)%Hl(Xﬁ’A)'

Beweis. Es sei S der ganze AbschluB von S in 77 und X =X x (S. Es sei f: X>§
der Strukturmorphismus. Nach SGA 7, I geniigt es zu zeigen:

(Rf, N),=Rf, A.

Das folgt durch Ubergang zum Limes aus 2.20.
Wir fahren mit dem Beweis von 2.23 fort. Es sei

RY A=RY A)P~.
Wir betrachten das Dreieck

0->R¥A—-RY A—K—0.
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Nach Induktion konnen wir annehmen, daB die Kohomologie von K im
Punkt xe X, x, =... =x,=0 konzentriert sind. Dann gilt

Hi(X,, K) = #'(K),.

Es sei d=ggT(e,,...,e,). Man sieht leicht X,=G; ' x, n[n"*]. Da n[z'] eine
zahmverzweigte Erweiterung von 7 ist, operiert P, trivial auf H'(X,, 4). Nach
2.24 folgt

H(X,,R¥A)=H(X,, AT =H(X,, ))=H{(X,, R¥ A)

Dad
und damit #(K) =H (X, K)=0. Q.E.D.

2.25 Korollar. Wenn unter den Voraussetzungen von 2.23 alle Multiplizititen e,
gleich 1 sind, so operiert I trivial auf R'W A.

Beweis. Das folgt aus SGA 7, I, Theorem 3.3.

§ 3. Berechnung der verschwindenden Zyklen
fiir Produkte gewohnlicher Doppelpunkte

Wir verwenden die Bezeichnungen von 1.10. Es sei n ein uniformisierender
Parameter.

3.1 Definition. Es sei f: X —S ein Morphismus von endlichem Typ. Wir sagen,
daf f lokal ein Produkt von gewéhnlichen Doppelpunkten ist, wenn X, glatt ist
und wenn fiir jeden Punkt xeX, ein Isomorphismus von Cs-algebren existiert

0 0 1 0 1
Oy =ANaD-a"—n,....ad" a"—mn),

wobei A eine regulire lokale Os-algebra ist und a®, alV), n Teil eines reguliren
Parametersystems von A.

Wir wollen im weiteren voraussetzen, dall S exzellent ist. Dann findet man
nach dem Approximationssatz von Artin fiir jeden Punkt xeX_ eine Etaleum-
gebung U und einen Etalemorphismus

3.1.1) wU-X xg.. . xgX,,
wobei X, =S[X® XV/XOXP—n fir i=1,...,r und X,=S[X] fiir
i=r+1,...,n

Es sei X, ,=Y,=Y°0UY,! die Zerlegung der speziellen Faser in irreduzible
Komponenten fir i=1,...,r und Y=Y, die spezielle Faser fir i=r+1,...,n

Wir setzen Y,'=¢ fiir i=r+1,...,n

Wir betrachten im folgenden Morphismen, die der folgenden Bedingung
geniigen.

3.2(PgD) f: XS ist lokal ein Produkt von gewohnlichen Doppelpunkten. Die
spezielle Faser Y= X_ besitzt eine Uberdeckung durch abgeschlossene Untersche-
mata
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Der Morphismus y kann fiir jeden Punkt xeY so gewdihlt werden, daf3
Yiroobm = (Y x L x Yin),

Wir beginnen mit der Berechnung der verschwindenden Zyklen in dem
Fall, wo
(3.3) X=S[XO X", ., xOx" X

r+ 1o

DX XOX = =X XD g

X=X, xg... x¢X, genligt offenbar der Bedingung (PgD).

Es sei S der algebraische AbschluB von S in 7. Man bezeichne durch einen
Querstrich alle durch Basiswechsel nach S entstehenden Objekte. Wir betrach-
ten das folgende kommutative Diagramm

X,=U=0U,x,...x,0,% Y, x...x Y,

X &
[pé 1;71 14;,
G z

X .= g X Y.

2% i i

Fiir KeD™* (U, A) ist der Basiswechselhomomorphismus definiert
P! Rji K—Rj, P*K.
Daraus erhidlt man den Morphismus
qgf RY.A-RY A,

wobei RY, den Funktor der verschwindenden Zykeln fir X; und R¥ den
entsprechenden Funktor fiir X bezeichnet. Nach SGA 4, XVII, 54.1.4 hat man
den Kiinnethmorphismus

(3.3.1) XY qF R¥.-RY.

Es sei x,€Y;, i=1, ..., r der Doppelpunkt und g;: x,— Y, die Einbettung. Dann
gilt
R;R¥A=a}Rj; A

Da wir wissen, dal G trivial auf den Garben R*¥, A operiert, folgt

0—H'(G,R°¥ A(1)» R'j, A1) —R'¥A1)—0
14 14

0 — A Ayp@ Ay -R'"PA(1)-0

0

s Y @cls Y,

Das Bild von 6 hatten wir bereits im Beweis von 2.9 berechnet. Wir finden
einen bis auf das Vorzeichen kanonischen Isomorphismus

(3.4) a;, A—= R"WA(1).
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Dabei haben wir die Wahl, ob wir 1 auf das Bild der kanonischen Klasse von
Y;° oder auf das Bild der kanonischen Klasse von Y;! abbilden.

3.5 Satz. Der Kiinnethmorphismus 3.3.1 induziert einen Isomorphismus

(3.5.1) @ (@ a,, A-)®..0q¢ a,, A(—~1)>RPA

i1<...<ig=r
Wir zeigen zunéchst

3.6 Lemma. Die Restriktionen
H/(X, A)~H(X,A), H(X,A)->H(X,,A)
sind Isomorphismen.

Beweis. Wir betrachten den allgemeinen Fall, wo = in der Definition von X
nicht notwendig ein Primelement ist. Die erste Aussage folgt dann aus der
zweiten durch Ubergang zum Limes.

Man betrachte die Einbettung

XoP?x ... xIP2xP!' x ... xIP!
(X XD D)X XD Dy (X, D x L x (X, ).
Es sei Z der AbschiuBl von X und D=Z-X. Eine affine Umgebung eines
Punktes von D auf Z sieht wie folgt aus
SIWi. oo Wi Uy 1 Vi 1o e, Up VAU V= ).

Dabei wird D durch eine Gleichung der Form W, =...=W,=0 definiert. Aus
2.17 folgt, daB (Z, D) kohomologisch eigentlich ist. Wir erhalten die Behaup-
tung aus 2.18.

Beweis von 3.5. Zur Vereinfachung der Bezeichnungen bemerken wir, dal man
nach Basiswechsel mit glatten Morphismen r=n annehmen darf. Wir wissen
nach 3.6, daB fiir X die Spektralsequenz der verschwindenden Zyklen gegen die
Kohomologie von X, konvergiert.

HY(Y,R* ¥ A)=H*%(X,, A).

Wir zeigen, dafl H*(Y,R*¥ A)=0 fiir a>0. Nach Induktion diirfen wir annneh-
men, dall der Kiinnethmorphismus auflerhalb von x=Xx,xx,x...xx, ein
Isomorphismus ist.

Fs——-. @® (q;"1 4, A(—)®...Qqf a;  A(—1))>R°YPA
Foglich hat R"¥ A Triger in x und es gilt
HYY,R"¥P A)=0 fiir a>0.

Es sei jetzt s<n. Wir bemerken, daB die direkten Summanden von F°
konstante Garben iiber ihren Tridgern Y; x...x Y, sind. Weil diese Triger
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auf einen Punkt kontrahierbar sind, folgt
HYY,F5)=0 und HYX,F%)=0.
Aus der letzten Tatsache folgt, dal3 der Kiinnethmorphismus injektiv ist.
0-F->R'¥YA->K-O0.

Da K Triger in x hat, verschwinden die fraglichen Kohomologiegruppen auch
in diesem Fall. Die Spektralsequenz der verschwindenden Zyklen degeneriert

also:
HO(Y,R® VY A)~H(X,, A).

Aus dem Decompositionssatz (Artin [1] Chapt. III 2.5) folgt
HY(Y,R°Y¥ N)=(R°¥ A),.
Wir finden ein kommutatives Diagramm

@ H\X,,)®.@H'(X, ) — H(X,A)

i1 <...<ig
e Jvl

@ (@R A,®... QR Y A),—— RV A),.
Es bleibt zu beweisen, daB der obere horizontale Pfeil ein Isomorphismus
ist. Das folgt aus dem Basiswechselsatz mit glatten Morphismen, genauso wie

die Kiinnethsche Formel fiir Kohomologie mit kompakten Trigern. (Vgl.
SGA 4, XVII, 5.4.3.5 bzw. SGA 4 1/2, Th. Finitude 1.11.).

3.7 Korollar. Es sei f: X—>S lokal ein Produkt von gewohnlichen Doppelpunk-
ten. Dann definiert das Cupprodukt einen Isomorphismus

NR'WASRSW A

Wir berechnen R!' ¥ A fiir einen Morphismus mit der Eigenschaft (PgD). Dazu
betrachten wir zunidchst noch einmal den Fall, wo X von der Form 3.3 ist.
Man hat den Kiinnethmorphismus

(3.8) @1 qF R ji, A()-R'j, A(1).

Es sei ¢, i=1,...,r, k=0,1 das Bild der kanonischen Klasse von Y bei dem

Morphismus
HO(Y,, le,-*A(l))—»HO(Y, le* A(1)).

Entsprechend bezeichne ¢;, i=r+1,...,n das Bild der kanonischen Klasse von
Y.

39 Lemma. Der Kern von 3.8 wird in jedem Punkt durch die folgenden Relatio-
nen erzeugt

0 1_ .0 1 — 0 1__ — —
citei=cyter=...=¢ +¢, =C_=...=¢C,.
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Man hat eine exakte Sequenz
0->A""'>®qf R j,, A(1)~R'j, A(1)—0.

Beweis. Aus dem Fall eines einfachen Doppelpunktes wissen wir, dal jeder
Term der oberen Gleichungskette gleich dem Bild von feH'(n, A(1)) in
R'j, A(1) ist. Wir betrachten das Diagramm

@4 Ry AD)— RYj, A(1)

J

@ g¥ RIEAL) —> R' ¥ A(L).

Die Behauptung folgt, da der Kern von

R'j, A(1)->R'¥P A(1)
von @ erzeugt wird.
Es sei Z der singuldre Ort von X. Das sind die Punkte von Y, die auf mehr
als zwel irreduziblen Komponenten liegen. Es sei

Y(k): U (Yil...O...i,.mYil.‘.l...in)___qk—l(Xk)‘

i1 ik in

Die folgende Abbildung verdeutlicht die Bezeichnungen fiir r=n=2
Yy Y@

Y Y
In einem Punkt x¢Z sind die Fundamentalklassen definiert
cls Yirn(x)e(R'j, A(1)),.

Zur Vereinfachung der Bezeichnungen wollen wir r=n voraussetzen. Aus dem
Fall eines einfachen Doppelpunktes wissen wir

Gx)= 3 clsYrinx) x¢Z.
ix=1
Der Querstrich bezeichnet das Bild von &, in R'j, A(1).
Nach Definition von Z enthilt die Summe hochstens zwei von 0 verschie-
dene Terme.
Es sei zeY"» Dann existiert ein eindeutig bestimmter Schnitt y von
R'j, A(1) in einer Umgebung von z, so daB

y(x)=cls Yir-in(x), fiir xeYi-in—Z.
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In der Tat, es sei zB. Y''""=Y%° Dann gilt

Durch Lokalisierung sieht man, daB die Definition von y fiir beliebige
Morphismen f: X -8, die der Bedingung (PgD) geniigen, sinnvoll ist.

3.10 Defimition. o o
cls Y'1“""(z)l-)—=fy(z)eR’j* Ay, zeYiin
nennen wir die Fundamentalklasse von Y~ im Punkte z.
Wit betrachten die Einbettung v, : Y*\Z—Y. Es sei
F.=Im(R' ¥ Ay, v¥R1 W A),
Wenn X von der Form 3.3 ist, so gilt # =g R' ¥ A.

3.11 Satz. Es sei f: X -8 ein Morphismus, der der Bedingung (PgD) geniigt.
Dann ist F isomorph zur konstanten Garbe A(—1)yu. Die kanonische Abbil-

dung
R'WA-DZF,

ist ein Isomorphismus. Es sei xeY" . Wir bezeichnen mit )i-~(x) das Bild von
cls Y '(x) bei der kanonischen Abbildung
R'j A()-R' ¥ AT F(1).

Dann ist j;)'"(x) ein Erzeugendes von %, (1). Wenn xeY'i~in~ Yii-in 5o gilt
Arotn(xy=Aronx) i i, =j,
Arin(x)= = In(x) fir i, j,.

Beweis. Nach 3.5 wissen wir bereits, daB %, (1) lokal konstant ist und daB

R'PAL)->D F(L)

ein [somorphismus ist. Wenn wir die letzte Aussage bewiesen hitten, folgte,
daBl #(1) konstant ist. Da das Problem lokal ist, diirfen wir voraussetzen, da3
X von der Form 3.3 ist.

Es sei i,€{0,1}, so daB i, +i,=1. Dann ist A~ das Bild von

Clle— Zc eR'j, A(1)

1k

bei der Projektion auf %,(1). Die Behauptung folgt, da ¢i' bei der Projektion auf
Null abgebildet wird, genauso wie

ik i
Tr+e=0.
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§ 4. Beschreibung der Shimuravarietiiten

In diesem Paragraphen beschreiben wir die beiden Klassen von Shimuravarie-
titen der Dimension 2 mit schlechter Reduktion, deren Kohomologie wir be-
rechnen wollen. Es sei p eine Primzahl. Wir verwenden folgende Bezeichnun-
gen: R R
Z=lmZ/mZ, Z’= lim Z/m

— «—

m (m,p)=1

A =der Adélering von Q
A=Z®Q, A’=7"®Q.
Ir=Rer(G,) Weilrestriktion der multiplikativen Gruppe.

Z . = Lokalisierung von Z im Primideal pZ.

(p)

Klasse A (Bzgl. der Einzelheiten und Beweise miissen wir auf die Niederschrift
von [30] vertrosten.)

Es sei K eine imagindr-quadratische Erweiterung von Q, in der p in das
Produkt von zwei verschiedenen Primidealen 4, und 4, zerfdllt. Es sei D eine
zentrale Divisionsalgebra vom Grad 32 iiber K, so daf3 D®Q,,=Dﬁ1 xDﬁz,
wobei D, zentrale Divisionsalgebren tiber K, mit den Invarianten imod3
sind. Es sei * eine positive Involution auf D; sie ist notwendigerweise 2. Art,
d.h. induziert den nichttrivialen Automorphismus k— k von K. Es sei V ein
freier D°PP-Linksmodul vom Rang 1 und ¢ eine nichtausgeartete alternierende
Bilinearform mit Werten in Q auf V, so daB y(d-x, y)=(x, d*y). Wir fassen
die entsprechende Gruppe unitdrer Ahnlichkeiten als algebraische Gruppe iiber

Q auf:
GQ)={geGLy(V)Y(g-x, gn)=u(g) ¥(x,y), u(geQ}.

Die Wahl eines erzeugenden Elements des D°PP-Moduls V identifiziert GL (V)
mit D*, von rechts auf D operierend und wir kdnnen ¢ in der Form

W(x, ) =TrgeTrp ' x*-y),  x,yeD

fir ein JeD* mit J*= —J schreiben. Falls wir die nicht notwendig positive
Involution 2. Art d°=J . d*J auf D einfiihren, wird

G(Q)={deD*|d-d"=u(deQ"}.

Wir fixieren eine Einbettung o: K — €. Wir finden einen Isomorphismus von
D ®g ,€ mit M4(C), so dal * zur Standardinvolution X —‘X wird, und eine
solche Erzeugende von V ®y ,C, daB die antihermitische Matrix J gleich

J_(i-l, 0 )
0 —i-ls,

wird. Die Zahl r hingt lediglich von ¢ ab. Wir setzen voraus, daff r=1 ist.
Somit ist G ®R die Gruppe der unitiren Ahnlichkeiten GU(2,1) und wir
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definieren
hy: S5— Gr

a+b-y —1 0
a+b-y—1— a-b-y -1
0 a—b-) -1

Die Konjugationsklasse von h, hdngt nur von o, nicht von der gewihlten
Normalisierung von (D, *, V) ®, € ab. Nach Deligne [7] gehort zu dem Paar
(G, hy) eine Shimuravarietdt M. Genauer sei C, < G(R) der Zentralisator von
hy und C<=G(A;) eine offene kompakte Untergruppe. Der Quotient M .
=G(QN\G(A)/C.. C besitzt die Struktur einer projektiven algebraischen Varie-
tit iiber € und die Gruppe G(A ;) wirkt von rechts auf dem projektiven System
MGZI(_]E Mg . Wegen der von uns gemachten Voraussetzungen iiber D ist die

Gruppe G(Q,) kompakt modulo dem Zentrum. Wir betrachten nur offene
kompakte Untergruppen C<G(A,) von der Form C=CP-C,, wobei
C,=G(Q,) die maximale kompakte Untergruppe ist und C? = G(A¥).

Es sei Og der Ring der ganzen Zahlen in K und Oy =04 ®Z . Wir
suchen ein Modell von MD ¢ iber Spec(Oy ). Es sei Op eine Ordnung in D,
die Ox umfaBit, und die in 4, und 4, maximal ist. Es sei, in leichter Abande-
rung der vorhergehenden Bezeichnungen, V =0 aufgefalBt als O, ,-Linksmo-
dul. Wir fordern, daB die Bilinearform ¢ auf O;, ganze Werte nimmt und daf3
Y ®Z, eine perfekte Bilinearform auf V ®Z, mlt Werten in Z,, ist. Die Unter-
gruppe CP=G(Af) moge V ®Z? in sich uberfuhren

Wir betrachten folgendes Modulproblem .4 iiber (Sch/Spec(OK(P))). Ein
Punkt des Funktors .#,. iiber einem OK(P)—Schema T besteht aus:

a) einem abelschen Schema A iiber T bis auf zu p prime Isogenie und einer
Einbettung

11 Opoo»— End (4),
so daB
Tre, (1(d)|Lie (A) =Trj(d)+2 Tr)(d)  fiir d €O popp.
b) einer homogenen Polarisierung A, die auf 1(D°*?)c End®(A4) die Involu-

tion * induziert und die p-prinzipal ist (d.h. 1e NS(4) ®Q/Q* ist die Klasse
einer zu p primen [sogenic 4 — A*).

c) einer Aquivalenzklasse von O po,,-Modulisomorphismen
i: VP(4)~V ®A? mod C,

die die Bilinearform @A} der rechten Seite und die von (einem Reprasentan-
ten von) A auf der lmken Seite definierte Bilinearform bis auf einen Faktor
erhilt. Hier bezeichnet V?(A4) das eingeschrinkte Produkt iiber die Tate-mo-
duln VP(4)=( ]_[ T,{A4)) ®Q. (Eigentlich nimmt die letztere Bilinearform kano-

nisch Werte in A”(]) und nicht in A%, dennoch ist die Bedingung sinnvoll).
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4.1 Satz. Der Funktor .4, ist durch ein Schema .#. darstellbar, das projektiv
und flach iiber Ok, ist. Es ist 4 ®0K . cC=M; . und die Aktion von G(A?F)

auf im Mg ¢ erweitert sich auf hm M.
Cp C

Offenbar hingt .#. nicht von der Wahl von O, ab. Es sei K/, die unver-
zweigte kubische Erweiterung von K, . Der folgende Satz beschreibt das Sche-
ma ®0Km 0,%.
4.2 Satz. (i) Eine nichtleere Untermenge ScZ/3 moge zuldssig heilen. (Die
zuldssigen Mengen klassifizieren die Darstellungen von 0, ®,, Oy /p- Oy,
auf Lie(A4 )®OK . K/,Z/P Ok,,") Einer zuldssigen Menge S entsprlcht ein glatles
abgeschlossenes U nterschema M s M ®0K( m/p Oy. K, der Dimension

3-card S.
Das Schema M ®0K( )OKMist reguldr und die Unterschemata M , (i€Z/3)

bilden einen Divisor mit normalen Kreuzungen und
Me s Me g8 =S
Mo s Mes=Mcs,s
M ®0K(p)01<'ﬁ2/rp ‘ OK'/L2 =U Me,s-

Das Frobeniuselement aus Gal(IF ,/IF ) fiihrt M 5 in M s, , iiber.
Schematische Darstellung:

'/%{1.2}

(ii) Es gibt Morphismen 2 Mc ;= Mc ;. 1> deren allgemeine Faser glatt ist
und deren reduzierte geometrische Fasern singularititenfreie rationale Kurven
sind. Die Einschrinkung von n auf Mc ; ., ist ein Isomorphismus und die
Einschrankung von nw auf M ;_, ; ist rein inseparabel vom Grad p.

(iii) In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente von ./%C®0(m0 /
p-Og, liegt genau eine Zusammenhangskomponente von M, und genau eine
Zusammenhangskomponente von Me i, 1, (i€Z/3)

(iv) Die Menge der geometrischen Zusammenhangskomponenten ist

Ro(le @O, fp- O, )=K*\K* (A)/x(C),

wobei k: G— Ry o(G,,) gleich p~" - det ist. Der Operation des Frobeniuselements
auf der linken Seite entspricht auf der rechten Seite die Multiplikation mit der
endlichen Idele, die auferhalb s, gleich 1 und in 4, eine Uniformisierende ist.
Die Steinfaktorisierung des Morphismus # ®Ok ,, — Spec (O s ) ist étale. Insbe-
sondere sind alle geometrischen Zusammenhangskomponenten von Mc®K ,, ither
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derselben unverzweigten Erweiterung, K", von K ,, definiert und jede geometri-
sche Zusammenhangskomponente von M ®0Kﬁ2 /p- OKﬁ2 ist die Reduktion modu-
lo p eines wohlbestimmten Unterschemas M2 < .#, ®O .. iiber Spec(Oy..), dessen
allgemeine Faser eine geometrische Zusammenhangskomponente von M ®Kﬁ2
ist.

(v) Es sei G_ die innere Verschrinkung von G, die in der archimedischen
Stelle kompakt modulo dem Zentrum ist und in allen iibrigen Stellen gleich G
ist. Wir fixieren einen Isomorphismus ¢:G_(A)—>G(A,) und definieren
Cr =@~ Y(CP), C_,=¢ '(C,)und C_=C?-C_,. Es gibt eine Bijektion

M e.3@F)—>G _(QNG _(A)/C_;

fur variables C? ist das eine Bijektion von projektiven Systemen, die die Aktion
von G_(AN)=G(Af) auf beiden Seiten respektiert. Der Aktion des Frobeniusele-
ments auf der linken Seite entspricht auf der rechten Seite die Multiplikationswir-
kung eines beliebigen Elements @ aus G_(Q,), das unter

K:G_(Q,) K=K} xK

in ein Element abgebildet wird, dessen Bewertung (ord

ord ) gleich (0, 1) ist.
Die Abbildung

#1°
ﬂc,zm(rpp)% To(AMc ®01(/12/P : OK/Q)
X — Zusammenhangskomponente, die x enthalt
ist folgendermafien gegeben
K:G _(QNG_A[)/C_— K*\K*(A,)/x(C).

In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente von M ®0Kﬁ2/p : OKM liegt
mindestens ein Punkt von M 4,5

Das Schema .4 6<A)0K(p)0,(,ﬁ1 besitzt eine p-adische Uniformisierung im fol-
genden Sinn. Es sei £° der p-adische obere Halbraum iiber Z, [11]. Das ist
ein formales Schema liber Z , dessen ,,allgemeine Faser man als eine projekti-
ve Ebene interpretieren kann, aus der alle iiber Q, rationalen Geraden entfernt
sind. Es sei G_ diejenige Verschrinkung von G iiber Q, die in der archimedi-
schen Stelle von @ kompakt modulo dem Zentrum ist, die in p zerfallend
(modulo dem Zentrum) ist, und die in allen iibrigen Stellen isomorph zu G ist.
Wir fixieren [somorphismen G _(A})~G(A4f) und G__,(Q,)~PGL(3,Q,). Dann
erhilt man einen Isomorphismus von formalen Schemata tiber OK/H:

(M Boy, Ok,
Hierbei operiert G_(Q) auf Q3 iiber die Projektion G_(Q)— PGL(3, Q,). Fiir
unsere Rechnungen geniigen die Informationen, die im folgenden Satz enthal-
ten sind.

) =G_(Q\D,, xG_(Ap/C™.

4.3 Satz. (i) genauso wie in 4.4. (1) (falls dort der Index s, iiberall durch den
Index 4, ersetzt wird).

(i) genauso wie in 4.4. (iv).

Es sei G _ die eben beschriebene innere Verschrankung von G. Wir fixieren
Isomorphismen ¢:G_(Af)—> G(A}) und G _,(Q,)~PGL(3, Q,). Es sei C?
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=@~ !(C"). Es sei Z das Bruhat-Titsgebaude von SL(3,0Q,) und 4={p,, p,, p,}
eine Kammer in &. Es sei, fiir zuldssiges S, CS die maximale kompakte
Untergruppe des Stabilisators des Simplex {p;},.s in G_(Q,). Es sei e G_(Q,)
ein Element, das 4 stabilisiert und p, in p,,, {iberfiihrt, und das unter
k:G_(Q,)— K, =K xKJ in ein Element abgebildet wird, dessen Bewertung
(ord, , ord ) gleich (1,0) ist.

(iil) M g, ist die disjunkte Vereinigung von Aufblasungen der projektiven
Ebene in allen iiber IF, rationalen Punkten. Die Menge der irreduziblen Kompo-
nenten von M, ist bijektiv zu G_(QI\G _(A[)/C” - C_ . Fir variables C ist
das eine Bijektion von projektiven Systemen, die die Aktlon von G_(Af)=G(AY))
respektiert. Der Aktion des Frobeniuselements aus Gal(IF ) auf mo(A, c,{x})
entspricht  rechts die Multiplikationswirkung von ®3. Die Abbildung

ol Me, )~ nO('//IC®0Kﬁ1/0K/u) ist gegeben durch
G_(ON\G _(A))/CP - C,— K*\K*(A)/k(C).

(V) Mc iy, ist die disjunkte Vereinigung von projektiven Geraden. Dabei
ist mo(Me i 1)=G_(Q\G _(A)/C? - C* 1 (kompatibel mit C, und die G(AD)-
Aktion auf beiden Seiten respektierend), wobei der Aktion des Frobeniuselements
aus Gal (IFP/IF‘,;) links die Multiplikationswirkung von ®3 rechts entspricht. Die
Inklusion M ;i\~ Me, gy stelll Me ;. als Vereinigung der exzeptionellen
Divisoren dar; die Inklusion M¢ ; | y M stellt Mc ;_, , als Vereinigung
der strengen Transformierten der iiber IF rationalen Geraden dar. Die Abbildun-
gen mo(Mc ; ;) nol(Mc ) (i]) sind durch die Quotientenabbildungen gegeben:

G_(O\G_(Ap)/Ct - CH - G_(Q\G _(Ay)/C -C,

(v) Es gibt eine Bijektion M4, 5(0F,)=G (Q\G_(A)/C" -C"3 (kom-
patibel mit C und die Aktion von G(AFR) respektierend), so daf3 der Aktion
des Frobeniuselements aus Gal(lF /F,) auf der linken Seite die Multiplikations-
wirkung von @ auf der rechten Seite entspricht. Die Abbildungen
ﬂc,ms(n_:p)—’ nolMc g3 ) sind durch die Quotientenabbildungen gegeben:

G_(QN\G_(A)/C" - CH3 -G _(QN\G_(A)/C? - CE

Klasse B. (Bzgl. der Einzelheiten und der Beweise verweisen wir auf [39].)

Es sei F eine total reelle quadratische Erweiterung von @, in der p prim
bleibt. Es sei D eine Quaternionenalgebra iiber F, die in den archimedischen
Stellen unverzweigt ist und die in p verzweigt ist. Wir fassen die multiplikative
Gruppe von D als algebraische Gruppe iiber Q auf und definieren

hy: S D ~GL(2, R) x GL(2, R)

e ()

b a

Die Konjugationsklasse von h, ist unabhiingig vom gewihlten Isomorphismus
Dg ~GL(2,IR) x GL(2,R). Nach Deligne [7] gehort zu dem Paar (D*, h,) eine
Shimuravarietit M,. Genauer sei C_cDg der Zentralisator von h, und
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Cc=D*(A;) eine offene kompakte Untergruppe. Der  Quotient
My c=D*\D*(A)/C,, - C besitzt die Struktur einer projektiven algebraischen
Varietdt iiber € und die Gruppe D* (A,) operiert von rechts auf dem projekti-
ven System M D=l(i£ M, .. Wir betrachten nur offene kompakte Untergruppen
C

von der Form C=C?-C,, wobei C,=D*(Q,) die maximale kompakte Unter-
gruppe ist und C? < D* (AF) hinreichend klein im folgenden Sinne ist. Es sei Op,
eine Ordnung in D, die in p maximal ist, und es sei V=0, aufgefalt als
Opose-Linksmodul.  Wir fordern, daB es ein N2=3 gibt, so daB
C?= Aut,_,,(V ®Z) trivial auf V ®Z/NZ wirkt.

Wir suchen ein Modell von M, . iiber Spec(Z,). Dazu betrachten wir
folgendes Modulproblem .#,. iiber {Sch/Spec (Z ,). Ein Punkt des Funktors .4
iber einem Z ,-Schema T besteht aus:

a) einem abelschen Schema A {iber T bis auf zu p prime Isogenie und einer
Einbettung 1: O 0, — End 4, so dal

Tr,, (1(d)|Lie (A) =Tt o Trpope(d)  fiir d €0 popo.
b) einer Aquivalenzklasse von O,-Modulisomorphismen
7: V?(4)~D ®Ar mod C”.
Offenbar hidngt das Modulproblem .#, nicht von der Wahl von O, ab.

44 Satz. Der Funktor M ist durch ein Schema M darstellbar, das projektiv
und flach iiber Z, ist. Es ist Mo @y C>M,, - und die Aktion von D> (A?) auf
lim My, . erweitert sich auf lim ..

— ’ «—

crp cr

Es seien F' die unverzweigte quadratische Erweiterung von F, und O der
Ring der ganzen Elemente. Das Schema .# besitzt folgende Beschreibung.

4.5 Satz. (i) Die Untermengen {i,i+1} von Z/4Z und alle aus ihnen durch
Vereinigung erhaltenen Untermengen S<Z/4Z mbgen zuldssig heiBlen. (Die
zuldssigen Mengen klassifizieren die Darstellungen von O, auf Lie(A4).) Einer
zuldssigen Menge S entspricht ein glattes abgeschlossenes Unterschema
M s Mc @O [pOy, der Dimension 4—cardS. Die Unterschemata M g
schneiden sich transversal und

Mesc Meg =SS
M s Mes =M,y
Me B0 [pOp. = g M.

Es sei x ein abgeschlossener Punkt von Mo ®y Op und S, die maximale
zuliissige Menge S, so da x € M g.

Dann ist M@y, Op lokal in x bzgl. der Etaletopologie isomorph zum Pro-
dukt von card S, —2 gewdhnlichen Doppelpunkten und einem glatten Schema der
Dimension 4 —card S, idiber Spec(0.). Das Frobeniuselement aus Gal (F,./IF,)
fiihrt Me g in M g, | iiber.
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Schematische Darstellung :

My 3 My 2,3

(i) Es gibt Morphismen 7: Mc i1y Me g iv1,is2)> deren allgemeine Fa-
sern glatt sind und deren reduzierte geometrische Fasern singularitiitenfreie ratio-
nale Kurven sind. Die Einschrinkung von nt auf Mc .\ 1 ;4 ,, ist ein Isomorphis-
mus und die Einschrinkung von n auf Mc ;_, ;.\, ist rein inseparabel vom
Grad p.

(ii) In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente von M. QI liegt
genau eine Zusammenhangskomponente von M ; ;. 1, und genau eine Zusammen-
hangskomponente von M ; ;. 1 ;4 ;i € Z/AZ).

(iv) Die Menge der geometrischen Zusammenhangskomponenten ist
To( M ®IF ) =F\F>(A;)/Nm}C.

Hier bezeichnet FY die Gruppe der total positiven Elemente in F*. Der
Operation des Frobeniuselements auf der linken Seite entspricht auf der rechten
Seite die Multiplikation mit der Idele, die in allen Stellen aufer p gleich 1 und
in p eine Uniformisierende ist. Die Steinfaktorisierung des Morphismus
M x L, Spec(Z,) ist étale.

(v) Es sei D_ die Quaternionenalgebra iiber F, die in den archimedischen
Stellen verzweigt ist und die in allen tibrigen Stellen gleich D ist. Wir fixieren
einen Isomorphismus ¢:D_(A;)—>D(A,) und setzen C” =¢~'(C"), C_
=¢ (C,)und C_=CP" - C,. Dann gibt es eine Bijektion

/%C,Z/4Z(I-Fp)z D*\D* (Af)/c~ ;

fiir variables C ist das eine Bijektion von projektiven Systemen, die die Aktion
von D* (A%)=D*(A}) auf beiden Seiten respektiert. Der Aktion des Frobenius-
elements auf der linken Seite entspricht die Multiplikationswirkung eines beliebi-
gen Primelements @ aus D* (Q,)=D* (A,) auf der rechten Seite. Die Abbildung

*/”C,Z/z;(ﬂ?p)“’ o (M)
X+ Zusammenhangskomponente, in der x liegt

P

ist
Nm%f: Di\D_(Af)/C_ — FX\F* (Af)/Nm%C.

In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente von M. ®IF, liegt mindestens

ein Punkt von M 4,,;.
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§ 5. Berechnung der Kohomologie
In diesem § wenden wir die Resultate der ersten Abschnitte auf die im §4

beschriebenen Varietiten an.

Klasse A. Wir benutzen in diesem Fall die Steenbrinckspektralsequenz. Wir
beschiftigen uns zunichst mit der Primstelle /,.

51 Lemma. Die E,-Schicht der Steenbrinckspektralsequenz (mit Koeffizienten
in Q)} bzgl. des Strukturmorphismus /%C®OK,,2" Spec (OKﬁz) hat folgende Gestalt:

L] L]
ks 3114 3y,
*3nb 3nb
B3 SALLEY
L] L]
3n,, Gy tko, 30,
5 L]
3nb, Inby,
3n, 3ng, L

Hierbei bedeuten:
n=card 7, (.4 ®OK R4
k=card .4 z,5(IF,).
b= gemeinsame Bettizahl der irreduziblen Komponenten von #¢ ; ;. ;-

Ein Index in Klammern, wie z.B. k4, bedeutet die Gewichtsangabe bzgl. des
Frobenius.

).

Kﬁ2

Beweis. a) In der 0. Zeile stehen der Reihe nach @ H°(#. i @) und

icZi3
@® H( M ;. ;. 1), Q). Die Behauptung folgt aus 4.2, (iii).
ieZ/3
b) In der 1. Zeile stehen der Reihe nach © H'(4# ;,0Q) und
ieZi3

HY A, Die Behauptung bzgl. des letzten Terms ist klar. Die
Cofi,i+ 1} 78

ieZi3
Behauptung bzgl. des ersten Terms folgt aus 4.2 (ii) mit Hilfe der Leray-
Spektralsequenz bzgl. =.

¢) In der 2. Zeile stehen der Reihe nach
@ HO("%C,{i,i+ 1} Ql( - 1)),

ieZ/3
'%9/% HZ(’//C tij» Ql) ®H0(v/{c,z/3v Ql(— 1)),
,@3 HZ(”%C,U,H 1} Ql)

Die Behauptung bzgl. des ersten und letzten Terms ist klar. Im zweiten Term ist
der zweite Summand offensichtlich. Der erste Summand berechnet sich wieder
m.H. der Leray-Spektralsequenz bzgl. n.
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d) Die iibrigen Terme bestimmen sich aus den bisher berechneten durch
Poincarédualitit.

5.2 Proposition. Die E,-Schicht der Spektralsequenz in 5.1 hat folgende Gestalt.

f‘_”m) 0 Mg
9 0
9 o0
o
o) 0 ’f—”(O)

Die Spektralsequenz degeneriert im E,-Niveau: E,=E .

Beweis. Die Ausartung der Spektralsequenz ist klar aus Gewichtsgriinden.

a) Um die 0. Zeile zu rechtfertigen, geniigt es zu zeigen, daB E3'°=0. In der
Tat ist klar, daB E$°=E®°=Qr und die Behauptung bzgl. EZ° folgt dann aus
einer Betrachtung der Euler-Poincaré-Charakteristik. Der Homomorphismus
d!'° wurde mit dem Cech-Restriktionshomomorphismus identifiziert (siche
2.10).

ar®: @ Ho(ﬂc,{i,w 1 Q) H®(Mc g3, Q)

(ag 1,812, 850) (Ao — a1, +050) p,-
Offenbar ist dim Kerd!'°=2n. Andererseits ist
dimImd?°=dimE}°—dim ES°=3n—n=2n.

Folglich verschwindet E}'°, wie behauptet.
b) Um die 1. Zeile zu rechtfertigen, identifizieren wir den Homomorphis-
mus d°* mit dem Cech-Restriktionshomomorphismus:

@ H' (/”c,{i), Q)— _619/3H1(=/”c,{i,i+ 13 Q).

ieZ/3

Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm, in dem ¢, ein rein
inseparabler Morphismus vom Grad p ist (Satz 4.4(ii)):

%('.u,iﬂ}

T
M ) M vy

@

J

Me i1,
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Aus der Leray-Spektralsequenz bzgl. des Morphismus = folgte, dafl die Ein-
schrankungsabbildung von H'(4( ,,Q) nach H' (M .1, Q) ein Isomor-
phismus ist (siehe b) im Beweis von Lemma 5.1). Wir identifizieren die beiden
Kohomologiegruppen auf diese Weise. Jetzt benutzen wir zusitzlich die Mor-
phismen ¢;, um die Kohomologiegruppen H'(#  ;;,,,Q) alle mit
H' (M (5.1, Q) zu identifizieren:

H'( A m,Q)——»H (M v, Q) H (M iy ,0)
o L H (M e o 115D

Weil Po P01 Me, 0,1, M (0, 1) €N IEIN mseparabler Morphismus vom Grad
p? einer glatten Kurve auf sich ist, kénnen wir ihn mit dem Frobeniusmorphis-
mus Fr von IF,, identifizieren. Die 1. Zeile kann man jetzt folgendermaBen
schreiben:

@Hl(ﬂc,w,nst)“’ @Hl(ﬂc,{o,l}»Qz)

(aO’alﬁaz)_‘)(aO—ahal —a,, az—Fr*(ao))-

Weil 1 kein Eigenwert des Frobenius ist, erhalten wir ES' ' =E.-1=0.

¢) Aus dem Hauptsatz in §2 und dem Verschwinden von E}'° schlieBen
wir, daB E; *2=0. Wir haben erhalten, daB alle E,-Terme vom Totalgewicht 1
verschwinden. Poincaré-Dualitit in der Kohomologie der allgemeinen Faser
zeigt jetzt, dafl alle E,-Terme von Totalgewicht 3 verschwinden. (Das kann
man selbstverstindlich auch direkt beweisen.) Wir bemerken, daB E$*=
0,(—2)". Jetzt folgen aus einer Betrachtung der Euler-Poincaré-Charakteristiken
der einzelnen Zeilen die restlichen gesuchten Dimensionen. Q.E.D.

Wir wollen die erhaltenen Ergebnisse so formulieren, da3 der lokale Faktor
der Zetafunktion aus ihnen abgelesen werden kann. Wir verwenden die Be-
zeichnungen von 1.10. Es sei W(i/y,)=Gal(i/n,) die Weilgruppe; es sei
W(n,/no) < Gal(n,/n,) die I-zahme Weilgruppe. Wir haben exakte Sequenzen

11 —W(ifng) o~ 1.
1= G — W(ij/ng)— o= L.

Der Wahl einer Liftung o€ W(n,/n,) des geometrischen Frobenius entspricht
ein Isomorphismus W(n,/n,)=G><Z. Es sei (p,V) eine Q-Darstellung von
W(#i/n,) (siche [37] fiir die genaue Definition). Die zugehorige L-Funktion ist

LV, T)=det(1—T-a|V)~1eJ(T).

Offenbar hingt sie lediglich von der Darstellung von W(n,/n,) auf V'? ab, Es ist
tiblich, die Substitution T=g"* durchzufithren. Wir verwenden die fette Weil-
gruppe ([21])

W(7/n0)=SLL2, ©) x Wii/no).

Wir fixieren einen Isomorphismus 1: Q,—~>> € (vergl. die diesbeziiglichen Be-
merkungen in [9]). Wir wihlen einen Isomorphismus G~Z, und die Liftung
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von ¢ in Wi(y,/n,). Wir schreiben den erhaltenen Isomorphismus
W(a/mo)~Z,<Z in folgender Form: wi—(x(w), —log,|w|). Wir erhalten die
Einbettung

J: Wna/no) = Bna/mo) =SIA2, €) x W(n,/no)

s (|w|”2 1x(w) ) o

0 w2

Es sei (p,V) eine Q,-Darstellung von W(n,/n,). Mittels 1 erhalten wir eine
Darstellung in komplexen Matrizen i{p). Diese Darstellung 1463t sich in der
Form i(p)=p-j schreiben, wobei g eine komplexe Darstellung von W(n,/n,)
ist, deren Einschrinkung auf den SL(2, C)-Faktor komplex-analytisch ist und
deren Einschrinkung auf den W(y,/n,)-Faktor einen Kern von endlichem
Index in G hat. Dabei ist p bis auf Aquivalenz lediglich von der Wahl von :
abhingig. Die L-Funktion von p hidngt nur von g, und sogar nur von der
assoziierten halbeinfachen Darstellung ab. Es bezeichne p,(i=0,1,2,...) die
irreduzible Darstellung der Dimension i+1 von SL(2,€). Es sei #(G(A}), C?)
die Heckealgebra (mit Koeffizienten aus Q,). Sie operiert in natiirlicher Welse
auf der Kohomologie von .# .

53 Satz. Die Doppeldarstellung von #(G(A}), CYxW(K,, /K,) auf
H*( M. ®K 2t I,Q) ist ,gleich” (d.h. hat als Bild in der entsprechenden Gzothen-

dieckgruppe) 1 ©F (g (M) 1)+
ol ¢
0, R F (M C,Z/s)(“‘ )— P, R F (no( A )(—1).

Hierbei bezeichnet & (n,(-#.)) die Doppeldarstellung, die durch den Vek-
torraum der (Q,-wertigen) Funktionen auf no(%c®0Kﬁ2/p0Kﬁz) geliefert wird.
Entsprechend ist # (4 . z,;) zu verstehen.

Beweis. Das ist eine unmittelbare Folgerung aus Proposition 5.2 (und deren
Beweis) und 2.13.
Genauso folgt aus 5.2 mit 2.25.

54 Satz. H'(M, ;Q)=0.

5.5 Bemerkung. Wir haben hier 5.4 iiber die Auswertung der Steenbrinck-
spektralsequenz in der Primstelle 4, bewiesen. Man kann auch die Auswer-
tung in 4, benutzen, oder aber den jetzt schon bewiesenen Satz zur Vereinfa-
chung der Auswertung in 4; verwenden. Man kann schlieBlich auch das
Argument von Mumford [27] und Mustafin [28] auf die in der Primstelle s,
vorliegende Situation anwenden und so zeigen, daBl Pic’(#.®K 4)=0. Der
Satz ist die Bestdtigung in einem Spezialfall (und der Ausgangspunkt) einer
allgemeinen Vermutung iiber die Kohomologie unitirer Gruppen (s.a. [26]).
Wir werten jetzt die Steenbrinckspektralsequenz an der Primstelle 42, aus.

5.6 Lemma. Die E -Schicht der Steenbrinck-Spektralsequenz (mit Koeffizienten
in Q) bzgl des Strukturmorphismus //C®0Kﬁ‘ »Spec(O,%) hat folgende Ge-
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stalt:
o124 ?ni,H— 1(a) Z”.‘M,
0 0
.
Eng lay ZMi+20 0oy, 01
* L ]
0 0
*
Zn Zn.

i(0) Li+ 10 "o12,

Hierbei bedeuten:
ny=cardno(H ¢ ;)
M =cardmo(Me i, )
ny,,=card '/”c,zm(]Fp)-

Beweis. a) Die 0. Zeile ist offensichtlich.

b) Fiir die 1. Zeile geniigt es zu bemerken, daB die irreduziblen Komponen-
ten von . ;, , glatte rationale Kurven, und die irreduziblen Komponenten
von . . Aufblasungen der projektiven Ebene sind (Satz 4.3 (iii), (iv)).
Folglich verschwinden die 1. Kohomologiegruppen.

¢) Wie in Lemma 5.1 sind die Terme E; " 2 und E!* 2 offensichtlich. In

EVZ=@H (M ¢ 1, Q) O HN (M ¢ 35, 01(— 1))

ist der zweite Summand offensichtlich. Den ersten Summanden erhalten wir als
Kohomologie einer Aufblasung von projektiven Ebenen:

Hz(tﬂc,u;’Qt):HO(//C,gi}’Qz(“ 1))@HO(</%C,{i.i+l)an(—1))'

(SGA'5, VII). Wir haben verwendet (4.3 (iv)), daB .4, ., ,, der exzeptionelle
Divisor in 4 ;, ist.

d) Die iibrigen Terme bestimmen sich aus den bisher berechneten durch
Poincaré-Dualitét.

5.7 Proposition. Die E ,-Schicht der Spekiralsequenz in 5.6 hat folgende Gestalt:

s 0 I
0 0
9 Eee) 0
0 0
o) 0 (x—n),
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Hierbei bedeuten:
n=card (4, ® O,%/po,%)

=(2n)—=(2n; ;) +ngy,.
Die Spektralsequenz degeneriert im E,-Niveau: E,=E .

Beweis: Die Ausartung der Spektralsequenz ist klar aus Gewichtsgriinden.
a) Wir identifizieren d%° und d*:° mit dem Cech-Homomorphismus

@H M, —’@H (M jiis 10 Q) HO( M 413, Q).

Wegen 4.3 (iii), (iv), (v) konnen wir diesen Komplex mit dem folgenden
Cech-Komplex (mit Koeffizienten in Q,) identifizieren:

D F(G_(O\G_(Ap/C? - CL) -*@ _LONG_(Ap/Cr - ChY

i

F(G_QN\G_(Ap/Cr - C¥)).

Wir zeigen, dafl die 1. Kohomologiegruppe dieses Komplexes verschwindet;
daraus erhdlt man unmittelbar die iibrigen Terme der 0. Zeile. Man iiberzeugt
sich leicht, daf3 der obige Komplex eine endliche direkte Summe der simplizia-
len Kokettenkomplexe (mit Koeffizienten in Q,) von simplizialen Komplexen
der Form Y =%/I'" ist. Hier ist 2’ der Bruhat-Tits-Komplex und I'< PGL(3, Q)
eine diskrete torsionsfreie kokompakte Untergruppe. Weil 2 kontrahierbar ist,
degeneriert die Hochschild-Serre-Spektralsequenz, so daB H(Y,Q))=H'(I", Q).
Aus dem Satz von Kazhdan [16] folgt, daB H'(I', @,)=0.

b) Aus 2.13 folgt jetzt, daB E; *2=0. Alle tibrigen Terme bestimmen sich
aus den schon berechneten Gliedern wie im Beweis von 5.2. Q.E.D.

Wir formulieren die erhaltenen Ergebnisse wie in 5.3.

58 Satz. Die Doppeldarstellung von H#(G(AF), C?)x W(K
H*(M QK o1 o2 Q) ,ist gleich*

1 @F(no(MH)(—1)
+0,® U no(ﬂc,(i;»(_ 1)

_pZ UnO ti, 1+1}))( 1)

+p,® Jv(=/%{c,1/3)('“ 1)
=P ®@F (mo(M))(—1).

Klasse B. In diesem Fall benutzen wir die Spektralsequenz der verschwinden-
den Zyklen. Wir berechnen zunichst die Kohomologie der speziellen Faser.
Wir verwenden die Uberdeckung Di=Mc ;. der speziellen Faser durch
abgeschlossene Unterschemata. Fiir ein Simplex i,,...,i, des Nervs M der
Uberdeckung sei Dy, i =D, n...nD; . Wir betrachten die zur Uberdeckung
gehorige Spektralsequenz

o /Ky auf

E5=HP(W, H'(D;, ;. Q) = H"* (M ®IF ,, Q).
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Der Nerv der Uberdeckung ist
Doy =M 01,2 Dlzzf/%c,u,z.s;’ Dys=AMc 5 3500 Diyo=AMc 3,01,
Dy, =D,y =Mc gy,
Doy =Diy3=D,30=Dyo,=Mc g
Dyyy3=AMc g4

Wir tragen die nichtverschwindenden Terme der E,-Schicht der Spektralse-
quenz in ein Diagramm ein (wir rechnen mit alternierenden Koketten):

@HO(Dz) @HO(Dl.j) @ HO(Dijk) HO(D0123)

i<j i<j<k

Da die Absolutbetrige der Eigenwerte des Frobenius auf den verschiedenen
Zeilen verschieden sind, degeneriert die Spektralsequenz in der zweiten Schicht.

5.9 Lemma. Die E,-Schicht der Spektralsequenz hat die folgende Gestalt:

4ngy,

4nb(3)

4;1(2) 0

0 0
ng, 0 (k——n)(oj 0

Hierbei bedeuten:

n=card ny (A QIF)
k=card M 4, (F,)
b= gemeinsame Bettizahl der irreduziblen Komponenten von .4 ; ;1 ;. 2-
Beweis: a) Die unterste Zeile von E}? lautet:
@HO(Di)"@HO(Di.j)_’ EBHO(Dijk)H HO(D(J 123)
(59.1) ¥ Il i :
o —Qredtr—- o - o
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Wir zeigen, daf} die erste Kohomologiegruppe dieses Komplexes verschwin-
det. Es sei

(ci_i+1,b{)2,b'l3)eQ{“’@Q{‘(—DQ", i€Z/4,
ein Kozyklus. Dann ist, fir r=1, ..., k,
Co,1—bh ,+cy ,=0 und c; ,—bf ,+c, ;=0

Folglich ist ¢, ,+¢, ;=c; o+c, 3. Somit finden wir q,€Qj, ieZ/4, so dal
¢ iy 1=@;—a;, . Dann gilt ay—a,=c, ,+c, ,=b}, , und analog a, —a,=5b" ;.
Weil andererseits offenbar die 3. Kohomologiegruppe des betrachteten Kom-
plexes verschwindet, berechnen sich die librigen Terme aus einer Betrachtung
der Euler-Poincaré-Charakteristik.

b) Die erste Zeile von E¥? lautet

@H J”C 1, l+1}’ —_)®H ('%C (:i+1,i+2}’Ql)'

Eine fast wortwortliche Wiederholung des im Beweis von 5.2 b) verwendeten
Arguments zeigt, dal E*! =0. (An Stelle von 4.2 (ii) wird 4.5 (ii) benutzt.)
c) Es bleibt der Pfeil

@Hz(ﬂc,(i,i+ 1))_’®H2(‘/”C,{i,i+ 1,i+2))

zu betrachten. Auf einer Zusammenhangskomponente ¢ ; ;. ,, von Me ;. 4,
liegen die Kurven ¢, ;5 und A, iy deren Kohomologleklassen
wir mit dj¥, und dj"l bezeichnen. Es sei f“* die Kohomologieklasse einer
Faser bei der Projektion m: M ; ;1= ME i i\ 1,0, 2 Dann ist

Hz(%k 1z+1)’Q) Ql' %’l‘1®Ql'fi’ka
i fP0=1, (@, f"Y=p.  @f.dif)=ml,  (dif,.dif)=n

fiir gewisse Konstanten m¥ und n.
Der obige Pfeil sieht folgendermaBen aus:

(592) @HZ C,{i,i+ 1})H@H ('%C i+ 1, i+ 2})

klk ik k k
ldl+1+yi R xf '”i+Yi‘xz+1'mi_yl‘+1'P

(k=1,...,n). Hier sind x, y* € Q,. Diese Abbildung bleibt sogar surjektiv, wenn
man sie auf den Unterraum x¥=0 einschrinkt. Es folgt E}'?=0. Die Betrach-
tung der Euler-Poincaré-Charakteristik des Komplexes liefert die Behauptung
fir E2°. Q.E.D.

Wir konnen jetzt die Spektralsequenz der verschwindenden Zyklen fiir den
Strukturmorphismus .#.— Spec(Z,) auswerten. Dazu bemerken wir, daf3 dies
offenbar lokal ein Produkt von gewdhnlichen Doppelpunkten ist. Es sei F’ die
unverzweigte quadratische Erweiterung von F,. Dann ist die Bedingung (PgD)
des § 3 fiir den Morphismus .#.® Oy. — Spec (O, ) criiillt.
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510 Lemma. Die Garben der verschwindenden Zyklen fiir den Morphismus
M R0, — Spec(Oy.) berechnen sich wie folgt:

Oy —
R = Ql,/l'tc@OFr/pO;:r

Rl YIZQ (_l)ﬂc 0,1 )V ﬂ(‘,(z,z,m@Ql(_l)e/ﬂc.{l,z,s}u M 13,001
R*¥Y=0,(-2),
He g4

RY¥Y =0 fir i>2

Beweis. Die Behauptung bzgl. R°W ist klar, weil die spezielle Faser reduziert
ist (SGA 7,1). Die Berechnung von R'Y¥ folgt unmittelbar aus 3.11 und die
ibrigen Behauptungen resultieren aus 3.7.

511 Lemma. Die E,-Schicht der Spektralsequenz der verschwindenden Zyklen
fiir den Morphismus M. — Spec(Z ) hat folgende Gestalt:

Kia)
t2n . .
) 4nb 3y +2(k—n) 4y,
o) 0 4ng, +(k—n) g, 4nb,;, 4n,,

Beweis. Die unterste Zeile folgt aus 5.9 und die zweite Zeile ist offensichtlich
wegen 5.10. Wir berechnen die Kohomologie von 4 4 ;. z}u/l 12.3, 0, Mittels
der Uberdeckung durch .# o 1y und A 5, Das Resultat ist:

dim HO(Q//ZC,{O’l,z}u(ﬂc,{z,s,o},Q,):n,

dim H' (M 10,1,2)9 M 2, 3,0 Q) =20b+(k—n),

dimHz(«//cw 1,2V A a3, 055 ,Q)=2n.
Das Frobeniuselement in Gal( Q’,/Q) transformiert M o 1 5V A ;. 3,01 in

Me i, 3 UM 301, Wegen des in 5.10 erhaltenen Ausdrucks fir R'¥ er-
halten wir daher die angegebenen Werte fiir E% '

5.12 Proposition. Die E,-Schicht der Spektralsequenz der verschwindenden Zy-
klen hat folgende Gestalt:

(k—n)y,
0 3 .
2(k—n),, 0
N, 0 2ng,)+(k—n), 0 N

Die Spektralsequenz degeneriert in E,-Niveau: E,=E .
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Beweis. Die Ausartung ist klar aus Gewichtsgriinden. Daher kennen wir bereits
die Terme ES'° und E3°. Aus der Poincaré-Dualitit in der allgemeinen Faser
folgern wir, daB E''=E%!=E}°=0 (keine komplementiren Gewichte). Jetzt
188t sich das Diagramm ohne Schwierigkeiten auffiillen.

Wir wollen die Kohomologie der allgemeinen Faser als Galoismodul be-
schreiben. Im Gegensatz zu 5.3 und 5.8 geht dies nicht unmittelbar aus der
obigen Rechnung hervor. Deshalb miissen wir diese Rechnung noch einmal
genauer durchgehen.

513 Satz. Die Doppeldarstellung von #(D*(AF), CP)x W(Q,,/Q,) auf
HY(M:®Q,,. Q) ist gleich

1®Ind(Gal(Q,/Q,), Gal(Q,/F,); F (to(HA)(—1)
+ 1®g:(r/”c,1/4)' va/Qp(_ D—1Q®F (no(Ac))- va/Qp(— 1)
+Pz®g'~(t/”c,l/4)(—1)_P2®37(7ro(=//{c))(“1)~

Hierbei bezeichnet Ve, 0, den Charakter von Gal (Qp /Q,), der der Erweiterung F,
von Q, mittels Klassenkdrpertheorie entspricht.

Beweis. a) Um den Term EZ° der Spektralsequenz der verschwindenden Zy-
klen zu beschreiben, interpretieren wir die in 5.9 durchgefiihrte Rechnung. Die
abgeschlossenen Unterschemata 4 ;,,;, von # ®IF, werden durch das
Frobeniuselement aus Gal(IF,./IF)) zyklisch permutiert. Es gibt eine kanoni-
sche eineindeutige Abbildung zwischen 7y (4 ;. ) und n(4.). Eine O-
Kokette vom Komplex 59.1 ordnet einem O0-Simplex i, e ein Element
¢, = Y a, (i) keF (no(Mc)) zu und ein Element geGal(Qp/Qp) operiert folgen-

dermafBen

gc)zo =Z agx(g lO) K

DH D)= H (M, 1,, Q)
=Ind (Gal(Q,/Q,), Gal (Q,/F'); F (no(Hc))
F(no(M)) D F (no (M) - VEi0,
('B/(”o( c))’VF'/Qp(‘D (no(/ﬂc))'V%'/Qp'

Somit ist

Hierbei ist v 105 der zu F’ gehorige Charakter von Gal (Q /Q,)-
Offenbar ist D H°(D, ;, )@ H(D; ) stabil unter Gal (Q /Q,). Wie eben
sicht man, daf}

@H(D, ;. )=Ind (Gal (Q,/Q,), Gal (Q,/F); F (mo(Ac))-

Es sei ¢ eine 1-Kokette. Dann ist ci,i+zeﬁ(yl{c’z/4) und falls ¢ e Gal (Qp/Qp)
ein Frobeniuselement bezeichnet,

11+1

(0¢)g,=0¢13; (00)3=0Chp=—0"Cy,,
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weil wir mit alternierenden Kozykeln rechnen. Hierbei bedeutet der Punkt die
natiirliche Aktion von ¢ auf # (4. z,,). Somit ist

H°(Dy,) ® H(D, ;)=1Ind (Gal (0,/Q,), Gal (0, /F,); F(Mc 3,)) Ve g, -

Entsprechend erhalten wir fiir die von den 2-Koketten und 3-Koketten
gebildeten Moduln die folgenden Ausdriicke.

@ H(D,;)=1Ind (Gal(Q,/Q,), Gal (Q,/F'); F (M z,4))
HO(Dgy33)=F (Mc3,4) Ve, 0,

Die 0. Kohomologiegruppe vom Komplex (5.9.1) ist offenbar F (n,(.#.))
und die 1. und 3. Kohomologiegruppen verschwinden. Eine Betrachtung der
Euler-Poincaré-Charakteristik in der Grothendieckgruppe der zuldssigen
H' (D (AF), C)xGal (Q /Q,)-Darstellungen zeigt daher, dal der Untermodul
vom Gew1cht 0 von E2 o 1som0rph zu F(Me g,3) — F (no(M)) ist.

Der Untermodul vom Gewicht 2 von E2° ist die 1. Kohomologiegruppe
vom Komplex (5.9.2). Wie eben erhilt man fiir ihn folgenden Ausdruck:

Ind (Gal(0,/Q,), Gal(Q,/F'); F (no (M) (—1).

b) Um den Term EY'' kanonisch zu beschreiben, benutzen wir die Ergebnisse
des §3. Die Galoisgruppe Gal(Q,/F,) operiert aul M 4 4 2V M 5 30, Wir
erhalten einen Isomorphismus von (D " (A%), C?) x Gal(Q,/F,)-Moduln

y(“o(ﬂc))'vmp (—1)_’H0(/% {0.1, 2)Uﬂc,<2.3,0th(_1))

Ya k—Y a,- AO o(

Hierbei bezeichnet 15 °(x) den Wert der Fundamentalklasse in der zu k gehori-
gen Zusammenhangskomponente. Ein Frobeniuselement aus Gal(Q,/Q,) ver-
tauscht A o 4 3, VM 15, 3,0, 00d Me ) 5 3O AMc 36,1, Aus 5.10 foigt daher
H(M,®F,,R'¥)
=Ind (Gal(Q,/Q,). Gal(Q,/F,); F (mo(H) - Ve p,)(—1).

Zusammen mit dem Ergebnis in a) bekommen wir folgenden Ausdruck fiir den
Untermodul vom Gewicht 2 in E3°:

Ind (Gal(Q,/Q,), Gal (Q,/F,): # (o (M N {—1).

¢) Wir betrachten den folgenden Komplex

Ho(ﬂc,m, 1,2) Q.(— 1))@}{0(/%0(2, 3,0p o, (-1)— HO('/%C.ZM’ Q,(—1)).

Seine 0. Kohomologiegruppe, aufgefaBt als (D~ (Af), C?) x Gal (Qp/Fp)-Modul,
wurde in b) bestimmt. Die 1. Kohomologiegruppe ergibt sich daher leicht aus
einer Betrachtung der Euler-Poincaré-Charakteristik zu & (Mc 4,)(—1)
~F (no(#))(—1). Nach der in 5.11 durchgefiihrten Rechnung ist der Unter-
modul vom Gewicht 4 von E}'! somit
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Ind (Gal(Q,/Q,), Gal(Q,/F,): F (M¢ g,) = F (mo(H ) (—1)
-——(.77(.//1(;_1/4)—. (o (AN(— D+ (F( LZ/4) /(no(%c)))'va/Q,,(‘l)-

Wir haben jetzt alle Glieder E§ als (D™ (A%), C?) x Gal (IF,/IF )-Moduln
bestimmt. Die Behauptung des Satzes folgte, wenn wir wiiliten, dal} die Mono-
dromiefiltration rein ist. Das folgt aus 2.13 und dem folgenden Hilfssatz.

514 Lemma. Es sei .7, die Aufblasung von Mo ® Oy in M, ,- Dann geniigt
der Strukturmorphismus .#.— Spec Oy. den Bedlngungen von 2.2 und alle auftre-
tenden Multiplizititen e, smd gleich 1.

Beweis. Weil .4 , ,, aullerhalb .# ;, ein Divisor ist, ist der Aufblasungsmor-
phismus ¢: .4, —»./% ¢®O. auBerhalb von .4, ein Isomorphismus. Wir
rechnen nach, wie ¢ lokal fir die Etaltopologie iiber einem Punkt x € .4 4,
aussieht. Es gibt eine Etalumgebung U von x und einen Etalmorphismus

- 7 0 1), ,(0 (1 0 1) _ (0 1) _
i U—SpecZ, [x(, x!V; y@, y ] /x(0 . xth = y© .yt =,

wobei 21, die strikte Henselisierung von Z , ist. Die abgeschlossenen Untersche-

mata 4 ;, ,, sind durch die folgenden Gleichungen definiert.

(0) — (0) — c (1) — ,(0)
Me o130 X =y 0, Mc ., xV=y=0,

1y = ) — (0) — (1) =
Me,p, 3 X =y=0, M. ;5 xT=y 0.

Der Faserproduktmorphismus ¢ : U =4, x mc®op U-— U hat lokal folgen-
de Gestalt. Man hat eine affine Uberdeckung U = U, uU,, wobei

U, =Spec(@,[x*, u, y)/xu- y =)
U,=Spec(Z,[x", v, yV]/xV - vy —n).

Dabei ist ¢, folgendermallen gegeben:

@yl Uy xVisu-yh, o x©,

(0)
b

0l Uy: x> p-y y M p . x M),

Aus diesen Gleichungen folgen unmittelbar folgende Feststellungen. Es seien
/%’c iz, die strengen Transformierten von ., ;. Dann st
Me®Op.[p-Op Uﬂc i,is 1, und die ///C ii,i+ 1) bilden einen reduzierten Divisor
mit normalen Schmtten Damit ist 5.14 bewiesen.

§ 6. Berechnung des lokalen Faktors der Zetafunktion

Das Ziel dieses § ist es, den lokalen Faktor der Zetafunktion als Produkt
automorpher L-Funktionen auszudriicken. Wir wenden uns zundchst dem Fall
A zu. Um den Satz formulieren zu kOnnen, schicken wir einige allgemeine
Bemerkungen voraus.
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Die Kohomologie der Shimuravarietit M - kann mit Hilfe der kontinuier-
lichen Kohomologie berechnet werden [3]:

H(M, ;€)= © m(n)- H'(g, Ci 1, ) @7
ReL(GIQZIR) ~ G(A)) ’
=T ®my
Hier bezeichnet m(n) die Multiplizitit, mit der 7 im Raum der automorphen
Funktionen auftritt. Wir fassen die endlich vielen automorphen Darstellungen
n mit dquivalentem G(A)-Anteil zu einer Menge IT zusammen. Die obige
Summe schreibt sich als

® (@ m(n)- H(g. C;n )OI,

Il rell

Die Projektion auf den II entsprechenden Teilsummanden ist durch eine
Linearkombination von Heckeoperatoren mit Koeffizienten aus Q vermittelt.
Folglich kann eine solche Projektion bereits auf der Kohomologie mit Werten
in Q definiert werden. Die Galoisgruppe Gal (Q/K) (Q =algebraischer AbschluB
von Q in €) operiert auf der Etalkohomologiegruppe H"(MG’C;Q_,). Weil die
Heckeoperatoren geometrisch definiert werden konnen, sind die eben beschrie-
benen Projektionen mit der Wirkung der Galoisgruppe vertauschbar. Folglich
erhalten wir eine Darstellung von Gal (Q/K) auf

(6% m(n)- H'(g, C.;m, ) ® I}
6.1 Lemma. Diese Darstellung ist die direkte Summe von dim (H?) Darstellun-
gen, die zueinander dquivalent sind.

Beweis. Das folgt aus der Tatsache, daBl die Aktion der Heckealgebra
H(G(A ), C) auf nf irreduzibel ist (siehe [12]).

Wir bezeichnen die zu [II assoziierte Darstellung der Dimension
Y m(m)-dim H'(g, C ) mit p*(IT). Wir zitieren aus [3] die folgende Tatsache:

nell

000 oo

6.2. Lemma. Die irreduziblen zulissigen Darstellungen der Gruppe G(R)/Z(R)
=PSU(2,1), die Kohomologie liefern, sind die folgenden:

@ die triviale Darstellung. Sie liefert einen 1-dimensionalen Beitrag in den
Dimensionen 0,2 und 4.

@ die drei Darstellungen der diskreten Reihe mit trivialem infinitesimalem
Charakter n%% zn'!, n%°. Diese liefern einen 1-dimensionalen Beitrag in der
Dimension 2. Der obere Index gibt den Hodge-Typ der gelieferten Kohomologie-
klasse an.

® zwei nicht-temperierte Darstellungen ¢, und #,. Jede von ihnen liefert
einen 1-dimensionalen Beitrag in den Dimensionen 1 und 3.

Von jetzt ab ist wieder C von dem von uns spezifizierten Typ, insbesondere
ist C, maximal kompakt.



76 M. Rapoport und Th. Zink

6.3 Korollar. Es sei n eine automorphe Darstellung von G(Q)Z(IR)\ G(A), die
zur Kohomologie von Mg . beitrigt. Dann gibt es nur die folgenden beiden
Moéglichkeiten:

a) m ist eindimensional. Dann ist n_ trivial und 7 identifiziert sich mittels des
Homomorphismus k=p"'-det: G(A)— K*{A) mit einem Charakter von
K*\K*(A[)/x(C). Der Charakter ist unverzweigt in den beiden Primstellen iiber
p. Die Menge I1(rn) besteht aus nur einem Element und m(rn)=1.

b) n ist unendlichdimensional. Dann ist , in der diskreten Reihe und m, ist
von der Form m,=y, o x fiir einen unverzweigten Charakter y, von K*(Q,).

Beweis. Wir wissen bereits (5.4), daB H'(M; ; €©)=0. Folglich ist = trivial
oder in der diskreten Reihe. Falls = trivial ist, so folgt aus einem Dichtig-
keitsargument, dal 7 eindimensional ist. Der Homomorphismus « ist surjektiv
und hat als Kern die abgeleitete Gruppe von G [8]. Das Bild von C, unter « ist
maximal kompakt in K. Somit folgen die Behauptungen aus 6.2.

Wir erinnern an die Definition der Darstellung r der L-Gruppe
LG =1G° x Gal(K/Q) (s. [21], p. 238). Dazu sei (T, h) ein spezieller Punkt der Shi-
muravarietit, d.h. T ist eine iiber Q definierte CSG von G und h: ¥ - Ty ist
in Gy zu h, konjugiert. Wir identifizieren X*(%) mit Z? mittels der Charaktere
o122z, 0, 207 (2e€C* =F(R)). Genauer gesagt ist X * (&) =Ind(Gal(C/R), |; Z),
die Gruppe der Z-wertigen Funktionen auf Gal(C/IR). Dann ist

o, (D=10o,(t)=0 und oa,(1)=0,a,(r)=1.

(r=komplexe Konjugation.) Dann ist .¥ ®xC kanonisch mit G, x G,, identifi-
ziert und wir erhalten ein Kogewicht von T durch die Verkettung der folgen-
den Homomorphismen:

G, -1 G, x G, Ty G
Wir wihlen einen Isomorphismus des Gitters der Kogewichte X, (T) mit dem
Gitter der Gewichte X*(*TY); auf diese Weise erhalten wir ein Gew1cht ,u,l von
LT dessen Bahn unter der Weylgruppe von “G° wohldefiniert ist. Es sei r® die
irreduzible Darstellung von “G° deren Menge der extremen Gewichte diese
Bahn ist. Die Darstellung r ist dann r=1Ind(*G, *G°; r°).

Wir interessieren uns nur fiir die Stelle p. Wir wihlen eine Einbettung
Qc Qp, die mittels der Einbettung ¢: K—Q die Primstelle 4, von K iiber p
auszeichnet. Die lokale L-Gruppe “G, ist “G (genauer: kann so genommen
werden). Folglich ist r —r|LGp von der Form r,=r, ®r,,, wobei r, Darstellun-
gen von “GY sind, mit r.,(8)=r(g) und r, (g)-—ro(rgr 1) (r=nichttriviales
Element in Gal(K/Q)). Es se1 p eine Q,-Darstellung von Gal(Q/K). Wir bezeich-
nen mit p, die Einschrinkung von p auf Gal(Q /K ,)- Wir erweitern den
nichttrivialen Automorphismus von K auf Q und bezelchnen mit p, die
Einschrinkung von tpt~' auf Gal(Qp/K . Um die L-Funktion von p als
Element von C(g~*) auffassen zu kOnnen, wihlen wir einen Isomorphismus
1:Q, —-C.
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Es sei G* die quasizerfallende innere Form von G. Die L-Gruppen von G
und G* sind identisch. Offenbar ist G/G,,, =G*/G},,; folglich kdnnen wir eine
1-dimensionale automorphe Form, =, von G als automorphe Form, 7*, von G*
auffassen. Auf der rechten Seite des folgenden Satzes stehen automorphe L-
Funktionen im Sinne von Langlands. Die lokalen Faktoren, deren Definition
im allgemeinen problematisch sind [2], sind in dem hier betrachteten Fall

bekannt (s.u.).
6.4 Satz. (1) Falls n eindimensional ist, so ist

2

[l LG p?(), )=Ls—1,nkr,) i=12

=0
(i) a) Falls IT unendlichdimensional ist, so besteht Il aus 3 Elementen n0’2®7tf,
' ®@mn,, n*°®n,. deren Multiplizititen alle gleich sind. Diese gemeinsame
Zahl sei mit m(IT) bezeichnet.!

b) L(s,p*(I),)=L(s =Lz, r, "™ i=1,2.

Nach den vorangehenden Bemerkungen liefert dieser Satz einen Ausdruck der
lokalen Zetafunktion in 4, als Produkt lokaler automorpher L-Funktionen.
Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis dieses Satzes beginnen, rechnen wir
die rechten Seiten explizit aus. Die Surjektion G—G,, definiert eine Einbettung
der entsprechenden L-Gruppen “(G,;) =“G. Wir konnen einen solchen Isomor-
phismus XG,,)° =S L(3, €) finden, daB die Einschrinkung von r° auf 4G, ,)° die
natiirliche Darstellung von SL(3,C) ist. Die Galoisgruppe Gal(K/Q) operiert

folgendermaBen auf (G, )":

A—{ —1 4" =1 ], AeSL(3,Q).
1 1

Fiir die lokale L-Gruppe (G,4), =S L(3, €) erhalten wir:

r,; |S L(3, €)= natiirliche Darstellung

(6.4.1) .
r,, 1S L(3, €)=kontragrediente Darstellung.

Die Surjektion k: G-Ry,,(G,) definiert eine Einbettung von L-Gruppen
"Ry,0(G,))="G. Die Einskomponente von “(Ry,(G,)) ist ein Torus, dessen
Gitter der Kogewichte mit X*(Ry (G,,))=Ind(Gal(K/Q),1; Z) identifiziert
werden kann. Die Galoisgruppe operiert via «—& mit &(t,)=o(rt,),
1,€Gal(K/Q). Die fixierte Einbettung o: K—C identifiziert X*(%) mit
X*(Ry,o(G,,) und fixiert somit eine Basis (8, ,} des zweiten Moduls. Dual zu
der Verkettung von Homomorphismen von Tori

Kohq

(6.4.2) G, - G, x G =S G,y x G, =(Ry,0 G,)e

! Es ist nicht ausgeschlossen, daB m(IT) in Wirklichkeit gleich } ist.
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ist der Homomorphismus auf den Charaktermoduln
(6.4.3) X*(Ry oG )~ XH(S) L.
6.5 Lemma. Das Bild von f§, ist 1 und das Bild von f3, ist 0.

Beweis. Der Homomorphismus kgo h ist:

Wir erhalten fiir die Einschrinkung von r® auf “(Ry,o(G,))°=C* x C*:
oz, z,)=2,.
Fiir die lokale L-Gruppe L(RK/Q((I}M))pz(EX x €* erhalten wir somit
(6.5.1) r/”(zl,zz):zl, rm(zl,zz)zzz.

6.6 Korollar. Wir benutzen die Bezeichnungen von 6.4.

(i) Es sei m eindimensional. Wir schreiben m,=y, ok, mit einem Charakter
Xp=2Xp " Xp, O K*(Q)). Die rechte Seite von 6.4(1) ist gleich
Lis, X/ﬂ) -L(s— L X/,,) L(s— 2, X/”)'

(Produkt von lokalen Faktoren von Heckeschen L-Funktionen.)
(i1) Es sei I1 unendlichdimensional und n,=y,ox. Die rechte Seite von 6.4 (ii)
b) ist gleich L(s, )"

Beweis. Sei zunichst m,=n)=trivex die triviale 1-dimensionale Darstellung.
Das Funktorialitdtsprinzip ordnet der Darstellung ng* von G}(Q,) den folgen-
den Homomorphismus zu:

P(no*): W(Q,/0,)=SL2,C) x W(Q,/Q,) - G%)0=SL(3,C)
[wl
(s,w)— 1
lw !

Die Behauptung (i) folgt in diesem Fall aus (6.4.1).
Das Funktorialitdtsprinzip ordnet der (speziellen) Darstellung ng von
G,4(Q,) den folgenden Homomorphismus zu:

o(n): W(Q,/0,) =SL(2.C) x W(0,/0,)~4G,a)2=SL(3, T)
(5, W) P ,(5)

Aus (6.4.1) folgt: r, c@(n))=p,, i=1,2.
Im allgemeinen Fall ist 7, =y, ®n,. Es sei

o(1): W(0,/0,)~"Ry0(G,)),=C" x C*
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der Homomorphismus, den das Funktionalitidtsprinzip y, zuordnet. Wir identi-
fizieren K, mit @, und, mittels 7, K, mit K, . Dann ist o(y,) (w)
=14, (W), x,,(w)) (Identifikation der Klassenkorpertheorie)? und aus (6.5.1)
folgt: r, o @(x,) (w)=7x, (w). Aus allgemeinen Prinzipien [19] folgt, daB

W]

(6.6.1) r,op(ny) (s, W)=y, (W) 1
lw| !

(6.6.2) r 0 @) (8, W)=, (W) p,(s).

Die Behauptung (i) ist damit bereits bewiesen. Fiir (ii) ist noch der L-Faktor
zu bestimmen. Das fillt bei folgender Rechnung mit ab.

—1/2

0
metrischen Frobenius. Dann ist fiir m>0

() Tr(o%,12,) =1, ()"
(if) Tr(o |7, o @(x.) =1, (V" (P +1+p~™).
Beweis. (i) ist offensichtlich. Nach 6.6.2 ist das Bild von ¢7; unter r, () die
p—m
folgende Matrix in GL(3,C): x, (p)"- 1 . Daraus folgt (ii). Der Inva-
pm
riantenraum unter der Verzweigungsgruppe ist der zu p~' gehorige Eigenraum.
Daraus folgt 6.6(ii).

Es sei m=yok eine l-dimensionale automorphe Darstellung. Aus der Be-
schreibung der Fundamentalgruppe von .#, (4.2 (iv) bzw. 4.3 (ii)) folgt leicht,
daB p°(n), =y, und somit p*(n), =1,(—2). Deshalb folgt aus 6.6, dafl die
Aussagen (1) und (i) b) dquivalent zu folgenden Behauptungen sind.

6.7 Lemma. Es sei o, = (p 1/2) x o, eM(Q,/K,) eine Liftung des geo-
l P : 1

6.8 Satz. (i) Falls n eindimensional ist, so ist

pz(n)/z,:X/l,(_l) i=12.

(i) Falls IT unendlichdimensional ist, so ist

p(I), =m(I1)-(r, o o(m,)) (— 1)

(Gleichheiten  der  zugeordneten  halbeinfachen  Darstellungen  von
WK, /K, ).

Wir beginnen jetzt mit dem Beweis des Satzes 6.4. Man iberzeugt sich
unschwer, daB wir dabei das Recht haben, C? durch eine kleinere offene
kompakte Untergruppe von G(A%) zu ersetzen. Wir wenden uns zunichst der
Primstelle 4, zu.

? Wir normalisieren den Isomorphismus der lokalen Klassenkorpertheorie so, daB ein geometri-
scher Frobenius einer lokalen Uniformisierenden entspricht.
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6.9 Proposition.
@ A1), =1QF (K*\K*(A)/x(C)(~1)

dim(r)=1

®  pD),,=p ®F(G_(Q\G_(A)/C)(-1)

dim 1= oc

= P2 @F(KX\K™ (A )/k(C) (=1).

(Gleichheiten in der Grothendieckgruppe der zuldssigen Darstellungen von
H(G(AS), COYyx WK, /K ,,).

Beweis. Zunichst folgt aus 5.3 und 4.2 (iv) und (v), daB die Summe der beiden
linken Seiten gleich der Summe der beiden rechten Seiten ist. Der durch die
eindimensionalen automorphen Darstellungen aufgespannte Raum ist aber ge-
rade die Darstellung von #(G(A%), C?) auf F(K*\K*(A[)/x(C)) und diese
Darstellung ist disjunkt von der Darstellung von #(G(A%), C?), die durch die
rechte Seite der zweiten Gleichheit definiert ist. Q.E.D.

6.10 Satz. Es sei fe #(G(A ), C) und m>0. Dann ist

Tr(fooy, 1 ®F(K*\K* (Af)/K(C))=Tr(f°6'ZZ|d‘ @ 1 L)
Der Summationsindex lduft iiber die eindimensionalen automorphen Darstellungen,
die Kohomologie liefern. Wir identifizieren eine solche automorphe Darstellung
mit einem Charakter y von K*\K* (A ;)/x(C) und schreiben seine p-Komponente
in der Form y, =y, - x,,.

Beweis. In der Tat folgt aus 42 (iv), daB die Doppeldarstellung
F(K*\K>*(A )/k(C)) von A(G(A (), C)x W(K , /K ,) gleich @ g, ist.

dimn= 1

6.11 Korollar. Es sei dim(n)=1. Dann ist

pz(n)ﬁz :Xﬁz( —1).

Beweis. Aus 69 folgt, daB die SL(2, €)-Typen beider Seiten trivial sind. Also
folgt die Behauptung aus 6.9 und 6.10.
Damit ist der erste Punkt von 6.4 bzw. 6.8 bereits bewiesen.

6.12 Satz. Es sei fPe #(G(A%), C?) und m>0. Dann ist

Te(fPo0%,1p, ®F(G_(QNG_(AD/C_)—p, ®F (K*\K* (A [)/x(C))
=Tr(f"o 07, |<‘If;)(.02 ®y4,)" ).

Der Summationsindex liuft tiber die unendlich-dimensionalen I1, deren p-Kompo-
nente in der Form m, =y, ox mit Xp=Xs, Xz, geschrieben werden. (Wir nehmen
an, daB m(IT) wohldefiniert ist.)

Zeigen wir bereits, dal 6.12 die in 6.4 (ii) b) behauptete Gleichheit bzgl. 4,
zur Folge hat. Aus 6.9 folgt zunichst wie beim Beweis von 6.11 die Gleichheit
in (ii) b) bzgl. £,, falls wir auf beiden Seiten das Produkt iiber alle diejenigen
IT nehmen, deren G(Af)-Komponenten iibereinstimmen und deren Wirkungen
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auf dem Frobeniuselement @G _(Q,) (=G(Q,)) die gleichen sind

11,(®) = 7,(x()).

Aber die Menge dieser IT besteht aus nur einem Element. In der Tat, falls die
G(A%)-Komponente von II bekannt ist, ist der Zentrumscharakter von I7 in
allen endlichen Stellen bekannt. Die Heckealgebra #(G(Q,), C,) ist isomorph
zu Q[X* Y. o

GQ,)/C,—— ZLDZL.

Wir kennen die Wirkung von IT, auf (X -Y)" (n€Z) (Zentrumscharakter) und
auf Y" (neZ) (Frobenius). Folglich ist IT eindeutig bestimmt.

Wir werden 6.12 und die Behauptung (ii) a) von 6.4 mit Hilfe der Selberg-
schen Spurformel beweisen. Zunidchst machen wir einige Bemerkungen zur
Wahl der Haarschen MafBle. Weil G und G_ innere Verschrinkungen vonein-
ander sind, konnen wir wie in [15], § 15 vertrdgliche TamagawamaBe wihlen.
Auf dem gemeinsamen Zentrum Z(A) von G(A) und G_(A) fixieren wir ein
ProduktmaB. Auf diskreten Gruppen nehmen wir das MaB, das jedem Punkt
das Gewicht 1 gibt. Auf Quotientenrdumen nehmen wir das Quotientenmal.
Es sei Z.=Z(A)nC und Z,=Z(R)-Z.. Wir bezeichnen mit R bzw. R_ die
rechtsregulire Darstellung von G(A) bzw. von G_(A ) auf I2(G(Q)-Z,\G(A))
bzw. LZ(G¥(Q)-Zl\G7(Af)). Die Unterdarstellung, die von den eindimensiona-
len automorphen Darstellungen aufgespannt wird, bezeichnen wir mit R® bzw.
R'. Wir machen von der Moglichkeit, CP zu verkleinern, Gebrauch und
diirfen deshalb annehmen [20, 3.6], daB fiir 6eG_(Q) aus der Gleichung
g 1.5.geC fiir ein geG_(A)) folgt, daB 6€Z(Q). Dann kionnen wir die linke
Seite in 6.12 in folgender Form schreiben.

6.13 Lemma. Es sei

Sy =vol(C_)~"-char(C_,- " C_)eCX(G_(Q,)
und
f=fr-fMeCHZN\G_(A ).
Dann ist:
a) Tr(f?a% |F(G_(Q\G_(A)/C_)=Tr(R_(f")
b) Tr(f7a’, |7 (K*\K* (A )/x(C_)=Tr(RL(f™)).
Wir lassen den Beweis dieses Lemmas weg. Er ist rein formal, ausgehend

von der Beschreibung der Aktion des Frobenius auf den linken Seiten (s. [4]).
Aus 6.7 folgern wir:

6.14 Korollar. Die linke Seite in 6.12 ist gleich:
[TrR_(f™)=TrR" (f™)](p " +1+p").

Um auch die rechte Seite in 6.12 in einen Ausdruck umzuformen, auf den
die Selbergsche Spurformel angewendet werden kann, zitieren wir aus [38] das
{olgende Ergebnis.
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6.15 Lemma. Es sei i=0,1 oder 2. Es gibt eine Funktion f! e C*(G(R)/Z(R)),

so dap fiir eine irreduzible zulissige Darstellung n_ von G(R)/Z(IR) gilt:

0, falls 7, kohomologisch trivial

. 1, falls ¢ =n"2""

Tr(n (f) = . ) , b2
0, falls «_ in der diskreten Reihe n}°~'

1, falls n trivial.

Die Spur von f! auf den nichttemperierten Darstellungen ¢, und ¢, ist durch
diese Forderungen eindeutig festgelegt; wegen 6.3 werden diese Darstellungen
jedoch keine Rolle spielen.

6.16 Lemma. Es gibt eine Funktion f™eC>(G(Q,)), so dap fiir eine irreduzible
zulissige Darstellung nt, von G(Q ) gilt:
1i(P)", falls m,=y, ok mit einem
Tr(n (™) = unverzweigten Charakter von K
0, sonst.
Beweis. Es sei ®eG(Q,)=G_(Q, das Frobeniuselement. Die Funktion

fp(’"’=vol(Cp)“1-char(Cp-dY"- C,) besitzt, wie man leicht nachpriift, die ge-
wiinschten Eigenschaften.

6.17 Korollar. Es sei f*™=f}.f?. f™eC*(Z,\ G(A)). Dann ist
Te(fPo},l @ R (p2 ®x,,)" ™)

n=nk? *@ny

=[Tr(R(f*™) = Tr(R*(f* "N (p~" + 1 +p").

Der Summationsindex liuft iiber die automorphen Darstellungen, die zur Koho-
mologie von M (. beitragen und deren archimedische Komponente n'? ' ist.
Beweis. Das folgt wegen 6.3 aus 6.15 und 6.16, vgl. Beweis von 6.14.

6.18 Lemma. Tr(R!(f"™))=Tr(RL (f™)).

Beweis. In der Tat liefert eine eindimensionale automorphe Form, d.h. ein
Charakter x von K*\K* (A )/k(C), links den Beitrag Xoo(f;)-x"(f”)‘xp(di) und
rechts den Beitrag x*(f7)- y,(®). Die Behauptung folgt aus 6.15.

6.19 Satz. Es ist, fiir i=0,1, oder 2,
Tr(R(f*™)=Tr(R_(f™)).

Aus diesem Satz folgt die Behauptung (ii) a) in 6.4. In der Tat, aus den
vorhergehenden Hilfssétzen folgt, dal3

2 mm) Tr(@?(f7) - Tr(m,(f,™)

n=nk2 '®ny
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von i unabhingig ist. Weil f? ein beliebiges Element der Heckalgebra
H(G(AF) ist, erhalten wir zunichst, daB > m(n) von i

— 27, B fixi
Moo= T, ,nfflxlern

unabhingig ist. Jetzt folgt die Behauptung mit dem gleichen Argument, mit
dem (ii) b) aus 6.12 hergeleitet wurde. Offenbar ist auch 6.12 eine unmittelbare
Folgerung aus 6.19. Wir haben somit die urspriingliche Behauptung auf eine
Frage der harmonischen Analyse zuriickgefiihrt. Fiir ihren Beweis diirfen wir
annehmen, daB8 f?= [] f, in Produktform mit den iiblichen Eigenschaften
[23, §2] ist. vEp.co

Weil sowohl G als auch G_ anisotrop iber Q sind, kOnnen wir ohne
Schwierigkeiten beide Seiten in 6.19 in der Selbergschen Form entwickeln (s.
[13]). Wir nehmen CP geniigend klein (s. [20], p. 1154), so daB die Identitit
y.07-yr P =z-y mity,7,€G(Q) und zeZ(Q)nZ, nur fiir z=1 gelten kann. Dann
erhalten wir:

(6.19.1) Tr(R(f"™)) ZVOI(G Q)ZN\GA)- | fH"(g 1-yg)de
G, (A)~G(A)
Hier durchlduft {y} die Konjugationsklassen von G(Q)nZ,\G(Q); mit G, ist

der Zentralisator von y bezeichnet. Es wurden TamagawamaBe auf G, gewihlt.
Entsprechend ist

(6.19.2) Tr(R_(f") =3 vol(G _4(Q) ZN\G_,(A,))- § (g1 og)dg.

it G_slAp)~G_(Ay)

Hier durchlauft {J} die Konjugationsklassen von G_(Q)nZ ,\G_(Q). Es wur-
den Tamagawamalle auf G_; gewihlt.

Das Problem, die rechten Seiten von (6.19.1) und (6.19.2) zu vergleichen ist
ein allgemeines; in der Tat ist dies eine der Aufgaben, die eine , stabilisierte
Spurformel“ [26] zu 18sen bestimmt ist. Unser Ziel ist es zu zeigen, daB in
dem hier vorliegenden Spezialfall eine wirkliche Stabilisierung unnétig ist. Um
die Darstellung nicht vollig obskur zu machen, erinnern wir an einige allgemei-
ne Definitionen [22]. Fiir einige der erforderlichen Rechnungen aus der Galo-
iskohomologie verweisen wir auf [32].

6.20 Definition. Es sei F ein Kérper der Charakteristik O und F eine algebrai-
sche Abschliefung. Es sei G eine reduktive Gruppe iiber F.

a) Zwei halbeinfache regulire Elemente vy, und vy, in G(F) heifien stabil
konjugiert, falls es ein Element geG(F) gibt, so daB y,=g 'y, g

b) Zwei CSG iiber F, T, und T,, heifien stabil konjugiert, falls es ein Element
geG(F) gibt, so dap T,=g '-T,-g und so daf der Homomorphismus
Adg: T, - T, iber F definiert ist.

Offenbar sind zwei CSG T, und T, genau dann stabil konjugiert, wenn es
regulire Elemente y,e T(F) gibt, die stabil konjugiert sind. Wir bezeichnen mit
\T},, (resp. {y},) die Menge der zu T (resp. y) stabil konjugierten Tori (resp.
Elemente). Die folgende Proposition gibt eine Beschreibung der stabilen Kon-
Jjugationsklassen von CSG in G.
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6.21 Proposition ([32]). Es sei T, eine feste CSG in G. Es sei N, der Normali-

sator und W= N,(F)/T,(F) die geometrische Weylgruppe.

a) Es sei T eine CSG von G und geG(F), so daf T=g~! T, g. Die Abbildung,
die zu T die Kohomologieklasse {a}eH'(F,W) (teGal(F/F)), Bild von {b}
={t(g)-g~ '} unter H'(F, N(F))~H'(F, W), zuordnet, identifiziert die Menge der
stabilen Konjugationsklassen von CSG mit einer Untermenge von H'(F, W),

b) Falls G quasizerfallend ist, so ist diese Abbildung auch surjektiv.

Die Behauptung b) ist eine Folgerung aus dem Satz von Steinberg. Aus
diesem Satz folgt auch, dall die Menge der stabilen Konjugationsklassen von
CSG bzw. von reguldren halbeinfachen Elementen von G eine Untermenge
der entsprechenden Menge fiir die quasizerfallende Form G* von G ist.

Es sei T eine CSG iiber F und

(T, F)={geG(F)|T'=g~ ' Tg ist iiber F definiert und Adg:
T— T’ ist iiber F definiert}.

Es sei D(T, Fy=T(F\A(T, F)/G(F). Diese Menge parametrisiert die Abbildun-
gen Adg zwischen T und stabil konjugierten CSG bis auf Konjugation. Die Zu-
ordnung ge (T, F)—{a,} ={c(g)g '} definiert eine Bijektion

(T, F)=Ker(H'(F, T)— H'(F, G)).

Es sei G,, die einfach-zusammenhiingende Uberlagerung der derivierten Gruppe

G,, und T, das inverse Bild von T Es sei E(ILF)=Bild von

HY(F, T,)— HY(F, T). Dann ist (T, F) eine Gruppe und (T, F) eine Un-

termenge. Fiir F lokal nichtarchimedisch stimmen D (7, F) und §(T, F) iiberein.
Es sei F ein globaler Korper. Es sei

D(TLA)=]]D(TF) (beschrinktes Produkt)

(T A)=]]E(TF).

Aus der Tate-Nakayama-Theorie sind folgende Sequenzen als exakt bekannt.

621.1)  D(LF)—D(TA)—H ' (F,X (T)
(6212)  €(T.F) >€(T.A) —Ker(H'(F, X (T,)) > H ! (F, X (T))).

Die Gruppe rechts aullen in der letzten Zeile ist

{AeX (T Y tA=0}{ieX (T)A=} tp,—p., n.eX (T}
te Gal(K/F) T
(K/F geniigend groBe Galoiserweiterung.)

Wir kehren jetzt zu dem uns interessierenden Spezialfall zuriick. Es sei G*
die quasizerfallende Form von G bzw. G _. Bis auf weiteres bezeichnen wir mit
G eine beliebige innere Form von G*. Wir benutzen folgende exakte Sequenzen
von algebraischen Gruppen iiber Q ([8], [30]).

(6.22.1) 15 G, G Ry, o(G,) > 1.
(6.22.2) 1-G, -GG, —1.
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Dabei ist G,, ®K ~S1(3), und G, ®K ~GL(3),. Fiir eine CSG T von G sei T,
=TnG,. Es sei L der Zentralisator von T; in M,(K). Weil L eine maximale
kommutative halbeinfache Unteralgebra vom Rang 3 von M ,(K) ist, ist L eine
direkte Summe von Kdorpererweiterungen. Es gibt folgende Moglichkeiten:
) L=K®K®K

(II) L=K®K, K,/K quadratische Erweiterung

(III) L=Xkubische Erweiterung von K.

Je nachdem, welcher Fall eintritt, nennen wir die CSG vom Typ I, Typ 1I
{(oder auch quadratisch), bzw. Typ III (oder auch kubisch).
6.22 Proposition. Es sei T <G eine CSG iiber Q vom Typ (111). Dann sind die
kanonischen Abbildungen

a) D(T.Q)— D(TA)

b) (T, Q) — €(T, A) surjektiv.

Die Behauptung a) ist Konsequenz von b), wie der folgende Hilfssatz zeigt

(C7D.
6.23 Lemma. G erfiillt das Hasseprinzip.

Beweis. Aus der exakten Sequenz (6.22.1) leiten wir folgendes kommutative
Diagramm mit exakten Zeilen ab:

K* — H'(Q,G,) — HYQ.G) — H'(QRG,)

|

[T1K: —_’HHI(QU’G“)—HHHl(Qu»G);’DHl(Qv,RK/QGm).

Nach Hilbert’s Satz 90 sind die duBersten rechten Terme gleich Null. Weil
H'(Q,,G,)=0 fiir v<oo, folgt H'(Q,,G)=0 fiir v<oo. Jetzt folgt dic Behaup-
tung aus dem Hasseprinzip fir G, und der Tatsache, dal K®R zusammen-
hidngend ist. Q.E.D.

Wir beweisen jetzt b); entsprechende Rechnungen fiir die spezielle unitire
Gruppe finden sich in [32]. Offenbar geniigt es zu zeigen, dal3

€(T,,Q)— (T, A)
surjektiv ist. Wir diirfen annehmen, daBl G, quasizerfallend ist. Es sei
1
J= -1 . Dann ist G, diejenige duBere Verschrinkung von GL(3), die

1
durch folgende getwistete Galoisaktion definiert wird:

(6.23.1) t(g=J-''g-J, geGL(3,K)

(t=nichttriviales Element in Gal(K/Q); g— g Konjugation). _ ~
Es sei A, =G, die Gruppe der Diagonalmatrizen und W=N(4,)(0)/4,(Q)
die geometrische Weylgruppe. Aus der exakten Sequenz von algebraischen
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Gruppen iiber K
1~+A1K—>(Gik)3 ‘—)G?"K——)l

(o ¥dict, 2,3 (X Vo1 2.3
leitet man folgenden Ausdruck fiir X (A4,) ab:
X, (A)={(a,,by;a;,b,;a5,b;)€Z%a;+b,=0}.
Wegen (6.23.1) wirkt 1 folgendermallen:
t((ay, by; ay,b5; a5,b5)=(—by, —ay; —b,, —a,; —b,, —ay).

Die Weylgruppe operiert durch Permutation der 3 Paare von Zahlen und wird
auf diese Weise mit S, identifiziert. Insbesondere werden die Transpositionen

1
(13) durch w1=< —1
1
01 0
(12) durch w,={1 0 O>
0 0 -1

-1 00
(23) durch wy;={ 0 0 1
01 0

bewirkt. Wir erhalten fiir die Aktion von Gal(K/Q) auf W:
(1,3))=(1,3), (1,2)=(2,3)

Es sei jetzt T, eine kubische CSG von G; und L die entsprechende kubische
Erweiterung von K. Es sei ' die Galoissche Hiille von L liber K. Dann ist L
galois’sch liber @ [32]. Wir unterscheiden 3 Fille: (I) L=L und Gal(L/Q)=S,
(II) L=L und Gal(L/Q)=Z/6 (III) [L:Q]=12 und Gal(L/Q) enthilt S, als
Untergruppe.

Wir betrachten den Fall (I). Wir wéhlen Erzeugende von Gal(L/Q) mit
t#=1, 7| K =nichttrivialer Automorphismus; ¢*=1, ¢|K trivial; t61=0"'. Wir
reprasentieren die stabile Konjugationsklasse von T durch einen Kozykel {a,}
in H'(Gal(L/Q), W), siche 6.21. Wir erhalten aus der Kozykelbedingung:
t(a,-)=a;'-a,-a, und a’=1. Bis auf Kogrenzen ist die einzige Losung
folgende: a,=(123), a,=1. Folglich ist die T entsprechende getwistete Aktion
von Gal(L/Q) auf X _(4,):

t:(a;,bysa,,b,5a5,b5) > (—by, —ay; —b,, —a,; —by, —a))

o:(a,,by;a,,b,5a5,b3)—(as,by;a,,b5a,,b,).

Um die Behauptung b) fiir T zu zeigen, geniigt es nach (6.21.2) zu zeigen, daB
X (T,) (definiert in X ,(T}) durch die ldentitit a, +a,+a;=0) von Elementen
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der Form
A= Y oup,  p#eX(T),
oe Gal(L/Q)
erzeugt wird. Man liberpriift leicht, das dies zutrifft. In den Fillen (II) und (III)

folgt b), weil sogar H™'(Q, X (T, ))=0 ist. Wir verweisen auf [32] fir die
Einzelheiten. Q.E.D.

6.24 Proposition. Eine CSG T* iiber Q von G* tritt genau dann in G global auf,
wenn sie lokal iberall auftritt.

Beweis. Offenbar konnen wir in der Behauptung G*, G und T* durch G¥, G,
und T}* ersetzen. Wir beschrianken uns auf den Nachweis der Behauptung im
Falle eines kubischen Torus. (Der Fall einer CSG vom Typ (II) ist in [32]
behandelt. Fiir den Typ (I) ist die Behauptung gleichbedeutend mit dem
Hasseprinzip fiir G,,.) Wir reprisentieren die kubische CSG in der Form
T ={xeL|x-x’ =1}, wobei x—x’ eine Involution ist, die auf K den nichttrivia-
len Automorphismus induziert. Wir reprisentieren die Gruppe G, in der Form
G,={deD*|d-d*=1}, wobei D eine einfache zentrale Algebra vom Rang 3?
tiber K und d—d® eine Involution 2. Art sind. Der Torus T erscheint genau
dann als CSG von G,;, wenn es eine involutionstreue Einbettung
@: (L,J)— (D, 7) gibt. Weil nach Voraussetzung T;* lokal tiberall in G, einbettbar
ist, 1d8t sich eine Einbettung von K-Algebren ¢: L— D finden, so dal L zu
einer maximalen kommutativen halbeinfachen Unteralgebra von D wird. Wir
setzen die Involution J auf ganz D fort. Nach Skolem-Noether existiert ein
teD* mit t'=t, so daB x’=¢-x*-1~! fiir alle xeD. Wir kdnnen genau dann ¢
in eine involutionstreue Einbettung konjugieren, wenn es Elemente seD*,
beL* gibt mit s-s*=b-t. Nach Voraussetzung ist diesc Bedingung lokal tiber-
all erfiillt. Es sei (s,,b,) die Losung flir die archimedische Stelle. Es sei
byeL* ein Element, das b, geniigend gut approximiert, und fiir das b,-t
invariant unter 7 ist. Es ist c=Np (b,-t)eQ*. Dann ist ¢ lokale Norm aus K
in der unendlichen Stelle und folglich ist die Gleichung

(6.24.1) s-s*=b-t mit b;fc’lbo

lokal in der unendlichen Stelle losbar. Andererseits ist N (bt)=c? lokale
Norm in allen nichtarchimedischen Stellen. Aus dem Satz von Landherr [17]
folgt daher, daB die Gleichung (6.24.1) giobal I0sbar ist. (Ein dhnliches Argu-
ment wird in Kneser’s Beweis des Satzes von Landherr verwendet.) Q.E.D.

Der folgende Hilfssatz gibt ein einfaches Kriterium dafiir, daB in G nur
kubische CSG auftreten.

6.25 Lemma. Falls fiir eine endliche Stelle G, anisotrop modulo dem Zentrum
ist, so ist jedes Element von G(Q) entweder zentral oder halbeinfach regulir
elliptisch. Jede iiber Q definierte CSG von G ist dann kubisch.

Beweis. In der Tat is G,, die multiplikative Gruppe einer Divisionsalgebra.
Somit gibt es keine nichtzentralen singuldren Elemente und jede CSG von G,
ist die multiplikative Gruppe einer kubischen Erweiterung von Q, .
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Wir analysieren jetzt die Summe (6.19.1). Es bezeichnet G wieder die ur-
spriingliche Gruppe. Statt f* schreiben wir f.

Wir formen die Teilsumme (6.19.1)°", die den regulidren elliptischen Konju-
gationsklassen entspricht, um. Es sei 4 =97 (G) eine Menge von Reprisentan-
ten der Konjugationsklassen von elliptischen CSG, und J,=7_(G) eine Menge
von Reprisentanten der stabilen Konjugationsklassen von elliptischen CSG.
Fiir eine CSG T bezeichne W (T)=N(T)(Q)/T(Q) die rationale Weylgruppe
und W(T) die Untergruppe der Elemente der geometrischen Weylgruppe,
deren Aktion auf X _(T) mit der Wirkung der Galoisgruppe vertauschbar ist.
Man sieht unmittelbar ein, dal3

(6.19.1)' = vol(T(Q)- Z,\T(A))- ) [ Jfg"'ve)ds.

" lWO(T)I YEZQDNZI~T@) 8 TIA)~ G(A)

Wir bezeichnen das Bahnenintegral { f (g~ 'vg)dg (ye T(Q)) mit &,(y,f),
T(A)\G

oder auch @(y,f). Analog wird &(y,f) im lokalen Fall definiert (fe C2(G(Q,),
ye T(Q,)®). Es sei 6eD(T,Q) und ge (T, Q) ein Reprisentant. Wir benutzen
g, um das TamagawamaB von T nach T% zu transportieren und setzen
&,5(y2,)=0(°, N)=D(%f), veT(Q)®. Analog wird &(}’,f) im lokalen Fall
definiert (6 € D(T, Q,)). Man {iberzeugt sich leicht, daf3

TONN(T)Q) N U(T, Q))/N(T)(Q) = W (T\W(T).

Deshalb konnen wir den obigen Ausdruck als Summe iiber die stabilen Konju-
gationsklassen in folgender Weise schreiben:

(6.19.1) = Z -vol (T(Q) Z \T(A))- > Y ()

IW(T)| yeZ(Q) Z1~ T(Q)¢8 §eD(T,Q)

Dabei haben wir benutzt, dal der Volumenfaktor fiir alle CSG in einer
stabilen Konjugationsklasse der gleiche ist. Wir erinnern daran, daB3 f von der
Form []f, genommen wurde. Das folgende Lemma ist in volliger Allgemein-

heit giiltig [26]:
6.26 Lemma. Fiir jede CSG T von G und jedes regulire Element ye T(Q) ist
die Funktion 1

g— /(87 v8)

fiir fast alle Stellen v die charakteristische Funktion von T(Q,) C,. (Diese Aussa-
ge ist fiur fast alle v sinnvoll.) Insbesondere besteht die Summe

¢({yu}3t,fu)])=f Z (DTG(’V&’f;))

se®™(T, Q)

fur fast alle v aus dem einzigen Summanden &(y,, f,).
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Dieses Lemma hat zur Folge, daB3 die rechte Seite der Identitdt im nédchsten
Lemma wohldefiniert ist; die Identitit selbst folgt aus 6.22.

6.27 Lemma. Es sei T eine kubische CSG von G und es sei
¢(T, G)=card Ker (CG(7, Q) — &(T, A)). Fiir ein regulires Element ye T(Q) ist

Y @0 N=c(T,G)-[] 2y} 1)

3eD(T, Q)
Wir berechnen die stabilen Bahnenintegrale in der unendlichen Stelle.

6.28 Lemma. Es sei y, € G(R) ein halbeinfaches Element.
a) Falls y_ reguldr hyperbolisch ist, so ist ®(y_,f)=0.
b) Falls y regulir elliptisch ist, so ist

P({7) " fo) =VOlUZ(RN\T(R) ", T=G

Yoo

¢) Falls y_, zentral ist, so ist

D(755fo0) =VOL(Z(RN\G _(R))~".

Beweis. a) ist eine Folge von 6.15 und dem Zerlegungsverhalten [3] der
induzierten Darstellungen von G{(R)/Z(R)=PSU(2,1); in Wirklichkeit aber
wird f! gerade so konstruiert, daBl a) erfiillt ist [38]. Fiir b) und c¢) benutzen
wir den Formalismus von Shelstad [35]. Wir erhalten eine Injektion

irreduzible zuldssige L-Pakete von irreduziblen
(628.1) Darstellungen von AN zuldssigen Darstellungen
G_,a(R) von G,y(R)
4 - H=y(a")={n}.

Das Bild dieser Injektion besteht aus der diskreten Reihe, und das Bild der
trivialen Darstellung =y, ist

V() = {n%2 2t > ),

Es sei chy= ) ch, der Charakter des L-Pakets IT=y(n) und teG,,(R) ein

nell
beliebiges halbeinfaches regulires Element in der stabilen Konjugationsklasse,
die der Konjugationsklasse eines Elements t' € G__,(IR) entspricht. Dann gilt:

(6.28.2) ch,.(t')=chy,q (1)
([35]; hier ist g =2).

Es sei f_, die konstante Funktion mit Wert vol(Z(R\G_(R))~! auf
G _,4(R). Fiir eine Darstellung n’ von G _,4(R) ist offenbar:

1 falls ’=mng

Tr(z'(f- m))={

0  sonst.

Aus der Definition von f, folgt somit: Fiir alle n" ist

Tr (7' (f_ ) =Tr (b (n) (fo)
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Andererseits konnen beide Seiten mit Hilfe der Weylschen Integrationsformel
berechnet werden. Fourierinversion und (6.28.2) zeigen dann:

(6.28.3) (1. f_ ) =D({}", fL).

Um jetzt b) zu beweisen, geniigt es zu bemerken, dafl die linke Seite von 6.28.3
gleich vol (Z(R)\G _,.(R))~* ist. Um c¢) zu beweisen, benutzen wir die Planche-
relformel fiir G,,(R). Wir erhalten f% (1)=d(z"?~")~?, wobei d(n) den formalen
Grad von 7 bezeichnet. Aber d(r" 2~ %) =d(ny)=vol(Z(R)\G _(R)). Q.E.D.

Wir analysieren jetzt die Summe (6.19.2). Es sei f*" =f__ die im Beweis
des vorhergehenden Lemmas definierte Funktion auf G_(R)/Z(R). Weil fiir
regulires 6e€G_(R), @(5,f_ )=vol(Z(R)\G ,(R))~!, erhalten wir, daB die
den elliptischen Elementen entsprechende Teilsumme (6.19.2)°" folgendermaBen
geschrieben werden kann.

T volZIRNG_,(R)-vol G_,(Q) Zc\G s(A,): &5, 1)
=Y vol(G_,(Q)Z\G_,(A)- B3, 1 ™).

{o}
Hierbei ist /' ™ =fc! . ™ Wir haben somit (6.19.2)*" in eine Form gebracht,
die dieselbe Gestalt wie (6.19.1)*" hat. Wir kdnnen mit ihr genauso verfahren.

Wir beenden den Beweis von 6.19. Das Lemma 6.25 148t sich auf G und G _
anwenden. Folglich treten in beiden Gruppen nur kubische CSG auf. Zeigen
wir, daf die elliptische Teilsummen von (6.19.1) bzw. (6.19.2), in der stabilisierten
Form iiber die gleichen Indexmengen gehen. Nach (6.24) kann das lokal iiber-
priift werden. Wegen der Wahl der Funktionen f“®™ und f™ resultiert die
Behauptung daher aus 6.28a). Wir fixieren jetzt die TamagawamalBe auf den
einander entsprechenden Elementen von 7,(G) und 7,(G_) kompatibel. Dann
stimmen die stabilisierten elliptischen Teilsummen von (6.19.1) und (6.19.2) glied-
weise iiberein, Das folgt unmittelbar aus 6.28b), 6.27 und der offensichtlichen
Tatsache, daB ¢(T,G)=c(T,G_). Nach (6.25), anwendbar auf G und G_, sind
die zentralen Elemente die einzigen singuldren Elemente. Der Beitrag eines
zentralen Elements zu (6.19.1) ist gleich vol(G(Q)Z ,\G(A))-f*™(1). Der Bei-
trag eines zentralen Elements zu (6.19.2) ist gleich

vol(G_(Q)Z\G _(Ap))-f2(1)=vol (ZR)\\G _(R)) ™"
vol(G_(Q)Z \G _(A))-f(1).

Aber vol(G(Q)Z \G(A)=vol(G_(Q)Z,\G_(A)). (Das folgt z.B. weil die Ta-
magawazahlen von G, und G_, gleich 1 sind und der Formel von Ono [29].)
Somit folgt aus 6.28c¢), daBl die Beitrige eines zentralen Elements zu (6.19.1)
und (6.19.2) iibereinstimmen. Q.E.D.

Wir wenden uns jetzt der Primstelle 4, zu. Zunichst folgt aus 5.8 das
Pendant zu 6.9 (man beachte, daBl dic Summanden mit einem p,-Faktor in 5.8
eine Darstellung der Heckealgebra definieren, die disjunkt zu der von den
eindimensionalen automorphen Formen aufgespannten Darstellung ist).
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6.29 Korollar.
@ p,y(m),, =1 @F(K*\K*(A )/k(C)(—1)

dimn=1

L@ palll)=p; ®F(G_@\G_(A/C-C ) (1)
—P2 ®97(U G_(ON\G_(A))/C? - Ciii; H(=1)

+0, ®F(G_(QO\G_(A))/C? - CE)H(-1)
=0, F(K'\NK™(A /e (C)(-1).

Wie in 6.10, 6.11 beweist man die Behauptung (i) bzgl. 4,. Die Behauptung
(i) b) wird wieder mit der Selbergschen Spurformel bewiesen. An die Stelle des
Lemmas 6.13 tritt die folgende Aussage.

6.30 Lemma. Es sei m>0 und f”e # (G(AF), CP).
a) Falls 3ym, so ist Tr(f7o’, L/’(Uno M ;))=0. Falls 3|m, so sei

; oM =vol(C? )~ '-char(C? ,@"C° )e C*(G_(Q,)
un

fom=frfOmeCX(G_(A)).

Dann ist

Tr (/7o U F(G_(QNG_(A)/CT - € )=3-Tr(R_(/ ™).
b) Falls 3 ym, so ist Tr(f?e™ ]/"(Un A c.i.is1))=0. Falls 3|m, so sei
S =vol(C%) " char (C%, @™ C)),

1,0m) _ L, (m)
f‘ " —fpf—pm‘

und

Dann ist

Tr(f?o7, 1| ) Z(G_(Q\G_(A )/C* ) =3-Tr(R_(f1™)).
c) Fiir jedes m sei

f2m =vol (C¥3)~ ' char (C¥3 @™ C¥3),

2,(m) 2,(m)
f— m_fpf—pm‘

und

Dann ist
Tr(f?0%, | F(G_(Q\G_(A))/C?. CT3)=Tr(R_(f>™).
Tr(fpo-'/'tlllgj(Kx\Kx(Af)/K(C)) =Tr(R1_(f_2'("'))).

Die Spuren in a) und b) verschwinden fiir 34m, weil der Frobenius .# , in
M, ) Uberfithrt, Wir definieren:

f2m falls 3ym
m) —
(6.30.0 r: {3- FOm 3Ly f2m g 3im,
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Andererseits wihlen wir f™ =vol(C,)~ " char(C,®" C,)e C*(G(Q,)). (Hier ha-
ben wir, um Bezeichnungen zu sparen, mit @ ein Element von G(Q,) bezeich-
net, das unter x auf das gleiche Element wie das Frobeniuselement @€G_(Q))
abgebildet wird.) Diese Funktion hat die Eigenschaft, daB fiir jede irreduzible
zuldssige Darstellung =, von G(Q,) gilt:

24, (P)",  falls 7, =y, o x mit einem
Tr(m,(fy™) = unverzweigten Charakter von K.
0, sonst.

Es sei fi wie in 6.15. Wir setzen f*™ =f] f?f™ Dieselben Argumente wie
oben zeigen, daB fiir die Behauptung (ii) in 6.4. es darauf ankommt, den
folgenden Satz zu beweisen.

6.31 Satz. Fiir i=0,1, oder 2 ist
Tr(R(f*™)=Tr(R_(f™)).

Es gibt zwei grundlegende Unterschiede zwischen der fiir die Primstelle
betrachteten Verschrinkung G_ und der fiir die Primstelle 4, betrachteten
Verschrinkung. Erstens ist G_(Q,) nicht mehr isomorph zu G(Q,), so dal wir
lokale Bahnenintegrale auf verschiedenen Gruppen miteinander vergleichen
miissen, und zweitens enthilt G _ moglicherweise andere CSG als nur die vom
Typ (I1I), so daB die Spurformel fiir G_ instabil ist. Daher ist das folgende
Lemma, dessen Beweis von R.P. Langlands stammt, besonders willkommen. In
seiner Formulierung nennen wir ein halbeinfaches Element 6€G_(Q,) vom
Typ (I) (oder hyperbolisch), (II) (oder quadratisch) bzw. (I1I) (oder kubisch) je
nachdem, ob die Eigenwerte von ¢ eine Erweiterung vom Grad 1, 2 oder 3 von
Q, erzeugen.

632 Lemma. Es sei 6€G _(Q,) halbeinfach. Das Bahnenintegral ®(,f")) ver-
schwindet, falls nicht

(6.32.1) ord o k(8) = (m, 0).

In den folgenden Aussagen sei (6.32.1) erfiillt.
(i) Es sei & kubisch regulir und es sei T=G_; und T(0)=T(Q,) die maximale
kompakte Untergruppe. Es sei

es=er=[7(Q,):Z(Q,)- T(0)].
Dann ist 3
(3,1 = vol(T(0)~ .
T

(i) Es sei & quadratisch reguldr hyperbolisch regulir. Dann ist ®(3, f)=0.
(iii) Es sei & quadratisch singuldr. Dann ist (9, ™) =0.
(iv) Es sei 6 zentral. Dann ist m durch 3 teilbar und

B3, f")=vol(C2 )"t -(p—1)*-(p+1).
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Beweis: (1) Die iibliche Methode [23] der Berechnung von Bahnenintegralen
mit Hilfe des Bruhat-Tits-Gebdudes 2" von SL(3,Q,) zeigt: Falls 3|m, so ist

1
o, my_—___ _~ 03
@6.f2,™) eT-vol(T(O))Cardg[ .

1
Lmy__ -~ qie
@(0,/5,™) eT-vol(T(O))Card .

3
2, (m)y — %‘26.
D(0,/2,™) o vol(T(0) card

Hier bezeichnet 47 die Menge der i-Simplizes von 2 und 27 die Menge der
von 9 fixierten i-Simplizes. Wir haben dabei benutzt, daB der Index von CS,p in
seinem Normalisator gleich 3 ist, falls S=7Z/3, und gleich 1 sonst. Wir erhalten
also fiir 3|m

(3,1 =£~V01 (TO)~*-E-P(Z?).

Die Euler-Poincaré-Charakteristik von #° ist gleich 1, weil (die geometrische
Realisierung von) % kontrahierbar ist [18]. Falls 34m, so erhalten wir:

(5,2, ™) = card {4 e X?|5-A=s4}.

er-vol(T(0)

Hier bezeichnet s4 das 2-Simplex, das aus A durch eine Drehung von 60° um
seinen Schwerpunkt entsteht. (Eine Orientierung von A ist durch die Numerie-
rung der Ecken pg,p,,p, der fundamentalen Kammer definiert.) Man iiber-
zeugt sich leicht, dafl die Menge der von J gedrehten 2-Simplizes nur aus der
fundamentalen Kammer besteht.

(it) Es sei ¢ hyperbolisch reguldr. Es sei T=G; und T(0) die maximale
kompakte Untergruppe von T. Die Untergruppe Z(Q,) T(0) von T(Q,) besitzt
ein direktes Komplement 7T;, das isomorph zu Z? ist. Auf dem zu T assoziier-
ten Apartment U, <% operiert T, als Gruppe von Translationen. Es sei 3|m.
Wie in (i) erhalten wir, daB der Wert von ®(d,f™) ein Vielfaches von
E—P(Z°mod T) ist. Wir zeigen, dafl diese Euler-Poincaré-Charakteristik ver-
schwindet. Zundchst ist W, <2 und die geometrische Realisierung von 2, mit
seiner T-Aktion ist einfach R? mit der Wirkung des Gitters Z2. Es folgt, daB
E—P(U;mod T))=E — P(R?/Z*)=0. Die Behauptung folgt, weil die Abbildung
r: Z°—WU,, die jedem Punkt (der expliziten geometrischen Realisierung) den
ihm néchstgelegenen Punkt aus 2, zuordnet, eine stetige Retraktion ist, die
mit der Aktion von T, vertauschbar ist. Es sei 3.f/m. Wie in (i) erhalten wir,
daBl der Wert von ®(9,™) ein Vielfaches von card {4 e %> mod T;|64 =54} ist.
Aber ein hyperbolisches Element kann keine Kammer drehen. Der Beweis fiir
ein quadratisch reguldres Element ist analog. (Statt des Apartements A, be-
nutzt man das Bild des Gebiudes eines Levifaktors einer maximalen paraboli-
schen Untergruppe von G in &)

(iii) Die Behauptung folgt aus (ii) und dem Keimentwicklungsprinzip in
einem beliebigen singuldren Element ([32]).
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(iv) Die erste Behauptung ist offensichtlich. Folglich ist

3 3 1
vol (€ ) " vol (C°0) Vol (CZ3)’

P, 1) =

Die Behauptung folgt jetzt, weil
[C?,: CO% J=card IP*(IF,)=p*+p+1
[C%: C¥]=cardIP'(IF)=p+1. Q.ED.
Das folgende Lemma gibt den Wert der Bahnenintegrale fiir G(Q,).

6.33 Lemma. Es sei yeG(Q,). Das Bahnenintegral dﬁ(y,flﬁ"”) verschwindet, falls
nicht

(6.33.1) ord o k(y) =(m, 0).

In den folgenden Aussagen sei (6.33.1) erfiillt.
(i) Es sei y regulir und es sei T=G,, und T(0)=T(Q,) die maximale kompak-
te Untergruppe. Es sei dyszsz{G(Qp): C,T(Q,)]. Dann ist

P(y, f;™)=dpvol(T(0) .

(ii) Es sei vy zentral. Dann ist m durch 3 teilbar und <1>(y,flf'"J)=v01(Cp)’ L

Beweis: (i) Offenbar ist @(y, f™)=vol(C,)"'-vol(T(Q,\G(Q,)). Man iiber-
zeugt sich leicht, daB3 die rechte Seite der angegebene Ausdruck ist. Die
Behauptung (ii) ist offensichtlich.

Wir beachten, daB in den Gruppen G(Q,) und G_(Q,) stabile Konjuga-
tionsklassen einfach Konjugationsklassen sind (G_,(Q,)=GL(3,Q,)). Eine
Konjugationsklasse in G_(Q,) kommt von G(Q,) genau dann, wenn sie entwe-
der zentral oder kubisch reguldr ist. Die vorhergehenden Hilfssdtze zeigen
somit, daB die beiden Seiten von 6.31 in der stabilisierten Form Summen iiber
die gleichen Indexmengen sind. In der Tat ldBt sich der fiir die Primstelle 4,
gefiilhrte Beweis unmittelbar auf den hier vorliegenden Fall iibertragen. Fiir
den Vergleich der lokalen Bahnenintegrale in p wird hierfiir noch das folgende
Lemma bendtigt.

634 Lemma. a) Es sei 6€G_(Q,) ein kubisches reguldres Element. Dann ist
ds-e;=3.

b) vol(C,) -vol(C ).

1
(-1 (p+1)

Beweis: a) Es sei T der Zentralisator von §, aufgefalt als Untergruppe von G
oder G_. Dann ist TnG, die multiplikative Gruppe einer kubischen Erweite-
rung L von Q,. Man rechnet nach, daBB e,=Verzweigungsindex von L und
dr=Trigheitsindex von L (vgl. [18]). Daraus folgt a).

b) Es seien C,,=C,nG,(Q,)und C}_,=C° NG, _(Q,). Weil

1-p

vol(C,)/vol (C? )=vol(C,,)/vol (CY_)),

1-p
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folgt die Behauptung aus dem Vergleich der Volumina der maximalen kom-
pakten Untergruppe C?fp von GL(3,Q,) und der maximalen kompakten Un-
tergruppe der multiplikativen Gruppe einer zentralen Divisionsalgebra vom
Grad 37 {iber Q, (siche z.B. [4] fiir das Analogon bzgl. GL(2,0,)). Q.E.D.

Der Beweis von Satz 6.4. ist damit beendet.

Wir beschiiftigen uns jetzt mit dem Fall B. In diesem Fall ist die Shimuravarietit
M,  sogar liber Q definiert. Folglich assoziiert die Methode der kontinuierli-
chen Kohomologie zu einer Menge IT von automorphen Darstellungen eine
Q,-Darstellung p(IT) von Gal(Q/Q).

IT={ne?>(D*(Q)Z(R)\D* (A))|n -Anteile identisch}.

Die Darstellung p'(I1) hat die Dimension Y m(rn)-dimH'(g, C_;n.). In die-
nell
sem Fall ist bekannt, daB IT immer aus nur einem Element n besteht und daB

m(n)=1 ([15]). Die irreduziblen zuldssigen Darstellungen von D> (IR)/Z(IR)
=PGL(2,R) x PGL(2,R), die Kohomologie liefern, sind die folgenden [4].

e die eindimensionalen Darstellungen: sie liefern einen 1-dimensionalen Bei-
trag in den Dimensionen 0 und 4 und einen 2-dimensionalen Beitrag in der
Dimension 2.

® die Darstellung der diskreten Reihe mit trivialem infinitesimalem Charakter:
sie hiefert einen 4-dimensionalen Beitrag in der Dimension 2.

Wir erhalten das folgende Analogon zu 6.3.

6.35 Korollar. Es sei © eine automorphe Darstellung von D™ (Q) Z(R)\D ™ (A),
die zur Kohomologie von My, . beitrdgt. Dann gibt es nur die folgenden beiden
Moéglichkeiten.

a) w ist eindimensional. Dann identifiziert sich n mittels des Homomorphismus
Nm): D*(A)-F *(A) mit einem Charakter von F \NF*(A ;)/Nm(C). Der Cha-
rakter ist unverzweigt in p.

b) n ist unendlichdimensional. Dann ist n, in der diskreten Reihe und m, ist
von der Form m,=y o Nm® fiir einen unverzweigten Charakter 1, von F.

Es sei LG die L-Gruppe, die zu D *, aufgefaB3t als algebraische Gruppe iiber
Q, gehort. Wir fixieren eine Einbettung von F nach Q und eine algebraische
AbschlieBung Q_p von Q,, die 0 umfaBt. Wie im Fall A definiert der Homo-
morphismus #,, der zur betrachteten Shimuravarietdt fiihrt, eine Darstellung r
von “G. Es gibt einen solchen Isomorphismus von *G° mit GL(2, C) x GL(2, C),
daB r° die offensichtliche Darstellung in X =C?*®C? ist. Die L-Gruppe G
ist (genauer: kann so genommen werden) das halbdirekte Produkt
[GL(2,C)x GL(2, C)]® Gal(F/Q), wobei das nichttriviale Element ceGal(F/Q)
mittels o(g,, g,)=(g,, g,) operiert. Das Bild von ¢ unter r ist der Operator

10): 2, ®z,~2,8z;, z,®z,eC*QC>.
Als lokale L-Gruppe “G, kénnen wir “G° x Gal(F,/Q,) nehmen.
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Es sei G* =R ,(GL(2)). Die L-Gruppen von G und G* sind identisch. Eine
eindimensionale automorphe Darstellung, n, von G kann als eindimensionale
Darstellung, n*, von G* aufgefalt werden. Wir bezeichnen mit p, die Ein-
schriinkung einer Q,-Darstellung p von Gal(Q/Q) auf Gal(Q /Q,)- Um die L-
Funktion von p als Element von €(g~*) auffassen zu kdnnen, wahlen wir einen
Isomorphismus 1: Q,— C.

Der folgende Satz liefert in dem jetzt betrachteten Fall B den gesuchten
Ausdruck der lokalen Zetafunktion von M, . als Produkt von lokalen auto-
morphen L-Funktionen.

6.36 Satz. (i} Falls & eindimensional ist, so ist

n L(s, pi(m),) = Lis— 1, w3, 1,).
(i) Falls & unendlichdimensional ist, so ist

L(s, p*(m),)=L(s— 1,m,,1,).

Wir berechnen zundchst wieder explizit die rechten Seiten. Das Funktoriali-
tédtsprinzip ordnet der Darstellung n}y=y,odet von GL(2F), aufgefaBt als
Gruppe der rationalen Punkte einer algebraischen Gruppe iiber F,, den folgen-
den Homomorphismus zu:

G(n¥): W(Q,/F,)=SL(2,C) x W(Q,/F,)~GL(2,C)
IW' 1/2 0 )

- (M)

Entsprechend ordnet das Funktionalitdtsprinzip der Darstellung n,=y,o N mP°
von D, aufgefaBt als Gruppe der rationalen Punkte einer algebraischen Grup-
pe diber F, den folgenden Homomorphismus zu:

¢(n,): W(Q,/F)~>GLE2,T)
(5, W)=y, (Iw)) - s

Wir wenden das iibliche Rezept an (z.B. [25], p. 131), um aus ¢(=}) und ()
die Homomorphismen ¢(n}) und ¢(z,) von W(Q ,/Q,) nach LG Zu bestlmmen
die das Funktorialitéitsprinzip den Darstellungen der ratlonalen Punkte der
durch Restriktion der Skalare erhaltenen algebraischen Gruppen idiber Q, zu-
ordnet. Wir verwenden die offensichtliche Basis ¢;®e; von X.

Es sei o eW(Q /Q,) eine Liftung des Frobemus Dann ist

o(r¥) (0,)=[1, d(n}) (6)]x 6e[GL2,C) x GL(2, )] x Gal(F,/Q,)
und folglich (wir benutzen, daB |pl, =p~?):

o

rog(ny)(o,)=

™ O
<O R

p
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mit a=y,(p)-p, B=1,(p)-p~ . Folglich ist

1 1 1
Lis—1,7*r)= : : .
O ) o p T p 20 1=, p o

Es sei , die Einschrinkung von y, auf @ < F*. Dann ist
1
T4,
6.37 Lemma. (i) Die rechte Seite von 3.36 (1) ist gleich
Lis,7,)- Lis=1,7,@7, vr,0.)- L(s— 2,7,

(ii) Die rechte Seite von 3.36 (ii) ist gleich

Ls, X va/Qp)

L(s—1, Xo va/Qp) - L(s, Zp)'
Beweis. (i) ist bereits klar. Man iiberzeugt sich unschwer, dal man einen
surjektiven Homomorphismus von Darstellungen von I(Q,/Q,) hat.
ro@(m,)~>1®(x,°Ver)-vp o
¢ e®emc ,—Cy
Der Kern ist isomorph zu p,®jy,° Ver. Hierbei ist Ver der Verlagerungshomo-
morphismus Ver: W(Qp/Qp)“baW(Qp/I;)“”. Unter der Identifikation von

W(Q_F/Qp)“” mit Q) ist y,oVer gleich 7, Wir fiihren folgende irreduzible
Darstellungen von 03(Q,/Q,) der Dimension 1 und 3 ein.

(3.37.1) rm,) (s, W)= J,(W) - v 0, (W)
(3.37.2) 1y(1,) (s, W) = X, (W) - p,(s).
Dann ist

ro@(my)=r(n,)@r(m,).

Die Berechnung der L-Funktionen fiir r(n,) und ry(n,) fallt bei folgender
Rechnung mit ab.

—1/2 _
338 Lemma. Es sei 0, = ( " /2) x6,eW(0,/0,). Es ist fiir m>0,

() Tr(ep |7, @7, V)= 1,(P)" — 2, (P)".
(i) Tr(aplry(m)=(=1)"1,(p)"
(iii) Tr(ay |ry(m,)) =¥, (P)"(P" + 1 +p~™).
Beweis. (i) und (i) sind offensichtlich. Das Bild von ¢} unter ry(m,) ist

-1 m
p
1) 1 . Das beweist (iii). Der Invariantenraum unter der Verzwei-

p
gungsgruppe ist der zu p~! gehorige Eigenraum. Daraus folgt 6.37.
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Es sei m=yoNm° eine eindimensionale automorphe Form. Aus der Be-
schreibung der Fundamentalgruppe von .#, (4.5(iv)) folgt leicht, dal3 po(n)ng_(p
und also p4(7r)p=)‘(p(—2). Deshalb folgt aus 6.37, daB} die Behauptung des Satzes
6.36 dquivalent zu der folgenden Aussage ist.

6.39 Satz. (i) Falls n eine eindimensionale automorphe Darstellung ist, so ist
pz(n)p:Zp(_ D@7, VFP/QP(‘ 1.
(ii) Falls 7 eine unendlichdimensionale Darstellung ist, so ist

p(m),=r(n,) (= D@ry(m,) (—1).

(Aquivalenz der zugehorigen halbeinfachen Darstellungen von WO, ./Q,))
Wir begniigen uns mit einer Skizze des Beweises, da das Argument dhnlich
wie im Fall A ist. Zunéchst folgt aus 5.13 das folgende Analogon zu 6.9.

6.40 Korollar.
@ pAm),=1®Ind(Gal(Q,/Q,), Gal(Q,/F,); F(FX\F*(A)/NmC)(~1)

dimn=1

@ p¥m, =10 F (D \D A )C )-vrq,(~1)
—1QF(F\F*(A)/Nm C)-v g (1)
+p,®F (DINDX(A)/C_)(—1)
=P, Q@F(FINF*(A)/NmC)(—1)
(Gleichheiten in der Grothendieckgruppe der zuldssigen Darstellungen von
H (D (AR, C°) x W(Q, 4/Q,)).
6.41 Satz. Es sei fe#' (D™ (A ), C) und m>0. Dann ist

Tr(f 071 1®1nd(Gal(Q,/Q,), Gal(d,/F,); #(F; \F*(A)/Nm C))
=Tr(f-o5] @ l(zp(_sz'va/QP))'

dimm=

Beweis. Offenbar ist #(F\F*(A)/NmC)= @ 7, eine direkte Summe von

dimn=1

induzierten Darstellungen, sogar von reguldren Darstellungen. Sei
# =1nd(Gal(0,/Q,). Gal(g,/K): 1)
ein direkter Summand. Dann ist
F (1D, 0,)=1nd(Gal(Q,/Q,). Gal(Q,/F,); 7).

Daraus folgt die Behauptung.

Aus diesem Satz folgt die Behauptung (i) in 6.39. Um die Behauptung (ii)
zu beweisen, wenden wir die Selberg’sche Spurformel an. Es geniigt, den
folgenden Satz zu beweisen (die S L(2, €)-Faktoren beider Seiten sind gleich):
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6.42 Satz. Es sei fPe #'(D*(AY), C?) und m>0.
(i) Tr(f?e,11@F(DI\D(A)/C_)—1QF(FI\F*(A,)/NmC))
=Tr(f*? O'ZI @ r1(np)'v;:/Q,,)a

dimn= o
(i) Tr(f? o} 1p,@F (D \D (A )/C_)—p,@F (F\F*(A,)/NmC))
=Tr(fPoyl @ n(m)).

dim#n=

Wir iibertragen in offensichtlicher Weise die fir den Fall A benutzten
Bezeichnungen auf die jetzt vorliegende Situation. Das folgende Lemma ist fiir
hinreichend kleines CP richtig. Fs folgt aus der Beschreibung der Aktion des
Frobenius (4.5 (iv) und (v)).

6.43 Lemma. Es sei
f™=vol(C_,)~"-char(C_, ®" C_,)eCI(D*(Q,)

und f™ = f? f™eC>(D* (A ). Dann ist
a) Tr(f? ™| F(D*\D>(A)/C_)=Tr(R_(f"™)),
b) Tr(f? oy | F(FI\F " (A /Nm C)=Tr(RL(f)).
6.44 Korollar. a) Die linke Seite in 6.42 (i) ist gleich

Tr(R_(f) = Tr(R (f)).
b) Die linke Seite in 6.42 (ii) ist gleich

[Tr(R_(f™)—Tr(RL(S"N " +1+p~").

Um auch die rechten Seiten von 6.42 in eine Form zu bringen, auf die die
Selberg’sche Spurformel angewendet werden kann, verwenden wir den Teil a)
des folgenden Lemmas (s. z.B. [4]):

6.45 Lemma. a) Es gibt eine Funktion f, e C®(D*(R)/Z(R)), so daf fiir eine
irreduzible zuldssige Darstellung n_ von D™ (IR)/Z(R) gilt:

0, falls =, kohomologisch trivial
1, sonst.

Tr(z,(f,))= {

b) Es sei y,€D(IR) halbeinfach. Das Bahnenintegral von f_ hat folgenden
Wert:

0, falls y . hyperbolisch
D() 0, [ro) =1 vOI(D (R)/Z(R))~ ", falls y, elliptisch
vol(D *(R)/Z(R))~ ", falls y_ zentral.

Es sei f"=f"eC?(D*(Q,). Dann ist fiir eine irreduzible zuldssige Darstel-
lung 7, von D*(Q,)
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\ _ 0 it
%p(p)", falls m,=y,o Nm® mit einem

Tr(n,(f™) = unverzweigten Charakter y, von F,*
0, sonst.

Essei f™=f_.f7-f™. Aus 6.45 a) und 6.38 erhalten wir folgende Aussage.
6.46 Korollar. a) Die rechte Seite in 6.42 (i) ist gleich

Tr(R(f ) —Tr(R*(f ™).
b) Die rechte Seite in 6.42 (ii) ist gleich
[Tr(R(f ™) =Tr(R' (f™N] (" + 1 +p~™).
Weil offenbar Tr(R!(f™))=Tr(R! (f™)), haben wir schlieBlich den zu be-

weisenden Satz auf folgende Aussage zurlickgefiihrt.

647 Satz. Tr(R(f™))=Tr(R_(f™)).

Zum Beweis dieses Satzes entwickelt man beide Seiten in die Selberg’sche

Form. Dann benutzt man 6.45 b), um zu zeigen, dal} beide Summen gliedweise
iibereinstimmen. Damit ist der Beweis von Satz 6.36 beendet.
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