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Introduction
1. Soit X le demi-plan de Poincaré
x={z et | Im(z) >0}

Le groupe SL(2, R) agit sur X par transformations homographiques

az+b

z P
cz+d

Si T est un sous-groupe de SL(2, Z) défini par des conditions de congruence, la
surface de Riemann X/T est le complément d'un ensemble fini de points ("2 1'infini")
dans une surface de Riemann compacte. C'est donc une courbe algébrique. Ses points
sont en correspondance bijective avec les classes d'isomorphie de courbes elliptiques
munies d'une "structure de niveau" d'esp2ce convenable. On sait qu'il résulte de

cette interprétation qu'elle admet pour corps de définition un sous-corps d'un corps
cyclotomique. Dans cet article, nous étudions la structure a 1'infini et 1la réduction

modulo p de X/T

Concentrons-nous sur le cas od T est le sous-groupe de SL(2, Z) formé
des matrices congruesmodulo n & la matrice identité. Supposons que n 2 3 , auquel

cas T agit sur X sans point fixe.

Pour 2z € X , notons Ez le quotient de € par le réseau Z +Zz . la
loi d'addition dans € passe au quotient et munit E, d'une structure de courbe
elliptique (= variété abélienne de dimension un). Les courbes elliptiques E, et
E_, sont isomorphes si et seulement si z et z' sont conjugués sous SL(2, Z)

Le noyau E(z)n de la multiplication par n dans E(z) est 1l'image de %& Z +Zz);

nous noterons afz) 1'isomorphisme

E(z)na (Z/nz)2 : (a+bz)/nw (a,b)
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Pour que les couples (E(z),a(z)) et (E(z'),a(z')) soient isomorphes, il faut et

il suffit que 2z et 2z soient conjugués sous

Pour toute courbe elliptique E sur un corps algébriquement clos k de

caractéristique p ne divisant par n , le groupe En est muni d'une forme alter-

née non dégénérée en 2 valeurs dans les racines n " ¢° ge 1'unité de k . Une

. . . > 2
structure de niveau n sur E est un isomorphisme a:En—* (zZ/n)

Si o est une structure de niveau u , nous noterons (o) 1la racine primitive

iéme sy 2
n de 1'unité

(@ = e (711,000,071 0, 1))

Faisons k = € , et posons ¢, = exp(ggl) . Un couple (E,a) est isomorphe a un

couple (E(z),a(z)) (z € X) si et seulement si

.g(a) =

n

(ou gn ,» selon la convention de signe utilisée dans la définition de e )

2. Ce qui précéde se genéralise aux familles de courbes elliptiques, paramé-
trées par un schéma S . On trouve que X/T représente le toncteur Fn suivant sur
les schémas sur ¢ Fn(T) est 1'ensemble des classes d'isomorphie de familles
algébriques psramétrées par T de courbes elliptiques E munies d'une structure

de niveau n telle que ((a) = Ch

La définition de Fn(T) garde un sens lorsque T est seulement supposé
8tre un schéma sur z[gn, %] . Igusa a prouvé dans [11] que le foncteur F_ obtrenu
est représentable par un schéma M;[l/n] sur Z[gn,l/n] . La méthode d'Igusa est la

suivante,
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a) Si M;[l/n] existe, alors M;mfl/nm] existe. Si E est une courbe elliptique
sur un corps algébriquement clos, la multiplication par m induit un isomorphisme
de E /nE o avee En ; une structure de niveau am : @ : E m53 ( ZJnm)z définit
n

nm

ainsi par réduction modulo n une structure de niveau n . Ceci se transpose au
cas d'un schéma de base quelconque et définit un morphisme de foncteurs an - Fn
Ce morphisme est relativement représentable. Il fait de M;mfl/nm] un revétement
galoisien non ramifié de groupe Ker(SL(2, Z/nm) - SL(2, Z/n)) de

o 1 r . . .
Mn_l/nm_, ®Z[Qn] zhgnm] ( ® désigne une extension des scalaires).

b) Si M;m[l/nm] existe, M;[l/nm] existe, On obtient M;[l/nm] par un passage au

quotient.

¢) M§E1/3] et MZ[I/&] existent. Explicitement, on a
o 3 -'1
M3[1/3] = Spec( Z[g3,1/3,u,(u -y,

avec pour courbe elliptique universelle la cubique plane d'équation

ey z® =3z

La section neutre est (1,-1,0) et la base du groupe des points d'ordre 3 est

({-1,0,1) , (-1,g3,o))

En niveau 4, on a

M;(1/47 = Spec(zZ[1,1/2,0,(0(a*-1) 7',

ol on a posé i = g4 , avec pour courbe elliptique universelle la cubique plane

d'équation non homogine

y2 = x(x-1)(x-}) , pour

=1 2
A=7 (o0 + 1/

la section neutre est le point 3 1'infini, et la base (r,s) du groupe des points
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d'ordre 4 est donnée par

2 2
(%(c +1/0) , i(e"+1)(o-1) )

r =
4-02
. 2 ! 2
s = (- %(c - 1/o) + 1, - (0°-1) (o) )
2
40

Les formules ci-dessus pour MZ[I/A] sont copiées de Shioda [31]. Igusa
utilisait non pas MZ[l/A] mais le schéma de modules des courbes elliptiques munies

d'une structure intermédiaire entre une structure de niveau 4 et une de niveau 2.

d) M;[l/n] s'obtient en recollant M;[l/Bn] et M;[l/An]

3. La surface de Riemann X/T' est non compacte. Géométriquement, ce fait se
traduit comme suit : si En est une courbe elliptique munie d'une structure de ni-
veau n sur €({T)) , il arrive que le mod2le minimal de E _ sur ef[T]]) ait
mauvaise réduction. Dans ce cas, la fibre spéciale E;/ du modéle de Néron E' de
En sur €[[T]] est isomorphe 2 €'x Z/kn pour k convenable. Soit E_ le sous-
groupe de Eé réunion des composantes de Eé dont 1'ordre dans vb(Eé) divise n
Ce sous-groupe est isomorphe 2 ¢¥ xz/m .1 présente sur Eé 1'avantage suivant:

aprés extension des scalaires de &((T)) 2 ¢((T1/L)) , le nombre de composantes

connexes de Eé est multiplié par £ , tandis que Eo ne change pas.

La forme alternée e définit par spécialisation une forme alternée, en-
core notée e, sur (Eo)n . La structure o de niveau n définit par spéciali-
sation

~ 2
a : (E) =(zZ/a) ,
o’n

o

et Cla) = e (a71((1,00),a7 (0, 1)) = ¢_

Cette discussion suggére que les points a 1'infini de X/ correspondent
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aux classes d'isomorphisme de systémes (Eo,en,an) comme ci-dessus. Tel est bien le

cas.

Dans le texte, nous précisons cette interprétation modulaire de 1'ensemble
des points 3 1'infini de X/I" en une interprétation modulaire de la courbe projective

X/T  compactifiée de X/T' . En voici le principe.

Pour En sur Q€((T)) comme plus haut, la fibre spéciale Eé du modzle

minimal f& de Eﬂ sur @[[T)] est un cycle de kn droites projectives

Soit E déduit de E' en contractant en un point les composantes irréductibles de

Eé dont 1'ordre ne divise pas n . La fibre spéciale Eo de E est un cycle de n
droites projectives se coupant transversalement, et est une compactification de Eo
(Eo s'identifie au lieu lisse E;eg de E;) . Par spécialisation, + et o dé-

—r — —
finissent une loi de groupe sur le lieu lisse Eoeg de Eo , une action de E;eg

sur Eo et un isomorphisme

o, @ (E2°8) = (z/n)

Soit T wun schéma de type fini sur € . Inspirés par les remarques ci-

dessus, nous définissons une courbe elliptique généralisée munie d'une structure «

de niveau n , telle que ((a) = gn , sur T comme consistant en :

a) un morphisme propre et plat p : E» T ;

re
b) une structure de schéma en groupes commutatif sur l'ouvert E £ de E on P

est lisse; on suppose que l'addition se prolonge en une action

+: E'8 x E acF

3
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¢) un isomorphisme de schémas en groupes (Ereg)n=“ ( Z/n)i . On suppose que les
fibres géométriques de p sont soit des courbes elliptiques munies d'une structure
de niveau n telle que ((a) = ¢, » soit sont isomorphes a 1'un des systémes

(Eo,ab) construits ci-dessus.

Nous prouvons que la courbe X/T représente le foncteur fn suivant sur
les schémas de type fini sur € . Fn(T) est l'ensemble des classes d'isomorphie
de courbes elliptiques généralisées E sur T , munie d'une structure a de niveau

n telle que ((a) = ¢

Pour rendre viable la définition des courbes elliptiques généralisées, nous
faisons un usage intensif de techniques de Grothendieck (théorémes de changement de
base (EGA III) et de dualité ([107) en cohomologie des faisceaux cohérents). Ces
techniques fournissent un moyen systématique pour ramener des énoncés relatifs, con-
cernant des schémas sur un schéma de base S , au cas o S est le spectre d'un

corps algébriquement clos.

Pour prouver que le foncteur ?n est représentable, nous utilisons le
critére général de M. Artin [3]. La vérification des hypotheses de ce critére présente
le point délicat suivant. La donnée b) dans la définition d'une courbe elliptique

reg

généralisée est un morphisme de schémas sur T + : E Xp E=-E , dont l'un

reg : : :
(E°7° XT E) n'est pas nécessairement propre sur T ., Ceci nous contraint 3 prouver
la proreprésentabilité effective de Fn par une voie détournée, le théoreme d'exis-

tence de Grothendieck n'étant pas directement applicable.

Les chapitres II, III et le §1 de IV contiennent les outils requis pour
surmonter ces difficultés, Ci-dessus, nous avons travai%lé sur € . Dans le texte,
nous travaillons sur Z ou z[gn] , selon le cas, et obtenons une courbe Mnrl/n?,
projective et lisse sur Z[Cn,%W , solution d'un probléme de module, et telle que

X/T  s'en déduise par extension des scalaires 2 &
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4. Parler de la "réduction mod p de X/T " présuppose le choix d'un modele
M de X/T" sur z[gn] . La définition de M donnée dans le texte équivaut 2 la
suivante : M est le normalisé, dans le corps des fonctions de M;[l/n] , de la
droite de j (la droite projective sur z[gn] , dans laquelle M s'envoye par
1'application "invariant modulaire de la courbe elliptique universelle"). Soit encore
M° la courbe affine d'anneau de coordonnées le normalisé de Z[Qn][j] dans 1'anneau

des coordonnées de M;’l . On montre dans le texte que
Mn[l/n] =M QZ[Cn] Z[gn,l/n] et
Mn[lln] =M ®ngn] z[gn,un]

Nous prouvons les résultats suivants :

a) La courbe modulaire M~ est projective sur z[gn] , et lisse en dehors d'un
ensemble fini de points de M; , les points supersinguliers de caractéristique

divisant n

b) 11 existe une famille finie de points £, de M 2 valeurs dans ZZ[Qn] (= des

sections du morphisme de schéma ¥ 2 Spec( ngn])) , telles que

bl) les sections f, sont disjointes (= les points £, sont incongruents modulo

tout idéal premier de z[gn]) ;
b2) M; est le complément dans M de la réunion des '"sections a 1'infini" fi

c¢) Soit p un idéal premier de Z[(;n] , divisant le facteur premier p de n

Nous déterminons 1'ensemble des composantes irréductibles de la réduction de Mn
modulo p . Pour décrire le résultat, nous supposerons que n est le produit de
deux entiers > 3 premiers entre eux, n' et n" . Sous cette hypothése,

Mn!'I/n"‘; est le normalisé dans M;[l/n] du schéma Mn,[l/n"} , dont nous connaissons

une interprétation modulaire. Les images réciproques sur M’[1/n'1 et M;[l/n"W des
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courbes elliptiques universelles sur M;,[l/n'] et M;“[l/n”1 se recollent et

fournissent une courbe elliptique universelle E sur M; . La structure de niveau
. 2

a e En*ﬂ( Z/n)"  sur M;[l/n] se prolonge en un morphisme de schéma en groupes sur

MO

n

- 2

a : (Z/n)° > E
n

La composante p-primaire de a_l est un morphisme

8(p) : (Z/p¥)? 5 E
P

Les points supersinguliers de caractéristique p de M, (pln) sont ceux en lesquels
B(p) est nul. Les composantes irréductibles de la réduction de Mn modulo p sont
en correspondance biunivoque avec les sous-groupes cycliques d'ordre pk de ( Z/pk)2
(les points de Pl( Z/pk)) : aux points non supersinguliers de la composante d'indice
Ac( Z/pk)2 , le noyau de B(p) est A . Nous prouvons que ces composantes irré-

ductibles sont unibranches, et que deux quelconques d'entre elles se recoupent en tous

les points supersinguliers.

Les composantes irréductibles de la réduction de Mp modulo p avaient
été déterminées par Pjateckii-Shapiro (voir son article dans ce volume). Il travaille
malheureusement avec PGL(2) plutdt qu'avec GL(2) , de sorte que ses résultats

sont plus embrouillés que les ndtres.

Sous la meme hypoth&se sur n que ci-dessus, 1'un de nous (P. Deligne) a
récemment prouvé que ces composantes irréductibles sont en fait lisses, et que Mn

est un schéma régulier.

Pour étudier Mn , la premilre é&tape est de recouvrir par des ouverts

; : . ' h _ :
ayant une interprétation modulaire 1'ouvert Mn de Mn obtenu en dtant les points
supersinguliers de caractéristique divisant n . On y arrive en étudiant le schéma

de modulesqui classifie les courbes elliptiques munies d'un isomorphisme
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o E s M, X Z/n . Une interprétation modulaire permet

a) de déterminer 1'ensemble des points de Mn sur un corps algébriquement clos;

b) de prouver la lissité de M& sur Z[Qn] . I1 reste, et c'est le point le plus

délicat, a étudier les points supersinguliers.

5. I1 est sans doute possible d'étudier la structure 2 1'infini de Mn par
voie rigide-analytique, a l'aide de la théorie de la courbe de Tate, sans donner au
préalable de 1'infini une description modulaire. Une telle approche risque méme d'@tre
la seule praticable dans 1'étude 2 1'infini de schémas de modules de dimension supé-
rieure. Elle nous a souvent servi de guide heuristique (voir ci-dessous). Toutefois,
pour &tre rendue précise, elle requiert des préliminaires rigides-analytiques dont

nous avons voulu nous dispenser.

Ceci explique que la courbe de Tate n'apparaisse que dans l'ultime chapitre
VIT. Nous l'utilisons pour déduire des propriétés a distance finie des Mn et de leur
réduction modulo p des résultats sur le développement des formes modulaires en série

de Fourier. Nous prouvons notamment les résultats suivants.

- L'algébre graduée des formes modulaires sur X/T dont le développement 2
toutes les pointes est a coefficients dans Z[QHT est une algébre de type fini sur

AN
(9 n.‘

- Si 1'idéal premier p de Z[Qn] ne divise pas n , et qu'en une pointe
le développement en série de Fourier d'une forme modulaire ¢ sur X/T est a
-

coefficients dans Q[gnJ et p-entier , le développement de ¢ aux autres pointes

a les mémes propriétés.

On donne aussi des indications fragmentaires sur le cas o p divise n
=
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6. Notre usage heuristique de la courbe de Tate repose sur les principes sui-

vants.

a) A l'aide de la courbe de Tate, on peut deviner ou démontrer ce qui se passe au

voisinage de 1'infini.

b) En dehors des points supersinguliers, la situation est partout la méme, et en par-
ticulier la mlme qu'au voisinage de 1'infini.

A ces principes s'ajoute le suivant,

c) Géométriquement, ie, aprés extension des scalaires (ou du corps résiduel) 2a ﬁ; ,

la situation est la méme aux divers points supersinguliers de caractéristique p

La théorie locale (formelle) de M au voisinage des points géométriques
correspondant 2 une courbe elliptique E sur ﬁ; est gouvernée par le groupe
p-divisible DP(E)=U Epn , solt essentiellement par le groupe formel complété de
E a l'origine. Ceci résulte du théor2me de Serre-Tate selon lequel E et ce groupe
p-divisible ont méme théorie des déformations. Les principes b) et c) en résultent,
car ce groupe p-divisible ne dépend, 2 isomorphisme prés, que du caractére ordinaire

ou supersingulier de E

7. Soient H une algébre de quaternions indéfinie , de discriminant D ,
sur @ et A un sous-groupe de congruence du groupe des unités de H . Le groupe
A est un sous-groupe discret A quotient compact de SL(2, R) . La courbe complate

X/A paramétrise des variétés abéliennes de dimension 2, A munies d'un homomor-
phisme d'un ordre de H dans End(A) (des "fausses courbes elliptiques", dans la
terminologie de Serre). Nos méthodes s'appliquent a3 1'étude de X/A et de sa réduc-

tion mod p , pour autant que p soit premier 2 D

Les remarques suivantes permettent méme de déduire de théorémes pour Mn

des théorémes sur la structure locale de X/A
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d) Soient ® un ordre de H , avec @&EZP =~ GL(2, Zp) , et e un idempotent non

trivial de & ®Zzp . Si A est un schéma abélien de dimension 2 sur un corps al-

gébriquement clos k de caractéristique p , muni de y:6 = End(A) , le complété

6 ®_Z_ agit sur le groupe p-divisible D (A) = Uan , et D A)=e.D (A)&(1-e)D_(A).
Z p P P p P P

Le schéma abélien A , muni de | , et le groupe p-divisible er(A) , ont méme

théorie des déformations,

e) le groupe p-divisible er(A) est isomorphe 2 Dp(E) pour E une courbe ellip-

tique soit ordinaire, soit supersingulidre.

La réduction modulo p de X/A a été étudiée par Morita. Il obtient aussi

des résultats dans le cas bilen plus difficile o p|D

8. Dans la littérature des schémas de modules, le langage des Foundations de
Weil est parfois utilisé. Selon qu'on utilise ce langage, ou celui de Grothendieck,
on met 1l'accent sur l'une des deux visions suivantes de ce qu'est un schéma X sur

un corps de nombres K

a) C'est un schéma X , muni d'un morphisme X = Spec(K) . Cette vision est celle

qui domine nos notations.

b) C'est un schéma X sur la cldture algébrique K de K , qui est défini sur K .
Cette vision transparatt dans la technique de démonstration qui consiste & ramener un
énoncé relatif 2 un S-schéma X A un énoncé relatif a ses fibres géométriques Xg ,

obtenue par extension des scalaires de S 2 un corps algébriquement clos k(¥)

La "restriction des scalaires & la Grothendieck" de K 2 @ prend un

aspect trés différent selon la vision adoptée.

a) Au K-schéma X on associe le Q-schéma défini par X et le morphisme composé
¥ = Spec(K) - Spec(®) . On ne le distingue pas de X dans la notation. Un schéma
est d'abord un Q-schéma; si c'est un K-schéma, il est muni d'un Q-morphisme

X - Spec(K)

b) Seit I 1'ensemble des plongements de K dans § .Pour O € I , posons
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X.=X® Q .O0na X® @= ¥ X_ . L Q-schéma déduit comme en a) d'un
c K,O [} oer ©
K-schéma apparatt comme la somme disjointe des conjugués _)Zo de X , cette somme
étant en outre définie sur & . Le Q-morphisme X - Spec(K) s'interpréte comme
1'application de cette somme dans 1'ensemble d'indices I = Spec(K) ®Q [}

Pour M;[l/n] , la situation est la suivante : le schéma M;[l/n] repré-
sente le foncteur des classes d'isomorphie de courbes elliptiques E/T , munies d'un
isomorphisme q : En—: (Z/n)2 . Un tel couple (E,a) définit (par la théorie de la

i2me

forme alternée e ) une racine primitive n de 1'unité ((a) sur T , d'od

un morphisme de schémas

(E,0) » (() : M2[1/n] = Spec( Z[(_,=1)

Vu comme z[gn,al-] - schéma, M;[l/n] classifie les (E,a)/T , T un

z[gn,%] - schéma , avec ((a) = Cn

On a

M [1/n] ® t=3X/T ;

z[¢, ]

tandis que, si 1l'on pose xt = t-R ,

wll/mle, ¢ = x¥ x 6L(2, Z/n) / cL(z, Z)

est somme de ¢(n) copies de X/T

9. Une courbe elliptique sur un corps algébriquement clos k a un ou des
automorphismes non triviaux. Ceci exclut que le foncteur qui 2 un schéma T associe
1'ensemble des classes d'isomorphie de courbes elliptiques E sur T soit représen-

table : ce n'est pas méme un faisceau. On peut y obvier de deux mani2res.

a) Systématiquement imposer des structures de niveau additionnelles, qui &liminent

ces automorphismes. C'est ce que nous avons fait dans cette introduction.
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b) Employer le langage des champs algébriques, pour lequel nous renvoyons a [8] et
{17]) . C'est ce que nous faisons dans le texte, pour les raisons suivantes.

1. Imposer une structure de niveau additionnelle modifie le comportement 2 1'infini

des objets &tudiés ( Mﬁm se ramifie sur Mn le long de 1'infini) .

2. les calculs et démonstrations deviennent plus simples lorsqu'on n'a pas a se pré-

occuper de structures additionnelles importunes.

Au chapitre VI, nous déduisons de nos résultats sur les champs modulaires
des résultats sur les schémas grossiers de modules (= coarse modular schemes), ha-

bituellement considérés.

10. Nous renvoyons 3 la table des matiéres et aux introductions des divers

chapitres pour une description plus précise de leur contenu.

Nous remercions N. Katz de l'aide qu'il nous a apportée.
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Notations

Le travail est divisé en chapitres; chaque chapitre est divisé en para-
graphes. Les références internes 2 un méme chapltre ne mentionnent pas le numéro de

ce chapitre.

Nous utiliserons librement les définitions et notations de la théorie des
champs algébriques telles qu'elles sont exposées dans [8] §4. Toutefols, contraire-

ment 2 la terminologie de loc. cit., un morphisme de catégories fibrées en groupordes
©: MM
sera dit représentable si pour chaque morphisme x : X = m2 d'un schéma X vers

M, , le produit fibré X est un espace algébrique.
2 1,

Un schéma en groupes G sur un schéma S est parfois appelé un S-groupe.
Le sous-schéma en groupes , noyau de la multiplication par n dans G , est noté

G
n

Soit X un S-schéma. Si T est un S-schéma, nous noterons par XT le
produit fibré X xg T . 81 8= Spec(A) et T = Spec(B) , XB , ou X ®A B ont la

méme signification. Pour n € N , on pose X[l/n] =X EZZ[I/H]

On pose ( = exp(zgz)

Pour les principes qui gouvernent nos notations pour les champs modulaires,

nous référons au §0 du chapitre III.
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I Préliminaires

Ce chapitre rassemble des résultats bien connus dont nous aurons 2 faire

usage. Le lecteur est invité 2 ne s'y reporter qu'en cas de besoin.

1. Schémas en courbes.

1.0. Dans ce paragraphe, on appelle schéma en courbes sur un schéma S un

morphisme propre et plat de présentation finie de dimension relative au plus 1.

1.1. Si C/S est un schéma en courbes sur S , la caractéristique d'Euler-

Poincaré X(Gb ) des fibres est localement constante (EGA III, 7.9.). On définit
s

le genre arithmétique g de Cs par

1 - gs = X(CS,G )

C
s

Si la caractéristique d'Euler-Poincaré des fibres est constante de valeur 1 - g ,

on appelle C|S un schéma en courbes de genre g ou simplement une courbe de genre

g sur S

1.2. Un morphisme p : X » S est dit de Cohen-Macaulay s'il est plat de présen-

tation finie et que ses fibres (géométriques) sont des schémas de Cohen-Macaulay.

Un schéma en courbes de Coher.-Macaulay sur S est un schéma en courbesg

p: C=S qui est de Cohen-Macaulay et dont les fibres géométriques sont purement de
dimension un. De meme, quand on parlera de courbes lisses, ou réduites, ou intégres,

on sous-entendra "purement de dimension un".

Pour S = Spec(A) , on parlera indifféremment de courbes sur S ou de

courbes sur A
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2. Dualité en cohomologie des faisceaux cohérents.

2.1. Nous nous proposons de rappeler ce que fournit la théorie de dualité de

Grothendieck pour un morphisme p : X - S lorsque

a) p est de Cohen-Macaulay purement de dimension relative d ; et que

b) S est noethérien.

Dans les applications que nous avons en vue, nous pourrions toujours nous ramener au

cas ot p est de plus quasi-projectif.

!
Le complexe dualisant relatif Rp &, [10] n'a qu'un seul faisceau de

S
cohomologie non nul, celui de degré - d ; c'est le faisceau des différentielles
réguliéres
(2.1.1.) -1 %mp'e)
i D uk/S =H Rp S
({101 V. 9.7.). Ce faisceau est plat sur S . Sa formation commute 2 tout changement

de base S' - S et 2 la localisation étale sur X (voir [107] ou [34]).

2.2. Si p est de plus propre, on définit un morphisme 'trace"

(2.2.1) Tr : de*(wxls) - GS

de formation compatible & tout changement de base. Le théoréme de dualité affirme

que, pour tout complexe borné de faisceaux cohérents K , la fléche déduite de 1Ir
(2.2.2.) Rp, R HomQX(K,wX/S)[—d] 3R HomsS(Rp* K,@S)

est un isomorphisme.

Si K est réduit a un faisceau localement libre F placé en degré O et

que les faisceaux R py (F) sont localement libres, (2.2.2.) devient
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(2.2.3.) RO pu(F ® ty /) RpalF)
(ot le ¥ désigne le dual d'un ®, -module resp. d'un 6 _-module).
g X P S
u&/s est un faisceau inversible si et seulement si p est de Gorenstein
(10]

Pour S mn nécessairement noethérien, on définit uk/s et Tr par passa-
ge 2 la limite; pour K un complexe borné de faisceaux localement libres, (2.2.2)

reste valable, et se prouve par passage a la limite.

Pour $ le spectre d'un corps k , “k/S se notera encore uk/k s voire

simplement Wy

2.3. Soient X une courbe réduite sur un corps algébriquement clos k , et
7: ¥ 5 X la normalisée de X . Le faisceau Wy s'identifie au sous-faisceau sui-
vant de 1'image directe par T du faisceau des différentielles méromorphes sur X
Les sections de w, sur U somt les différentielles méromorphes ( sur ﬂrl(U)

telles que, pour tout P € U et tout f € @X P’
Ed

z ResR(f-w) =0
RP
Si X n'a comme singularités que des points doubles ordinaires Pi , et que
ﬂul(Pi) = {Pi,P;? , les différentielles réguliéres sur X s'identifient aux formes
différentielles méromor?hes w sur ; réguliéres en dehors des P{,P; , ayant au
pis un pdle simple en les P{ et P; et qui vérifient

Res_,(w) + Res_,(w) = O

] "
Pi P,

({277, Chapitre 1V).
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3. Rappels sur le foncteur de Picard.
3.1. Soit p : X = S un morphisme propre plat et de présentation finie. On
appelle foncteur de Picard relatif de X au-dessus de § et on note Picx/s le
faisceau fppf associé au préfaisceau
(3.1.1) S'+» pic(X Xg S') = groupe des classes d'isomorphie de faisceaux inversi-
bles sur
!

X Xg S
Le morphisme canonique Pic(X)/Pic(S) ~ PicX/S(S) est injectif si p*GX = GS LIl
est bijectif si de plus p possade une section ( TDTE V.2.4. ).
3.2. On dit que p est cohomologiquement plat en dimension O (EGA 1I1I, 7.),

ou simplement cohomologiquement plat, si la formation de p*GX commute & tout change-

ment de base S' = S . Un théoréme fondamental de M. Artin affirme que, si p est
propre, plat de présentation finie et cohomologiquemeﬁt plat, alors PiCX/S est
représentable par un espace algébrique localement de présentation finie sur S (f23

Thm. 7.3). Si de plus, p : X = S est un schéma en courbes, Picx/s est lisse sur

S

Si Pic est représentable par un espace algébrique, on note Pici/s

X/s

le sous-foncteur en groupes de Pic composante neutre de Pic Si

X/s X/8

p: XS est un schéma en courbes, il est représentable par un espace algébrique.

3.3. Soit C un courbe propre sur un corps k . Si £ est un faisceau inver-

sible sur C , on définit son degré degc(£) par la formule (de Riemann-Roch)
(3.3.1) x(&£) = degC(S) + x(&c)

On a alors (cf. [15])

(3.3.2) deg\,:(ii1 ® S,,) = degc(£1) +deﬁc(«f1)
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(3.3.3) Si € a pour composantes irréductibles réduites les sous-schémas Di R
et si Di est de multiplicité ( = longueur de 1'anneau local de C au point maximal

de D,) n, , alors
i i

degC(S) = Ln; degy (£) , ol on a posé
i

(3.3.4) deg £ = degD.(S ® GD.)
i i i

3.4, Soit p : C =S une courbe sur § et & un faisceau inversible sur C

Le degré de £ sur les fibres Cq (s € S) de C est localement constant et définit

un morphisme de faisceaux abéliens (pour la topologie fppf) :

(3.4.1) deg : Pic -7

c/s

On désigne par Picgjg le noyau de (3.4.1). (Voir 3.7. pour la relation entre Pic® et
r
[o]

Pic dans un cas spécial);

3.5. Soit C wune courbe réduite sur un corps algébriquement clos k . Le

diagramme des composantes irréductibles de C est le graphe non orienté TYC) sui-

vant, dans lequel on distingue deux espéces de sommets.

(3.5.1) L'ensemble Tp = 'Tp.u "T‘o des sommets de T(C) est somme de 1'ensemble
'Tp des composantes irréductibles de C et de l'ensemble "Tp des points singuliers

de C

(3.5.2) Pour p € C(k) , appelons branches de C en p les points de la norma-

Ay .
lisée C de C d'image p . L'ensemble ll des arrétes de T(C) est l'ensemble

des couples (p,b) formés d'un point singulier p et d'une branche b de C en

P

(3.5 3) Une arréte (p,b) joint p ¢ "€ 2 celle des composantes irréductibles

de C , identifiée 2 une composante irréductible de € , qui contient b
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Exemples 3.5.4. Notons o les points de 'Tp et ® ceux de "Ip . Les courbes

suivantes ont les diagrammes suivants :

courbe diagramme
=N >
VAN S

Si C est purement de dimension un, non nécessairement réduite, on pose

™C) = T(C 4]

3.6. On note Aut(TY(C)) 1le groupe des automorphismes du graphe T(C) qui trans-

forment 'T°(c) en 'T°(C) et "I°(C) en "I°(C)

Dans le cas ot T(C) est un cycle 3 2n sommets et 2n arrétes :

nous dirons qu'un élément de Aut(T(C)) est une rotation, ou qu'il préserve 1'orien-

tation de TY(C) s'il induit 1'identité sur le premier groupe de cohomologie entiére
HI(TTC), Z). Le sous-groupe distingué autT(T(C)) de Aut(T(C)) formé des rotations
est cyclique d'ordre n et Aut(I(C)) est le groupe dihédral produit semi-direct

d'une "réflexion" par autt () 2 zZ/nz

3.7. Soient k un corps algébriquement clos, et C wune courbe propre et réduite
sur k , dont les singularités sont formellement isomorphes 2 celle de la réunion des

n
axes de coordonnées dans un espace affine A
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Le schéma de Picard Pic se dévisse comme suit, Soient (Di) les

c/k iel

composantes irréductibles de C , 5; la normalisée de Di et C=u Si la normali-

sée de C

a) Le morphisme "degré total" :

I

PlcC/k - Z

degI = (degDi)iEI:

s : o
et surjectif, de noyau Picc/k
b) Le morphisme

) o
P = fca
lcC/k - PicC/k I! Pchi/k

est surjectif, d'image le plus grand quotient de Picg/k qui soit un schéma abélien.

Son noyau est un tore, canoniquement isomorphe 2

1
H(T(C), Z) ® 6

Pour D propre et purement de dimension un sur k , il existe une et une
seule courbe C comme plus haut, munie d'un morphisme radiciel C =D ; 1'applica-

tion

Pch/k - PlcC/k

est surjective de noyau unipotent connexe.

4, Sous-schéma de non-lissité.

Soit £ : X = S un morphisme plat de présentation finie purement de dimen-

sion relative d .

11 résulte du critére jacobien de lissité que le sous-schéma X518 ge

X défini par 1'idéal jacobien, i.e. par le d-ieme idéal déterminantiel de Oﬁ/@
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(Bourbaki; Alg. Comm. Chap. 7, §4, ex. 10) a pour espace topologique sous-jacent 1'en-
semble des points de X ol f est non-lisse. Nous I'sppelerons le sous-schéma de

non-lissité de X [SGA 7, VI]. Le lien od f est lisse est noté X o8

5. Rappels sur la théorie des déformations.

5.1. Soit A un anneau local noethérien complet de corps résiduel k . Deux

cas particulidrement utiles sont les suivants.

b) k est parfait de caractéristique p > 0 et A est l'anneau des vecteurs de
witt W(k) (1'unique anneau de valuation discr2te complet de corps résiduel k et

d'idéal maximal (p))

On désigne par CA la catégorie des A - algdbres locales artiniennes de

corps résiduel k et par CA la catégorie des A-algeébres noethériennes locales
complétes de corps résiduel k . Un foncteur covariant F de c, vers (Ens) est

dit pro-représentable s'il existe R ¢ Ob CA et un isomorphisme de foncteurs sur

A

(5.1.1) £ : Hom(R,A)= F(A)

L'algébre R est alors uniquement déterminée.

Un foncteur covariant F de C, dans (Ens) induit par restriction un

A

foncteur F!CA : CA = (Ens) . Si F|CA est proreprésentable, on dit qu'il est effec-

tivement proreprésentable s'il existe £ € F(R) (R comme ci-dessus) qui définisse

(5.1.1)

5.2. Considérons les systemes (M,B,a) du type suivant
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a) M est une A-algdbre locale noethérienne complite de corps résiduel k ;

b) B est une M-alg2bre locale noethérienne complite plate, de corps résiduel k ,

munie d'un isomorphisme

a: B ®M k = k[[X,Y]] / (XV)

Un tel systéme (A[[t]], A,ab) est fourni par la A[[t]] - algdbre

A= Afe,x,Y)]) /7 (Xy-0)

On démontre dans [8] §1 que ce dernier syst2me est versel. Pour tout (B,M,a), il

existe un homomorphisme A[{t]] » M tel que (B,a) se déduise de (A,ao) par ex-
ton d . . -

tension des scalaires B=A ®A[[t]] M

On en déduit facilement 1'énoncé suivant :

Proposition 5.3. Soit p : C =+ S un schéma en courbes sur un schéma noethérien S

Soient s €S , et x € Cs(s) . On_suppose que Cs présente en x un point double

ordinaire 3 tangentes rationnelles Alors, le complété Cx de C en x est

§s—isomor2he 2 gs[[X,Y]] / (XY-t) pour un t € T(gs,S) convenable,

On a mieux :

Théoréme 5.3, Soient p : C » 5 un schéma en courbes, s € S et x € Cs(s) tel

que Cs présente en x un point double ordinaire. Alors, localement pour la topolo-

gie étale (au voisinage de x et s ), C est S-isomorphe 2

X = $fu,v] / (uv-t) < Ag

pour t convenable. Si les tangentes de Cs en x sont raticnnelles sur k(s) ,

1'hensélisé C?x) de C en x est S?s)—isomorphe 2 1'hensélisé de X en le
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point (0,0) d'image s , pour t € T(S?s),Q) convenable .

Ce théoréme résulte aussitdt du cas particulier o S est supposé de type
fini sur Z . Il résulte de 5.2 et de la théorie de R. Elkik de 1'algébrisation

des modules des singularités isolées.

6. Points de division des courbes elliptiques.

Soit E une courbe elliptique (variété abélienne de dimension un) sur un

corps algébriquement clos k

Pour tout entier n 21 , on sait que le schéma en groupes En , noyau de
la multiplication par n , est le spectre d'une algébre de Hopf de dimension n2

sur k Si n est inversible dans k , ona E x> ( Z/n)2

Si k est de caractéristique p >0 , le noyau du morphisme de Frobenius
F:E»= E(p) est de rang p . Il est isomorphe 2 up ou 2 ap . S'il est isomor-

phe 2 pp , on dit que E est ordinaire, et En ZZ/n x Moo Sinon, on dit que E

est supersinguliére.

Dans la suite exacte

0 = Ker(F) ~» Ep - Ep/Ker(F) -0 ,

les deux termes extr2mes sont en dualité de Cartier. Si E est supersingulieére, Ep
est donc isomorphe 2 « 5 , l'unique extension non triviale annulée par p de ap
P

ar o
P P

Les courbes elliptiques supersinguli2res sur k sont toutes isogénes, et

forment un nombre fini de classes d'isomorphie (cf. [32])
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7. Rappels d'algébre commutative.

Nous utiliserons souvent les résultats suivants d'algébre commutative, pour

la démonstration desquels nous renvoyons aux EGA.

(7.1) Soit £ : X= Y un morphisme de type fini de schémas noethériens. Si Y est

de Cohen-Macaulay et f plat , alors X est de Cohen-Macaulay si et seulement si

les fibres de f 1le sont. Par exemple, si Y est de Cohen-Macaulay et f quasi-

fini et plat, X est de Cohen-Macaulay.

S8i Y est régulier, X de Cohen-Macaulay et que, au point x €X d'image

y €Y ,ona

o]

(7.1 1) dim(@x,x) = dim(@Y’y) + dim(@x’x ® - k(y)) ,

alors f est plat en x . La condition (7.1.1) est vérifiée si f est quasi-fini

dominant et X irréductible.

EGA IV 6.3.5 et EGA IV 6.1.5.

(7.2) Soit Y noethérien de dimension deux. Pour que Y soit normal, il faut et

il suffit que Y soit de Cohen-Macaulay, et régulier sauf en des points de codimen-

sion deux.

EGA IV. 5.8.6. (Crit2re de normalité de Serre).

(7.3) Soit Y noethérien de dimension un et génériquement réduit. Pour que Y soit

réduit, il faut et il suffit que Y soit de Cohen-Macaulay.

EGA IV. 5.8.5.

(7.4 Soit f : X Y un morphisme de S-schémas plats de présentation finie. Pour

que f vérifie l'une des conditions suivantes : &tre plat, lisse, étale, une immer-
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sion ouverte, un isomorphisme, plat d'intersection complte relative, il faut et il

suffit que pour tout point géométrique ¥ de S , f§ : XE - Yg vérifie la dite

condition.

Pour '"plat", c'est EGA IV 11.3.10. Les propriétés "lisse", "étale",
"plat d'intersection compl2te relative" équivalent A "plat" + une propriété des
fibres. Enfin, "immersion ouverte" équivaut 2 "étale et radiciel"™ (EGA IV.17.9.1),
(ot "radiciel” est une propriété des fibres), et "isomorphisme" é&quivaut 2 "immer-

sion ouverte et surjectif".

8. Schémas grossiers de modules

Soit M un champ algébrique sur un schéma de base S

Définition 8.1. Un espace grossier de I est un espace algébrique M sur S ,

muni d'un S-morphisme T : M = M ayant les propriétés suivantes :

(i) Tout S-morphisme de M vers un espace algébrique X sur S se factorise de

fagon unique par T

(i1) 81 s : Spec(k) » S est un point géométrique de S (k algébriquement clos),
7 induit une bijection de 1'ensemble de classes d'isomorphie d'objets de M sur

§ (= S-morphisme de s dans M ) avec M(5)

8.2. Si S est noethérien et M séparé de type fini sur S , on peut montrer

que [ admet un espace grossier M . Voici quelques-unes de ses propriétés.

(8.2.1) Soient m : Spec(k) » M un point géométrique de N , Gﬁ o 1'henselisé
3
strict de M en m , 6 1'henselisé strict de M en 1(m) et Mt(m) 1le
M, 1(m)
groupe des automorphismes de l'objet m de T sur Spec(k) . L'application =

induit un isomorphisme
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Spec(@%)m) / Aut(m)-:>Spec(®§’n(m))

Soit H C Aut(m) le sous-groupe des automorphismes de l'objet m de M
sur k qui se prolongent en un automorphisme de 1l'objet Spec(@ﬁ m)-* M de M sur
3

Spec(@% m) . Le groupe Aut(m)/H agit effectivement sur G% o
s >

(8.2.2) S1 u: XM est étale surjectif, M est le quotient de X par la re-
lation d'équivalence X *n X . En particulier, pour I = [X/G] (voir [8] § 4),

sn a M= X/G

(8.2.3) Pas plus que le passage au quotient, la formation du schéma grossier ne
commute en général pas aux changementsde base. Toutefois, il commute aux changements
le base plat, et 2 tout changement de base lorsque t est étale. De plus, si M' est

le schéma grossier de M @S 8' , l'application
1 ]
M'» M ®S S

est radicielle
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II Courbes elliptiques généralisées.

Dans ce chapitre, nous définissons les courbes elliptiques généralisées sur
un schéma de base quelconque, et prouvons les théoremes qui rendent viable la défi-
nition adoptée.

1. Polygones de Néron.

1.1 Soit E=IP1 XZ/n la somme disjointe de n coples de ]P1 , indexées par
Z/n (n 2 1) . En recollant la i-i2me copie de Pl avec 1a (i+1)-i2me, par identi-
fication de la section O de la i-iéme copie avec la section o de la (i+l)-i2me,

on obtient une courbe de genre un C sur Spec(Z) , de normalisée C

Pour tout schéma S , on appelle polygone de Néron & n cOtés standard

sur S , ou simplement n-gone standard sur S , le schéma sur S qui s'en déduit

par extension des scalaires. Un polygone de Néron (resp. un n-gone) sur un corps

algébriquement clos k est un schéma sur k isomorphe 2 1'un des polygones standards

(resp. au n-gone standard).

Exemples.
n=1
n =3

Lemme 1 2. Soit C un polygone de Néron sur un corps algébriquement clos k

(i) H°(C,®C) =k ,
(i1) H°(C,ub) est de dimension 1 sur k et le morphisme canonique

H (C,uh) 8% @C = o

est un isomorphisme. En particulier Ub ~ GC
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Preuve : (i) résulte de ce que C est réduit et connexe.

(ii) On peut supposer que C est le n-gone standard.

~
Soit 7 1la forme différentielle sur le normalisé C =IP1 X2Z/n dont la
restriction 2 la i-iéme copie de Pl est %? . Il est clair que 7 a des pOles
simples au plus, et des résidues + 1 resp. - 1 au "O" resp. "o" de la i-i2me

copie de Pl . La forme 1 définit donc une section globale de ub/s (cf. I. 2.3.),

Elle engendre ut en chaque point de C

Lemme 1.3. Soit C wune courbe réduite, connexe de genre un sur un corps algébrique-

ment clos, ayant comme seules singularités de points doubles ordinaires et telle que

Wy ~ 6 . Alors C est lisse ou un polygone de Néron.

Preuve : Soient 11 : E =<+ C la normalisée de C , de composantes irréductibles

(Ci)ISiSa s 8y 2 0 1le genre de Ci et b 1le nombre de points doubles de C . La

suite exacte longue de cohomologie déduite de
0= GC - rr*&e.-o conoyau = O

et 1.2 (1) fournissent
a==g g + b et

bza-120

Soit bi =2 0 le nombre de points de C, d'image un point singulier de C

i

On a

L'existence de w non nul sur chaque composante fournit

g = 0 = bi =22

La connexité fournit

a>0=b, 21
i
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Ces inéquations ont pour solutions
a) a=1,b=0,g=1 (cas non singulier)
b) a=n, b=n, g;=0, b, =2 (nz1): les C, sont ::El ,
et sur chaque Ci deux points ont pour image un point double de C . La courbe C ,
étant connexe, est un polygone de Néron,
Définition 1.4, Une courbe stable de genre un ¢ sur un schéma S (ou espace al-

gébrique S , ou champ algébrique S ) est un schéma en courbes sur S (cf. 1.1.0.)

dont toute fibre géométrique est soit une courbe propre lisse et connexe de genre un

solit un polygone de Néron.

Proposition 1.5. : Soit p : C = S un morphisme propre et plat de présentation finie.

L'ensemble des points s € S tel que Cs soit une courbe stable de genre un est un

sous-schéma ouvert dans S

Preuve : Les conditions CE' réduit, réduit et connexe, réduit et purement de dimen-
sion un, de genre un, n'ayant pour singularités que des points quadratiques ordinai-
res, sont toutes ouvertes., Que la condition w= 6 de 1.3 soit ouverte résulte de

la démonstration de 1.6 ci-dessous.

Proposition 1.6. Soit p : C -+ S une courbe stable de genre un.

(i) P, 6; = 65 universellement

(ii) ubls et p*(wc's) sont inversibles et 1'application canonique

(1.6.1) p%*Wbb)dubw

est un isomorphisme.

Preuve. On se ramene aussit®Ot au cas ol S est noethérien. Puisque les fibres
géométriques de p sont connexes et ré&duites, (i) résulte de EGA III. 7.8.8.
Puisque les fibres géométriques de p sont des intersections complétes locales, p

est d'intersection compléte locale relative et Wl est inversible. De (i) et de
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ce que Rzp*G =0 , on tire que Rlp*S est localement libre de formation compatible
a tout changement de base S' =S (EGA III. 7.8.) . Il résulte alors de la dualité
des faisceaux cohérents (I.2.) que p*(uhls) est localement libre de formation com-
patible avec tout changement de base. Comme (u.)c/s)s = ubs/s , on est réduit 3 dé-
montrer (ii) dans le cas ot S est le spectre d'un corps algébriquement clos. Dans
ce cas, 1.6.1 est bien connu pour C lisse et résulte de 1.2 pour un polygone de

Néron,

Le lemme 1.7 suivant est un cas particulier de I 3.7.

Lemme 1.7. Soit C wun polygone de Néron sur un corps algébriquement clos k

(i) pPic°(C) = B ® HI(T(C),Z) est isomorphe 2 ¢

(ii) Un automorphisme g de C induit 1'identité sur Pic®°(C) si et seulement si

g agit par rotations sur le diagramme TI(C) des composantes irréductibles de C

Lemme 1.8. Soit C le n-gone standard sur Z . On a une suite exacte de groupes

algébriques

n @ b
0 =& - Aut(C) > Aut(T(C)) =0

Soit C =P! xZ/n ; C est défini par recollement a partir de & , d'od
~
m: C=C . Un calcul local montre que T se déduit de C en éclatant le sous-
sing

schéma de non lissité C , et ceci reste vrai aprés tout changement de base. La
réunion des sections marquées "O" et "o" des composantes de € est 1'image réci-
proque du sous-schéma de non lissité. D&s lors, aprés tout changement de base, tout
automorphisme de C induit un automorphisme de T qui respecte la réunion des sec-
tions marquées. Ceci permet de définir b et montre que Ker(b) s'identifie au
sous-groupe G: de Aut(C) formé des automorphismes transformant chaque composante
El x {1} en elle-méme, et respectant les sections (0,i) (w,1) . Apras tout change-

ment de base, une section ) = ()i) de G; agit sur Pl x {i] comme 1'homothétie

de rapport )i

Il reste a prouver que b est surjectif; nous le ferons en exhibant des

automorphismes de C , compatibles A la donnée de recollement, et définissant des
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des automorphismes de C dont 1'image par b engendre le groupe dihédral Aut(T(C)).

Ce sont
T (x,1) —> (xﬁl,-i)
oj s (x,1) —= (x,i+)) (3 €2/n)
1.9. Soit C le n-gone standard sur Spec(Z) . Identifions le normalisé

~ 1 ' reg ~
C de C avec P XZ/nZ et l'image réciproque de C dans C avec &m xZ/nZ.

1

On obtient une action de & xZ/nZ sur € =P xZ/nZ en posant

(a,i) + (b,3) = (a-b,i+j)

ot a-b dénote l'action naturelle de & sur IP1

m

Cette action passe au quotient et définit un morphisme
(1.9.1) +:C%8 xcac

La restriction de + 3 C'¢8 x c"®® gdéfinit une structure de schéma en groupes

: re . re
commutatifs sur C 8 , et + est une action du groupe C & sur C

On définit comme suit des automorphismes de (C,+)

1 1

a) 1'automorphisme de T=P xZ/n T (x,i) F—> (x ,-1)

passe au quotient et définit un automorphisme 1 de (C,+) ;

b) pour tout schéma S et tout CEUH(S) , l'automorphisme u({) de Cq

u(g) : (x,1) —> (x.gl,i) passe au quotient et définit un automorphisme de (Cs,+)

De a) et b) on déduit une action sur C du schéma en groupe produit semi-direct du

groupe a deux éléments {e,T} par My

Proposition 1.10. Soit C le n-gone standard sur Spec( Z) . La construction pré-

cédente identifie le foncteur Aut(C,+) des automorphismes de C compatibles a +

avec le produit semi-direct {e, T} XM Le sous-groupe Aut+(C,+) des automorphis-

mes agissant trivialement sur Pic

(=] ' . _
c/z s'identifie au sous-groupe My

: -1
On a Picg/ 23'-? &n , et T agit sur pic® par 1l'automorphisme x X%
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de € . Puisque Aut(Gm) ~7Z/2 , le diagramme

0o— u > {e,tixy —>{e,7}—>0

! ! )

o —> Aut+(C,+) —> Aut(C,+) —> Aut(Gm)
montre qu'il suffit de vérifier que > Aut+(C,+)

Soit g € Aut'(C,+)(S) . On déduit de 1.8 et 1.7 (ii) qu'il existe
A= ()i) € G; tel que g soit a()) (notation de 1.8). Que g commute 2 + sig-
nifie alors que xixj = Ai+j : A définit un homomorphisme de Z/n dans Gm , et

g est défini par une section de M,

1.11. Soient k wun corps algébriquement clos, et (C,+) déduit de la courbe
1.10 par extension des scalaires de Z & k . On vérifie que, pour x € Creg(k)
la translation y + x + y agit par rotations sur le diagramme des composantes irré-

ductibles TY(C)

Définition 1,12. Une courbe elliptique généralisée (sur une base §) est une courbe

stable de genre un

munie d'un morphisme

(1 12.1) +: o8 Xg C = C

tel que

reg

a) la restriction de (1.1 .1) 2 ¢ %% faitr de C un schéma en groupes commuta-

tif.

sur C

b) (1.12.1) définit une action du schéma en groupes cres

¢) Pour tout point géométrique s de S tel que Cg soit singulier, les transla-

tions ym x+y de C (x € CZEg(E)) agissent par rotations sur T(Cs)

Bien entendu, une courbe elliptique généralisée lisse n'est d'autre qu'une

courbe elliptique au sens usnel,
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Proposition 1.13. Soit (C,+) wvérifiant 1.12 a) et b) . L'ensemble U des s € S

tels que Cs/s vérifie c¢) est ouvert et fermé dans S . Au-dessus de U,Creg
agit trivialement sur Picg/s

Preuve : Soit x un point géométrique de C§ . La translation y M x+y agit par
translation si et seulement si elle agit trivialement sur Picg . Appliquons le

]
o

lemme suivant (une variation sur un th2me de SGA 3) a PicC/S Xg c™®8 gur c'°8
Lemme 1.14. Soit p : A~ S un schéma en groupes sur S de fibres des extensions

de variétés abéliennes par des tores. Soient g et h deux endomorphismes de A

Il existe une partie ouverte et fermée de S tel que, pour tout S-schéma T ,

g = hT si et seulement si T se factorise par V

Le lemme montre que U de 1.13 est fermé, car son complément est image

d'une partie ouverte (et fermée) c"™®8y de c'°B I1 prouve aussi que si S =10,
Creg agit trivialement sur PicOC/S Nous prouverons que U est ouvert en méme
temps que 1.15 ci-dessous.

Preuve de 1.14. Si S est artinien local, de point s , et que g =nh , alors

8§ s

g =h sur An , pour n invertible, car ce groupe est fini étale. La réunion des

An est schématiquement dense, et donc g =h

On peut se ramener au cas od S est noethérien. S1 s € S , et que
gy = h, , 1l résulte que Ker(g-h) 2 méme complété formel que A en O € A, C A,
puis que g = h dans un voisinage de s . Il existe donc V ouvert comme en 1.14

Soit V 1'adhérence de V . On a K; = AV , donc g = h au-dessus de V et

VDOV est fermé .

Proposition 1.15 : Soit (p : C = S , +) une courbe elliptique généralisée.

I1 existe une famille localement finie de sous-schémas (Sn) . fermés et disjoints
nz

de S telle que

sing

a) U s, = image du sous-schéma de non-lissité C (I. 4.)

b) Sur Sn , localement pour la topologie fppf , C est isomorphe 2 1'image
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réciproque de la courbe elliptique généralisée & n cotés standard 1.9.

Preuve : Le probléme est local sur S , et trivial au voisinage des points de §
ol Cs est lisse. Soit donc 3 un point géométrique de S , localisé en s € § ,
tel que la courbe C§ soit un n-gone., Soit o un isomorphisme entre CE et le
polygone standard, tel que ale) soit le point 1 de la composante d'indice O € Z/n,

et indexons les composantes de CE par Z/n , 2 1'aide de @ . La translation par

x € C;eg , dans la composante d'indice 1 , induit la rotation de F(Cg) qui ameéne
la composante d'indice O sur celle d'indice i : l'addition induit sur

no(CZEg) =~ Z/n 1'addition dans Z/n , et si x est dans la composante d'indice un

de C;Fg , la translation par x permute transitivement :es points singuliers de
CE . Dans un voisinage étale de 7§ , Creg/S admet des sections x telles que
x(8) soit dans la composante d'indice un de C_ . L'automorphisme g = x + de C/S

T

vérifie alors 1'hypoth2se du lemme suivant,

Lemme 1.16. Soient C/S une courbe stable de genre un sur S , g un  S-automor-

phisme de C et § un point géométrique de S 1localisé en s € S . On suppose que

CE est un n-gone, et que g permute transitivement les points singuliers de CS

ing

Soit T < S 1'image du sous-schéma de non lissité Cs . Au-dessus d'un voisinage

de s , la courbe CT/T est isomorphe, localement pour la topologie étalas, au

n-gone standard.

sing

On vérifie fibre par fibre que C est non ramifié sur S . Au voisi-

sing

nage étale de s , C est donc somme disjointe de n sous-schémas Fi s

i
(e
]

Fi - § étant un plongement fermé. Puisque g est un automorphisme, g(U Fi)
En s , donc au voisinage étale de § , g permute transitivement les Fi et ceux-

i ont tous la méme image T

Pour prouver le lemme, on peut supposer que S = T . Ce qul précéde montre

sing

ue C est aglors fini étale sur S ; on peut le supposer somme de sections dis-

jointes x D'aprés I 5.3, pour tout 8 € S , (C,xi(s))/(S,s) est localement pour

i

a topologie étale isomorphe au sous-schéma de A2 d'équation xy =t (t section

S

convenable de SS , nulle en s ) . L'image du lieu de non lissité x =y = 0 de ce
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schéma est le sous-schéma t = 0 de S ; le lieu de non lissité ne peut &tre étale
que si t =0 au voisinage de s . Localement pour la topologie étale,

(C,xi(s))/(s,s) est donc isomorphe au sous-schéma de Aé d'équation xy = 0O

Eclatons C€°'"® dans ¢ pour obtenir € . Un calcul local montre que

T est lisse sur S , de fibres isomorphes aux normalisées des fibres de C , et

que 1l'image réciproque dans T de Csing est étale sur §

Soit w: C=S' 1la factorisation de Stein de C . S' est fini étale sur
S et les fibres géométriques de ™ sont isomorphes a Pl . Localement sur S
(pour la topologie étale), E’ est donc somme de n copies de El . Au voisinage

étale de s , C se déduit de T comme C§ de €. , donc est un polygone de Néron

)

standard.

Variante : On se réduit facilement 2 supposer S noethérien. On peut alors remplacer
1'argument de localisation étale utilisé par un passage aux complétés; on se dispense
ainsi du délicat théoreme 5.3, remplacé par 5.2, mais on doit vérifier une compatibi-

lité entre éclatements et complétions.

Fin de la preuve de 1.13. Solent U < S et VC cres , ouvert et fermé comme dans

1.13 et sa démonstration. Il faut prouver U ouvert. Puisque le complément de
1'image du lieu de non lissité de C est dans U , on se raméne au cas ot S est
égal A cette image. Soit x € U . Quitte 2 se localiser prés de U pour la topolo-
gie étale, il existe une translation g vérifiant 1'hypoth2se de 1l.16, et on peut
supposer que la courbe C/S est isomorphe au n-gone standard. On vérifie alors que
cres

1'image d'une partie ouverte et fermée de (ici, = V ) est ouverte et fermée,

Fin de la preuve de 1.15 (dont on reprend les notations).

On prend pour S 1le schéma T de (1.16) . On peut supposer 5, =T ; 1l

existe alors localement un isomorphisme de courbes @ de € avec l'image inverse sur

1

S du polygone de Néron standard. Il se reldve en § : TPt xz/n , et on peut

~ ~ o
supposer que ole) = (1,0) . Via o et 3 , (¢ %8)  agit sur Pl =‘P1 x {0} en

fixant les sections 0 et o , et s'identifie 2 El - {0} - {«} . On a donc
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(c¥%8)° ~ & (compatible 2 + ) . Au voisinage de s , on peut normaliser @ de
sorte que A = (1,1) (0 =1i<n) . 81 =1 , a est alors un isomorphisme
de (C,+) avec la courbe (1.9) . Dans le cas général , X" =ac¢ Gm(S) , a admet

une racine niéme localement pour la topologie fppf de S (pour la topologie

étale si n est inversible sur S ) et on remplace x par x.a_lln

La proposition suivante jouera un rdle technique clef dans les questions

de représentabilité.

Proposition 1.17. Soit X/S wune courbe elliptique généralisée sur S , de section

unité e € X(S) , et soit u : Y - X un revetement fini étale de X , muni de

e € Y(S) au-dessus de e . On suppose que les fibres glométriques de Y/S sont

connexes. Il existe alors une et une seule structure de courbe elliptique généralisée

sur Y , d'unité e , telle que le diagramme

+
regst—————-> Y

(1.17.1) J/ J/ u
+

X8 Xg ¥ —> X

Y

soit commutatif.

Soit t € Y™®B(s) . Soit F' le foncteur qui & T/S associe 1'ensemble
des T : YT - YT rendant commutatif le diagramme
T
Y, —>Y

T l?
XT

Ce foncteur est représenté par un revetement étale S' de S (ouvert et fermé dans

X, ult)+

le revetement défini par la factorisation de Stein de YT XXT YT (morphismes

(u(t)+)e u et u) . L'application e = T(e) envoie S' dans u‘lut(s), fini étale
sur S . Le sous foncteur F' de F correspondant aux T tels que T(eT) =ty
est donc encore représenté par un S" fini et étale sur § . Prouvons que S" => S,

Il suffit de vérifier que pour S spectre d'un corps algébricuement clos, il existe

un et un seul T relevant u(t)+ tel que ~{e) =t



-183-
DeRa-41

Ceci revient A montrer que le revétement Y de X , et son image réciproque par
u(t)+ : X = X , sont isomorphes. Pour X 1lisse, cela résulte de ce que u(t) est

reg

dans la composante neutre de X . Pour X un polygone de Néron, on observe que

X n'a qu'un seul revetement irréductible de degré donné.

L'unique section de S" sur S définit un 'morphisme t+ : Y Y . Cette

construction, étant compatible aux changements de base, définit
+: Y B xyay

rendant (1.17.1) commutatif, tel que t + e = t , et caractérisé par ces propriétés.
Reste A prouver que + fait de Y une courbe elliptique généralisée, ie. que diverses
identités, telles =x+y = y+x (x,y € Y"®8(s) sont vérifiées. Puisque u(x+y) =

u(x) + u(y) = u(y) + u(x) = u{y+x) , x+y est une section de u‘l(u(y+x)(s)) , étale
sur S , et il suffit de vérifier que x+y = y+x pour les fibres géométriques. Pour
les fibres propres et lisses, une loi de composition 2 unité est automatiquement une
loi de groupe abélien. Pour les autres, le polygone de Néron 2 n cOtés, avec sa loi
+ standard, n'a pour rev@tements que les polygones de Néron & nk cOtés, avec leur

loi + standard.
Les autres identités A vérifier se prouvent de méme,

1.18. Soit (C,+) une courbe elliptique généralisée sur S . On vérifie fibre

par fibre que le morphisme

r
n:x=>nx : C €8 Creg

est plat. Son noyau Cn est donc plat sur S

Supposons que S soit le spectre d'un corps algébriquement clos k

a) si C est lisse, on sait que C, est fini de rang nz
b) si C est un m-gone, on a Creg:EmXZ/m

Notant (n,m) 1le pgcd de n et m , on a donc

Ch = u, xZ/((n,m))
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En particulier, C_ est fini de rang n.(n,m)
Rappelons le lemme suivant.

Lemme 1.19. Soit f : X -+ S un morphisme quasi-fini plat et séparé, avec S

noethérien. Si le rang des fibres de f est constant, alors f est fini.

Preuve : Prouvons que f est propre. D'apr2s le critére valuatif de propreté, on
peut supposer que S est un trait. D'aprégs le Main theorem de Zariski, X est un
ouvert d'un schéma X fini sur § qu'on peut méme prendre plat sur S . Comparant
les rangs des fibres spéciales et génériques de X et X , on trouve que X =X ,

d'od 1.19.

Corollaire 1.20. Soient p : C + S une courbe elliptique généralisée sur S et n

un entier. On suppose que, pour tout point géométrique s de S , C§ est lisse,

ou un m-gone, avec nim . Alors, Cn est fini localement libre sur S de rang nz.

On se raméne 2 supposer S noethérien, et on applique 1.18, 1.19.

2. Courbes stables irréductibles.

Dans ce §, nous prouvons que, pour C/S une courbe stable de genre un, de

reg(s)

fibres géométriques irréductibles, et pour e € C , 11 existe sur C une et

une seule structure de courbe elliptique généralisée d'unité e

2.1 Certains résultats préliminaires vaudront pour un morphisme propre et plat

de présentation finie p : C 2 S vérifiant la condition suivante.

(2.1.1) C est une courbe de Cohen-Macaulay de genre un sur S , p*GC = GS

: #* ~
universellement et p p* uh/S = W /g

Une courbe stable de genre un sur § vérifie (2 1.1) (1.6). Si une fibre
géométrique C- de p vérifie (2.1.1), alors C/S wvérifie (2.1.1) dans un voisi-

nage de s (pour la condition : "Cohen-Macaulay", voir EGA IV 12.2.1.; pour
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p*GC = 6 , voir EGA III. 7.8.8.; si p*sc = 06, universellement, P*Fb/s est

S S

localement libre de formation compatible 2 tout changement de base, et on conclut
comme en 1.6). Les fibres spéciales des modeles de Néron de courbes elliptiques véri-
fient (2.1.1)(SGA 7 X 1.15).En particulier, les courbes p : C - S de genre un 2
fibres géométriques intégres (= elliptiques, cubiques planes nodales ou cubiques

planes cuspidales) vérifient (2 1.1).

Pour toute section t de C/S on désignera par m(t) le faisceau d'idéaux

qui définit le sous-schéma t(S)

Proposition 2.2. Soient S un schéma noethérien, 5§ un point géométrique de S

localisé en s €S , p : C =S vérifiant (2.1.1) et F un faisceau cohérent sur

C plat sur S . On suppose que le faisceau 35 sur C, est isomorphe & un fais-

E

ceau m(tg) » POUL £ € CE(E) . Alors, au-dessus d'un voisinage U de s dans

S , il existe une et une seule section t € C(U) telle que 3|p_1(U) soit isomor-

phe 3 m(t)

s

La démonstration repose sur le lemme suivant

—_—

Lemme 2.2.1. Il existe un voisinage U de s au-dessus duquel p Hom(3, Q) est

localement libre de rang un de formation compatible 3 tout changement de base

U' = U

Déduisons 2.2 de 2.2.1. Quitte 2 restreindre S , on peut supposer que
P Hom(J,@C) admet une section globale e qui, aprés tout changement de base, défi-
*
nit un isomorphisme ®S > Hom(&,@c) . Vu l'hypothése, aprés changement de base
*
de S 2 5 ,e:3J=0, définit un isomorphisme I > m(t)
Comme e 8@ k(s) : F, @C est injectif, il résulte de EGA IV.11.3.7

S s
que (Ker e)x =0 et que (Coker e)x est p-plat en chaque point x de C_ ,

]
donc que Ker e = 0 et K = Coker e est plat sur un voisinage U de s . Quitte
a4 restreindre S , on peut supposer que U =S . Comme KE est de support fini,

K est de support fini sur S. La flache Og pu(K), qui vient de 6., K, est aprés tenso-

rigsation avec k(s) un isomorphisme.Donc,en appliquant le lemme de Nakayama (ce qui est
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loisible, car le support de K est finie sur $ ) ce morphisme est surjectif et,

parce que K est plat sur S , il est aussi Injectif.

Quitte 3 restreindre S , on peut donc supposer que e est injectif et
que Og = p*(K) . Le sous-schéma de C défini par e(3F) est donc isomorphe 2 S et

définit la seule section t telle que & = m(t)

Prouvons 2.2.1., La suite exacte longue de cohomologie associée 2

0 m(tE) GCE G(tg) 0
et (2 1.1) fournissent
(2.2.2) B (Cgom(tg)) = 0
(2.2.3) dim gyi (Coum(tg)) = 1

I1 suffit donc de démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.3. Avec les notations de 2.2, supposons que HO(C§,3§) =0 et que

dimk = Hl(c-,E_) = 1. Il existe alors un voisinage U de s dans § au-dessus
(8) §°°8 L

duquel p*Hom(E,GC) est localement libre de rang un, de formation compatible 2 tout

changement de base U' = U

Preuve : Par hypothése, Hi(Cg,gg) =0 pour 1 #1 , et HI(CS,ES) est de rang
an. Il en résulte que, dans un voisinage de s , Rip*(S) est nul pour i #1 , le
reste aprés tout changement de base, et que Rlp*K est localement libre de rang un

e formation compatible A tout changement de base.
Dans le théoreme de dualité (I.2.2),
Rp, R Hom(E,ub/S)[-lj ~> R Hom(Rp*3,®S),
prenons les faisceaux de cohomologie de degré -1 . On obtient

~ 1 v
P, Hom(E,ub/S) — (R p*g)
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\
(ot désigne le G -module dual). En particulier, p, Hom(&,uh/s) est localement

S
libre de rang un compatible 2 tout changement de base. Il résulte de (2.1.1) que
Py Ye/g est localement libre de rang un de formation compatible & tout changement

de base. De (2.1.1) résulte donc encore que, localement sur S , c/s est isomorphe

a @c , et 2.3 en résulte.

Corollaire 2.4, : Soit p : C = S une courbe de genre un sur S qui vérifie (2.1.1)

Soit &£ un faisceau inversible sur C qui définisse un élément de Picg/s(s)

(cf, T _3.2). Pour toute section t de C sur S , il existe une et une seule

section t' telle que localement sur S , m(t') soit isomorphe 3 m(t) & £

Preuve : On se raméne 3 supposer S noethérien. D'aprés 2.2 on peut supposer que S
est le spectre d'un corps algébriquement clos. Nous allons traiter un cas "universel".
Faisons le changement de base de S 3a T=¢C XS Picg/s , prenons pour t la sec-
tion universelle et pour £ le faisceau inversible universel. Pour chaque point de
la forme (x’lPic) (x € C) de T 1'assertion est trivialement vérifiée. Donec, par

2.2, l'assertion est vraie sur un voisinage de C Xx 1Pic < T . La courbe ( étant

propre, il existe un voisinage ouvert U de 1Pic dans Picg/s tel que l'assertion

solt vraie au-dessus de C x UC T . L'assertion est donc valable sur le produit de

C par le groupe engendré par U ,qui est Picg/s tout entier , donc sur

o
T=¢C XS PicC/S

2.5. Nous noterons + le morphisme

+ ¢ Pico

c/s XC=C |,

tel que pour t € C(S) et pour ) € Picg/S(S) , représenté par un faisceau inver-

sible £ , on ait
(2.5.1) () + t) ¥*m(t) & £®-l (localement sur S ).

Pour t € c®8(s) , 6&(t) = m(t)®‘1 est faisceau inversible, d'ol un mor-
phisme

Fe& , pic ;e 6{n)

(2.5.2) w: C c/s
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On a
(2.5.3) old + t) = 1 + olt)
Théoréme 2.6. Soit p : C = S une courbe de genre un qui vérifie (2.1.1)

(i) @ est une immersion ouverte.

(11) Si p est 3 fibres géométriques intdgres , 1'image de ¢ est un torseur sous

., O
PICC/S

(iii) Si p est a fibres géométriques réduites, i'action + de Picg/s sur C

induit 1'action triviale de Pic E?g

c/s sur Pic

Preuve. Il suffit de prouver (i) et (ii) lorsque S est le spectre d'un corps algé-
briquement clos k (EGA IV. 17.8.2.). Les images par ¢ des diverses composantes
connexes de C'°% sont alors disjointes. Solent D 1l'une d'elles, et e € D(k)

Les applications xp A +e et tr (t) - ple) sont des isomorphismes inverses 1'un
de 1'autre entre D et Pic® . En particulier, ¢ est un isomorphisme

D > p(e) + Pic® et (i), (ii) en résultent.

Prouvons (iii). Soit A dans Pic® représenté par un faisceau inversible

& . Localement pour la topologie fppf , tout élément de Pic[oj se met sous la

.)®(—ni)

forme G6(Z niti) = dfn ? m(t1

Le transformé par ) + de &(Z niti) est

, avec L n, = 0 , pour des sections ti con-

venables de Creg

&(n;) 8(n)) o

®(—ni) 8n,
&6(Z n,(H+t.)) = @ mO+t,) ~ ®(m(t,) & 12 mlt,)
1 1 N 1 i 1 i i

1

®n
8¢ lee(rnt,) ,
i 11

et l1'assertion en résulte.

Voici une variante de 2.2.

Proposition 2.6.1 Soient S wun schéma noethérien, B wun poin: géométrique de S

iocalisé en s €S , p: C= S un schéma en courbes de genre un sur S _et F un

faisceau cohérent sur C plat sur S . On suppose que Cg est une courbe intégre,
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que 85 est sans torsion et génériquement de rang un et que x(Cg,JE) = -1 . Alors,

au-dessus d'un voisinage U de s , il existe une et une seule section t € C(U)

telle que 3lp-1(U) soit isomorphe & m(t)

Comme observé en 2.1, C/S vérifie (2.1.1) au voisinage de s ; d'aprés
2.2, 11 suffit donc de traiter le cas od S est spectre d'un corps algébriquement

clos : S =7

Sous cette hypothése, prouvons que HO(C,3) =0 .S f¢g HO(C,E) est

non nul, la suite

£
0-——>®C——>8——>3/®C.f——>o

est exacte, puisque F est sans torsion sur C intagre.

On déduit que

x(C,F = x(c,sc) + X(C,3/®C:f)= 0 + x(c,& )20 ,

/£ F

ce qui contredit 1'hypothése.

Puisque x = -1 , les hypoth2ses de 2.3 sont vérifiées : il existe

e: F= GC , avec e # O . Puisque ¥ est sans torsion génériquement de rang un, et

C intégre, la suite

e
0—> 3 —> @C%(gc/e3~—>0
est exacte, et le support de @C/eE est fini. On a
x(C,@C/e:}) = x(C,@C) -x(C,F =0~ (-1) =1 ,

ie. dim H°(c,®c/e3) =1 : 1'idéal e(3) définit un point t de C , et Fom(t).

Proposition 2.7. (i) Solent p : C~ S une courbe de genre un 3 fibres géométriques

reg

intégres et e € c™®8(S) . 11 existe une et une seule loi + : C X C-> C telle que,

sur S et aprés tout changement de base, pour x € c®8(s) et y € C(8) , on ait

(2.7.1) m(xty) = m(x) 8 m{y) 8 m{e)®-1 jacalement sur §
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(ii) Cette loi fait de C % un schéma en groupe commutatif d'unité e agissant

cree agit trivialement sur Pico

sur C ; pour cette action, /s

reg

(iii) La symétrie x = -x de C se prolonge 2 C et, pour t € C(S) , on a

localement sur S

(2.7.2) m(-t) = Hom(m(t),q(-2(e)))

(iv) s8i C/S est stable, + est 1'unique structure de courbe elliptique générali-

sée sur C d'unité e .

Preuve : On peut supposer S noethérien., D'aprés 2.1, la condition (2.1.1) est

vérifiée. L'assertion (i) résulte alors de 2.4. D'aprds 2.6, le morphisme

g

re o
g C = Pic g+ kb o(x) - gle)

C
est un isomorphisme de S-schémas, On a
@, (xty) = glxty) - ofe) = (p(x) + oly) - ole)) - gle) = o (x) -9 (y),

de sorte que %, est un isomorphisme de groupes. Pour x € c™®8(s) et y ec(s) ,

on a xty = qk(x) +y . L'assertion (1i) en résulte.

Si C/S est stable, (C,+) est une courbe elliptique généralisée d'apres
(ii), Si + est une autre loi de courbe elliptique généralisée d'unité e , et
que x € c ®8(s) , on sait que la translation x + agit trivialement sur Picg/s
(1.13). On a donc, pour y € C-8(S) et 2z €cC(S) ,

x + (y+2) = x +(ug(y) +2z) = me(y) +x+2)=y+ (x+ 2)

Pour z = e , ceci donne x +y = y+x = x+y , et + coincide avec + sur

cT®8 x '8 Par passage 2 1'adhérence schématique, on a + = + partout, d'od (iv).

r
Prouvons (iii), Pour t € C - 5(8) » ona @ (-t) = - ¢, (t) , donc locale-

ment sur S
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6((-t))86(-(e)) = 6(-(£))6((e)) , e

)®— 1

m(-t) & m(t ® 6(-2(e))

Il reste 2 prouver que pour t quelconque, le second membre de (2.7.2) est,locale-

ment sur S , de la forme m(x) . La suite exacte
(2.7.3) 0 —> m(t) —> 6, —> ty6, —> 0

donne la suite exacte

(2.7.4) 0 —> Hom(t*ss,s(—Z(e)) ~> Hom(®_ ,6(-2(e)) —>

—> Hom(m(t), 6(-2(e)) —> Ext'(t,6,,6(-2(e)) —> 0

Comme W) est un falsceau inversible sur C (cf. 1.6.1) , 6(-2(e)) est,

c/S
localement sur C, {somorphe 2 Wesg - Donc localement sur C Extl(t*ss,G(—Z(e)) =~
Extl(t*Gs,ub/S) . On applique maintenant la formule de dualité des faisceaux cohé-

rents pour le morphisme t : S = C

! ~
(2.7.5) Rt R Hom@s(GS,t W yg) —> R Hom@C(Rt*@s,wC/s)

1 1 1
On remarque que t = t'p'@sflj ~ (pot)'@s[l] = @S[lj . De plus, th*GS =0

c/s
En prenant les H® des deux membres de (2.7.5) on obtient

1 =
ERt (t*gs"”c/s) t,0

*g
De plus, il est facile & voir que Hom(t*GS,G(—Z(e)) = 0 . La suite exacte obtenue
(2.7.6) 0 —> 6(-2(e)) —> Hom(m(t)},6(-2(e)) —> £,6, —> 0
montre que Hom(m(t),6(-2(e)) est plat sur S , que sa formation commute 2 tout

changement de base S' + S et que ses fibres sont génériquement de rang 1 et sans tor-
sion. Pour voir que ce faisceau est, localement sur S' , de la forme m(t'), il
suffit de voir que pour chaque point géométrique s de S' on a que

x(C§ , Hom(m(t),6(-2(e))) = - 1 (cf. 2.6). Mais deg, (6(-2(e)) = - 2, donc
g

X(Cg 6(-2(e)) = - 2, et x(Cy ,ty6) =1 . On a donc bien
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X(Cg,HOm(m(t),G(-Z(e))) = - 1 et par suite que Hom(m(t),6(-2(e)) = m(t') pour une

section t' , ce qui ach2ve la démonstration.

Corollaire 2.8. Soit p : C = S une courbe elliptique généralisée sur S . L'appli-

cation x = -x : Creg - Creg , se prolonge en un automorphisme de C/S

L'extension cherchée est unique, car c™®8 est schématiquement dense dans
C . Le probléme est donc local pour la topologie fpqc . Le probléme est trivial
au-dessus de l'ouvert o C est lisse. Soit s un point géométrique de S , loca-

lisé en s € S , tel que C? soit un n-gone. Au voisinage de ce point, Cn est
fini et plat et, localement pour la topologie fppf , admet une section ¢t telle
que les multiples de t rencontrent les diverses composantes de CE . Au voisinage
de s , t engendre un sous-groupe H de Cn , isomorphe & Z/n . Le groupe HE
agit librement sur Qg , et C§/H est un l-gone. Dans un voisinage de s , on a
alors

a) H agit librement sur C , et C/H est une courbe elliptique généralisée sur §S.
b) C/H est 2 fibres géométriques irré&ductibles (appliquer 1.15 & C/H)

c) C est un revetement fini étale de C/H

On sait que C/H admet une involution x = -x (2.7(iii)) . On procade

alors comme en 1.17 pour relever cette involution en une involution de <C

3. Construction de courbes elliptiques généralisées .

Ce § ne servira pas dans la sulte de cet article et nous recommandons au

lecteur de 1'omettre en premiére lecture.
Nous y démontrons le théoréme suivant 3.2 ci-dessous.

3.1. Soit p : C = S une courbe stable de genre un munie d'une section
e €C™®8(5) . Soit G un S-schéma en groupes commutatifsplat localement de présen-

tation finie qui agit sur C . Soient les conditions suivantes.
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(3.1.1) G agit trivialement sur Picg/S

(3.1.2) Pour chaque point géométrique s de S , G(¥) agit transitivement sur

l1'ensemble des composantes irréductibles de C_
s

Dans le cas particulier important oii G est le schéma en groupes constant
Z , l'action { de G est définie par 1'automorphisme g = ((1) de C et (3.1.1)

(3.1.2) deviennent

(3.1.3) g agit trivialement sur Picg/s

(3.1.4) Pour chaque point géométrique 5 de S , g permute transitivement les

composantes irréductibles de SE

Théoréme 3.2. Soit G agissant sur C comme en 3.1. Si les conditions (3.1 1) et

(3.1.2) sont vérifiées, il existe sur C une et une seule structure de courbe ellip-

tique généralisée d'unité e telle que G agisse sur C par translations. De plus, tout

automorphisme de C sur S qui commute 3 G et vérifie (3.1.1) est une translation.

Plan de la démonstration. Nous prouverons les énoncés suivants.

(A) Soit s un point géométrique de S tel que Gg agissant sur Cg vérifie
(3.1.1) et (3.1.2). Il existe un voisinage fppf U de 35 et g € G(U) tel que

1'action de g sur Cy vérifie (3.1.3) (3.1.4).

(B) 3.2 pour G =2Z

Montrons déja que (A) et (B) impliquent 3.2. Les problémes sont locaux pour
la topologie fppf . Si G, agissant sur Cg vérifié (3.1.1) (3.1.2), on
peut donc supposer qu'il existe g € G(S) comme en (A). D'aprés (B), il existe une
et une seule structure de courbe elliptique généralisée d'unité e telle que g
soit une translation. De plus, puisque G et g commutent et que G vérifie (3.1.1),
G agit par translations. Enfin, tout automorphisme vérifiant (3.1.1) qui commute a

G commute 2 g , donc est une translation.
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Preuve de (A) Si Cg est lisse, on prend pour U 1l'ouvert de S au-dessus du-
quel C est lisse, et g = e . Sinon, CE est un n-gone et 1l'image de G(ZT) dans
le groupe des automorphismes du diagramme F(CE) des composantes irréductibles de
C; est d'ordre 2n . D'apr2s (3.1.1) , G(8) agit par rotations sur Teg) . Le
groupe Aut+(T(C§)) des rotations de F(CE) étant cyclique d'ordre n , il existe

Bs € G(s) d'image un générateur de ce groupe, et & permute transitivement les

composantes irréductibles de CE . Localement fppf , il existe une section g de
G qui induise 85 On peut appliquer 1.16 & g pour vérifier (3.1.4) dans un
voisinage de § . Que 3.1.3 soit vérifié par g dans un voisinage de § résulte

de 1.13,

Preuve de 3.2 pour G =Z

Soient ( 1l'action de G sur C et g = ((1) . En appliquant 1.16 a g ,
on se raméne 2 supposer que les fibres géométriques de C sont toutes lisses ou des
n-gones (n fixe) Dans ce cas, gne est fibre par fibre dans la m@me composante con-

n s .
nexe de C que e et g est justiciable du lemme suivant.

Lemme 3.3. Soit h un automorphisme de C qui commute 2 g et vérifie (3.1,3),Si

he est fibre par fibre dans la méme composante irréductible de C que e , alors

h est de la forme x = )\ + x pour ) une section de Picg/s

Preuve : On aura ) = classe de O6(he - e) . L'hypothese 3.1.3 assure que x = ) + X
commute & g . Remplagant h par h(x - 1) , on se ramene 2 supposer que he = e ,
o

Puisque h vérifie (3 1.3), pour toute section u de PicC/S , On a
h(gk(u+e) = gk(u+e) . Toute section de C %8 &tant localement pour la topologie
cFes

fppf de la forme gk(u+e) , h agit trivialement sur , donc sur C

Preuve de 3.2 (suite) : On a gnx = X+ x . Soit U tel que ) = u_n et

gy =8° (x» u + x) . Alors, g; = 1d et 8, définit une action de Z/n sur C .
Cette action est libre et les fibres géométriques de C/(Z/n) sont intédgres. Sur
¢/(Z/n) , il existe donc une et une seule structure de courbe elliptique générali-
sée de section neutre e (2.7). Sur C , il existe une et une seule structure de

courbe elliptique généralisée d'unité e telle que &; soit une translation
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(cf. 1.17) . D'aprés 3.3, pour ) une section de Pic® , et pour toute structure
de courbe elliptique généralisée, () +e) + x est ) + x . La loi obtenue est
donc aussi la seule telle que g soit une translation. Enfin, si h commute 2 g
et vérifie (3.1.3) , il existe localement k tel que hgk soit justiciable de 3.3,

et h est une translation.

Remarque 3.4 . S1 C est une courbe elliptique généralisée sur S , on peut mon-

trer qu'il existe un et un seul homomorphisme

o]  cres

u : Pic cls

reg

tel que, aprés tout changement de base, pour toute section t de C sur S ,

on ait

u(6((t)-(e))) = ¢
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111 Théorémes de représentabilité.

0. Introduction et notagtions.

Dans ce chapitre et les suivants, nous définissons et étudions divers champs
algébriques, classifiant les courbes elliptiques généralisées munies de diverses

structures additionnelles.

0.1. Notons M la catégorie fibrée en groupotde sur la catégorie (Sch) des
schémas suivante : M(S) est la catégorie dont les objets sont les courbes ellipti-
ques généralisées sur S , et les morphismes les S-isomorphismes; le foncteur
"image réciproque par u : S~ T" est E+ E Xp 8 . La catégorie M est un champ

sur (Sch) pour la topologie fpqe (2.1) mais n'est pas un champ algébrique.

0.2. Soit M, le sous-champ suivant de M : M, classifie les courbes ellipti-
ques généralisées C/S telles que, pour tout point géométrique s de S , la carac-
téristique de k(3) ne divise pas le nombre de composantes irréductibles de la fibre
géométrique CS . Le résultat principal 2.5 de ce chapitre est que M, est un champ
algébrique. De ce théor2me technique résulteront les théorzmes de représentabilité

des chapitres sulvants. Nous le déduirons des critéres généraux de M. Artin. Pour
pouvoir appliquer ceux-ci, le point essentiel sera de prouver la proreprésentabilité

effective de certains foncteurs; ce sera falt au § 1.

0.3. Nous adopterons les principes de notation suilvants.

a) M , affecté d'un indice, désigne le champ algébrique classifiant les courbes
elliptiques généralisées, soumises & certaines restrictions, ou munies de structures

additionnelles, dont l'esp2ce dépend de 1'indice.

b) L'exposant ° 1indique le sous-champ ouvert correspondant aux courbes elliptiques

proprement dites.

c¢) L'exposant R indique le sous-champ ouvert obtenu en Otant les points correspon-
dant aux courbes elliptiques supersingulieéres de caractéristique p[n , o n dépend

du contexte.

g i i ourbe
d) L'exposant ® indique le sous-champ fermé image du lieu singulier de la cou
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universelle.

e) Une notation M [1/n] indique soft qu'on consid2re un champ sur Z[1l/n], soit,

si M a déja été défini, désigne M ®Z[1/n] .

f) Le schéma grossier de modules défini par un champ algébrique (I.8) se note par le

méme symbole, avec M remplacé par M

Nous étendrons ces notations 2 certains champs au-dessus de M , non nécés-

sairement définis par un "probléme de module" stricto sensu.

1. Un théoréme de proreprésentabilité.

1.1 Soient A un anneau local complet de corps résiduel k et C° une courbe
elliptique généralisée sur k . On suppose que C° est lisse ou 1'image réciproque
sur k de la courbe elliptique généralisée standard & n cOtés (II.1.9). Soit D le
foncteur des déformations de C° : pour A une A-algébre noethérienne locale com-
plete de corps résiduel k , D(A) est l'ensemble des classes d'isomorphie de

courbes elliptiques généralisées C/Spec(A) , munies d'un isomorphisme C Gk k > C,-

Ce § est consacré a la démonstration du théoréme suivant.

Théoréme 1.2. Supposons Co lisse ou n premier A 1'exposant caractéristique »p

de k On_a alors

(1) (C°,+) n'a pas d'automorphismes infinitésimaux (non nuls)

(ii) Le foncteur des déformations D de (C°,+) est effectivement proreprésentable.

(11i1) D est proreprésenté par une courbe C sur Spec{A[[t]D) ,

(iv) si Co est non lisse, on peut choisir t de sorte que t =0 soit 1'image

du sous-schéma de non lissité.

Les automorphismes infinitésimaux de (Co,+) forment le groupe
Lie Aut(Co,+) , de sorte que (i) résulte de (II.1.10). I1 résulte de (i) et de [25]

que D est proreprésentable.
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1.3. Le cas ol Co est irréductible.

Dans ce cas, le foncteur des déformations de (C°,+) s'identifie par
11.2.7 au foncteur D' des déformations de (Co,e) , le couple formé de la courbe
Co et de la section marquée e . Ce dernier foncteur est effectivement proreprésen-
table, un schéma formel en courbes complétes étant toujours projectif, donc algébri-
sable. Que D' wvérifie (1ii) résulte des deux formules suivantes :

(1.3.1) dim Extl(Qé (), 6,0 =1
[o] [+]

(1.3.2) dim Eth(Qé (e) , 6,)=0
o o
En effet, le Ext2 est le groupe ol vivent les obstructions aux déformations.
S'il s'annule, D' est proreprésenté par un algdbre de séries formelles sur A . Le

Ext! s'identiffe a D'(k[c)/(c?)) , et détermine la dimension relative.

Prouvons (1.3.1) et (1.3.2). Puisque

i est isomorphe 2 @C , On a par

o [+]
dualité (1.2.2)

i,.1 1-£, 1
dim Ext (Q (e), 6, ) = dim H™ (. (e))
Qco o QCo

La formule (1.3.2) en résulte trivialement. Pour (1.3.1), on peut supposer k algé-

briquement clos.

St C_ est lisse (e) = (e) > ©, (e) est un falsceau inversible
o ? QCo L"’Co Cy
de degré 1, d'od dim Ho(Co, QC (e)) = 1 dans ce cas.
o
Sinon, le normalisé r: a'o - Co de Co est isomorphe a ]P] et un calcul
local montre que le morphisme canonique

Q, (@) —>m, Oe(e)
[¢] (]

ast surjectif 3 noyau de longueur un, concentré au seul point singulier de Co

L'agsertion dans ce cas résulte de la suite exacte de cohomologie : on utilise que



-199-
DeRa-57

#(c,m, 2 () = @0, ) =0 (ear deg () = -1,

Cela démontre (1i1).

Prouvons (iv). La courbe Co est ici polygone de Néron 2 un cOté. La
théorie des déformations des points quadratiques ordinaires montre qu'il existe
u € A[[t]] tel que u =0 soit l'image du lieu de non lissité de C . D'aprés
(11.1.15.), sur Spec(A[[t]]/(u)) , C est isomorphe a 1'image réciproque du poly-
gone de Néron A un cOté standard (1.1). La propriété universelle de A[[t]] implique
alors que Spec(A[[t]]/(u)) est non ramifié sur Spec(p) , donc que

A[t]] = A[[u)] . Ceci achzve la démonstration pour C° irréductible.

1.4 Le cas général.

On peut supposer que Co est le polygone de Néron standard & n cOtés sur
k , déduit de P1 xZ/n par recollement. Soit Ho le sous-groupe cyclique d'ordre

n de C_ , image de {1} xZ/n

Soit D" 1le foncteur des déformations de (Co’ + , Ho) : D"(A) est l'en-
semble des classes d'isomorphie de systemes (C,+,H) ((C,+) courbe elliptique géné-
ralisée sur A,H sous-groupe de cree isomorphe 3 Z/n ) , munis d'un isomorphisme

de leur fibre spéclale avec (C°,+,H°).

Lemme 1.4.1. Ona D" -22»D

Cela résulte de ce que C;eg est fini étale sur A (car n est premier
a p).

1.4.2 Dans la fin de la démonstration, on ne suppose plus que n est premjer 2

p (cette hypoth&se ne servira que via 1.4.1). Soit (C,+,H) comme plus haut (sur A
local complet). Le groupe H agit librement sur C (car Ho agit librement sur

C,) , de sorte que C/H (qul existe car C est projectif) est plat sur A . La loi

+ passe au quotient, et (C/H,+) est une déformation du polygone de Néron 2 un cOté

(CO/HO,+) . Notant Dy le foucteur des déformations de (CO/H°,+) , on obtient
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ainsi un morphisme de D" dans D1

Lemme 1.4.3. Le morphisme 1.4.2 de D" dans D, est un isomorphisme (on ne suppo-

se pas icl n premier 2 p)

D'aprés EGA IV. 18.1.2 pour A artinien, joint au théor2me d'existence
en géométrie formelle EGA ITI.5. pour A local complet, pour toute déformation (C,+)
de (CO/HO,+) sur A , il existe une et une seule déformation C de la courbe Co

sur A , munie de ™Gy Co/Ho . On applique alors II.1.17.

Achevons la démonstration de 1.2. D'aprés 1.4.1 et 1.4.3, D est isomorphe
a D1 étudié en 1.3 et vérifié donc 1.2 (ii) (1i1). L'assertion (iv) résulte de
1'assertion analogue pour D1 , car 1'image du sous-schéma de non lissité est la
méme pour C et C/H (notations de 1.4.2).

2. Construction de m*

Lemme 2.1. : I (défini en O0.1) est un champ pour la topologie fpqc .

Preuve : Solt S' - S un morphisme fpqe et p' : C'—> S' une courbe elliptique
généralisée munie d'une donnée de descente. Les sous-schémas Sé de S' définis en
I1.1.15 se descendent en des sous-schémas Sn de S (descente fpgc de sous-schémas
fermés). Par localisation sur S , pour la topologie de Zariski, on peut donc suppo-
ser que les fibres géométriques de C' sont lisses ou ont n composantes irréduc-
tibles. Le sous-schéma Cé de C' est alors fini sur S' (cf. II.1.20.) et ren-
contre chaque composante irréductible de chaque fibre géométrique de C' . Le fais-
ceau inversible § = @b,(C;) est relativement ample ; 1l est muni d'une donnée de
descente. L'assertion résulte donc de la descente des schémas quasi-projectifs

(SGA 1, VIII.7.8 et SGA 1, VIII.5.2).

Rappellons que pour 8 un champ sur (Sch/S) , on identifie les l-morphismes

£Z:X~>8 d'un S-schéma X dans $ aux objets de §(X) ([8? ).
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2.2. M. Artin a démontré un critére maniable pour prouver qu'un foncteur est re-
présentable par un espace algébrique ([2] , [37). La méme démonstration fournit le

critére suivant pour vérifier qu'un champ est algébrique.

Théoreéme 2.3. (M. Artin). Soit S un schéma de type finl sur un corps ou sur un

anneau excellent de Dedekind. Soit 8 une catégorie fibrée en groupotdes sur (Sch/S).

S est un champ algébrique localement de type fini sur S si (et seulement
si)
(0) 8 est un champ pour la topologie étale,.
(1) 8 est localement de présentation finie, (i.e. pour chaque syst2me projectif

filtrant de S-schémas affines Spec(Ai) , le foncteur canonique

m 8(spec(A,)) ——> 8(1im Spec(a,))
i 1

définit une équivalence des catégories.).

(2) Soient &,n € O0b(8(X)) deux l-morphismes d'un S-schéma X de type fini sur §
vers 8 . Alors Isom (X; €,m) est un espace algébrique localement de type fini
sur S

(3) Soit k, un GS—corps de type fini (i.e. Spec(ko) est de type fini sur §), et
solt & un l-morphisme de Spec(ko) vers 8§ . Il existe un anneau local

complet R , un morphisme u du spectre d'une extension séparable finie k'

de k° dans le point fermé s de Spec(R) , et un diagramme commutatif

Spec(ké) — Spec(ko)

u g

o

Spec(R) —£E5 s

avec & formellement étale en s
(4) Si E est un l-morphisme d'un S-schéma de type fini X dans 8 et que £ est
formellement étale en un point x de type finf sur S , alors § est formelle-

ment étale en chaque point de type fini sur S dans un voisinage ouvert de x
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Remarques 2.4.

(1) Si les corps résiduels de type fini de S sont parfaits, pour établir que &
est un champ algébrique on peut remplacer (0) - (4) par (0),(1),(2),(3"),(4), od

(3') est la condition suivante :

(3') Solent s €S et k, une extension finie de k(s) . On suppose que

u : Spec(ko) - S est de type fini. Par hypothase, k(s) est alors parfait et
ko/k(s) séparable. Il existe donc un unique anneau local complet A(ko) de corps
résiduel k, , muni de T : spec(A(k)) » 8 formellement étale et prolongeant u
Pour £ € Ob S(ko) , nous noterons ng(go) la catégorie suivante sur la duale de

-

pour A € Ob C

CA(ko): A(ko) , un objet de I_)e_f_(go)(A) est un objet & de 8(A) ,
muni d'un isomorphisme & 25 (image de & dans S(ko)) . La condition (3') est la

conjonction de (3'a) et (3'b) :

(3'a) Les objets de 8 n'ont pas d'automorphismes infinitésimaux; plus précisément

pour ket go comme ci-dessus, et gé 1'image réciproque de §
2

. sur ko[ej

(¢ =0) , ona Aut(gé) 0 Aut(go) . Cette condition, et (2) , implique que les

objets de ng(go)(A) n'ont pas d'automorphismes non triviaux.
(3'p) Pour k, et & comme plus haut, le foncteur
A - 1'ensemble des classes d'isomorphies dans Def(go)(A)
est effectivement proreprésentable (par un anneau local complet R et E € 8(R) se

réduisant selon §° ).

Il suffit méme de vérifier (3'b) aprds extension des scalaires a une exten-

sion finie de k°

(ii) Si S est de type fini sur un corps ou sur un anneau excellent de Dedekind
ayant un nombre infini de points et si les anneaux locaux complets R qui apparais-
sent dans la condition (3'b) sont tous normaux et de méme dimension de Krull, on peut

supprimer la condition (4).

(Pour le lecteur familier avec [2] , (i) est facile 3 prouver. Pour (ii), voir

(727, Thm. 3.9)
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Le polygone de Néron &4 n cOtés standard définit un morphisme

. 1 #
£ : Spec(Z[Z]D —> W

Théoréme 2.5.

(i) My (défini en 0.2) est un champ algébrique lisse sur Spec@)

(i1) L'image m: du schéma de non-1issité de la courbe elliptique généralisée uni-

verselle au-dessus de M, est réunion des images de £ (n 21)

Preuve. Pour prouver que M, est un champ algébrique, nous utilisons le critére 2.3

(avec S = Spec@)) . Passons en revue les conditions (0) 2a (4)

(0) résulte de 2.1.
(1) résulte par des arguments standard de EGA IV.8.8.

(2) Soient X un S-schéma de type fini et (pi 1 C, — X, 4), (p2 : C, = X,+) deux

1 2

courbes elliptiques généralisées. Prouvons que Isomx((C1,+),(C2,+)) est représen-
table. Ce foncteur est un faisceau fpqc (2.1) de sorte que le probl2me est local.

On peut donc supposer que les fibres géométriques de Cl sont lisses ou a n c8tés

(n convenable) et qu'il existe ¢ : Z/n% ¢, dont 1'image rencontre chaque composan-
te irréductible de chaque fibre géométrique de C1 . Le morphisme f = fog(l) envoye
Isom dans le sous-schéma ouvert de Cieg formé des g tels que les gk rencontrent

toutes les composantes des fibres géométriques. Il résulte de l'assertion suivante que

ce morphisme est relativement représentable, donc Isom représentable.

() Pour C, a fibres lisses ou 2 n c6té, et muni de H, C c;eg , H, 1isomorphe

i i

a2 Z/n , rencontrant toutesles composantes de toutes les fibres géométriques (i=1,2),

i

Isom((Cl,H1,+),(C2,H2,+)) est représentable,
D'aprés II 1.17, le morphisme
Isom((Cl,H1,+),(C2,H2,+)) - Isom((Cl/Hl,e),(C2/H2,e))

est en effet représentable par un morphisme étale, tandis qu'il résulte de la théorie

du foncteur de Hilbert que Isom((Cl/Hl,e)(Cz/H2 e)) est représentable.
s
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3')  Soit k, un Spec@)-corps de type fini; c'est donc un corps fini.

(3'Ya) résulte de 1.2.(1).

(3")b) résulte de 1.2 (ii).

(4) D'aprés 1,2 (iii), les foncteurs de déformations sont proreprésentés par des
anneaux réguliers de dimension 2. D'aprés 2.4 (ii), la condition (4) est automatique-

ment vérifiée,

La 1issité de I résulte de sa lissité formelle 1.2.(iii). La seconde

assertionde 2.5 résulte de II 1.15 et de 1.2, (iv).

Remarque 2.6. m* est horriblement non séparé! Il résultera de (IV.2.2) que le sous-
champ ouvert ml de m* classifiant les courbes elliptiques généralisées C/S a
fibres géométriques intdgres est propre et lisse sur Z . Le "fourre-tout" m* nous

sera utile pour compactifier des modules de courbes elliptiques avec niveau,

Le sous-champ ouvert m(n)flln] de m*[l/n] qui classifie les courbes
elliptiques généralisées C/S (n inversible sur S ). A fibres géométriques lisses ou
des polygones de Néron 2 n cOtés est lui aussi propre et lisse sur Spec( Z[1/n]).

I1 est toutefois moins naturel que m1[1/n] .
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IV. Structures de niveau.

Dans ce chapitre, nous définissons et étudions les schémas de module de
courbes elliptiques dont les points de division par n sont munis de structures ad-
ditionnelles. Nous étudions en détail la structure & 1'infini de ces schémas. Leur
réduction modulo p , pour p[n , ne sera considérée sérieusement qu'au chapitre

suivant.

1. Contractions,

8 un sous-schéma

1.1. Soit p : C -~ S une courbe stable de genre un et HC c'®
fini localemenf libre sur S de l'ouvert de lissité de C . On vérifie fibre par
fibre que H est automatiquement un diviseur de Cartier sur C . On suppose que les

fibres de H sont non vides,

Proposition 1.2. 1Tl existe un et un seul S-schéma C , muni de u: C~ C , tel

(a) T est une courbe stable de genre un sur S ;

(b) pour tout point géométrique § de S E% se déduit de C. en contractant

en un point chacune des composantes irréductibles de Cg’ qui ne rencontrent pas Hs

A. Existence. Un argument de passage A la limite nous raméne & supposer S
noethérien. Pour tout ¥ et tout n >0 , on a HO(CE, @(—nﬂg)) = 0 . Par dualité
(I 2.2 et II 1.2), on a donc HI(CE, 6(nH.)) = O . D'aprés EGA IIT 7.8, les p,6(nH)
(n > 0) sont localement libres de formation compatible 2 tout changement de base. Le

méme énoncé vaut pour n =0 (II.1.6). Soit (G 1l'algdbre homogzne
G= & p_ 6(nH)
n>0

Pour C. irréductible, G(HE) est ample, et Gg engendré par

2] H°(®(nH§)) , avec A 1indépendant de s
nsA

Supposons que C§ soit un polygone de Néron, et soit Eé le polygone de

Néron qui s'en déduit en contractant en un point chaque composante irréductible qui
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ne rencontre pas H . On vérifie que
1€, 6nH)) == 1(C,, 6(nH))
g Wy 5’ 5

Sur Eg’ @(nHEJ est ample, et (O est engendré par ® Ho(G(nHE)) avec B indé-
nsB
pendant de s

L'alg2bre homogéne G = @ P, 6(nHl) est donc de type fini, et son spectre
n
homogene C est propre et plat sur S , de formation compatible a tout changement

de base. Le morphisme naturel u : C - T vérifie (a) et (b)

B. Unicité. Soit

vérifiant (i) et (i1). On vérifie fibre par fibre que u induit un isomorphisme

u—l(ErEE) 5 cT®8  (gcaA TV 17.8.2). lLes arguments de A. montrent que @C(H) est
ample et que G = @'5* Gt(nH) est plat et commute 3 tout changement de base. On

vérifie fibre par fibre que G —=2> G , et C = Sp h(Q)

Proposition 1.3. Soit p : C > S une courbe elliptique généralisée dont les fibres

géométriques sont lisses ou sont des nm-gones. Il existe une et une seule courbe

elliptique généralisée P : C-»S , mniede u:C~->C s telle que

(1) Les fibres géométriques de C sont lisses ou des n-gones, 55 ge déduit de

CE en contractant en un point les composantes irréductibles de C§ adhérence de

celles des composantes connexes de C;Eg dont 1'ordre dans nb(Cgeg) ne divise pas

n .

(ii) Le diagramme suivant est commutatif

@8 xo £ ¢

T x T >
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Localement pour la topologie fppf de S , il existe H<C C comme en 1.1,
qui rencontre exactement celles des composantes irréductibles des Cg qu'on ne désire
pas contracter (on peut prendre H = c, » fini et plat d'apr2s (I1.1.20)). D'apres
1.2, il existe une et une seule courbe stable de genre un C , munie de u : C~ C ,
qui vérifie (i) . Le sous-groupe uwL(ET8) e T8 agit sur C par transport de

Teg

structure; puisque u’l(E*eg) s c , cecl fournit la structure de courbe ellip-

tique généralisée voulue sur C

Exemple 1.4. Soit C/S une courbe elliptique généralisée, et appliquons 1.3 avec
n =1 . Localement sur S , 1'hypothése de 1.3 est vérifiée, pour m convenable
(I1.1.15). Il existe donc une et une seule courbe elliptique généralisée c(C) sur
S , 2 fibres géométriques irréductibles, munie de u : C - ¢(C) et telle que u

induise un isomorphisme
(1.4.1) (cT®8)% s c(c)Te8

D'aprés la démonstration de 1.3.4, la courbe ¢(C) est en effet uniquement
déterminée par la condition (i) de 1.3, qul résulte de (1.4.1), tandis que la struc-
ture de courbe généralisée est uniquement déterminée par la section neutre (II.2.7),

implicite dans 1.4.1.

1.5. Soit S 1le spectre d'un anneau de valuation discridte complet 2 corps résiduel
algébriquement clos, et m,8 ses points génériques et spéclaux. Pour toute extension
finie k(n') de k(1) , nous noterons (S8',n',s') le trait normalisé de S dans
k(n') . Soit Cﬂ une courbe elliptique sur 1 . Nous disons que Cﬂ a réduction

stable si le mod2le minimal de Cn sur S est une courbe stable de genre un

Proposition 1.6. (i) Il existe une extension finie k(n') de k(n) telle que la

nl

courbe C_, = Cn ®ﬂ n' ait réduction stable sur n'

(i1) si Cﬂ 3 réduction stable, le modele minimal C de Cn sur S admet une

unique structure de courbe elliptique généralisée prolongeant celle de Cn

(111) Si de plus les points d'ordre n de Cn sont définis sur k(n) , soit le

modale minimal € de C est iisse, soit 6; est un m-gone, avec nlm , et il

——————ee
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existe une courbe elliptique généralisée C sur S , de fibre spéciale lissc ou un

n-gone et un isomorphisme o de sa fibre générique avec Cn

(iv) Le couple (C,a) est unique 3 isomorphisme unique prés.

Preuve. (i). C'est un théor2me de Néron et Kodaira ([4] ou [20] ou [14])

(ii). La propriété universelle du modeéle de Néron assure que e € Cn(n) se
prolonge en une section de T8 sur 5 . siou € Creg(s) , la translation u+ de
C se prolonge par transport de structure en un automorphisme de ¢ ; de méme,

n
X = -x se prolonge 2 ¢

Soit U 1le plus grand ouvert de T tel que la loi + de Cn se prolonge
en + : UXxC—-C . Il suffit de prouver que U = c™®® . ceci acquis, les identités

exprimant que + est une structure de courbe elliptique généralisée résulterons de la

densité schématique de Cn dans C . Pour Vv € Ereg(s) , U est stable par trans-
lation par v : on prolonge + a v+U par (v+u) + x = v+(u+x) . Puisque U est

aussi stable par localisation étale sur S (on le vérifie par un argument de descente;

rappelons que la formation du mod2le minimal est compatible 3 la localisation étale

sur S), il suffit de montrer que Uy #4 .

Soit x un point maximal (= générique) de E; , et soit Sl le trait

spectre de l'anneau local de T en x . Puisque T est lisse sur S en x s
61 =C Xg S1 est encore un modéle minimal sur S1 . Seit wu € CI(S) défini par

1'inclusion 51‘* € . Ppar transport de structure, la translation ut+ de la

fibre générique de El se prolonge en un automorphisme de C1 , d'ol

+ @ S1 X C— T

Ecrivant S1 comme limite projective des voisinages de x , on trouve que le mor-

phisme + : Cn X Cn - Cn se prolonge en + : U xS T , avec x € U.

(ii1). On sait que E; est quasi-fini et plat. Puisque d'aprés 1'hypo-
these et la propriété universeile du mocéle de Néroa, tous les points géométriques de
(6;)n proviennent de sections de E; sur S , ce groupe est meme fini sur § , et
(E;)n est de rang n2 . La fibre spéciale E; est donc lisse ou un m-gone, avec

n‘m (cf II 1.13), et on applicue 1.3. pour obtenir ¢ par cencraction.
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(iv). Soit C une courbe elliptique généralisée sur § , de fibre générale
CT , et telle que Cs soit lisse ou un polygone 2 n cOtés. En un point de non
lissité u de C , C est formellement isomorphe ou complété a l'origine de la
courbe affine dans Ag d'équation xy = tk , pour k convenable. Par homogénéité,
k ne dépend pas du point choisi. Pour k >1 , C est singulier en u . Ces sin-

gularités se résolvent en éclatant de fagon itérée les points singuliers, ce procés

aboutissant & remplacer u par k-1 droites projectives:

u

donne =\ "~ "2

(cf. [8] ). Soit C la courbe résolue. Il n'existe pas de courbe exceptionnelle

de premiére espéce contenue dans E; , de sorte que C est le modéle minimal de

Cn . La courbe C est lisse si et seulement si le mod2le minimal C de Cn est
lisse, auquel cas C = ¢ . Sinon, E; est un polygone de Néron 2 nk cOtés, et C

s'en déduit par contraction de la fagon utilisée dans la preuve de 1l'existence.

2. Structures de niveau n .

2.1. Soit n un entier. Nous ne considérerons dans ce § que des schémas S sur

lesquels n est inversible,

Dans ce § , nous noterons m(n) le champ algébrique sur Z[1/n] qui classi-
fie les courbes elliptiques généralisées C/S , de fibres géométriques lisses ou des
polygones de Néron 2 n cOtés. D'aprés (II.1.15), m(n) est un ouvert de m* , donc
un champ algébrique (III1.2.5) lisse sur Z[1/n] . Soit f  la section de m(n) défi-

nie par la courbe 1.9 sur Z[1/n] .

Proposition 2.2. Le champ algébrique m(n) est propre et lisse sur Z[1/n] . Son

lieu a 1'infini M =M nm est i'image de f
————=—= (n) (n) * n

La seconde assertion n'est mise que pour rappel. Elle résulte de III.2.5.
o
et implique que m(n) est dense dans m(n) . La propreté résuite alors de 1.6 et du

critére valuatif de propreté .8 .
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2.3, Pour C/S du type considéré, < est fini étale de rang n”~ (II.1.20),
donc localement isomorphe 2 (EZ/n)2 (pour la topologie étale). Une structure de

niveau n sur C est un isomorphisme

a:C, s W/n)2

Définition 2.4, mnfl/n] est le champ algébrique sur Z[1/n] suivant : pour S un

schéma sur lequel n est inversible, mn[1/n] (S) est la catégorie des courbes ellip-

tiques généralisées C/S , de fibres géométriques lisses ou des polygones de Néron

3 n cOtés, munies d'une structure de niveau n

Il est clalr que mn[lln] est fini étale et représentable sur m(n) , et
méme un espace principal homogine de groupe GL(2, Z/n) . On note nﬁtl/n] 1'image
réciproque de n;;) , image du sous-schéma de non lissité de la courbe universelle

sur mn[l/n] . Le théoréme suivant résulte aussitOdt de 2.2.

Théoréme 2.5. mn[l/n] est propre et lisse sur Z[1l/n]) , et m:tl/n] est fini

étale sur 2Z[{1/n] .

2.6. Rappelons qu'un champ algébrique 8 "est" un espace algébrique si les ob-
jets qu'il classifie n'ont pas d'automorphismes. Plus précisément, si pour tout corps
algébriquement clos, k , les objets de 8(k) n'ont pas d'automorphisme non trivial,
alors

a) pour tout schéma S , les objets de 8(S) n'ont pas d'automorphisme non trivial;
b) le foncteur S+ (1'ensemble des classes d'isomorphie dans 8(S)) est représen-

table par un espace algébrique.

Théoréme 2.7. Si n23 , R%[l/n] est un espace algébrique.

Soient C wune ;ourbe elliptique généralisée sur un corps algébriquement
clos k , lisse ou un polygone de Néron A n cOtés. Il faut prouver qu'un automorphis-
me ¢ de C , trivial sur Cn , est l'identité. Pour C une courbe elliptique, on
applique ([26), app. a Exp. 17). Pour C un polygone de Néron, on vérifie sur II1.1.10

Aut(C) agit fidelement sur C,

que
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Variante 2.8, Cet argument, et ITI.2.1 , impliquent aussitdt que le foncteur
Fn : S+ (1l'ensemble des classes d'isomorphie de courbes elliptiques généralisées sur
S munies d'une structure de niveau n ) est un faisceau pour la topologie fpqc .
Les arguments de III.2.5. montrent alors que ce foncteur vérifie le critdre de repré-
sentabilité de M. Artin. Pour prouver que Fn est représentable par un espace algé-
brique (n 2 3) , il n'est donc pas nécessalre de généraliser au préalable le critére

de M. Artin au cas des champs algébriques.

Corollaire 2.9. Si n23 , Hk[l/n] est un schéma projectif et lisse sur zZ[1/n]

Un espace algébrique régulier en courbes sur Z est en effet toujours
quasi-projectif, donc un schéma. Voici une démonstration plus constructive : par voie
transcendante (cf. §5), on vérifie qu'aprés extension des scalaires 3 ¢ , m:
rencontre chaque composante irréductible de mn . Par spécialisation, on en déduit
que le diviseur m: rencontre chaque composante irréductible de chaque fibre géomé-

trique de M ( utiliser que M est propre et lisse). Da2s lors, s(m:) est un

faisceau inversible relativement ample.

3. Structures de niveau H

3.1 Soient n un entier et H un sous-groupe de GL(2, Z/n) . Soient S un
schéma sur lequel n est inversible et C une courbe elliptique sur S . Pour tout
S-schéma T , soit F(T) 1'ensemble des structures de niveau n sur CT , 1'image
réciproque de C sur T . Le foncteur F est représenté par un rev@tement fini

étale de S qui est un espace principal homogéne de groupe GL(2, Z/n) . Soit FH

le faisceau pour la topologie étale engendré par le préfaisceau

T b—> FH(T) = F(T)/H

(H agissant 3 gauche,il vaudrait peut-8tre mieux écrire H\F(T)) . Dans le langage
canonique,

- 2
Fy = Bom(C_,(Z/n)*)/ H
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Ce foncteur est représenté par un revétement fini étale de S

Une structure de niveau H sur C est un élément de FH(S) . Un isomor-

phisme a : Cn:$ (ZZ/n)2 définit une structure de niveau H , et deux tels isomor-

phismes définissent la meme structure si et seulement si, localement sur § , i1

existe g € H tel que ga = B Ce g est uniquement déterminé, donc constant sur

chaque composante connexe de S . On prendra garde qu'une structure de niveau H ne
~ 2

provient en général pas d'un a : C > @/n)” . Elle ne provient de tels a que

localement pour la topologie étale. Par exemple, pour H = GL(2,Z/n) , C a une et
une seule structure de niveau H ; elle ne vient d'un a que si Cn est isomorphe

a (ZZ/n)2 sur §

Définition 3.2. mﬁflln] est le champ algébrique suivant : pour S un schéma sur

lequel n est inversible, n§[1/n] (S) est la catégorie des courbes elliptiques

C/S , munies d'une structure de niveau H (les morphismes sont les isomorphismes).

I1 est clair que Mo[1/n] est fini étale et localement représentable sur
" P

m?[l/n]

Définition 3.3. Le champ algébrique M, est le normalisé de ml dans ﬂﬁ[l/n]

Théoréme 3.4. (1) M, est propre sur Spec@)

(ii) mH[I/n] est lisse sur Spec@[1/n] , et mﬁ[lln] est le complément d'un

sous-champ m;TI/n] fini et étale sur Spec@[1/n])

Preuve (1) Par dé&finition, mH est fini et relativement représentable sur ml

Sa propreté résulte donc de celle de ml

(ii) L'assertion résulte du lemme d'Abhyankhar (SGA 1,XIIIS5) appliquable ici parce
que ml[lln] , est lisse sur Z[1/n] , que mT[l/n] est un diviseur de m1[1/n],
lisse sur Z[{1/n] , et dont le point générique est de caractéristique O , et que

R;[l/n] est fini étale sur Wj[l/n] - m;tlln]

En 6.7, nous domnerons de 3.4 une démonstration "modulaire" .
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Pour H = {e} , nous poserons mn = WH . Cette notation est légitimée par

la proposition suivante.
Proposition 3.5. Pour H = {e} , mH[l/n] est le champ mhfl/n] de 2.4.

La construction 1.4 définit un morphisme de champs

(¢}
.

: mn[1/n] - m1[1/n] : (C,a) = c(C)

Puisque mn[l/n] est normal (méme lisse sur Z[1/n]) , propre sur Z[l/n] , et que
clairement mg[l/n] = m;[l/n] , il nous suffit de prouver que c¢ est fini et locale-
ment représentable. Il est clair que les fibres de ¢ sont finies. Pour tester la

représentabilité locale, il suffit dés lors de vérifier (cf. 2.6):

Lemme 3.5.1. Pour k un corps algébriquement clos, C un objet de mnfl/n] (k)

et c(C) son image dans ml(k) , 1'application naturelle 1 : Aut(C) - Aut(c(C))

est injective.

Pour n 23 , Aut{C) est trivial (cf.2.7) . Pour n =2 , Aut(C) = {*13.

Enfin, pour n =1 , i est l'identité.
3.6. Soient n et m deux entlers, avec n]m . Soient HcC GL(2, Z/n) , et H'
son image réciproque dans GL(2, Z/nm) . Pour E une courbe elliptique sur S , une

structure de niveau nm Enm-:;> (Zz/mn)2 définit une structure de niveau n , O ,
al

rendant commutatif le diagramme

~ 2
Enm — Qz(nm)
' i

m I

- ‘L
2 s @/n)
n a

2

Pour nm invertible sur § , cette coastruction définit un isomorphisme du faisceau

des H'-structures sur E avec celui des H-structures. On a

m: (1/om] > Vﬁ[l/n] [1/nm)
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Puisque n\;[l/n] est finl et étale sur m‘;[l/n] . c'est le normalisé de m‘;[lln]

dans m:,[l/nm] . On en déduit un isomorphisme

My = My
Le champ mH ne dépend donc que du sous-groupe ouvert K de GL(2, z)

image réciproque de H . Nous le noterons parfois mK

3.7. Soient n et m deux entlers premiers entre eux , H < GL(2,Z/n) et
Ic GL(2,Z/m) . Solent X et L les images réciproques de H et I dans
GL(2, Z) . les morphismes de réduction mod n et m induisent un {somorphisme
GL(2, Z/nm) 2> GL(2, Z/n) x GL(2, Z/m) . Via cet isomorphisme, K N L est 1'image

réciproque de H x I < GL(2, Z/n) x GL{2, Z/m)

Construction 3.8. Avec les notations précédentes,

mel1/n] n, nOl1/m}=>0e  [1/nm] .

Soit C/S une courbe elliptique. Les application x - x" et x - X" dé-

finissent un isomorphisme

(3.8.1) C_—=>C xC¢C
nm n m

S1 @ (resp. § ) est une structure de niveau H (resp. I) sur C , localement
représentée par a : C_ =5 (z/0)? (resp. B : Cp” (z/m)?) , on définit la struc-
ture @ x B de niveau H X I sur C comme &tant la classe de 1'isomorphisme a X B

rendant commutatif le diagramme

C ;.'-LL ( Z/nm)z

(3.8.1) l réduction
v
c x¢ LB o (zm? i (z/m)?

m
L'isomorphisme 3.6 est défini par

(C.&8.8) —> (C.a x B
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Proposition 3.9. Avec les notations de 3.7., 1l'isomorphisme 3.8 se prolonge en

(3.9.1) mK )(m:l mL g mRﬂL

Preuve. Il suffit de prouver que mK xml mL est normal. Prouvons-le au-dessus de
Z {1/m] . Au-dessus de Z[1/n] , la démonstration est symétrique. mL[l/m] est
lisse sur zZ , donc plat sur Iy (1 7.1) . me xml mL[llm] est donc plat sur M. ,
et de Cohen-Macaulay (1 7.2 et 7.1) mZ[llm] est méme étale sur ml , donc

o
mK Xml H\L[l/m] , étale sur m]( , est normal.

D'aprés le lemme d'Abhyankar, la ramification de nﬁ(flln] sur ml[lln]
(resp. le:l/m] sur ml[l/m]) est modérée. Les indices de ramifications pour mK et
IRL sont donc premiers entre eux (en fait, des diviseurs de n et m ). Il en résulte
que mK[I/mn] )(ml n'LL[llmn] est lisse, et il ne reste plus qu'd appliquer le critare

de Serre (I.7.2).

Corollaire 3.9.2. Si n est le produit de deux entiers premiers entre eux et = 3 ,

alors mn est un schéma.

Soit n = n'.n" . Le champ mn[1/n'] est un schéma, car représentable sur

mn.[l/n ] . De meme, mn[l/n"] , donc Tﬁn , est un schéma.

Proposition 3.10. (i) L'espace grossier M, défini par mﬂ est propre et plat

sur Spec(Z)

(isomorphe 2a ]Pl : voir VI 1.1).

(ii) C'est le normalisé dans M:[l/n] de Mi

(1i1) On a M =M /H

(iv) Les fibres géométriques de MH[}./n] - Spec( Z[1/n]) sont géométriquement uni-

branches .

Preuve La propreté de MH résulte de celle de I.‘H . De la description de 1'hensé-
lisé strict d'un anneau local de MH donnée en I1.8.2 , et de la normalité de mﬂ s
il résulte que MH est normal. De méme, MH est plat sur Z . Puilsque mﬂ—> ml s

donc My oM est fini, (i1) résulte de (i) et de la normalité.
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11 suffit de prouver (iii) et (iv) lorsque n 2 3 (cf. 3.6) auquel cas

Mﬁ{l/n] = mg[l/n] . Avec les notations de [8] §4 on a alors
wil1/n] = ([1/a] /W),
de sorte que }Hz[l/n] = M:[l/n] /H . Ceci étant, (111) résulte de (ii).
L'application
o ®i~"p)/H — /0 8F =M ®ﬁp

est radicielle. Si p'fn s Mn®fp , donc (Mn ®7F—p)/H est lisse, et (iv) en

résulte.

3.11. La catégorie des courbes elliptiques 2 isogénie prés sur un schéma S est la

catégorie déduite de celle des courbes elliptiques en inversant les isogénies. Notant

E® @ la courbe elliptique 2 isogénie pras sur S sous-jacente 2 E/S , on a

HOmS(E Y, FQ = HomS(E,F) ®q

3.12. Plagons nous sur un corps algébriquement clos de caractéristique O k . Pour

toute courbe elliptique E sur k , soit

T(E) = 1im E, (isomorphe 2a z? )
- o a2 £,2
V(E) = T(E) ® Q (isomorphe 2 Z° ® @ = (A7) )

Le groupe des points de division de E est canoniquement isomorphe 2 V(E)/T(E) :

a x € % i‘(E)/’f(E) , on associe 1'image dans En de nx € "f(E)

Une isogénie E - F induit un isomorphisme V(E) = V(F) . Ceci permet
de définir ;l(Eo) pour Eo une courbe elliptique 2 isogénie prés. Si f : E~» F

est uneisogénie, on a
Ker(£) = Ker(V(E)/T(E) - V(F)/T(F)) = coker(T(E) - T(F))

L'application fi» T(F) < V(E) identifie les isogénies de source E aux "réseaux"

1 contenant T(E) . On en déduit que le foncteur



-217-
DeRa-75

E- (E®Q, T(E) c V(E & Q)

(courbes elliptiques) » (courbes elliptiques 2 isogénie prés Eo , munies

d'un"réseau” T c V(E)
est une équivalence de catégories.

3.13. Soit Eo une courbe elliptique 2 isogénie prés sur k . Un réseau

Tc §(E°) peut s'interpréter comme une classe mod GL(2, Z) d'isomorphismes
B ¥(E) —> aH?
- A2
a2 B on associe 8 I(Z ).

Soit K< GL(2, z) 1'image réciproque de H < GL(2, Z/n) . Si (Eo’:})
correspondent 3 une courbe E , A une structure de niveau H sur E on associe
1'ensemble des 8 : \‘I(Eo) —%Afz tels que 8-1( 222) =T et que
Bn : En = 'E‘/n’i‘ %‘iz/niz = (Z,/nz)2 définisse la structure de niveau H . Les
B forment une classe latérale sous K , et l'ensemble des courbes elliptiques mu-
nies d'une structure de niveau H (E,&) , avec E® Q = Eo , s'ldentifie 2

-~ f2
K\Isom(V(Eo) AT )

3 14. Soit g € GL(2, Af) tel que gKg-1 c GL(2, zZ) . Si on identifie une courbe
elliptique avec structure de niveau K (= de niveau H) 2 (EO,B) , avec

2
B € K\Isom(V(Eo) s Af ) , l'application (Eo,a) - (Eo,gB) associe 3 une courbe de

1
-1

niveau K une courbe de niveau zKg

Ces constructions gardent un sens sur un schéma de caractéristique O quel-

conque et définissent
. o o o
(3.14.1) g ¢ My ® Spe (@) => mgl(gal ® Spec(q) ,

et un isomorphisme [g] entre 1'image réciproque par g de la courbe universelle sur

o

LY ® Spec() a isogénie prés avec la courbe universelle sur mﬁ ® Spec(q) , a
gKg
isogénie preés.
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Par passage 2 la limite sur K , on en déduit une action de GL(2, Af)

sur le schéma lim m:: ® Spec(Q), et sur la courbe elliptique universelle 2 isogénie

K
prés.
3.15. Explicitons 1l'application composée
o - (o] [4 o
(3.15.1) nkam——amgKg_1®Q~—>m1®Q

Prenons n , et soit m tels que
22 c L gtz c L2
m n

1

Soit B le sous-groupe de (Z/n Z)z image de = g—l( z"z)/zz par la multiplica-

tion par n : %iz/ 722 s (Z/n z)?

A une courbe elliptique avec structure de niveau H (E,d) , on assocle la
courbe elliptique E/o._l(B) » pour a: E = (Z/n)2 un quelconque représentant

de § . L'isogénie [g] est 1/m fois la projection E—>E/a-1(B)

Proposition 3.16. L'isomorphisme 3 14.1 se prolonge en un isomorphisme

g : m:% m;(%_l
I

1.'isomorphisme [g] se prolonge en un isomorphisme

[g) : g (courbe elliptique sur n _1) ® @ = (courbe elliptique sur mK) ®q .
8Kg

Preuve. Montrons tout d'abord que (3.15.1) se prolonge en
cg m; - mi

Soit b 1l'ordre de B comme en 3.15 et soit I 1le champ relativement représentable
sur m‘l’ qui représente le foncteur des sous-schémas en groupes localement libres de

rang b de la courbe elliptique universelle E . La théorie des schémas de Hilbert
montre que la projection I - m‘; est un morphisme propre et représentable. En vertu

du lemme suivant. i1 est fini.
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Lemme 3.17. Soient E une courbe elliptique sur k algébriquement clos et b un

entier Il n'y a qu'un nombre fini de sous-schémas en groupes de rang b de E

Preuve de 3.17. On procéde par récurrence sur b

a) 1l n'y a qu'un nombre fini de sous-schémas étales de rang b de E : ils s'iden-

tifient aux sous-groupes d'ordre b de Eb(k)

b) si HCE n'est pas étale, k est de caractéristique p >0 et H D Ker(F)
Les sous-groupes non étales de rang b de E correspondent donc aux sous-groupes de
()

rang b/p de E = E/Ker(F) , et on conclut par 1l'hypothése de récurrence.

Preuve de 3.16. (suite). La construction 3.14 définit une section s sur

m§ ® Spec(q) de I xml m;

I1 résulte du Main Theorem de Zariski et de la normalité de m§ que cette
section se prolonge sur m; , définissant un sous-groupe B de 1'image inverse E
par ¢ de la courbe elliptique universelle sur nq ; le prolongement cg voulu est

défini par E/B ; l'isomorphisme [g] est défini comme enh 3.15.
Le morphisme c¢g ainsi défini est quasi-fini et représentable. I1 identifie

donc m§ a2 un ouvert du normalisé HP -1 de nq dans
gKe

g
"H(Z ® spec(@) = m‘;Kg_l ® spec(®) , d'od

g m§ e

gkg L

Ce morphisme est un isomorphisme, d'inverse g
3.18. On peut montrer que g se prolonge en un isomorphisme

My !

gkg ™1

Nous nous contenterons de montrer le résultat analogue pour les schémas grossiers.

Proposition 3.19. Le morphisme de schémas grossiers déduit de 3.16 se prolonge en

g 1 M, —<Z> M
& M ka1
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Soit T MoXM g 1'adhérence du graphe G de g : M; o5 0
gKg
On a, ensemblistement,

@

gKg_1))

I‘=GU(T0(MZXZM

Dés lors, T est fini sur MK et M 1 et d'aprés le Main theorem et 3.10
gKg~
I'>M, et I'> M _; sont des isomorphismes. 3.19 en résulte.
K gkg
3.20. Soit C une courbe elliptique sur S , avec n inversible sur S

bien connu que le "en—pairing“ définit un isomorphisme,

2

(3.20.1) e : AC. —>qu
n n n

Une structure de niveau n & : C = (Z/n)2 définit donc un isomorphisme

det(a)—l : Zfn —> w, > l.e. une racine primitive niéme de 1'unité
d(0) = det(@ 1) sur s
Notons Z[Cn] 1'anneau des entiers du corps des racines niémes de

té. La construction a+d(q) définit un morphisme
d : m:EI/n] - spec( ZZ[Qn])
Ce morphisme se prolonge au normalisé et définit

(3.20.2) d:m - Spec(zz[gn])

De méme, une structure de niveau H ¢ définit

d(a) €1san( Z/n, p.n)/det(H)

d
Le groupe (2/m)¥ agit sur Z[Qn] par ( v gi ; si Z[Cn] et H

gkg-1

I1 est

1'uni~

est le

»
sous-anneau des invariants de z[gn] sous l'action de det Hc< (Z/n) , on trouve

comme plus haut

(3.20.3) d : mﬂ —> Spec( Z[gn]det H)

)

définissant
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(3.20.4) d x> Spec( Z[Q]det D)

3.21. Plagons-nous sur m(m>[1/m] avec nlm . 81 C est la courbe elliptique

généralisée universelle, le en—pairing se prolonge en un isomorphisme

En particulier, pour le polygone de Néron & m cOtés standard , on trouve un isomor-

phisme

2
(3.21.1) e : A xZ/m) =u
n m n n

Identifions Z/n 2 (Z/m)n par i~ (m/n)i . On a
2 2 o
(3.21.2) A (Gm XZ/m)n = A (pn XZ/n) == ey

Selon les conventions de signe utilisées pour définir e (3.21.1) et

(3.21.2) sont égaux Ou Opposés.

4. Exemples.
4.1. Nous moterons T (n) , I‘oo(n) , I‘;o(n) et T(n) les sous-groupes de

o a
GL(2, Z) formé des matrices (

b
) telles que :
c d

I‘o(n) :¢c =0 (mod n) ;
Too(n) :c=0 (modn) , a=1 (modn) ;
I‘;o(n) : ¢ =0 (mod n) , a=d=1 (mod n) ;

a b /1 o]
T'(n) : ( ) = ( ) (mod n)

Ces sous-groupes sont chacun image réciproque de sous-groupes H de

GL(2, Z/n)

4.2, Pour I‘o(n) , H est le sous-groupe de GL(2, Z/n) qui stabilise le sous-

groupe Z/n x {0} de (z/)? . si C est une courbe elliptique sur S , et que
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4@ est une structure de niveau H sur C , représentée par @ @ C, e (Z/n)2 ,
le sous-schéma en groupes ccnl( Z/n x {\0}) de Cn ne dépend donc que de & . Si
n est inversible sur S , cette construction établit un isomorphisme du faisceau
des structures de niveau H sur C avec le falsceau des sous-schémas en groupes de

C localement isomorphes 2 Z/n . En d'autres termes :

Construction 4.3. 2 [1/n] s'identifie au champ algébrique classifiant les cour-
—_— o(n)

bes elliptiques C/S , avec n inversible sur S , munies d'un sous-schéma en

groupes A localement isomorphe 3 Z/n

4.4, Pour C/S et A comme en 4.3, le sous-groupe Cn/A de C/F est localement

isomorphe 3 Z/n , d'od un morphisme
o 0
w s ml..o(n)[lln] - ml.o(n)[un] : (C,A) b w(C,A) = (C/A, c,/8)

La multiplication par n se factorise par un isomorphisme C/Cn 5 ¢ ; celut-ci

définit un isomorphisme
ww(C,4) = ((C/A)/(c_/A) , (C/a) /(c /A)) = cre, . > (c,A) |,

d'ol un isomorphisme w2 =1d : w est une involution. On vérifie que w est du type

0 1
3.16, pour g=(n o) -

4.5. Voicl une description plus symétrique du champ et de w . Associons a (E,A)
l1'isogénie E - E/A . On trouve que m}’. (n)flln] est encore le champ classifiant
o

les isogénies

de noyau cyclique d'ordre n

Si (E,A) définit a : E, > E, , w(E,A) définit une isogénie

)
E, " EI/(El)n , qui, via 1'isomorphisme 4.4 de El/(El)n avec E

au dual de Cartier de a : dans le langage des isogénies,

1 8 'identifie

. #* .,
w(a.El—)Ey) est (a .E2—>E1)
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4.6. Soient C/S et A comme en 4.3. Pour chaque facteur premier p de n ,
soit A_ la composante p-primaire de A : A = Tr A, et soit n(p) l'ordre de
Tt pln

A :n=llp . On pose w (E,A) = (E/A_ , A+E /A ) . Les w_ définissent
P P P PP P P

des involutions de mi’, (n)[lln] , celles-ci commutent deux a deux, et w est leur

)

composé.

4.7. Le sous-groupe I‘oo(n) de GL(Z,i) est 1'image réciproque du sous-groupe H
de GL(2, Z/n) qui fixe 1'élément (1,0) de @/n)2 ou, ce qui revient au méme, le

morphisme B8 : Z/n -~ (Z/n)2 : xbP (x,0) . Raisonnant comme en 4.2, on obtient :

Construction 4.8. mri (n)[lln] s'identifie au champ algébrique classifiant les
oo

courbes elliptiques C/S , avec n inversible sur S , munies d'un plongement

B:Z/n> Cn , 1.e. d'une section B(1) partout d'ordre exactement n

4.9, T")o(n) est 1'image réciproque du sous-groupe H de GL(2, Z/n) qui fixe
(1,0) € (Z/n)2 et la classe de (0,1) dans (Z/n)zl Z/n x {0} . D&s lors,
m.?_;o(n)[l/n] s'identifie au champ algébrique classifiant les courbes elliptiques
C/S , avec n 1inversible sur S , munies de B : Z/n ‘> C, et de

Y :Z/m =>C /Im(B) . Le produit extérieur définit un isomorphisme

2 e
Cn/Im(B) <= (Z/n) ® Cn/Im(B) —,iL> Im(B) ® Cn/Im(B) %> A c, D> My

Via cet isomorphisme, se donner vy revient donc 2 se donner un isomorphisme de Z/n

avec 4 -, i.e une racine primitive niéme de 1'unité sur S . Das lors
o ~ O -
Construction 4 10. mr, (n)[lln'_] - (n)[lln] QZLQn]
00 oo
Cet isomorphisme est le produit fibré, sur Spec( Z) , du morphisme d'oubli:

mcl:é.o(-“) - ml‘:oo(“)[lln] (défini parce que I‘;o(n) < Too(n)) et du morphisme d (3.20.3).

Définition 4.11. 'I’nl.. (n)fl/n] est le champ algébrique classifiant les courbes
o

elliptiques généralisées C/S , avec n 1inversible sur S , munie d'un sous-schéma

en groupe A , localement isomorphe 3 Z/n , et rencontrant chague composante irré-

ductible de chaque fibre géomdétrigue ce C
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(On verra dans un instant que 'mrs(n)[%] =~ n&b(n)[%] )

Si un m-gone est classifié par 'mT (n)y >3 m|n . L'application
o
"oubli de A" envoye donc 'mr (n)[l/n] dans My . Elle est étale de sorte que
o

[ i .
n&b(n)[lln] est un champ algébrique lisse
4.12. Comme en 3.5, on définit un morphisme "oubli de A et contraction (1.3)"
. 1
c HTB(H)[I/n] - mlfl/n]

Pour k un corps algébriquement clos et C un objet de 'mr (n)fl/n](k) , 1'appli-~
cation Aut(C) - Aut(c(C)) est injective : pour C lisse, c?est trivial; pour C
un m-gone, muni de AC C , on vérifie sur II.1.10. que x — -x est le seul auto-
morphisme non trivial de (C,A) . On vérifie comme en 3.4 que 'mr (n)[l/n] est

o

propre sur Z[1/n] . Comme en 3.5, on en déduit le résultat sulvant
=ST )
Construction 4.13. On a HTB(H)[I/n] n&s(n)[l/n]

Des arguments analogues fournissent la

Construction 4.14, mr (n)[lln] est le champ algébrique classifiant les courbes
oo
énéralisées C/S , avec n inversible sur S , munies d'un plongement

B :Z/n“> ¢ , dont 1'image rencontre chaque composante irréductible de chaque fibre

géométrique de C

Puisque z[gn] (1/n] est étale sur Z[1/n] , on déduit par ailleurs de

4.10 par normalisation la

Construction 4.15. mrc,’o(n)fl/n] = m.[‘oo(n)fl/n] ®Z[Qn] .

4.16. Soit A 1le sous-groupe de GL(2, Z/n) formé des homothéties. Nous appele-

rons structures projectives de niveau n les structures de niveau A . Elles jouent

un rdle important dans les travaux d'Ihara. Plus généralement :
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Définition 4.17. Soit C/S une courbe elliptique généralisée sur S , avec n in-

versible sur S . On suppose que les fibres géométriques singuliéres de C sont des

n-gones. Une structure projective de niveau n sur C est une section de

Isom(Cn,( Z/n)z)/A

Lemme 4.18. Soit (C,a) une courbe elliptique généralisée sur un corps algé-

briquement clos, munie d'une structure projective de niveau n . §1 n 22 , le

seul automorphisme non trivial de C qui respecte a est x' -x

Si C est un n-gone, le lemme résulte facilement de II.1.10, et vaut méme

si n=1 Si C est lisse, c'est un cas particulier du lemme suivant.
Lemme 4.19. Soient n = 2 et g un automorphisme d'ordre fini d'une variété abé-
lienne X sur un corps algébriquement clos k . Si g induit une homothétie sur

2
Xn , alors g~ =1

Par hypothése, il existe r €Z/n tel que g - r soit nul sur X I1
existe donc un endomorphisme h de X tel que g-r = n.h . 81 ( est une racine
du polyndme caractéristique de g , { est une racine de 1'unité et 1l'entler algé-
brique (-r est divisible par n . Si R est 1l'anneau des entiers du corps Qg ,

1'image de { dans R/nR est donc égale 2 celle de r . Puisque R =z[(] , c'est

absurde si ( # T 1 . Puisque g est semi-simple, 4.19 en résulte.

Du lemme 4.18 pour les n-gones, et d'arguments maintenant familiers, on

déduit le résultat suivant.

Construction 4.20. Pour A comme en 4.16, mAEI/n] est le champ algébrique classi-

fiant les courbes elliptiques généralisées munies d'une structure projective de ni-

veéau n

Pour (C,a) classifié par Hh[l/n} ,et n =2, il résulte de 4,18 que

Aut(C,q) est constant. On en déduit la proposition suivante (1.8).

Proposition 4.21. Pour A comme en 4.16, et n 22 , l'application
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r
mA[l/n] —_— MA._l/n:]
est étale.

Remarque 4.22. Pour n =2 , mA n'est autre que’ n& , et 1'application

n2[1/2] - M2[1/2] est donc étale.

5. Théorie transcendante (rappels).

5.1 Soit E une courbe elliptique sur & . L'application exponentielle définit
une suite exacte de groupes analytiques
0~ 1, (€, Z) > Lie(®) ZB> E(®) > 0

si 8 : z? => HI(E’ Z) est une base de E , nous poserons

z(B) = 2(B(1,0))/2(B(0,1)) € ¢ - R

(pour bl et ¢z, deux éléments de Lie(E) , avec 2y # 0 , on note nl/bz le nom-

bre complexe ) tel que L= kbz)

st oy =l? °)ecL(2,z) ,ona
b d

2(By) = az2(B) +b

cz(p) +4d
5.2. L'application =x - exp(% U(x)) 1induit un isomorphisme
(5.2.1) HI(E,Z) ®Z/n—"i>En

+
Posons X =€ -R , et soit X le demi-plan supérieur. S1 a : E/ = ( Z/n)2 est

+
une structure de niveau n , la classe du couple (z(B), a.f) : z(B) €X° ,

Qo8 € GL(2, Z/n) , dans

+
X~ x 6L(2, Z/n) / GL(2, Z)

ne dépend que de (E,q)
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5.3. Soient H et K comme en 3.6. . La construction 5.2 définit un isomor-

phisme

+
M (@) > X x (H\GL(2, Z/n)/GL(2, Z)
On a d'ailleurs des isomorphismes

+
X x (B\GL(2, Z/n))/SL(2, Z) =% X~ x (H\G6L(2, Z/n))/GL(2, Z)

+
> K \X~ x GL(2, /Af)/GL(Z,Q)

5.4. On sait que le morphisme de réduction : SL(2, Z) - SL(2, Z/n) est surjectif.
I1 en résulte que les composantes connexes de M:(G) s'identifient aux fibres de

1'application

(5.4.1) X x (8 \ 6L(2, Z/n))/sL(2, Z) et et H\ @/n)*

niémes de 1'unité dans € .

Soit uﬁ(m) 1'ensemble des racines primitives

Par extension des scalaires de Z a € , (3.20.4) définit une application.

(5.4.2) (@) ——s  gern\ Wh@)

2nzx) : Z/n 2> un(G) , (5.4.1) s'identifie a la restric-

Via la bijection x+ exp(
tion de cette application 2 M;(Q) . Les fibres géométriques de caractéristiques O
de (3.20.3) (3.20.4) sont donc irréductibles. Le corollaire suivant résulte dés lors

du théoreme de connexion de Zariski.

Corollaire 5.5. En toute caractéristique, les fibres géométriques de (3.20.4)
M, Spec( z[gn]det By sont connexes .

Corollaire 5.6. En caractéristique p premidre 3 n , les fibres géométriques de

(3.20.4) sont irréductibles.

Elles sont connexes et géométriquement unibranches (3.10 (iv)).
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6. Structures de niveau H : étude A 1'infini.

Ce § ne servira pas dans la suite de cet article. Nous recommandons au

lecteur de 1l'omettre en premidre lecture.

Soit H wun sous-groupe de GL(2, Z/n) . Nous nous proposons de donner une
interprétation modulaire de mHEI/n] qui généralise 3.5, 4.13, 4.14, 4,15 et 4.20 .
Nous définirons tout d'abord par voie modulaire un champ ﬂ% [1/n] , propre et lisse
sur Z[1/n] , et dont m;[1/n] solt un sous-champ ouvert dense. Nous définiroms
comme en 3.5 un morphisme fini ¢ : méfl/n] - mlfl/n] . Nous prouverons ensuite
1'analogue de (3.5.1) . La démonstration de 3.5 donne alors ﬁg[l/n] = mH[l/n] ;

c'est 1'interprétation modulaire cherchée.

6.1. Soient A un groupe isomorphe a ( Z/n)2 , A' © A un sous-groupe isomorphe
a2 Z/n et B un sous-groupe contenant A' , Le systeme (A,A',B) est donc isomor-
phe 2 un systéme (( Z/n)2 ,Z/n x {0} ,Z/n xmZ/nZ) , pour m|n convenable.

2
Soit de plus | un groupe isomorphe a Z/n et Bo : AA 2>, . Nous noterons Bl
2
la restriction de BO a AB

L'exemple essentiel d'une telle situation est le suivant. Soient C une

courbe elliptique généralisée sur un tralt complet S , de points mn et s , 7N

le spectre d'une cldture algébrique de k(n) et § le spectre de la clOture algé-

brique correspondante de k(s) . S1 n est inversible sur S , que Cﬂ est lisse

et que Cg est un polygone de Néron & mIn cOtés, on prend

- =y o = v o O _ -
b=, =W @), a=c (), 4" =c(s), B=(C;") (&) et g =e_

2
La restriction 51 de Bo 2 A B ne dépend que de la fibre spéciale Cs (cf. 3.21).

6.2. Avec les notations de 6.1, soient I 1'ensemble des isomorphismes
2 - —_
a: A= (Z/n)" et T 1'ensemble des couples (g,B) formés de a : B = ( Z/n)2

et de B8 : u—>Z/n tels que le diagramme suivant soit commutatif

2
2
ebo oA (zm?

8 l

_L_.é Z/n .

==}

2
A

(6.2.1)

T e
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2
On définit ¢ : I > T par o- (cclB, Aaosgl) . Le groupe GL{2, Z/n) agit sur I

et T 2 gauche par g.a = goG et g. (a,B) = (ga, der(g).B) . Soit U le sous-groupe

de Aut(A) quf agit trivialement sur A' et A/A' . Il agit & droite sur I et T
par a.u = aou et (g,B)u = (-(u|B),B) . Ces actions sont compatibles 2 ¢
Lemme 6.2.2. L'application ¢ est surjective.

La vérification est laissée au lecteur.

Les sous-groupes U' de U et les sous-groupes B' de A contenant A'

se correspondent bijectivement par

]
U' & sous-groupe AU des invariants de U'

B' b sous-groupe de U(B') agissant trivialement sur B'

On a I = I/U(B)

Soit 2 € H\T , image de a € I . L'ensemble des o' ¢ T d'image 3 est
HQU(B) . Nous dirons que B est adéquat si U(B) est le sous-groupe de U qui

stabilise l'image a de ¢ dans H\1

1 ——o————> T = I/U(B)

l

H\I ——————————> 13\ 1/U(B)

Ceci signifie que

(6.2 3) a est le seul élément de H\T d'image a
(6.2.4) tout u € U tel que du = T est dans U(B)
Notons H J B l'ensemble des a € H\T pour lesquels B est adéquat. Il

résulte de la discussion précédente que

Lemme 6.2.5 On a H\I 2> ab J

ud g (somme sur B' )
A'CcB'C A

6.3. Soient donnés seulement un groupe B . un sous-groupe 4' , avec {A',B)
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isomorphe 2 (Z/n x {0}, Z/nZ X mZ/nZ) pour m|n convenable, | isomorphe 2
2 - -

Z/n et Sl : A B“=>yu . Notons encore 1 1l'ensemble des couples (T,B) formés

de @ : B (Z/nz)2 et de B : p—>Z/n tels que le diagramme 6.2.1 soit

commutatif

Le groupe GL(2, Z/n) agit 2 gauche sur 1 par g.(a,B) = (goa,det(g).p)
et le groupe U des automorphismes de B induisant 1'identité sur A' et B/A'
\ -
agit a droite par (a,B)u = (aeu,B) . Nous noterons A l'ensemble des a € H\1I

tels que

a) si €T est d'image a , et que gi =% ,ona g €H ;

b) tout u €T tel que du = & est l'identité.

Cette notation coincide avec celle de 3.11 lorsque cette derni2re a un sens.

6.4. Solent S un schéma sur lequel n est inversible, et C une courbe ellipti-
que généralisée sur S . On suppose que les fibres géométriques de C sont lisses
ou des polygones de Néron 2 m cOtés, avec m|n . On se propose de définir un fais-

ceau étale F sur S , de formation compatible 2 tout changement de base, intuive-

ment décrit par les deux propriétés suivantes.

a) Si C est lisse sur S , F(S) est 1l'ensemble de structures de niveau H de C

sur S

b) Supposons S spectre d'un corps algébriquement clos, et que C soit un polygone

de Néron 2 m cOtés (mln) . Appliquons 6.3 pour B = C;eg , Al = C: » M= Mooet
Bl =e (cf. 6.1). On veut avolr F(S)= " J B
6.5. Soit Fl(S) 1'ensemble des systémes (B,a,B) consistant en

a) un sous-schéma en groupes fini étale B C ¢, ;
b) E:B‘->(Z/r1)2 et B:p.n:>2/n

tels que

¢) localement sur S , B contient un sous-groupe isomorphe 3 Z/n ;
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d) 1le diagramme

est commutatif;

e) pour tout point géométrique 5 de S , si Co est singulier, (&,B) mod H
est du type décrit en 6.4 . Dans tous les cas, on demande que si g € GL(2, Z/n) est

tel que (gag,det(g).ag) = (EE’BE) ,ona g€H

si C/S est lisse, un systeme (B,d,B) définit une et une seule H-struc-
ture sur C : celle localement représentée par des a : C_ = (ZZ/n)2 qui prolon-
gent O et de déterminant B (l'existence locale de o résulte de 6.2.1, l'unicité

mod H de la condition e )).

On dira que a et b dans FI(S) sont équivalents si :

1) Soit U 1l'ouvert de S au-dessus duquel C est lisse; a et b doivent défi-

nir la méme structure de niveau H sur CU/U

2) Soit § un point géométrique de S tel que C; soit singulier. a_ et bE
doivent 8tre conjugués sous H . Cette condition implique que a et b sont conju-
gués sous H dans un voisinage étale V de § , donc que 1) est vérifié dans

U Xg v

Le faisceau F des structures de niveau H sur C/S est le faisceau en-

gendré par le préfaisceau Fo quotient de Fl par la relation d'équivalence précé-

dente.

On a fait ce qu'il fallait pour que F soit de formation compatible a tout
changement de base, admette les valeurs 6.4 et soit représenté par un S-schéma S'

étale sur S

Définition 6.6. (1) Une structure de niveau H sur une courbe elliptique généra-

lisée C/S comme en 6.4 est un &lément de F(S) ,
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(i1) Le champ algébrique Wﬁ[l/n] sur Z[1/n] est le champ algébrique qui classi-

fie les courbes elliptiques généralisées C/S , ( n inversible sur S ) a

fibres géométriques de C/S lisse ou des polygones de Néron 2 m]n cdtés, munies d'une

structure de niveau H

Par oubli de la structure de niveau H , on définit un morphisme étale

ml:l[l/n] > My ml_'l[lln] est donc lisse sur Z[/n] , et m;{wfl/n] étale sur Z[1/n]

Par contraction (1.3 pour n = 1) et oubli de la structure de niveau, on

définit ¢ : n\;{[l/n] - "‘1

Théoréme 6.7 : (1) mé[l/n] est propre et lisse sur Z[1/n] ; 1'image mﬁ“T1/n] du

sous-schéma de non lissité de la courbe universelle est fini étale sur Z[1/n]

(ii) Le morphisme c¢ est fini et représentable. Le champ mﬁ[l/n] coincide done

(cf. 3.5) avec mel/n]

Il reste 3 prouver que mﬁ[l/n] est propre sur Z[1/n] , et que c est
représentable, i.e. que, pour tout objet C du champ Hﬁ[l/n] sur k algébriquement

clos,

(6.7) Aut(C) - Aut(c(C))

est injectif (cf 3.5).

Le propreté résultera du critére valuatif de propreté et de 6.2.5 . Soient
S un trait complet 2 corps résiduel algébriquement clos, Cn une courbe elliptique
sur le point générique 7 de S , et a wune structure de niveau H sur Cn . On
peut supposer que le modéle minimal C' de Cn est lisse ou un polygone de Néron 2
k cOtés, avec nlk . 81 C' est lisse, la structure de niveau H de Cﬂ se prolonge

de fagon unique 2 C' , et on pose C = C' . Sinon, soit C" la courbe déduite de

C' par contraction, comme en 1.3 (C; a n cdtés), Avec les notations de 6.1, soit

U(B') 1le plus grand sous-groupe de U qui fixe a , B' correspond a un sous-schéma
en groupes fini et étale de C; , d'lordre n'm , et on note C la courbe déduite de
C" par 1.3 (avec n de loc. cit. = m} . a2 se prolonge de fagon unique en une

structure de niveau H sur C ., A l'aide de 6.2.5. et comme en 1.6 , on voit que
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(C , prolongement de a ) est l'unique prolongement de (C_, a) sur §
P n

Prouvons (6.7) injectif. Pour C 1lisse, c'est clair. Sinon, le noyau de
(6.7.1) est l'ensemble A des automorphismes de C , agissant trivialement sur
pic®(C) , et respectant la structure de niveau. La condition e) dans la définition

6.5. des structures de niveau assure que A = {1}
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V. Réduction modulo p

Dans ce chapitre, nous étudions la réduction modulo p des champs mk s
pour K = I;(p), I;o(p) et T(pk) . La comparaison des résultats obtenus pour
() et I;O(p) nous permet de montrer que, conformément 2 une conjecture de
Shimura, certains schémas abéliens étudiés par Shimura et Casselman [5] ont bonne

réduction sur l'anneau des entiers d'extensions cyclotomiques convenables de @

. de d.
1. Etude de n&;(p)

Nous nous proposons dans ce § de domner une interprétation modulaire du
champ lorsque est premier. elques résultats préliminaires reservirons
(p) P P P
o

aux paragraphes suivants,

1.1. Soit Gn le champ classifiant les courbes elliptiques généralisées 2 fibres
géométriques irréductibles C/S , munies d'un sous-schéma en groupes A localement
isomorphe & My (pour la topologie é&tale), i.e. fini plat localement libre de rang

n de dual de Cartier étale.

Proposition 1.2. Le morphisme "oubli de A" : G - ml est étale ; en particulier,
n

Gn est un champ algébrique lisse sur Z

Soit C/S classifié par ml . I1 faut vérifier que le foncteur
F : (Sch/S) » (Ens) , qui & T/S associe 1'ensemble des sous-groupes A de (CT)n
localement isomorphes 2 M, 5 est représentable par un schéma M étale sur S

La représentabilité résulte de la théorie du schéma de Hilbert; M est &tale car

formellement &tale (SGA 3 IX 3.6).

1.3.  Soit B 1le champ classifiant les courbes elliptiques généralisées C/S , 2
fibres géométriques lisses ou des n-gones, munies d'un sous-schéma en groupes B
localement isomorphe & Z/n (pour la topologie é&tale), qui rencontre chaque compo-

sante irréductible de chaque fibre géométrique.

Soit (C.B) comme plus haut. Le schéma en groupes B agit librement sur ¢
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et C/B est 2 fibres géométriques irréductibles. Dans la suite exacte
0> B~ Cn A0

les termes extr@mes sont en dualité de Cartier. Le couple (C/B, Cn/B) est donc clas~

sifié par Gn et ceci définit

(13.1D) w:B -G

Proposition 1.4. Le morphisme 1.3.1 est un isomorphisme. En particulier, Bn est un

champ algébrique lisse sur Z

Preuve : Notons encore w le morphisme de Gz dans ﬁg

w: (C,A) v (C/A, Cn/A)

Une construction identique 2 celle de IV.4.4, montre que ce morphisme est un inverse

de la restriction w : B -~ W de w 2 &
n n n

Soit (C,A) sur S , classifié par 6, .11 faut prouver qu'il existe

l

>

(
(

B le morphisme composé C - 8721-£;> C . La courbe 2 section marquée (C,e) sera

(]

) sur S , classifié par 8, un isomorphisme B : w(@,8) => (C,A) , et que

3

o1

,A,8) est unique 2 isomorphisme unique pras. Par abus de notation, on note encore

nécessairement un revBtement étale de degré n de (C,e) , muni de sa structure de

courbe elliptique généralisée.

Rappelons le lemme suivant, qui résulte de SGA 4 XII.5.9 bis.

Lemme 1.5. Soit f : X > S un morphisme propre 3 fibres géométriques connexes et
e une section de f . S1 p : (Y,e) » (X,e) est un revétement fini étale 2 section

marquée de (X,e) et que Y/S est 2 fibres géométriques connexes le triple (Y,p,e)

n'a pas d'automorphisme non trivial. Le foncteur F sur (Sch/S) des classes d'iso-

morphie des triples (Y,p,e) comme plus haut est représentable par un falsceau étale.

Appliquons ce lemme 2 C/S . Soit & le champ des (C,A,8) du type voulu.

le lemme montre cue les objets de F n'ont pas d'automorpnisme ron trivial, et que le
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o

foncteur [&)] des classes d'isomorphie d'objets de & est le sous-foncteur de F
formé des (CT,p;e) tels que p—l(e) soit localement isomorphe & Z/n et que A
soit 1'image de E; . Ces conditions sont ouvertes (car A est de type multiplica-

tif), donc [&)] est représenté par T &tale sur §

La ot C est lisse, on sait que T <> S . Par ailleurs, un l-gone sur k
algébriquement clos admet un unique revétement étale par un n-gone. Toutes les fibres

géométriques de T/S sont donc réduites & un point, et T %> S . Ceci prouve 1.4.

Soit p un nombre premier.

Théoreme 1.6. mr (» est le champ algébrique classifiant les courbes elliptiques
o

généralisées C/S , munies d'un sous-schéma en groupes A localement libre de rang

P , qui rencontre chaque composante irréductible de chaque fibre géométrique de C/S .
Preuve : Rappelons [22] qu'un schéma en groupes(commutatifs) localement libre de rang
p est tué par p . Pour A comme plus haut, on a donc A C Cp

Notons provisoirement 'mT () le champ qui & chaque schéma S associe la
o
catégorie ayant pour objets les (C,A) comme en 1.6 et pour morphismes les isomor-
phismes. En IV.4.3, nous avons construit un isomorphisme entre ng\(p)fl/p] et
o
‘Wi (b)fllp] . L'isomorphisme 1.6 prolongera cet isomorphisme; ralsonnant comme en
L
o
1V.3.5, on trouve que 1,6 résulte de la conjonction des assertions suivantes
A, ' ® est un champ algébrique.
‘o
1
B. mro(p) est propre sur Spec{ Z)
C. Le morphisme ¢ : 'Mu 4y~ m : (C,A) b c(C) défini par IV.1l4. est fini et
o'P 1
représentable.
1
D. mrb(p) est normal.

5 Ty []
E. n%;(p)[l/p] est dense dans n&b(p>
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(1) Points 3 1'infini de '
n&b(p)

Soit C 1le polygone de Néron A un cOté sur Spec(Z) . On a cTe8 ~ Gm s

=4 ]
Cp “p et (C,CP) est une section e, de "&L(P) sur Z

Soit C 1le p-gone sur Spec(Z) . On a c¥e8 = G, XZ/lp , Cp = up XZ/p

1]
et (C,e xZ/p) est une section e, de mro(p) sur Z

Soit k wun corps algébriquement clos. On vérifie que les seuls objets

1
(C,A) de n&;(p)(k) , avec C singulier, sont el(k) et ez(k)

(2) Preuve de A (représentabilité de ' ) .
¢S]

Soient U, et WU, les deux ouverts suivants de 'mr ¢ U, classifie
1 o(p) 1

2
les courbes (C,A) comme en 1.6, les fibres géométriques de C étant irréductibles,

et u2 classifie les courbes (C,A) , les flbres géométriques de C étant lisses ou

des p-gones.

Lemme 1.7. Le morphisme "oubli" : ¢ : ul - ml est représentable.

Preuve. I1 faut voir que pour C/S une courbe elliptique généralisée a fibres géo-
métriques irréductibles sur S , le foncteur suivant F : (Sch/S) » (€ns) est repré-
sentable. A T/S , F assocle l'ensemble des sous-schémas en groupes finis locale-
ment libres de rang p de C;eg . La représentabilité de F résulte de la théorie

des schémas de Hilbert.

D'apr2s 1.7 et IV.2., U, est un champ algébrique. Nous vemwons ci-dessous

1

que ul et u2 sont isomorphes. Le champ u2 est donc algébrique, ainsi que

) ]
n&;(p) , réunion de U, et u2 d'apras (1)

1

1.8. Soit (C,A) classifié par U, - D'aprés II.1.20, Cp est localement libre
2
de rang p . On vérifie fibre par fibre que A agit librement sur C , et ceci

permet de définir

(1.8.1) Wi Uy~ up s (C,8) P (C/AD, /AL
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Lemme 1.8.2. Le morphisme (1.8.1) est un isomorphisme .

Avec les notations 1.1 et 1.3, on a
U, = G
o////7 1 o(p) K\\\EA

Uy = B U (p)

T -
") TN

\

La construction IV.4.4. montre encore que w induit une involution de 'm; ()

En 1.4, on a vu que w 1induit un isomorphisme Gp - ﬁp , et 1.8.2 en résulte.

Ceci ach2ve la démonstration de (A) . La démonstration nous a fourni la

construction suivante.

Construction 1.9. Par recollement de w : u2 - ul et de w.1 : “1 - u2 , on obtient

une involution w : ' > ! , qui prolonge 1'involution (IV.4.4)
une involution LSS I €Y

La réunion de G et B est 1l'ouvert de 'mr correspondant aux
P P (»)
courbes non supersinguli2res de caractéristique p . Les propositions 1.2 et 1.4

fournissent donc :

Proposition 1.10. 'n&‘(p) est lisse sur Spec(Z) en dehors des points supersin-
o

guliers de caractéristique p .

(3) Ppreuve de (B) (propreté de 'n&b(p))

) [} o ]
D'aprés (1.10), U&b(p) est dense dans me(P) . Le critére valuatif de

propreté nous raméne alors 3 démontrer le lemme suivant.

Lemme 1.11. Soit (S,m,s) un trait complet 2 corps résiduel algébriquement clos.

Seit (C,A) un objet de 'm; (p)(n) . Il existe une extension finie k(n') de k(n)
o -

telle que, notant S' 1le normalisé de S dans k(n') , l'image (C',A") de (C,A)

dans mr (& )(n ) provienne par changement de base d'un objet (C,X) de mr o )(S ),

unique 2 isomorphisme unique pres.
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Preuve : Quitte 2 faire une extension préalable de k(n) , on peut supposer que C

a réduction semi-stable et que la fibre spéciale de son modile minimal ¢ soit lisse
ou un m-gone, avec p|m (IV.1.6). Le groupe E; est alors fini sur S (II.1.20)

et 1'adhérence schématique de A est un sous-schéma en groupes fini localement libre
de rang p de 5 . On obtient (E,X) en contractant les composantes de 8; qui ne

rencontrent pas A (IV.1.3).

L'unicité se démontre comme (IV.1.6 (iv)) : Si (51,A1

générale C , on obtient le mod2le minimal T de C en é&clatant successivement les

) a pour fibre

singularités, comme en (IV.1.6 (iv)). L'image réciproque de Ki est 1'adhérence
schématique X de A et il est clair que C est obtenu en contractant les compo-

santes irréductibles de E; dont 1'intersection avec A est vide, d'od 1l'unicité.
(4) Preuve de C (c finl représentable) .

Pour vérifier que les fibres géométriques de c¢ sont finies, nous distin-

guerons trois cas,

a) Fibres a 1'infini : sur k algébriquement clos, il n'y a qu'un nombre fini (deux)
de classes d'isomorphie de couples (C,A) classifiés par 'm; (p) * 2vee C singu-
lier. °

b) TFibres A distance finie : Soient C une courbe elliptique sur k et T 1la fi-
bre de ¢ en le point géométrique Spec(k) - nq défini par C . T représente le
foncteur des sous-schémas en groupes de rang p de CP . Distinguons les cas

cC_=Z/p x et car(k) = ,C ~a
o P XK, a P p %2

bl) On a une suite exacte O - Hy - Cp »Z/p->0 (1)

Pour tout schéma S , et AC CS localement libre de rang p , on a alors
S =S'WWS" , avec A>7Z/p sur §" et AC by donc A = W, sur S' . Ona
done T=T'UT" ; T' est réduit, et rédult au point défini par My < Cp o™
représente le foncteur des trivialisaticns Z/p - Cp de la suite exacte (1) . C'est

un torseur sous My Le schéma T a donc p+l (resp.2) points géométriques si

car(k) # p (resp. = p)
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b2) ¢ ~a,
P p

est égal au noyau de Frobenius Gb , et T n'a qu'un point géométrique,

. Tout sous-groupe de Q 2 est infinitésimal. Si d'ordre p , 11
p

Puisque 'mr () est propre, c¢ , propre 3 fibres finies, est fini. Pour
o
prouver c¢ représentable, on procdde comme en IV.3.5 : on vérifie sur que pour (C,A)

singulier, Aut(C,A) ={T 1], de sorte que

Aut(g,A) < Aut(c(C))
(5) Le point clef de 1a démonstration est le lemme suivant.
Lemme 1.12. Le morphisme c : m; ( - WP est fini et plat.
— o p) -

Preuve : Nous prouverons 1.12 2 1'alde du critére suivant, applicable car m; est

réduit.

Lemme 1.13. Soit f : X- S un morphisme fini de schémas noethériens,avec S ré-

duit, Si le rang des fibres géométriques de f est constant, alors f est plat.

On peut supposer que S est le spectre d'un anneau local A , et que X

est le spectre d'une A-algdbre finie B . Solent m 1'idéal maximal de A et
El...Eh une base du A/m-espace vectoriel B/mB . Relevons les ‘E} en des éléments
e, €B . D'apr2s le lemme de Nakayama, les ey engendrent le A-module B . Si

T Xiei =0 , avec xi € A , 11 résulte de 1l'hypothése que les ki sont nuls modulo
tout idéal premier, donc nuls puisque A est réduit; le A-module B est donc libre

de base les ey

Vérifions que le morphisme 1.12 vérifie 1'hypothzse de 1.13.

Soilt donc C une courbe elliptique sur un corps algébriquement clos k
La fibre T de c¢ en le point géométrique Spec(k) - n  défini par C représente
le foncteur des sous-schémas en groupes de rang p de Cp . Prowons qu'il est de

rang p+l

Si CP = My XZ[p , on a vu en (4) que T est isomorphe 2 Spec(k)LLpp ,
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donc de rang p+l

I1 reste & traiter le cas ot k est de caractéristique p et que

C =ua Dans ce cas, T représente le foncteur des sous-schémas localement libre

P p2
de rang p A dce & , contenus dans «
a p2
Un sous-schémsz localement libre de rang p A de Ga , sur une base quel-
conque, est défini par une équation
P‘l i

() P+ ¥ a, x =0
0 L

Pour que A soit stable par 1'homothétie X+ nX (n € @/p)* , 11 faut et il

suffit que (#) soit identique & 1'équation

En particulier, si A est un sous-schéma en groupes de Ga , son équation se réduit

a

Pour que A soit sous-schéma de O« 9 il faut et il suffit que le premier membre
P
de cette équation divise x? Puisque

2 P 2 i(oo1)-
® =@ - a0 . (1 afx® "He-Depy ety
1=0

tel est le cas sl et seulement si ap+1 =0 ., On a

T > spec(kfal/(aPT1y)
et ceci achdve la démonstration de 1.12.

Puisque ¢ est fini et plat et me régulier, 'm; ( est de Cohen-
o
Macaulay (EGA 1V.15 4.2) , purement de dimension relative un sur Spec(Z) . A
1'infini, n&b(p) est méme lisse (1.10); 'N&b(p) tout entier est donc de Cohen-
Macaulay et, d'aprés 1 10 encore, lisse sur Spec(Z) en dehors d'un ensemble fini

‘de codimension 2). Das lors, (D) résulte du critére de normalité de Serre (EGA IV.
5.8.6).
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1.14. Variantes : Soit n un entier premier & p , HC GL(2, Z/n) et K 1'image

réciproque de H dans GL(2, Z) . Le théor2me 1.6 se généralise aux mmr (p)[lln]:
o

(1.14.1) mr(n) n ro(p)[lln] classifie les courbes elliptiques généralisées C/S,
de fibres géométriques lisses, des n-gones ou des np-gones, munies d'un isomorphisme
a:C — (Z/n)2 et d'un sous-groupe localement libre de rang p H de C tel que

Cn'H rencontre chaque composante géométrique de chaque fibre géométrique.

(.14.2) Pour n sans facteur carré, mr (n) classifie les courbes elliptiques
‘o
généralisées C/S munies d'un sous-groupe localement libre de rang n H de C ,

qui rencontre chaque composante géométrique de chaque fibre géométrique.

1.15. Soit S un schéma de caractéristique p et E une courbe elliptique sur

S.A E , on associe les deux objets suilvants de m(; (p)(S)
o

)

<PI(E) : (E, Rexr(F : E=»> E'*"))

(p) ()

§2(E) = w@l(E) : (E'F/, Ker(V:E - E))

Dans ces formules, F désigne le morphisme de Frobenius et V son trans-

posé, la Verschiebung : FV = VF = p . Ces constructions définissent un diagramme

0 o
@F ®F
m1 P ml P
N Y
o
QT
r ) 8%
/ CV\
o o
@TF @rF
m1 p ml P
Les composés c¢§. : Et> (E, Ker FYP E et cww§, sont 1l'identité. Les

1 1
(p)

somposés cwd, : E - (EF, Rer V) » E(p) sont 1'endomorphisme de Frobenius de

o
ml ®IFP
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Théoreéme 1.16 (i) Les applications §1 et Qz = w@l sont des plongements fermés.

Leurs images sont les deux composantes irréductibles de m; (p) ®imb
o

(11) Ces composantes irréductibles se coupent transversalement en les points super-

singuliers. Le champ mr (p) Q'Fp , qui est réduit, n'a donc pour seules singularités
o

que des points doubles ordinaires

(11D W%b(p) est régulier.

Indiquons par un exposant h le champ obtenu en Otant les poilnts supersin-

guliers de caractéristique op On vérifie que 3. et w§1 définissent un isomor-

1
phisme
. . poh oh ~, noh
QILLWQI : ml ®]Fp4.L ml ®1Fp > mro(p) ®]Fp

L'isomorphisme réciproque est défini par ¢ et cw , restreintsaux images de Ql et

w§1

Que §1 (resp. wél) soit un plongement fermé résulte de 1l'existence d'une
rétraction (car ce sont des morphismes représentables). On salt (IV.5.6) que my ®'Fp

est géométriquement irréductible, et ceci prouve (1).

mr () est rédult car de Cohen-Macaulay et génériquement réduit (I.7.3.).
Les points sﬁpersinguliers sont dans 1l'image tant de Ql que de éz car, pour E une
courbe elliptique supersinguligre sur k algébriquement clos, le seul sous-groupe de
rang p est Ker(F) = Ker(V : E - E(I/P)) . Les deux composantes irréductibles de
m; ) mod p se coupent donc en ces points. L'intersection est transversale, car les
veZteurs tangents aux deux branches sont linéairement indépendants : l'un est annulé

par dc et non par d(wc) , l'autre par d(wc) et non par dc . Ceci prouve (ii).

Nous prouverons (iii) en 1.19,

Variante 1.17. Soit n 23 , et considérons m;(n)n r G Ce champ, ainsi que
‘o
mi(n) , est un schéma : les objets classifiés n'ont pas d'automorphismes (cf. IV.2.7).

D'aprés 1.14, ces schémas représentent les foncteurs de classes d'isomorphie d'objets

du type suivant
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o . . . o~ 2

My * (E,a): o, B "> (zZ/hz)”

m1"(:1) n I‘o(p) : (E,an,H) ta ¢ E =5 (z/nz)? ; HC E de rang p ,
ou plus symétriquement (cf. IV.4.5) ; on pose F = E/H)

(E LN F, o) : h p-isogénie et o : E = F_ > (z/nz)?

Aprés réduction mod p , on dispose d'un diagramme analogue & (1.15.1). En

voici les flaches (exprimées comme morphismes de foncteurs)
o o
: - . @
él : mr(n) 03’117p mr(n) n TO(P) ®]Fp : (E,an) — (n,an, Ker F)

o ~ o
VT n ) T M nT ) e > (B0 /)

[s] o
¢ Ty a6 7 Pt 2 (B0 LH) > (E,q)

On prendra garde que 1'isomorphisme WZ(E,H) = (E,H) défini en IV.4.4 induit
)

un isomorphisme WZ(E,an,H) = (E,pan,H) - Le composé cwd, : (E,o.n)l—) (E(p ,c,n) est

le Frobenius.

wWer W T
n P n P
Ql w§1 (E,an)
Mrn) f T () oF i
(E,pan)
[ cw
i
(»]
P erF w e
P n P

(diagonales composées : Frobenius)
Sur k algébriquement clos de caractéristique p , la condition
5 o((n Ny =
91((u,an/) w@l(F,Bn)

signifie que F est supersingu.ier, ¢ce E = F et que le diagramme
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E =P e= ¢
n n n
a’n en
@/hz)? === @z’

est commutatif, i.e. que (E’ah) = (F,Bn)(p) . Les points (1) et (i1) de 1.16 ad-

mettent donc la variante suivante.

Variante 1.18. Le schéma m‘;(n) N T (p) ®Z ﬁp peut s'obtenir en recollant deux co-
o

pies de m;(n) ® F; selon les points supersinguliers : on identifie le point super-
(p)

singulier x de la  °me copie au point x de 1a premidre copie.

1.19. Prouvons que H&b(p) est régulier. En dehors des points supersinguliers,
cela résulte de 1.10. Puisqu'en un point supersingulier n&‘(p) - Spec( Z) présente
une singularité quadratique ordinaire, (I1.5.2) montre qu'iloexiste k €N tel que
le complété de 1'anneau strictement local de mr (p) & um tel point soit isomerphe
2 w( ﬁp)[[X,Y]]/(X.Y - pk) ( W = vecteurs de ;itt). Si k=1 , cet anneau local
complet est régulier. Sinon, son spectre admet la sectionr X = Y = O au-dessus de
W( Fp)/(pk) (k >1) , et il existe sur W(iﬁp)/(pk) une courbe elliptique E ,
munie d'un sous-groupe localement libre de rang p H , avec E supersingulilre

en réduction modulo p (donc H ®iﬁ£ > (1,p ) . Ceci est absurde, car d'apras [22]

cp n'admet aucun relzvement sur W( f;)/(pk) (k> 1)

1.20. Variantes. Pour H C GL(2, Z/n) d'image réciproque K dans GL(2, z) , et
(n,p) =1 , mK n l_.o(p)[l/n,j est régulier. Par exemple, si n 23 , le schéma

b .
mr(n) A r.o(p)[]./nJ est régulier; pour n sans facteur carré, n5b(n) est régulier.

2. Etude de M.
¢°°(p)

2.1.  En IV.4, nous avons donné une interprétation modulaire de M, (p)[l/p] :
‘o0

notant (C,A) la courbe elliptique généralisée universelle sur T (p) » €C son image
~olp

réciproque sur M. ¢ ,1/p. , ona
Lo(p) P
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My [1/p] =1s0m 1, (zZ/p,8)
w&bo(p) mmTB(P)[QP’P]

Par définition, . est le normalisé de [¢ ] dans ce champ
M o) )

Isom (Z/p,A) . On en déduit facilement la description ci-dessous du
(P)[gP’I/p]

] h
champ ml_(,’o(p) déduit de mrc,,o(p) en dtant les points supersinguliers de caractéris-

tique p .

2.2. Soit G; c mT () 1'ouvert classifiant les (C,A) avec A localement isomor-
o
phe 2 . (pour la topologie étale), et B' C mT 1'ouvert classifiant les (C,A)
P P o)
avec A localement isomorphe a2 Z/p . Posons

U -Is,oma‘;(up, A)

| =Isomﬁ,( Z/p, A) ;
P
u et VU sont finls étales sur G; et B; respectivement. Au-dessus de Z[Qp, %] ,
Z/p et up sont canoniquement isomorphes, d'od un isomorphisme

u[Cp, l/P] = U[Cp’ 1/?]

Proposition 2.3. "\111. () s'obtient en recollant u[gp] et U[Cp] selon 1'ouvert
00

h
commun U[{ ,1/p] . En particulier, mr, est lisse sur Z[{ ]
= " —pa = Ty SRR AL,

Pour étudier mr, ) au voisinage des points supersinguliers, nous ferons
oo

usage des résultats de [22] rappelés ci-dessous.

2.4. Le foncteur F qui 2 un schéma S assocle 1'ensemble des isomorphismes
*
X ]Fp 4 .y Vérifiant (2.4.1) ci-dessous est représentable par un schéma Spec(Ap).

(2.4.1) En tout point s de caractéristique p de S , 1'isomorphisme induit par

*

¥
X:F 2> _(k(s)) ~F" est 1'identité.
1
p p- P

Spec(Ap) est isomorphe 2 l'ouvert de Spec( z[gpd]) obtenu en enlevant

les places divisant p-1 et toutes les tlaces au-dessus de p sauf une. Spec(]\P)
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est étale sur Spec(Z) et le = Ap ®1Fp

Soient S muni de ¥ vérifiant (2.4.1) (S est un Ap—schéma) et A un
schéma en groupes localement libre de rang p sur S . Soit L le sous-module de

1'algebre affine G(A) de A (un faisceau de @s—algébres) formé des f tels que

£(1x) = x(1) £(x) (1 env:)

D'apres [22], L est un module inversible sur S , et il existe une unique

L®( 1-p)

section a de tel que pour f comme plus haut

£ = < a,fp‘1>.f dans L < G(A)

Soit A% le dual de Cartier de A et L* défini par A* . La dualité e

@ 1-p 1

entre G(A) et G(A%*) met L et L* en dualité. Soit b € (L¥) analogue

pour A% de a ci-dessus. Alors,

a.b = w(y)
pour un certain nombre w(y) € AP , avec (w(x)) = (p) dans Ap
Le foncteur (pour les isomorphismes) (A : schéma en groupes localement libre

de rang p) —> ((L,a,b) :L inversible, a € L®(1_p), b € Le(p_l),a.b = w(yx)) est

une équivalence de catégories.

L'ensemble des sections de A sur S s'identifie 2 1'ensemble des sections

&

s de L* sur S telles que s ® = as . Pour que s définisse un isomorphisme

entre A et Z/p , il faut et 11 suffit que s soit une section inversible de I,

Exemples : On a

(2.4.2) Z/p v (Gs,l,w(x))
(2.4.3) K, - (@S,w(x),l)

(2.4.4) o v (6_,0,0)
-} S
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2.5. Soit donné sur S un isomorphisme ( :Z/p -~ Hy (s est un Ap[gp,l/p] -
schéma) . L'isomorphisme ( définit (* : G(up)~>(K Z/p) et , via (2.4.2) (2.4.3),
induit (* : 6y = L(up) —> L(Z/p) = Oy ¢ la multiplication par un nombre

wix, () € Ap[Cp] . Ona
p-1 _
w(¥, () = w(y)

Un isomorphisme s : Z/p > A dé&finit par dualité s¥ : A% pp ~Z/p
d'inverse t . Les sections s(1) et t(1) s'identifient a des sections x et y

de L* et I, avec

xy = w(x,{)

1 - £
2.6. Soit mf'éofp) ® Ap le Ap[gp] champ algébrique sur mro(p) ® Ap[gp]
- 3 ]
suivant : un objet (C,A,x,y) de mroo(p) ® Ap sur un Ap[gp] schéma S consiste en
a) un objet (C,A) de n&b(p) . Soit (L,a,b) déduit de A

b) des sections x de L* et y de L telles que xp_1= a,yp_1=b

xy = w(x,()

Les constructions 2.5 et IV.4.8 définissent un isomorphisme

(2.6.1) . @ A [1/p] > ", & A [1/p]
lT&‘oo(p) P m1‘!:":'(p) P
Théoréme 2.7. L'isomorphisme 2.6.1 se prolonge en un isomorphisme

LN BA TN, BN .
o) Bl roe 8l

Montroas tout d'abord que 1'isomorphisme (2.6.1) se prolomge en dehors des
points supersinguliers (on interpréte le membre de gauche par 2.3). Au-dessus de
1'ouvert ﬁ;’ de mr ) (A étale) , a est inversible; se donner x tel que
L1 = a revient 2 :e donner un isomorphisme de Z/p avec A , et (x,{) détermine
y uniquement. Dualement, au-dessus de C; (4% étale) , b est inversible. Se donner

y tel que yp—l = b revient 2 se donner un isomorphisme de b, avec A, et (y,()
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détermine x uniquement. L2 ol p est inversible, ces deux constructions sont com-
patibles, via l'isomorphisme ( :Z/p => My

Le champ ' ® A est fini représentable sur ® A . Il nous
P ) ®h P T, %
suffit donc de prouver que ‘M., ) e Ap est normal en les points supersinguliers.
L
oo

Le lemme suivant montre que 'l ® A est méme régulier en ces points.
q il (p) o g P
oo

Lemme 2.8. Soit ¥ un point géométrique supersingulier de caractéristique p de

Soit § 1 de 1' 1 ict d T d
H%;(p) o e complété de 1'hensélisé strict de H&L(p) en § , muni de son

unique structure de Ap—algébre. Soient (C,A) sur S défini par 5 - mT ) et
o

(L,a,b) défini par A

(1) g"W(fp)[[u,v]]/(uv-w(’x)) avec (L,a,b) = (6,u,v)

~ ~

(ii) Le normalisé ' ® S de S dans Isoma (Z/p,A) est
——= n&so(p) H&B(P) - LU ——-s[gpg/p] est

-

S-isomorphe 23

HOFDLIC ,m,y1)/ Gy, 0) = w(ﬁp)[{x,y]]/(x"‘l . SN,

On sait que § > W( Fp)[[u,v]j/(uv - p) (1.16), que ab = w(¥) = p.unité
(€£.2.5) et que a et b s'annulent aux points supersinguliers (2.4.4), (1)

et (ii) en résultent.

Remarque 2.9. Il résulte de 2.4, 2.4.4 et 2.8 (1) que § , muni de A , est un

schéma formel versel de modules pour les déformations de cr,p

Variante 2.1G. Voicl comment modifier 2.6 pour obtenir une description modulaire

de M., o c'est le champ algébrique sur z[gp] dont les sections sur un z[gp]—
1
00

j T d
schéma S classifient les objets (C,H) de n&b(p) sur S , munis de
a) un morphisme Z/p =2> H au-dessus de S[1/p] ;

b) au-dessus de S @ Ap , on H définit (L,a,b) , des sections x de L¥ et y

de 1 telles que x* -~ =a , yp'1 =b , xy = wiy,2)
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On exige que ces deux données soient compatibles, via le dictionnaire 2.4,
sur S ® Ap[l/p]
2.11. Avec les notations de 2.2 et de 1.1 et 1.3, u®1Fp et Lr®]Fp sont des

revétements étales de Gp@IFp et ﬁp@]Fp respectivement. Les morphismes §1 et

1
cette identification, le théorzme de structure local 2.8, montre que les rev@tements

wd, (cf. 1.15) identifient G ®F et B ®TF 2 des ouverts de ml ®F ; via
P P P P P

u @]Fp et VU ®IE‘p de mll‘ ®le se ramifient complétement en les points supersingu-
liers de ml ®]Fp . En particulier, u ®]Fp et U @IF‘p sont géométriquement irré-
ductibles et m.r(;o(p) ®1Fp a deux composantes irréductibles, images réciproques des
composantes irréductibles de m.[.o(p) ®]Fp . La démonstration de 2.7 fournit le ré-

sultat suivant,.

Théoreme 2.12 (i) Les deux composantes irréductibles de Moy ) ®]Fp sont lisses
0o

et se coupent transversalement en les points supersinguliers.

(11) n\r‘;o(p) est un schéma régulier ; mr(;o(p) - Spec( z[gp]) ne présente que des

singularités quadratiques.

(ii1) mr, (p) - mr () induit une bijection (une &quivalence de catégorie) sur les
[olo] o

points géométriques supersinguliers de caractéristique p

2.13. Soit n un entier 23 et premier 3 p . Comme en 1.17, on peut rendre
h

2.12 plus concret en passant au schéma ml_(n) n T,;O(P) . Soit Jn le revétement

étale Isom(up,(Cp)o) de m{l(n) @]Fp . Il se prolonge en un revétement I de

m"‘(n) ®]1=‘p , complétement ramifié en les points supersinguliers, et

n,p F

-F ' po F 1
m;(n) AT (p) ®Z[§ 3 ]Fp s'obtient en recollant deux copies de ¢ ® ]Fp selon
oo P ()

P
les points supersinguliersg, en identifiant =x de la 2® copie a x de la premiére

a 1 TF - T
(comme en 1.17). En particulier, le morphisme mr(nm Tc;o(p) GZ[CPJ ]Fp mr(n)nro(pf% Fp
induit une bijection sur les ensembles de composantes irréductibles, et
m[‘(n) a I};o(l’) ®TF—p - mr(n) @TF.p induit une bijection sur 1l'ensemble des points

supersinguliers.

o
Puisque [1/n] est fini étale sur M (p)[lln] , les
0o

o
mI‘(n) N,
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propriétés locales sont les mémes.

2.14. Soient H un sous-groupe de (Z/p)* , et d son indice. Nous noterons
TOO(H) et Fc;o(H) les sous-groupe de GL(2, Z) 1images récilproques des sous-groupes

suivants de GL{(2, Z/p) :

l“oo(H) : 1‘(’)0(}1) :

Pour H = {e} (resp. H=2Z/p¥*) , on a I‘OO(H) = T‘oo(p) et T‘;O(H) = I‘c',o(p)

(resp. I‘OO(H) = I‘(')O(H) = I‘o(p))

Nous noterons z[gp]H 1'anneau des invariants de H agissant sur z[gp]
i
# ' ”
par 1 €Hc (zZ/p)*+— (gp-—» 5p) . On vérifie comme en IV 4 que mroo(H)[l/p] et

T!\I,. (H)[l/p] admettent les descriptions suivantes. Si (C,A) est la courbe univer-
)

selle sur I'r\ro(p) )

(2.14.1) [1/p] =1s0 (zZ/p,A)/H (c£.IV 4.14)
M () EE2n (py(1/e]

(2.14.2) ooy [1/p] = (1/pl @zlc (c£.1V 4.15)
Pre () Pr () P

La formule (2.14.1) signifie que si S est un schéma sur lequel p est
X ' .
inversible, un objet de n\roo(H) sur S s'identifie 2 un objet (C,A) de mro(p)

sur S , muni d'une section globale du faisceau quotient Isoms( Z/p,A)/H

2.15. Soit A un groupe localement libre de rang p sur un schéma § sur Ap s
et soient (L,a,b) définis par A . Ainsi qu'on 1'a vu en 2.4, se donner un isomor-
phisme entre Z/p et A revient 2 se donner x inversible tel que x taa

Multiplier l'isomorphisme par 1 € (Z/p)* revient 2 multiplier x par x(i)

(p-D/d induit donc un isomorphisme de Isom( Z/p,A)/H avec le

L ®(p-1)/d

L'application =x®x

faisceau des sections inversibles u de telles que ud = a
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On vérifie que

(p-1/d H

(x. 0P

w(X, ¢ € Ap[gpl

2.16. Solt My (yy ® A le APEQPJH - champ algébrique sulvant : un objet de
“ 00

'mP'
" 00

H .
a @ Ap sur un Ap[gp] - schéma S est un objet (C,A) de My (p) SUr S,
® {1-p) o, @ flecl)
A définissant (L,a,b) , suivi de sections u de L et v de L s

telles que
pl
d
u =a , v =b , o uv = w(x, ()

Les constructions 2.14 et 1.15 définissent un isomorphisme

(2.16.1) 'mr‘;o(m ® Ap[l/p] = ml}',o(ﬂ) ® Ap[l/p.:‘

2.17. Comme en 2.10 , on'peut modifier cette définition pour obtenir un champ
H H

¥ r . z [] _

H\I.C;O(H) sur Z[bp] : un objet de mfc,m(ﬂ) sur un z[gp] schéma S est un

objet (C,A) de ml"o(H) sur S , muni de

a) u; , section globale de Isomstl/p]( Z/p,A)/H ;

b) au-dessus de S @ /\p , o A définit (L,a,b) , des sections u et v de
®(1-p) ®(p-1) p-l
L et L avee ud = a R Wb » uv = w(x, Q) d

On exige que ces données soient compatibles, via (2.16.1) , sur S @ Ap[l/p].

La démonstration de 2.7 et 2.12 fournit les résultats suivants.

Théoreme 2.18. (i) On a 'IT\[\(.)O(H) = mrcl)o(H)

(1i)  Le champ M, (H)%EC H f‘p a deux compossntes irréductibles. Elles sont
" oo P

lisses et se coupent transversalement en les points supersinguliers,

(111) m., () €SSt un schéma régulier; mr, W > Spec( Z[QPJH) ne présente que des
: oo

00
singularités quadratiques.

(v) Wy, a M (0) induit une bijection (&quivalence de catégories) sur les points
“oo ig\P
géométriques supersinguliers de caractéristique p
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2.19. Soit n un entier premier & p et 23 . Le théor2me 2.18 se généralise

aux schémas mr(n) N (H)[l/n]
00
(i) mr(n) N (H)[l/n] est régulier.
0o
H
(ii) mr(n) N (H)[lln] - Spec( Z[QP, 1—];-] ) est lisse en dehors des points super-
00
singuliers de caractéristique p , ol on a des points quadratiques ordinaires.
(iii) ml.(n) n I“(',O(H) ®z[gp]}{ le - mr(n) GZ]FP induit une bijection sur les points
supersinguliers.
F F ind jecti
(iv) mI‘(n) n Téo(“) ®Z[QPJH IFp - ml_(n) n To(p) ®ZIFP nduit une bijection sur
les ensembles de composantes irréductibles.
s'obtient en recollant deux copies de J /H selon
P n

@ Ty ®zrg 17
les points supersinguliers (cf. 2.13) .

3. Un théoreme de bonne réduction.

3.1. Soient p un nombre premier, HC (Z/p)¥ , I‘/c'.o(H) le groupe 2.14,
Z[Qp]H comme en 2.14 et n un entier premier & p . On suppose n 2 3 , de sorte
que M. ' ®q = . ® Q@ est un schéma. C'est un schéma sur

T(n) N T () "rmy 0T )

are,, ¢ 1"

Dans ce §, nous noterons J(n,H) la varlété abélienne sur Q[gn,gp]H com-~

posante neutre du schéma de Picard de MT‘(n) AT W) ®Q
. oo

o os O H
J{(n,H) = Pic (MT{n) f I\c',o(H) ®q/ Q[Cnsgp] )

Pour H= (Z/p)* , on a T;O(H) = To(p) et 1l'application

My - M induit un morphisme
Tl 7T (p)
. H
(G.1.1) I, (Z/p)*) @ alg ] ef¢,,¢, 1 —=> Ja, 1)

de noyau fini.
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Théoréme 3.2. La variété abéliemne I{(n,H) sur Q[Qn»gp]ﬂ conoyau de (3.1.1) a

bonne réduction en les places divisant p

Soient v un point de caractéristique p de zz[gn,gp]H , et k(v) une
cloture algébrique du corps résiduel. Soit v le nombre de points supersinguliers
de MT(n) QZEC] k(v) . On sait que MI‘(n) @z[C] k(v) est irréductible; il en ré-
sulte que le schéma connexe Mf‘(n) A TCH) ®z[gn’gp]}1 k(v) a2 composantes irréducti-

bles, se coupant transversalement en Vv points (cf. 1.18) et la variété abélienne sur

kW)

o — e
Pre gy n v ®zlg ¢ M W) /&)

est extension d'un schéma ebélien par un tore de dimension v - 1 (ef. I. 3.7). En

particulier :

Proposition 3.3. La variété abélienne J(n,H) sur Q[Cn,Cp]H a réduction semi-

stable en les places divisant »p

Si 0> A->B->C~> 0 est une sulte exacte 2 isogénies prés de variétés
abéliennes sur le corps des fractions d'un anneau de valuation discrate, et que

oy > O aadd désignent le rang abélien, multiplicatif et unipotent de la fibre

spéciale du modele de Néron, on sait que

aab(A) - aab(B) + aab(c) =0

et de méme pour % et @ . De plus, si ¢ =0
a

add dd » Oy

par extension des scalalres (cas semi-stable). oga = % T 0 équivaut 2 bonne rédac-

et % sont invariants

tion. On a ahdd(J(n’H)) =0 et am(J(n,H)) = y-1 , indépendant de H ; le théorzme
en résulte.

Variante 3.4. Il résulte de 2.14.2 que

[} H
J(H,H) = Pic (M.I.(n) n TOO(H) @ Q / Q(Cn)) ® Q(Qn) Q(gn,gp)

Soit I;(n,H) la variété abélienne sur Q{{ ) conoyau du morphisme de
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noyau fini défini par - M
M@ 7 Pr )
o o
Ple (MT(n)ﬂIB(P) & Q/Q(Cn)) > Ple (MT(n)ﬂFOO(H) ® Q/Q(gn)) ” Il(n’H) >0

On a I(n,H) = I .(n,H) @ (¢ ,¢ )H , et 3.2 peut donc encore se formuler en
1 Q(Cn) n’®p

H

disant que, apr2s extension des scalaires de (¢ ) a Q(¢ ,¢ ) , I,(n,H)
P n n’ °p 1

acquiert une bonne réduction en les places divisant p

Variante 3.5. La variété abé&lienne sur Q(QP)H)

_ o H
RI(n,H) = afn Pi€ (MT(n)an,o(H) / Q(gp) )

H
se déduit de J(n,H) par restriction des scalaires 2 la Weil de Q(Cn,cp) a

Q(QP)H . Le conoyau RI(n,H) de

o H o H
Pic (Mr(n)nrb(p) / Q) ® Q(QP) - Pic (MT(H)QT;O(P) / Q(Cp) )

se déduit de méme de I(n,H) par restriction des scalaires 2 la Weil. Puisque Q(Qn)
est non ramifié en p , RI(n,H) a encore bonne réduction sur Q(QP)H en les places

divisant p

Variante 3.6. Soit K un sous-groupe de GL(2, Z) contenant T(n) , et solt

RIl(K,H) la variété abélienne sur @ conoyau de
Pic’( ) —> pic’( )
¢ Menr () e Menr G0

On a RII(K,H) ® Q(QP)H‘———> RI(n,H) (a isogénie pres); la variété abélienne

Q
RI,(K,H) acquiert donc bonne réduction en les places divisant p sur @Q(( i
1 P

Exemples 3.7. (1) La variété abélienne sur @

) o
coker(Pic (MT (p)) - Pic (MT (p)))
o 00
a bonne réduction sur Q(gp) . Soit H le sous-groupe {f 1} de (z/p)¥ . 0na

M M- mw - La variante abélienne ci-dessus acquiert donc bonne réduction

¢00<p) ‘00
déja le plus grand sous-corps totalement réel de Q(;p)
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(ii) Soit p un nombre premier de la forme 4n + 1 , et soit H< (Z/p)¥ 1le

sous-groupe des carrés. La variété abélienne sur Q

o o
coker(Pic (}/H_ (p)) - Ple (M. (H))
o oo

acquiert partout bonne réduction sur le corps quadratique réel Q(\p)
(iii) Soient n un entier sans facteurs carrés, H un sous-groupe de (Z/n)¥* et
TOO(H) le sous-groupe de GL(2, z) image réciproque de

H Z/n
c GL(2, Z/n)

0 @/n)w

Si n=pm , ona Z/o¥=(Z/ P)* x (Z/m)* . Nous poserons
Hp = (Z/p)* N H et nous noterons H{ Z/p)™ le sous-groupe de ( Z/n)%* engendré
par H et (Z/p)* . La variété abélienne sur {

coker ( & Pic®(M. )y — picm )
pln AOO(H.( Z/p)*) I‘OO(H)

acquiert bonne réduction sur Q(CH)H

Preuve : Soit p wun nombre premier divisant n : n = mp avec {(m,p) =1 . Prou-
vons que la variété abélienne A considérée a bonne réduction en les places de

Q(gn)H divisant p Puisque Q(Qn)Hp est non ramifié sur Q(Qn)H en les places
divisant p , 1l suffit de prouver que A a bonne réduction en les places divisant

HP
p de Q(gn) . D'apres 3.6,

B = coket(Pico( - ) —> Pico(Mﬁ )
") N, Tooty)

a bonne réduction en ces places. La variété abélienne

- L4 °
C = coker(?ic (MT‘OO(H.(Z/p)*)) —> Pic (MToo(H)))

est isogéne 2 celle déduite de B par passage aux invariants sous H (noter que

Toot). (T (p) N Too(m) = T (H.(Z/p)¥)) . La variété abélienne A est quotient de
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C donc a aussi bonne réduction,

(iv) Puisque MT = M+ T on ne restreint pas la généralité en supposant
oo - “o0
H
que -1 €H . En particulier, dans (iii), on peut remplacer Q(Qp) par son sous-

corps totalement réel.

Remarque 3.8, Les variétés abéliennes 3.7 (i1) sont celles étudiées par Casselman

dans [5]

4, Etude de In

il

4.1, Soient C une courbe elliptique généralisée sur un schéma S et n un entier.

On suppose
a) les fibres géométriques de C sont lisses ou des m-gones , avec nim ;

b) elles ne sont jamals supersingulidresde caractéristique pjn

Les conditions a) et b) assurent que, localement pour la topologie étale,

Cn est extension de Z/n par My Le en—pairing définit un isomorphisme de fais-

ceaux fppf

2
Yad
e : A Cn >,

Soit R un schéma en groupes sur S , localement isomorphe 2 une extension

2
de Z/n par M, » et muni d'un isomorphisme de faisceaux fppf 1 : AR —> My

Un isomorphisme a : C s R sera dit de déterminant un si le diagramme

2
2 fa 2
A c, ———> AR
un un

est commutatif.

4.2. Nous utiliserons 4.1 dans les 3 cas suivants :
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a) S est un schéma sur z[gn, }IT] , et R= (Z/n)2

Dans ce cas, on dispose sur S de 1l'endomorphisme ( :Z/n => M, et 1

2
est le composé A( Z/n)2 =Z/n £ My

b) R=y xZ/n et i 1'isomorphisme évident : si a € et b €Z/n, i(a A b) = b.a
n un ] .

a

(= b” si la loi de groupe de M, est notée multiplicativement),

c¢) S est un schéma sur Z[Qn] et AC (Z/n)2 un sous-groupe cyclique d'ordre n .

Dans ce cas, on note R(A) 1le S-schéma en groupe obtenu par "push-out" :

A ———> (Z/0)2 ——> (zZ/m)?/a

¢

A®y ——> RQA) —>(z/n)

2/A

2
On a encore A R(A) = (A ® p) ® (z/m)?/a~(a & @/m)? /A8 =

2
2 o~ o~
AMzZ/n)™ 8 My Z/n ® C 'S

4.3, En IV 3.10.1, nous avons défini

d : I —> Spec( Z[Cn])

En tant que Spec( Z[Cn]) - champ algébrique, mn[l/n] classifie les
courbes elliptiques généralisées C sur les Z[Qn][%] schémas S , de fibres géo-
métriques lisses ou des n-gones, munies d'un isomorphisme q : c, L (Z/n)2 de

déterminant un.

4.4, Soit (G le champ qui classifie les courbes elliptiques généralisées C sur
les schémas S , de fibres géométriques lisses ou des n-gones, munies d'un isomor-
phisme o : C_ s, My XZ/n de déterminant un (4.2 b)). Au-dessus de Z[Qn,%] y
1'isomorphisme ( :Z/n -~ y  identifie (Z/n)2 et (un XZ/n) , d'od un iso-

morphisme

(4.4.1) ¢: W [1/n] == qg[1/n] ®2Z[¢ ]
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Nous noterons Q' 1'ouvert de G classifiant les (C,a) vérifiant

(4.4.2)  Pour tout point géométrique § de S , si C; est un n-gone,

(O -
a(.(cg)n) =

Ssi (C,a) est un objet de G' gur § (C,o.‘l(e XZ/n)) est un objet

du champ ﬁn (1.3) , d'od un morphisme

(4.4.3) y:Q

Proposition 4.5. Le morphisme 4.3.3 est étale et séparé. En particulier, G' est

un champ algébrique lisse sur Spec(Z)

Soit (C,B) un objet de Bn sur § . Alors, @' Xg S représente le
n
foncteur F : (Sch/S) - (€ns) suilvant : F(T) est l'ensemble des couples (A,u)
formés d'un sous-schéma en groupes de CT , localement isomorphe 2 M, et tel que

AXB—"’—)Cn ,etde u:BX%Z/n

Pour (A,u) un tel couple, 1l existe en effet yn seul isomorphisme

v:A—‘%un , tel que

a:cne—ﬁ’—AxBﬁ%uan/nz

soit de déterminant un. On laisse au lecteur le soin de vérifier que F est

représentable par un S-schéma étale et séparé.

k
4.6. Soit p un nombre premier divisant n , et posons n =p .m avec (m,p) = 1.
Nous nous proposons d'étudier Wh[llm] , spéclalement en caractéristique p . En
recollant les résultats obtenus pour les divers p , on obtient des résultats sur

m  lui-méme.
n

Nous mettrons en é&vidence le "p-aspect" d'une structure de niveau n comme

suit,

a) Les morphismes de réduction définissent

(4.6.1> Z/n —~>7/p" xzZ/n
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k
b) Les applications xb " et xb xP  définissent

~
(4.6.2) . Moo X

P
¢)  compatibilité : st d|n , on identifie z[gdj au sous-anneau z[gz/d] de

Z[Qn] . Avec cette convention, un Z[Qn] - schéma S est aussi un Z[{ k]- et un
P
z[gm] - schéma; les morphismes ( :Z/pk du, et C:Z/m~> W~ sont les composan-
P

tes, via (4.6.1) (4.6.2) de { :Z/n~ My

k
d) Les applications =xw x" et xb x’ définissent

(4.6.3) c.—>¢C

Un morphisme a : C_ > (Z/n)2 est de déterminant un si et seulement si ses compo-

santes, via (4.6.2) (4.6.4) : o' :C > (Z/pH? et o' :c > (z/m? 1e
24

sont.

e) Nous identifierons mnl:l/n:] au champ qui classifie les courbes C sur un

z[gn,%] - schéma S comme en 4.3, munies de qa' : C k L2 (Z/pk)2 et
P

a e Cm3'-> (Z/m)2 de déterminant un.

f) De mtme, G classifie les (C,a',0") : a' : C k—-"'—) o xz/pk ,
P

~

o e Cp = My XZ/m , det(g') = det(a") =1

Lemme 4.7. G est un champ algébrique lisse sur Z

. 1 1
I1 suffit de montrer que G®ZZ[Qm, m] est lisse sur Z[Qm, m] . Ce

champ est réunion d'ouverts isomorphes 2 G' @Zz[gm,llm] , et on applique 4.5.

4.8. Soit P 1'ensemble des sous-groupes cycliques d'ordre pk de

(Z/pk)2 : P "‘]Pl(z/pK) . Pour A €P , soit R(A) sur Z[( k] comme en 4.2 c).
P

Nous noterons C, le champ sur z[gn, %] classifiant les courbes ellip-
tiques généralisées C sur les Z[Cn, i__ - schémas S , de fibres géométriques

lisses ou des n-gones, munies de

a) o' c, s (Z/m)2 , de déterminant un
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b)Y a' : ¢C K —25 R(A) , de déterminant un.

p

Puisque R(A) est isomorphe 2a Mg xz/pk » le champ C, est isomorphe
P

1 . 1
a a ®zzz[gn, ;] , donc est un champ algébrique lisse sur Z[g,n, E]

Pour p 1inversible, ( : (Z/pk)2 <5 R(A) est un isomorphisme, d'od un

isomorphisme de champs sur z[gn, %]

(4.8.1) mn[1/n] cA[l/p]
4.9. Soit m;l le complément dans ml de 1l'ensemble fini despoints correspondant
aux courbes elliptiques supersingulidres de caractéristique divisant n . On définit

c: CA—> m*l‘ en associant & (C,a',a") sur S 1la courbe c(C) (IV 1.4).

Lemme 4.10. Le morphisme c : CA - m*ll est représentable et quasi-fini.
La vérification est laissée au lecteur.

4.11.  Soit C[1/m] 1le champ obtenu en recollant les champs CA (A € P) selon leur
ouvert commun CAEI/p] (4.8.1). Soit C ohtenu en recollant les C[l/m] selon leur

auvert commun C[1/m,1/p] = mn[l/n] . Le champ C est lisse sur z[gn] , on a
(4.11.1) Cl1/n] > m [1/n]

et les morphismes 4.9 se recollent en un morphisme

h
(4.11.2) c: C- m1
Lemme 4.11.3. Le morphisme représentable (4.11.2) est fini et séparé.
Preuve : Il suffit de montrer que, pour chaque pin , ¢ induit un morphisme

propre (en particulier séparé)
h
c: Cl1/m] - mltllml

Utilisons le critére valuatif ([3] ). Soient donc (S,m,s) un trait complet 2
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corps résiduel algébriquement clos, u : S - UQ[I/m] et vn : > C tel que

Vv =u

Ul n

I1 faut montrer que, aprés passage au normalisé de S dans une extension
finie de k(r) , u admet un rel2vement v : S~ C qui prolonge vn , et que v
est unique 2 isomorphisme unique prés. Puisque nﬁ[%] est dense dans C , on peut
orl 1a 1
supposer que v, envoye 71 dans mn[;] . Puisque C[p] mn[n] est fini sur

ml[%] (cf. 1V.2.5.), on peut se limiter au cas od s est de caractéristique p

Soit (Cn,c%,a%) la courbe elliptique avec structure de niveau n sur m
qui définit Ve - Une extension finie préliminaire de k(n) nous permet de supposer
que Cﬂ se prolonge en une courbe elliptique généralisée C sur S , de fibre spé-

ciale lisse ou un n-gone. Cette courbe est unique (IV 1.6). Cm est fini étale sur

S , de sorte que a% se prolonge, de fagon unique, en Q" : c, s Z!/m)2

Par hypothése, la fibre spéciale Cs n'est pas supersinguli2re. Le sous-

groupe multiplicatif (Cs)o
P
Cpk , qui devient une extension

K de (Cs) k 8e reldve de fagon unique en un sous-groupe de
p

024>CK=>B>0

avec A ™ wooet B =Z/n . Soit A = a'(An) € P . L'isomorphisme ah se prolonge

en a' : Cpk -5 r(A) , Vg se prolonge en v : S - CA , définil par (C,a',a")

et ne se prolonge en aucun v : S= C , pour A # A' . Cecl prouve 4.11.3,

A

Notons m: le normalisé de mh dans mnfl/n] , 1.e. le complément dans

1
nh des points dont 1'image dans m1 est supersingulieére de caractéristique divisant
n . De la lissité des CA (4.8) et de 4.11 on tire les résultats suivants.
P o ph
Théoréme 4.12. Ona C= mn

Jorollaire 4.13. mﬁ est lisse sur Z[Qn]

4.14. Etudions G en caractéristique p . Si C/S est une courbe elliptique sur
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S , avec p nilpotent sur S , de fibres géométriques lisses non supersingulidres ou
des n-gones,alors(C k)O est localement isomorphe 2 “pk (pour 1la topologie étale),
P
et se donner un isomorphisme o' : Cpk L, "lpk xz/pk revient 3 se donner un iso-

morphisme d'extensions

0 - (cpk)° - C

(4.14.1) al a' o)
z 1 z‘ k JZ k 2
0~ Hpk 2

K — cpk/(cpk)° >0

d

upk xZ/lp = Z/fp —> 0

Ceci revient a se donner

a) une trivialisation r de l'extension en premi2re ligne de 4.14.1.

~

b) des isomorphismes o ¢ C:k o upk et 0.2' : Cpk/cok _"‘_>z/pk
P

Se donner T revient 2 se donner le sous-groupe étale d,—l( z/pk) de Cpk’

de sorte que (C,q) (C,1) correspond au morphisme G - Bpk déja considéré. Par

ailleurs, si det(a') =1 , ! est uniquement déterminé par a'
% P 1

N
4,15, Soit J;‘ @Z/pN le champ algébrique sur Z/p classifiant les courbes ellip-

tiques généralisées 2 fibres irréductibles C/S , avec pN =0 sur S , munies d'un

isomorphisme o.i : Cgk e Hpk . La discussion 4.14 montre que le champ G = G(pk)

est en réduction mod pN , un produit fibré

' -1 k
G(pk)ez/pN (C,a) » (C,o (Z/p)) 8 ®z/pN

\ P

(cj/a) (CiB)

(4.15.1) (e(0),a;) (c(C))
N h

(9; @Z/pw oubli m1 @Z/pN

La vérification du lemme suivant est laissée au lecteur.

Lemme 4.16. (1) Soit C 1la courbe universelle sur IT\tl1 , de sorte que

N _ o .
I ®Z/p —Isomml ®z/pV (L.ka , Cpk) . La flache verticale droite de (4.15.1) fait

; la fleche verticale gauche

de a?;°k®z/pN un_espace principal homoz2ne sous Cok
P P
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fait de G° ®Z/pN un _espace principal homog2ne sous
P

k
h
(ii) En particulier, pour N =1 , ces flaches identifient J ®]Fp a (a OD]FP)(p )

(pk)

(la flache devenant un morphisme de Frobenius itéré)

et M OF 2 (B ®F)
et P n P
(un morphisme bijectif radiciel entre schémas lisses de dimension un est toujours un

Frobenius itéré).

(111) ©Les flaches horizontales de (4.15.1) sont étales, et font de (J: SZ/pN)

h
(resp. G ®Z/pN) un_espace principal homogéne de groupe (Z/pk)* sur (ml ®Z/pN)

(resp. Bn ®Z/pN) , le groupe (Z/pk)* agissant par (i,(C,al)) —> (c,ic,l)

Soit Jk ®Z/p 1le normalisé de ml ®Z/p dans J: . Nous ferons usage du

théor2me suivant de Igusa [35) (voir Katz [13] 4.3 (bis)).

Théoréme 4.17 (Igusa). Le rev8tement Jk ®zZ/p ~» Tnl ®@%Z/p est compldtement ramifié

en. 1es points supersinguliers.

4.18. Pour n général, G° = °(n) est un produit fibré

(4.18.1) @ = @ x m, e

(Cela reste d'ailleurs vrai a 1'infini). De 1'irréductibilité des fibres géométriques
de mmtl/m]/:z[gm,i] et de 4.4.1, 4.18.1, 4.15.1, 4.16 (11) et 4.17, on déduit que

G° 4 T _  est irréductible, et le corollaire suivant.
zl¢ 17p

Théoréme 4.19. Via 4.12, les composantes lrréductibles de m: ® ]-ﬁp s'identi-

2[¢,
fient c @ T Acp
SRR A Tzlg 1T 0 T
4.20. D'apras 4.17 et 4.19, les composantes irréductibles de mn ®E[§ ]Tfp sont
n

indexées par P =]P1( Z/pk)'ne se coupent qu'en les points supersinguliers, et sont
unibranches. Le théoréme suivant affirme que toutes les composantes irréductibles se

coupent en chaque point supersingulier.

Théoreme 4.20. Le morphisme m_l - mm est complétement ramifié en les points super-

singuliers de caractéristique p




-265-
DeRa-123
Preuve : D'aprés 4.6, la validité de 4.20 ne dépend que de pk , non de m ; on

peut donc supposer m 2 3 | pour n'avoir affaire qu'a des schémas.

Soit Eo une courbe elliptique supersinguliére sur i‘:p , et E/§ le
schéma formel de modules de E_ au-dessus de WCETP) .Ona § :‘WGFP)[['t]] ; clest

le complété de 1'hensélisé strict de M, au point géométrique donné.

1

Soit T 1le normalisé de S dans le 3[1/p]-schéma IsomS(E k,(Z/pk)z)
P

Puisque complétions et normalisations commutent,
T=m, x. 8
pk My

D'aprés 4.17, les composantes irréductibles de E‘@fp sont naturellement indexées

par P =IP1( Z/pk) . Les composantes connexes de T définissent une partition &
de P . 4.20 signifie que ? est toujours connexe, i.e. £ trivial.

Lemme 4.21. La partition P est indépendante de Eo

Preuve : Soient Eo et E‘; deux courbes elliptiques supersinguliéres sur 'fp s

~

S et §' leurs schémas formels de module sur wC'ﬂT‘p) , E et E' leurs déformations

a

universelles sur § et 3$' et i‘, T' comme en 4.20.

On sait qu'il existe une isogénie v, EO d E(" de noyau K premier 2

p . Soit N un entler premier 3 p tel que KoCEoN . Puisque EoN est étale,

les déformations infinitésimales de Eo s'identifient aux déformations infinitésima-

les du couple (Eo, K, < EoN) , et il existe un et un seul isomorphisme g i S 8

donnant lieu 2 un diagramme commutatif

E—22 5 g
!
v
§_—L.> 3
ot ¢ prolonge @, . L'isogénie ¢ induit un isomorphisme de E , avec E'k s

P P
d'oli un isomorphisme o - T' au-dessus de 0
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La bijection de 1'ensemble I(% ®I-§p) des composantes irréductibles de
T ®:ﬁ; avec P peut se décrire ainsi : sur % , on dispose d'un morphisme
u: ( Z/pk)2 —>E, , qui est un isomorphisme sur T[1/p] . L'élément de P asso-
ci€ 2 une composanze de T ®ifp est le noyau de u au point générique de cette com-

posante. Cette description montre que le diagramme

(T ®F ) r (T ®F)

est commutatif. Le lemme en résulte,

Prouvons 4.20. Si £ est non trivial et que X € P , la réunion des ad-
hérences (CA ®1Fp)_ pour A € X est une composante connexe de I QEP , qui est

donc disconnexe. Ceci contredit (IV 5.5).
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VI. Schémas grossiers de modules.

Dans ce chapitre nous étudions les schémas grossiers de modules, en particu-
lier la relation entre "ﬁ et MH . Quelques résultats classiques sont démontrés par

"pure thought". Le résultat du § 5 est précisé au chapitre suivant.

1. L'invariant modulaire,

Théoréme 1.1. L'espace grossier M1 et ml est isomorphe 2 Pﬁz

Les caractéristiques 2 et 3 rendent la vérification directe de 1.1 quelque

peu pénible. Nous allons déduire 1.1, de son corollaire

(1.1.1) M, >P

a) M, est propre et plat sur Spec( Z) , normal et donc de Cohen-Macaulay (I,7.2)

et les fibres géométriques de M1 sur Spec(Z) sont irréductibles.

On sait déja que M, est propre, plat, normal, a fibres géométriques uni-

1
branches (IV. 3.10) . D'aprés 1.1.1,(ou IV 5.4) , la fibre générique géométrique de

M, est connexe. Toutes les fibres géométriques de M1 sont donc connexes (Zariski)

1

et, étant unibranches, sont irréductibles.

b) Les fibres géométriques de M, sur Spec(Z) sont réduites.

1

Soit (G le sous-champ ouvert de ml correspondant aux courbes généralisées
n'ayant pas d'autres automorphismes que Id et xb -x . C'est un ouvert car, pour
C/8 unme courbe classifiée par W, , AutS(C) est fini et non ramifié sur S (ré-

sulte de ce que M, est séparé).

L'application G- M, est étale, son image A est donc lisse sur Z . On

1

vérifie que G :)W; . Les fibres de A sont donc non vides; d'aprés a), elles sont

denses dans les fibres de M . Les (MI)E' sont donc génériquement réduits; étant

1

de Cohen-Macaulav. ils sont méme réduits.
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¢) Fin de la démonstration.

Par invariance du genre arithmétique par spécialisation, et (1.1.1) on
trouve que les fibres géométriques de Ml sont intagres et de genre arithmétique O .
Elles sont donc isomorphes 2 la droite projective. En particulier, Ml est propre et

lisse sur Z

Le polygone de Néron 2 un cOté sur Spec(Z) définit une section de M1 ,

d'image MT . On vérifie fibre géométrique par fibre géométrique que HI(MI,G(MT))

puis que HO(MI,G(MT)) est localement libre de rang 2 sur Z , de formation compa-

tible au passage aux fibres géométriques. Puisque Z est principal, HO(Ml,G(MT))

est libre, et admet une base {1,j} . On vérifie fibre géométrique par fibre géomé-

trique que @(MT) est tr2s ample, et que j définit un isomorphisme M, 4!>'Pﬁz

Preuve de (1.1.1) Voici deux démonstration classiques de (1.1.1).

(1) On vérifie que M?(G) est le quotient du demi-plan de Poincaré par SL(2, Z)
(IV 5.4 ). On trace un domaine fondamental, et on trouve que MT(G) est homéomorphe
a R~ . L'espace MI(C) , qui s'en déduit par adjonction d'un point, est donc une

sphere.

(2) Sur & , le schéma de modules classifiant les courbes elliptiques généralisées

intégres munies d'une forme différentielle invariante est

Spec(mfgz,gB]) - (le point 8y = 8y = o0 ,

avec pour courbe universelle, en coordonnées non homogeénes

s o g3
' Y 4X" - &y X - g,

i dax ([33] 2.5)
w:—-—

M1 est le quotient de ce schéma par Gm agissant par

4 6
o (gys85) = Gilggshigy)

et on .'identifie facilement 2 El
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L'irréductibilité des fibres de M1 sur Z a le corollaire suivant .

Corollaire 1.2, Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p . Il

n'y a qu'un nombre fini de classes d'isomorphie de courbes elliptiques supersingulia-

res sur k

L'ensemble des points de (Ml) correspondant 3 des courbes elliptiques

k
généralisées E pour lesquelles le noyau de Frobenius est de type multiplicatif est
ouvert et contient le point a 1'infini. Son complément, qui correspond aux courbes

supersingulieres, est donc fini.

1.3. La fonction j introduite en 1.1 ¢) n'est pas uniquement déterminée; 1'arbi-
traire est j= Tt j+n (n €Z) . Un choix de j , rappelé ci-dessous, est classi-
que.

Soit C/S une courbe elliptique généralisée a fibres irréductibles sur S .

On explique dans le formulaire de Tate [33] comment associer 2 C/S une section j

de ]P1 sur 8§ , avec j = o la ol C est singulidre. Par la propriété universelle

de M1 , ce morphisme j : ml *'El se factorise par j : M1 e Pl . On vérifie
facilement que j : Ml(G) »‘ml(m) est bijectif [33] . Le morphisme j est dominant,
plat (I 7.1.), de degré un, donc un isomorphisme. En particulier, sur tout corps al-
gébriquement clos k , j(Cl) = j(Cz) si et seulement si C, est isomorphe a C,

Ce fait est prouvé par force brutale dans [33].

On appelle j 1l'invariant modulaire.

1.4, Soit € wune courbe elliptique généralisée irréductible sur k algébriquement

clos On prouve dans [337 que Aut(C) = {1} si et seulement si j(C) # 0,26.33 . Au

dessus de 1'ouvert de ml o 3 # 0, 26.33, Aut(C) (C courbe universelle) est donc

localement constant. Das lors :

Lemme 1.5. nﬁ ~ M, est étale en dehors des sections j = 0,2°37 de M

Par contre, H& est ramifié sur M1 le long de ces sections. A cause de

cette ramification, il ne peut pas y avoir de section My 2 ml, i.e. il n'y a pas de
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courbe elliptique généralisée sur ‘El d'invariant modulaire j . Toutefois, Tate a

montré que sur EA , moins les deux sections 0O et 26 33 , L.e. sur

Z

-1

- 1) s

S = Spec z[%] (2533 %

i1 existe deux courbes d'invariant j . Posons k = j--2633 , de sorte que 1/j et

1/k sont des sections de @S , et j/k une section inversible.

Proposition 1.6 (Tate) . Les courbes

2,2
2 3 273 1
(1.6.1) Yo+ xy =% - S5-x -
2,2 . nla2
(1.6.2) y2 + xy = © 4 2.3 x - 123

ont pour lnvariant modulaire j

Pour (1.6.1), ¢, = i/k , c, = - i/k et &= 32/

Pour (1.6.2), = k/j , ¢, = —'k2/j2 et A= k3/j4

Notons Co la courbe (1.6.1). Si C est une courbe sur un ouvert U de
§ , d'invariant j , légg(c,co) est un Z/2-torseur T(C) , et C se déduit de
¢, par "torsion" par T(C) . Les courbes C sont donc classifiées par HI(U, Z/2)
(H1 étale). Par exemple, (1.6.2) correspond au revetement double de S normalisé de
S[(j/k)llzj . En calculant ce Hl , Tate a montré que (1.6.1) et (1.6.2) sont les
seules courbes elliptiques d'invariant j sur Pﬁz moins les 3 sections 0,26.33

et o

Proposition 1.7, Soient k wun corps, et j €k . Il existe une courbe elliptique

sur k d'invariant modulaire j

Le cas o j # 0,2633 résulte de 1.6, Pour k de caractéristique p , et

j =0 ou 2633 , on peut prendre 1'équation non homogéne suivante.

p#3 , =0 y2 +y=%x" -1

p#2 , j=2°.3° y2 =x0 - x
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1.8. Soit C la courbe elliptique universelle sur m? et vy le morphisme

Aut(C) - Aut(Lie(C)) = Gm . Nous extrayons de [33] le résultat suivant sur Aut(C)

Lemme 1.9.  Au-dessus du sous-champ de nq[%] d'équation ¢, = 0 (resp. o = 0)

3 2 o
(i.e. Vj =0 , resp. Vj-1728 = 0) , vy est un isomorphisme Aut(C) > He

(resp. Aut(C) ==> “4)

o
2. Automorphismes des courbes elliptiques. Critadre pour que mH = Mg

2.1. Pour qu'un champ algébrique soit un espace algébrique, il faut et il suffit que
ses points géométriques n'alent pas d'automorphisme non trivial. Ainsi, si

Hc GL(2, Z/n) , pour que m§[1/n] = M;[l/n] (resp. Hh[l/n] = MH[I/n]), il faut et
il suffit qu'une courbe elliptique (resp. généralisée) munie d'une structure de
niveau H , sur k algébriquement clos de caractéristique p{ln , n'alt pas d'auto-

morphisme non trivial.
Par exemple, mn[1/n] = Mn[lln] pour n 23 (IV 2.7)

Dans [32] , les automorphismes des courbes elliptiques sont décrits expli-
citement, de sorte que le crit2re précédent est effectif. Les calculs de [33] mon-
trent que les caractéristiques 2 et 3 sont exceptionnelles, les autres étant "pareilles"
a4 la caractéristique O . Nous nous proposons de vérifier ce point a priori. Pour ne

pas paraltre trop ridicules, nous traiterons aussi le cas des variété abéliennes.

Lemme 2.2. Soient (A,B8) une variété abélienne polarisée sur un corps algébriquement

clos k de caractéristique p >0 et ¢ un automorphisme de (A,H). On sait que

¢ est d'ordre finl. S1 le degré de § et l'ordre de ¢ sont premiers 3 p , le

triple (A,8,¢9) se reldve sur 1'anneau des vecteurs de Witt W(k)

On sait qu'il n'y a pas d'obstruction & déformer (A,8) : le schéma formel

des modules de (A,8) sur W(k) est un schéma

M = Spec(W/K)[{tq...t, 0D (k = % dim(a) (dim(a) + 1))
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Interprétons ¢ comme l'action sur (A,3) d'un groupe cyclique G , d'ordre
premier & p . Par transport de structure, G agit sur M : 1l'automorphisme ¢ de

(A,8) se prolonge en un automorphisme de M et de la déformation universelle
(AM,QM) de (A,8) sur M . On vérifie que le schéma formel des modules de (A,B,cp)
est le sous-schéma MG de M fixe par G . Puisque G est d'ordre premier 2 p ,

ce sous-schéma est lisse sur W(k) , donc admet des sections sur W(k) , et ceci

prouve 2.2,

Proposition 2.3. Soit A wune variété abélienne de dimension g sur un corps al-

gébriquement clos. Soit ¢ un automorphisme d'ordre un nombre premier q et notons

© _ - 4
A daner(@ 1dA)

Il existe un entier k , tel que

2.8 = dim(a®) + k.(q-1)

Preuve : Passant de A 2 A/A® on est réduit au cas ot A® est fini.

Le polynOme caractéristique de ¢ agissant sur A est A coefficients en-
tiers, n'a pas 1 pour racine et a pour seules racines des q-i&mes racines d'unité.
I1 est donc une puissance du polynOme cyclotomique qui est de degré q-1. La comparai-

son des degrés donne le lemme.

Corollaire 2.4. Soit A une variété abélienne de dimension g sur un corps algé-
briquemant clos. 30it ¢ wun autonorphisme d'ordre fiani de A . Tous les facteurs

preniers de 1'ordre de ¢ son:z plus petits qua 2g + 1

Preuve : Cela sult de 2.4,
Corollaire 2.5. Soit (A,8) wune variété abélienne polarisée de dimension g sur
un corps algébriquement clos k de caractéristique p , telle que le degré de la

polarisation soit premier 8 p . On suppose que p >2g + 1 . Si ¢ est un auto-

morphisme de (A,§) , (A,8,p) se reldve en caractéristique 0 {sur W(k))

Preuve : Résulte de 2.2 et 2.4.
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2.6. Une courbe elliptique admet une polarisation principale canonique. D'aprés 2.6,
si ¢ est un automorphisme d'une courbe elliptique E sur un corps algébriquement
clos k de caractéristique p >3 , (E,p) se reldve en caractéristique O

(sur W(k))

Théoréme 2.7. Pour que mg[llén] golt un espace algébrique, 11 faut et il suffit

que 1'image réciproque I de H dans SL(2, Z) n'ait pas d'élément d'ordre fini

#1

Soit (E,®) une courbe elliptique munie d'une structure de niveau H sur
k algébriquement clos de caractéristique p =0 ou p >3 , p’rn . I1 faut
montrer que tout automorphisme ¢ de (£,&) est trivial. Pulsque d'aprés 2.6 (E,q),
donc (E,E,qo) , se relédve en caractéristique O , 11 suffit de traiter le cas oi
p=0

]det H ck

Q@ définit une inclusion (IV.3.20) efc, On se ram2ne 3 suppo-

ser k de degré de transcendance absolu fini, auquel cas il existe ke—> O indui-

sant 1'inclusion identique de Q[gn] danrs @€ . Cecil nous raméne au cas o k = (

et ot & est défini par a : E > (Z/n)2 de déterminant un.

si g :Zz - HI(E(E), Z) relive 1'inverse de « (via IV 5.2.1), on véri-

fie que Aut(E,T) est le stabilisateur de 2{(g) (IV 5.1) dans T . Si

Aut(E,d) # {e} , T a donc des éléments d'ordre fini.

Réciproquement, tout élément d'ordre fini ¢ de T a un point fixe dans

X , auquel correspend (E,&,qpj sur @&

3. Points ratiornels des schémas grossiers.

3.1. Seit H <« CGL(2, Z/n) . Une courbe elliptique E munie d'une structure de ni-
veau H ¢ , sur un corps k , définit un point de 1\6:1(k) . Réciproquement, si

x € }/Lf;[l/n] (k) , on sait seuiement que sur la cl3ture séparable X de k il existe

(E,) définissant x . La classe d'isomorphie de (E,a) est invariante par

cal(k/x)
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Si (E,a) provient de (Eo,cb) sur k , l'ensemble des k-classes d'iso-
morphie de courbes (El’al) définissant x est canoniquement Hl(Gal(E/k),éEE(Eo,ao)(E)),
L'obstruction 3 l'existence d'un (Eo,ub) est dans un H2 (au sens de Giraud). Dans
le cas particulier od Aut(E,a) est commutatif, Gal(k/k) agit sur Aut(E,a) et

1'obstruction est dans Hz(Gal(E/k),Aut(E,a))

Proposition 3.2. Soient k un corps de caractéristique p et HC GL(2, Z/n)

On_suppose que pfn . Tout point x € M;(k) est défini par une courbe elliptique

E sur k , munie d'une structure de niveau H

Preuve (d'aprés J.P. Serre et J.S. Milne). Soient kX une clBture séparable de k

et (E,q) sur k qui déffnisse 1'image de x dans M:(E) . s8{ H=GL(2, Z/n)

(ce qui revient 2 supposer que n = 1) , 3.2 se réduit a 1.7. Dans le langage 3.1,

une certaine obstruction €(E) est donc nulle. Si Aut(E,a) est trivial, 3.2 est
clair. Si Aut(E) est réduit 3 T 1 et que Aut(E,a) est non trivial, on a

Aut(E,q) > Aut(E) ; les obstructions e(E,a) et ¢€(E) 2 définir (E,a) ou E sur
k sont donc égales, et nulles, Pour achever la démonstration, il nous suffira de

traiter les deux cas sulvants.

Cas 1 p# 2,3 . D'aprés 1.9, on a alors Aut(E) = Moskl, OU Wg - Le groupe Aut(E,q)
des automorphismes de (E,a) est un sous-groupe de Aut(E) . La proposition 3.2 affirme
que la classe d'obstruction e(B,a) € Hz(Gal(k/k), Aut(E,0)) est nulle, On sait par 1.7

que son image €(E) dans HZ(GaICE/k), Aut(E)) est nulle, et on applique le lemme suivant.

Lemme 3.3. Soit n premier a3 p

(i) les sous-groupes de M, sont les My s mln

s . 2
(ii) 1'application H"(Gal(K/k), um) = Gal(k/k, u ) est injective
Preuve : Nous laissons la preuve de (i) au lecteur. Soit la suite exacte longue de

cohomologie associée 2 la sulte exacte courte

x > xT

1 1 .2, QD
0~ - DAL NN :
TR Majm ™ 0 1 H () =1 G, sy (W) —> ()
Pour prouver (2) injectif, il suffit de prouver () surjectif, D'apras le
théor2dme 90 de Hilbert Hl(un) = k*/k¥" ; (1) est le passage au quotient

sm/a

k*/kﬁm/n */x ,

et 3.3 en résulte,
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Cas 2 p # 0, Aut(E) n'est pas réduit a + 1

Dans ce cas, x provieat par extension des scalaires d'un point de M; a
valeurs dans un corps fini (ona j =0 ou 26.33 et le corps de définition de x
est algébrique sur celui engendré par j(x) ). On peut donc supposer k fini. Puis-
que Gal(k/k) =% et que Aut(E,a) est fini, le H2 de Giraud ol vit l'obstruction
est nul, et 3.2 en résulte. Autrement dit : soit x € Mﬁ( Eq) ; 11 existe une exten-
sion finie Fqn de Fq et (E,a) sur Fqn qui définisse x . La courbe (E,a)
est géométriquement isomorphe 3 ses conjuguées sous Gal( Eqn/ E&) . Quitte a rem-
placer jqu par une extension, on peut donc supposer qu'il existe un iscmorphisme
o' (E,a)(q) ~> (E,a) . Cet isomorphisme définit une donnée de descente de Eqn a
JF  si et seulement si la puissance niéme de ¢ : E ££> E(q) §ﬂ> E est 1l'endomorphis-
me de Frobenius F de E/ Fqn . En général, on a qp = FB , avec B d'ordre finl m,

nm

Ona ¢ = P , et aprés extension des scalaires 2 Eqnm , ' définit une donnée

de descente de mqnm a Eq pour (E,a). La courbe descendue résoud le probléme posé.

4. Remarques numériques

Nous nous proposons de traduire dans le langage des champs algébriques les for-
mules classiques donnant le genre des courbes modulaires. Pour ce faire, il nous faut

au préalable définir la caractéristique d'Euler-Poincaré x(C) d'un champ algébrique

de présentation finie sur € . Cette notion est 1iée a celle de caractéristique
d'Euler-Poincaré virtuelle d'un groupe discret introduite par Wall.

4.1. a) Soit Ei) une partition finie de C en sous-champs localement fermés et
séparés telle que, au-dessus de 31 le schéma en groupes des automorphismes des objets
classifiés par C soit localement constant de rang u En d'autres termes, pour

tout point géométrique x - Ei , on veut que ‘Aut(x)l =u - Une telle décomposi-

tion existe,

b) Soient F, le schéma grossier de mcdules de 51 et X(Fi) la caractéristi-

i
que d'Euler-Poincaré de l'espace topologique Fi(C) . On pose
1
= Dy
XO) geF | ¥Ry (©)
On vérifie que cette définition est indépendante de la décomposition (3,) . Elle

coincide avec la définition usueile quand C "est" un schéma.
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La caractéristique d'Euler-Poincaré jouit des propriéiés suilvantes :

o) additivité : si F est un fermé de C , d'ouvert complémentaire U ,
WG = x(w + x(F
si U et VU sont deux ouverts,
Yu U W+ x(unuv = x(w +x(v)

B) multiplicativité : si f : C— § est un morphisme, et que les fibres géométriques

CS de f ont une caractéristique d'Euler-Poincaré constante, on a
x(C) = x(ﬂ).x(t‘:s)

v) caractére algébrique : 1la définition donnée s'étend aisément et permet de définir

¥(C) pour C un champ algébrique de présentation finle sur un corps algébriquement

clos k de caractéristique zéro,

8) Soit f : C— 8§ un morphisme fini et plat (i.e. plat, propre, 2 fibres finies),

et s un point géométrique de & . Pour x un point géométricue de Cs , soit
A;‘ 1'anneau local de Cs en x . C'est un anneau artinien. On pose
(4.1.1) deg (f) = ¢ 1 di; (a)
s ” |ty | “Mk(s) x
Ce nombre est localement constant en s . S'il est constant, on le note deg(f)

81 f est finl étale , on a X(cs) = degs(f) et B) fournit

(4.1.2) x(C) = deg(f) x(®)

En termes plus concrets, un point géométrique fermé s de & n'est autre qu'un

dbjet de H sur € , et un point géométrique de Cs est un objet x de C muni
i'un isomorphisme ¢ : f(x) «>s . On a
(4.1.3) €)= —>2 .

e s Aut(x,q)

4.2. Appliquons la définition 4.1 2 nq 8t

Nous séparons les fermés "c, = 0" (6 automorphismes) "c6 = 0" (4 auto-
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morphismes), et l'ouvert complémentaire (2 automorphismes) de schéma grossier la

droite affine moins les points j =0 , j = 1728. On trouve
9 1 1 -1 _ 1
(4.2.1) X(ﬂ'\l@m) "6'+'4-+7——12 B

plus sympathique sous la forme

(4.2.2) x<m‘1’ ® @) = (-1

Pour H < GL(2, Z/n) , on déduit de 4.1.5 que

-1

(4.2.3) X ® ©) = [6L(2, Z/n) : H] . ;

Pour passer de 12 & la formule classique donnant x(MH ®¢) , il faut tenir
compte des pointes etdes automorphismes. Traltons le cas de M, @¢ (n=23) . Soit
1 u
01
pointes (5.1) et les objets de m ® ¢ n'ont pas d'automorphisme non trivial (IV 2.7).

T U le groupe des matrices * ) (uez/nz) .11y a [GL(2,Z/n) : T U]

On a donc

x(M (@) = leu2, Zz/my|. =5 + [oL(2, Zz/n) : T U]

=‘—§- 400 a- b (1-—)+——TT (1-—) (1~—)
pln p|n P

La courbe Mn(G) a w(n) composantes connexes, toutes isomorphes. Leur genre g est

donné par
3 2
28 -2 = 11— (1-=). G5 -2
: 12 2
P
4.3. Soit C un champ algébrique propre, de Cohen-Macaulay, purement de dimension

un, sur un corps algébriquement clos k (par exemple, ml ®C ). Soit w un fais-

ceau inversible sur C . Le degré de w est défini comme suit .
a) On prend une section rationnelle f de w

b) Soit =x un point géométrique fermé de C . Soit @; 1'anneau local hensélien
de C en x . Si f est régulier en x , on pose deg (f) = dimk @;/(f) . Si
%

gt 1'est, on pose deg, (f) = - dimy @;/(f'l)
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c) ,0n pose
_ 1
deg(w) = deg(C,w) = E |Aut(x) degx(f)

Pour k mnon algébriquement clos, on définit deg en étendant au préalable
les scalaires & k . Ce degré est indépendant du choix de f et coincide avec la

notion usuelle quand C "est" un schéma.

11 vérifie
o) additivité en w deg(w ® w') = deg(w) + deglw")

8) revetements : Soit £ : C' » C un morphisme fini et plat de degré constant.

On a

deg(f#* w) = deg(f). deglw)
y) spécialisation : Soient S un trait, C un champ algébrique propre et plat,
de Cohen-Macaulay, purement de dimension relative un sur S . Soit w un faisceau
inversible sur C . On a

deg(Cﬂ,w) = deg(Cs,w)

4.4, Calculons le degré sur ml de w , le dual de l'algabre de Lie de la courbe

elliptique universelle. Le discriminant A est une section de d&lz , s'annulant

simplement 2 1'infini. Le point 3 1'infini ayant deux automorphismes, on trouve

(4.4.1) deg (w) =214

Partant de (4.4.1), et exploitant (4.2.2), 4.3. B) , on trouve que pour tout

Hc GL(2,Z/n) , on a
(4.4.2) x(nﬁ 80) = -2 deg(M,w) .

4.5.  Voici une démonstration directe de (4.4.2). En tout point s de Rq , sur

€ , correspondant 2 une courbe elliptique E , la théorie des déformations fournit

un isomorphisme entre 1'espace tangent 2 m; en s et Hl(E,Té) = Hl(E,G) ® d&—l = dj—Z'

Une étude 2 1'infini montre que 1'isomorphisme Qéf = d&z correspondant se prolonge
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a 1'infini en
1
(4.5.1) Gy D = w2
1
Vu les propriétés de multiplicativité des deux membres de (4.4.2), il suffit
de considérer mn , pour un entier n 23 . On a alors affaire & de vrals schémas,

de sorte que

i 1
x(Mn @ce) = - deg(Mn,QMn)

Puisque 1'image réciproque d'une forme différentielle 2 pOles logarithmiques est en-

core de ce type, (4.5.1) nous fournit un isomorphisme
(4.5.2) Q;H(m;) ~o®?
si ¢ est le nombre de points 2 1'infini de mn , on a donc

X‘"f. X))

x(m_®8) - c = - deg(a) - ¢

- deg(@M(®)) = - deg(u®?) = -2 deg(w)

Dans la fin de ce §, nous définissons l'invariant de Hase et donnons une
démonstration, basée sur des théor2mes de Grothendieck, du théor2me de Igusa selon
lequel ses zéros sont simples. L'un de nous a appris la jolie formule 4.9.1 2 un

cours de Serre.

4.6, Définition de 1l'invariant de Hasse

Soit f : E > S wune courbe elliptique généralisée sur un schéma S de

caractéristique p , w= f, wE/S et F le morphisme de Frobenius

E F E(p)
5\\\A lf///f(p)
S
On a f(p)w = w(p) = u?p . L'application trace (ou : "opération de
* TEP)s

Cartier™
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Trp @ Fy W) = %) g

définit un morphisme

(4.6.1) Trp @ w—> u@b s
i.e. une section
(4.6.2) h o€ (s, Py

C'est 1'invariant de Hasse. En voicl une expression duale : la dualité des faisceaux

cohérents met en dualité w et le* 6 , et de méme w(p) et leip)o . Le trans-
posé de (4.6.1) est 1'image réciproque

(4.6.3) ™ j'ePe — rle, 6

51 on tdentifie R'f, 6 et REP6 a oD et BUP) | (46.3) devient la mul-

tiplication par h (4.6.2),

Sur ml ®‘Fp » on sait que l'invariant de Hasse ne s'annule pas 2 1'infini,

et que ses zéros correspondent aux courbes elliptiques supersingulidres (voir Katz

3.

On sait que sur n& ®iﬁp , les zéros de h sont simples. Nous en donnons
en 4.8 une démonstration directe, basée sur la théorie de Grothendieck des déforma-

tions des schémas abéliens, dont un cas particulier est rappelé ci-dessous.

4.7. Soit Ao une variété abélienne sur un corps k algébriquement clos. Pour

toute déformation A de A, sur les nombres duaux kle] (2 = 0) , on définit

ol
Hp (A) =H (A’Q*A/Spec(k[e]))

On dispose d'une suite exacte

(4.7.1) 0~ H°(A,oi) > Ho(A) » 1l (a,0) > o

Grothendieck a défini un isomorphisme canonique
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pr g r."
(4.7.2) HDR(A) HDR(AO) ®k kie] ,

et a prouvé que

a) Pour tout morphisme f : A—-> B , le diagramme

. ® k(e] \
HDR(Bo) ® k[e] ——> HDR(AO) ® kle]
fi# l
HDR(B) HDR(A)

est commutatif .
b) L'application qui 2 chaque classe d'isomorphie de déformations A associe la
filtration (4.7.1) de HDR(AO) ® k[e] , assujettie 2 relever la filtration (4.7.1) de

HDR(AO) , est bijective.

4.8. Soit Eo une courbe elliptique supersinguliére sur k , E une déformation

non triviale de E  sur k[e) , et prouvons que h # 0 (i.e. que h est un mul-

tiple non nul de ¢). Puilsque E(p) est la déformation triviale de E((,p) , on dis-
pose d'un diagramme commutatif
o (p) .1 - ( 1
0——>H (EOP (7)) ® kle] — HDR(EOP)) @ klel —n (Eép),@) ® klel

0 F¥® k(e] h

0 — °(E,Q) —m 5 Hp(B) ® k[e] —> u'(2,6) ——— 0

(p),(.)l) -

o DR(E , et

On sait que le noyau de F* est exactement HO(E

(p)
o)

me

h # 0 résulte formellement de ce que la 2¢ ligne n'est pas de la forme Y ® k[e] .

4.9, Si on applique la définition 4.3. a la section h du faisceau inversible

®(p-1) -
w P sur ml QD]Fp on trouve le résultat suivant : si I est 1'ensemble des clas-

ses d'isomorphie de courbes elliptiques supersinguliéres sur F , on a
P

1
(p-1).deg(w) = £
i Aut(E15

D'aprés 4.3 &) et (4.4.1), on a donc
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(4.9.1) 2 ! _p-L

E supersingulier Aut(E)| 24

Par exemple, si p = 2 (resp. 3), seule la courbe elliptique d'invariant modulaire
0 est supersingulidre. Elle a 24 (resp. 12) automorphismes. De méme, si n 2 3 et

— 1-
si (p,n) =1 , il y a sur Mg GIFP exactement —22 X(Mﬁ(@)) points supersinguliers.

5. L'action de Galois sur les pointes.

5.1. L'ensemble M:((I:) est 1l'ensemble des classes d'isomorphie, sur & , de courbes

elliptiques généralisées singulidres 3 n cOtés, munies d'une structure de niveau n .

Soit (C,+) 1le n-gone standard sur & , munl de sa structure de courbe

elliptique généralisée 1I1.1.9. On a canoniquement

C = XZ/a

Le groupe des automorphismes de (C,+) a été calculé en II 1.10 . Son image

dans GL(“n XxZ/n) est le groupe T U des matrices

+ (1 u) (u € Hom( Z/n,un))

L'ensemble des structures de niveau n sur (C,+) est Isom(Cn,(Z/n)z)) . On a donc

canoniquement

w(0) =Tsom(y xZ/n, (Z/n)?) / + 3
Cette bijection est compatible 2 1'action de Gal(@/ @) sur les deux membres.
5.2. Pour H < GL(2,Z/n) , on a M, = Mn /H . Dés lors,

M.:(G) = H\Iscsm(pn XZ/n, (Z/n)?‘)/f U

Puisque M:[lln] est fini étale sur Z[1/n] , cet isomorphisme d'ensembles galoisiens

se prolonge en un isomorphisme de schémas :
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Construction 5.3.  M[1/n] = M\Lsem 0y /0 Gy x2Z/n,(2/0)%) / v

6. Etude de MTo(n)

6.1. En IV.4.5, nous avons décrit ml"_ (n)[l/n] comme le champ sur Z[1/n] classi-
fiant les isogénies E - F 2 noyau cyc?ique de degré n . Ceci met en évidence deux
applications m}’\ (n)[1/n1—>m§[1/n] , définies par E et F respectivement, et

échangées par un: involution w (IV.4.4). D'apres 1IV.3.19, les applications induites

sur les schémas grossiers se prolongent en

(6.1.1) c et cw: Ml.o(n) — M,

1

variant par permutation des coordonnées. Puisque 1'application MT (n) —>M; est de
o

6.2. L'application finie (c,cw) : Moy —> M XM a pour image un diviseur, in-
o

degré le nombre P(n) de points de la droite projective sur Z/n , et est générique-
ment injective, ce diviseur est de bidegré (P(n), P(n)) . Les applications ¢ et
cw transforment points 2 1'infini en points 3 1'infini. Puisque Mcl’ = Spec( Z[3])

et que Z[j,j'] est factoriel, le diviseur image de

(6.2.1) (c,cw) @ M; (@) —> M(l) X M‘l’
[o]

et défini par une équation & ez(j,3'] , l'équation modulaire. On a

¢ (X,Y) = E c . x? Yb , et les seuls ¢ non nuls et tels que a = P(n)
n ab ab

a,b < P(n)
ou b = P(n) sont obtenus pour (a,b) = (P(n),0) ou (0,P(n)) ; ils valent T 1

6.3. L'invariance par symétrie montre que @n(X,Y) =% Qn(Y,X) . 11 est classique,

et résulte d'une étude 2 1'infini, pour n # 1 , que le signe correct est +

(6.3.1) @n(x,Y) = Qn(Y,X) (n>1)

On peut donc normaliser le signe de Qn pour avoir
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(6.3.2) 8 (X,Y) = kB yp@ ¢ X"
a,b<®(n)
ab " pa §Z
6.4. On prendra garde que 1'application (6.2.1) n'est pas nécessairement injective.

Sur k algébriquement clos avec n inversible dans k , il peut en effet exister

deux n-isegénies 2 noyau cyclique
(6.4.1)

non isomorphes, mais telles qu'il existe des isomorphismes e : E1 L, E2 et

2

f: F, —> F, . L'endomorphisme g = e_1 gg fuﬁ de El est alors de degré n" |

1 2

mais son noyau n'est pas le noyau de la multiplication par n . La courbe E1 est

donc 4 multiplication complexe.

Réciproquement, si g est un endomorphisme de degré n2 d'une courbe ellip-
tique E , que Ker(g) # E, , et que AC Ker(g) est cyclique d'ordre n , on

obtient une paire (6.4.1) en prenant
E—>E/A , et le transposé de
E/Ker(g) «<— E/A

La discussion précédente montre toutefois que (6.2.1) est génériquement ra-
diciel; on montre facilement qu'il existe méme un ouvert U de M; (n) °* dense dans
o
les fibres de caractéristique p* n , tel que la restriction de (6.2.1) a U soit

un plongement.

Le résultat suivant en résulte.

Proposition 6.5. M; (n) st le spectre du normalisé de zz[j,j']/(@n(j,j')) .
o

Si k est un corps de caractéristique p et que p‘{n , 11 résulte

de 3.2 que tout point x € M (_)(k) est défini par une n-isogénile 2 noyau cyclique

T

‘o
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E ~—> F définie sur k . Il n'en résulte pas que si j,j' sont dans k et que

Qn(j,j') =0 , il existe une telle n-isogénie avec jJ(E) =3 , j(F) = j°'

Si n est un nombre premier p , la décomposition V.1.16 de ml. (p) mod p
o

se traduit comme suit au niveau des schémas grossiers.

Théorgme 6.6. (H. Weber-Lehrbuch der Algebra
III, p.24% eq. (32)).

8 (5,30 = (3-3"®) GP-53")  mod p

Par une étude 2 1'infini, on démontre plus généralement que si (n,p) =1,

on a
(6.6.1) CRIES SOLN DI NG N RO TN
s sty — 2 L, « s1yP-1 3 |P2
(6.6.2) ] 2(3,_] ) = Qn(j ,iY) Qn(J,_] ) @n(J,j ) (p)
np
K
1-K m-K ®(p)
(6.6.3) 8 (5,3 = T Qn(jp ,i'P ) (»)
np Lim = k
K = inf{{,m)
si p2|n , on tire de 6.6.3 que
(6.6.4) £ (351" @n/p(jp,j'P) = Qn(jp,j') $ (5,i'P) (p)

Proposition 6.7. Soient H < GL(2,Z/n) et K 1'image inverse de H dans

GL(2, Z). Le schéma MK[lln] est lisse sur Z[1/n] .

Au-dessus du complément des sections 0,26.33 et « de MI’MKU/n] - lel/n]

est fini étale. En effet, sur cet ouvert mK[l/n] (resp. m1[1/n]) est étale sur

MK[l/n] (resp. Ml[lln]) , et an[l/n] est étale sur m‘;[l/n] .

I1 résulte donc du lemme d'Abhyankar que MK[I/n] est 1lisse sur Z[{1/n]

en dehors des points de caractéristique 2 ou 3 d'invariant modulaire O

Caractéristique 2. Soit E 1la courbe elliptique d'invariant O sur TF'Z , corre-~

spondant 2 x : Spec( F,) - m . soit W(TF,[[t]] le complété de 1'hensélisé strict
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de ml en x . Le groupe A = Aut(E) agit sur W( fz)[[t]] et, vu 1.8, il faut
prouver que pour tout sous-groupe B de A , l'algdbre W( ’.TF—Z)[[t]]B est formelle-
ment lisse sur W( ]-F_Z) . Le groupe A s'injecte dans GL(Z,E3) (1v.2.7). En fait,
A= SL(Z,E3) . Il en résulte que si 1'une des algébres W(f’z)[{t]]B n'était pas
formellement lisse, déja 1l'un des schémas M, (H < GL(2,2Z/3)) ne serait pas lisse

sur Z .

On sailt que la courbe M3/ nga] est de genre O . Il en résulte que pour
HcGeL(2,Z/3) , M, = M3/H sur Z[§3]H est de genre O . On sait aussi que les
fibres géométriques de MH[1/3] sont génériquement lisses, irréductibles et‘ réduites
{car de Cohen-Macaulay, MH étant normal). Etant de genre arithmétique O , elles

sont lisses,

Caractéristique 3 : On procéde de meme, en utilisant que Aut(E) s'injecte dans

GL(Z,EA) et que M4/ Z[§4] est de genre O .

6.8. Soient n,H,K comme en 6.7 et p un nombre premier premier &2 n . Nous allons
utiliser (v.1) pour étudier MKﬂI‘o(p) en caractéristique p , la structure des sin-
gularités de MKﬂl" (p)[lln] et leur résolution minimale, Rappelons que le champ
o
"‘:an (p)[lln] correspondant classifie les courbes elliptiques E munies d'une struc-
o
ture de niveau H et d'un sous-groupe localement libre de rang p A . Il est régu-
lier, et m;ﬂI‘o(p) @ﬁp est réunion de deux copies de IT‘{: @fp se coupant transver-.

salement aux points supersingullers,

Thécréme 6.9, (i) [1/n] est 1isse sur Z[1/n] en dehors des points super-
M py1/n] st Usse sur

singuliers de caractéristique p

®F ®F -
(i1) M'Kﬂl"o(p) ]Fp est réunion de deux copies de “K ]!-‘p se coupant transversale

ment aux points supersinguliers. On recolle le point supersingulier x de la 2° copie

au point x(p) de la 1°7¢

(iii) Si x est un point supersingulier de ®F défini par (E,a) , et que
2= P p ——Z_PAF £t que

k=% | Aut(E,q) | si -1 € Aut(E,q)
k= | Aut(E,a) | si -1 £ Aut(E,q)
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® ) pré-
alors, au point correspondant de MKﬂTO(p) QIFP , le schéma MKﬂl“o(p) w@p r

sente une singularité de type Ak 1 formellement isomorphe a

(6.9.1) w(fp)[[x,y]] / Xy - pk) .

Preuve : Au voisinage de l'infini, 1'application
->
M ) M ()
est étale, et est lisse sur Z . D'aprés le lemme d'Abhyankar,
Ml‘o(p) MKﬁl‘o(p)

est modérément ramifié sur MT‘ (p) le long de 1'infini, donc lisse au voisinage de
o

1'infini, Etudions maintenant les points A distance finie.

Par passage aux schémas grossiers de modules, on tire de (V.1.15) et de

6.1.1 un diagramme
o — ) -

T erF

) \p\ /MK ’
schéma grossier de (M BF)
"enr, ) ® Fp

| s

> eF
"er, () © ¥

4
Q — o —
MK ® ]Fp MK ® ]FP
(diagonales composées = Frobenius)

o -
0 it t duit .1 . h i d
n sait que mKﬁI‘o(p) ®]Fp est réduit (V,1.16) . Son schéma grossier de
. o o -
modules l'est donc également. Puisque MKGI‘O(p) est normal, MKm‘o(P) <8]Fp est de
Cohen-Macaulay. Etant génériquement réduit, ce schéma est réduit. On peut maintenant
raisonner comme en V.1.16 pour prouver (i), (i1) . Les memes arguments s'appliquent

au schéma grossier de m]‘:nr () @fp , et on trouve le corollaire suilvant,
o

Corollaire 6.10. MKnT'o(P) ®]1-‘P est le schéma grossier de modules de ml(ﬂl“o(p) ®]Fp .
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Prouvons 6.9 (111). Soient (E,a) et x comme indiqué. Soit A' le groupe des auto-

morphismes de (E,a) et

A=A'" si -1 £A'

L3
n

AP 1V si -1 e

Le groupe A est d'ordre k . D'aprés I.8, le complété de 1'hensélisé strict de

en x est de la forme
MKnTs(p)

Spec(w(l‘l-"p)[[x,Y]]/(XY-p))/A ,

ot le groupe A agit effectivement (I.8 et 1.4). En réduction mod p, le groupe A
respecte chaque branche, et agit effectivement sur chacune. On sait aussi, d'apres

I.5.2 et (ii), que le quotient &tudié est de la forme

kl

sPec(w(fp)[[x',y']] /I X'y'-p )

et il nous faut prouver que k = k'
D'aprés 6.10, on a
sPec(fp[[x,Y]]/(x.Y))/A = sPec(iF"p[[x',Y']]/(x!Y')) ,
donc, par restriction 2 une branche,
spec@ [{X,Y1]/(v/a = Spec(ﬁp[[x'Y’]]/(Y'))
Puisque A est d'ordre k , il en résulte que
k

X" = unité, X' (mod(p,Y))

Dans le spectre de l'anneau régulier Wﬁfp)[[X,YT]/(XY-p) , les diviseurs
de X et X' ont méme support, La formule précédente impose alors que
div(X') = k div(X) , i.e. Xk = unité, X' . Le mlme argument s'applique 3 Y' ; on
a donc

X'y' = unité.pk

et que k = k' en résulte,
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L'invariance par spéclalisation de la caractéristique d'Euler-Poincaré de

6 et 6.9 (i1) fournissent, pour Euler-Poincaré topologique :

Corollaire 6.11. Soient s le nombre de points supersinguliers sur MK @Fp . On a
6.11.1 = -
(6.41.1) X Oty () = 2X0g)-28

Si on considare MKnr () comme une courbe géométriquement irréductible sur
o
R =E[Cn]H et que s = s/[R: Z] désigne le nombre de points supersinguliers de

My ® Riip , 6.11 se récrit en terme du genre

(6.11.2) g(MKﬂI‘O(p) @R t) = Zg(MK) + (so-l) -

Corollaire 6,12, @ ¢ est une courbe elliptique si et seulement si
nr ) R

M @R ¢ est de genre O et que 8, = 2

Rappel 6.13. Résolvant la singularité (6.9.1) par éclatements, on obtient une
chatne de (k-1) droites projectives de self intersection -2 . Le lieu d'équation

p = 0 de la résolution est réduit, Ceci permet de calculer la résolution minimale

R ¢
le lemme suivant, tiré de [20], sera prouvé en VII.2.7.

Lemme 6.14, Soit E wune courbe elliptique sur le corps des fractions d'un anneau

de valuation discrédte V ., Si le modéle minimal de Néron de E a pour fibre spéciale

un polygone de Néron a3 k cdtés, alors v(j(E)) = -k

Lorsque MKﬂTb(p) est elliptique, on déduilt de 6.11 le corollaire suivant.

Corollaire 6.15. Si MKﬂT () Gk ¢ est elliptique, d'invariant modulaire j , le
- o

pdle de j € R en un idéal premier ™ de R divisant p est donné par la formule

suivante :

v () =2+ T (|aueE,a)/{1}]-1),
T (E,0)

la somme étant Stendue & 1'ensembie (& deux éléments) des classes d'isomorphie de
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courbes elliptiques supersinguliéres E , munie d'une structure de niveau H de

déterminant un, sur une cl8ture algébrique TF-p de R/(m)

6.16. Exemple. Traitons le cas de “1‘°<p) s P premier , p # 2,3 o Ml‘o(p) @]Fp

s'obtient en recollant 2 exemplaires de M1 @']F‘p =1P1f en les points supersinguliers.
P

Pour obtenir la fibre spéciale de la résolution minimale, il faut remplacer le point

j=0 (resp. j = 1728), si supersingulier, par une chaine de 2 (resp. 1) droites

projectives, Rappelons que

0 supersingulier ® p=-1 (mod 6)

[
n

1728 supersingulier < p = -1 (mod 4)

[
]

Des lors, sur la cldture algébrique de ]FP, la fibre spéciale de la résolution

minimale de Ml‘ (p) est le diagramme suivant de coples de ]P1 se coupant transversale-
o

ment

g=0 T (5) X T (13)
j=0~ |

autre =

j = 1728 »

g=1 T (11) T (17 T (19)

[ m [
[~
# [ad n
[a}
r~ o (o]
N
o]
!
%
R"

g>1 T°(23) 1‘0(29)

j=0 - ;
autre -
j = 1728 >

La formule 6,15 dit que 1'invariant modulaire de la courbe de genre un MT ()
o

p = 11,17,19 a pour dénominateur respectivement 115 s 174 , 1.93

It



-291-
DeRa-149

VII. La courbe de Tate,

Au § 1 de ce chapitre, nous utilisons une méthode due a KRaynaud pour con-
struire la courbe de Tate Gm/qz sur Z[[q]] . Ceci nous permet de donner une
description explicite du complété formel de nh le long de 1'infini (§2). Aux §3 et
4, nous en déduisons des théoremes d'intégralité sur les coefficients du développe-

ment en série de Fourier des formes modulaires.

1. Construction de la courbe de Tate sur Z[[q]] .

1.1. Solent S wun schéma et t € T(S,@S) . Nous nous proposons de construire sur
S un schéma 'G; , isomorphe 2 Gm au-dessus de S[t_l] , non quasi-compact si ¢t
n'est pas inversible, et dont des courbes elliptiques généralisées se déduiront par

passage au quotient sif t est nilpotent,

a) Soient (x,) des indéterminées. a; est réunion des cartes locales

*1 ez
(Uj)j€§+z suivantes :

(1.1.1) v, = S[xj_% ,yj+%] / (xj_%,yﬁ%”— t)

b) On recolle Ui-% et Ui+% de sorte que

(1.1.2) Uy gy U3 S Uy sole Ui+%[1/xi] = S[xi,x;]'] (¥441 = t.x;]')
(1.1.3) Uy 3 N U aC Uy 5 solt Ui_%[l/yi] = s[yi,yf] (x,_; = t.yil)

ces ouverts &tant identifiés par

(1.1.4) Xy =

c¢) On ne fait d'autre recollement que ceux imposés par b). Explicitement :

(1.1.5) si [j-j'| =22 , Uj n Uj, est au-dessus de S[1/t] . ;

(1.1.6) au-dessus de S[1/t] , les Uj sont tous identifiés, par
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1.2 Exemples : a) si t est inversible,
t _ _ -1, .
cm N Uo - S[xo,xo ] cm ’

b) si t=0 , F‘; se déduit par recollement de la somme d'une famille de copies

de P! indexée par Z : on recolle la & copie 2 la (1411 en 1dentifiant 1a

section 0 de la iiéme 2 la section o« de la (i+1)h"me H
Uj = (('j-%)iéme copie - section ® ) U ((j-i~§-)iéme copie - section O )
X, 1 = coordonnée x U ]
j-z
y = 0 U (coordonnée x)~! .
+3
[}
X, = 0 3
1% U
X, =0 B %\
-1
& =
o lu% NU_y = slxgx,’]
° ] )
[ yO / , U %
s x = 0 -
w
12
Q
£
Yy~ 0
; )
]
S t=0
= = -1 t 5 '
¢) soit T, = Ui-% n U“_% Sl:xi,xi 1 et sott Qm la réunion des T, . C'est le lieu
lisse de —(‘;tn . 84 S = Spec(V) est un trait et t une uniformisante de V , Q;

est le modale de Néron de Gm construit par Raynaud.
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Les applications

=t t t _ _
Gu(S) <— Qm(s) —> G (K) = & (K) = K*

sont bijectives (K corps des fractions de V ). A ety € K* (u € V¥) correspond la

section X =u de Ti . Cet exemple motive les définitions qui suivent.

d) Abus de notation : pour a inversible sur S et k €Z , on notera parfois

a tk la section de Tk telle que xk(atk) = a
1,3, On définit dans Q; une structure de schéma en groupes abéliens
X —>G ; T, xT, —>T
Ga X Gy G 3 Ty xTy 1+]

par

(a.b) = xi(a)x (b)

*i+j j

L'intersection Ti nrt de deux cartes distinctes est 1'image inverse de S[1/t] ;

i'
au-dessus de S[1/t] , Q; = Gm et les applications précédentes sont la multiplica-

tion dans Gm . Dans l'exemple 1.2 c¢), - correspond 2 la multiplication dans K¥

L'application ° se prolonge en une action

t t =t
meﬁm—>o ; T, XU, —> U

m i j i+j
par
x; . ala.b) = x . (a).x, 1(b)
1+j-% t i-%
Y alab) = x @7y 1)
1+j+3 1 Yi+k
L'application x - ! se prolonge en une involution
-1 =t =t
ak a d U, »U ar

-1, _
i
y (a’l) = x, ;(a)

-j+d i-2

Wz t . :
La composante neutre T, du schéma en groupes Qm est canoniquement iso-
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morphe 3 & (isomorphisme : xo)

1.4. 8i u € I‘(S,GS)* , et que m=1 est un entier, on définit

m m
=t =ut (t) (ut™)
. . <3§s -

[u] : G — & ; Uj —>u1+% (i + 25§ sm(i+l) - ®

(ut™ _ (1) k -1

x o [ul = Xoihe - b ou

(0 £k <m

(ut™) _ (D) k i

¥y o [ul] = Imig - F oY
Pour t =0 , cecl contracte en un point les Ti avec 1 #O(m) .81 m=1 ,

(u] est un isomorphisme de —(‘; avec 'Q:t . Par exemple, le modéle de Néron 1.2 ¢)

de Gm est indépendant du choix de 1l'uniformisante.

1.5. Supposons t nilpotent. On a alors Ui n Uj' =$ si Ij-j'l 22 . Soit g
une section de Q; , contenue dans Tk avec k # 0 . Faisons agir Z sur 6:1 par
i,x)+» gi-x

Proposition-définition 1.6. Avec les notations 1.5, le quotient Q:; / Z existe; on

le note (-,‘,; / gz

Si ]k] 22 , G; / gz est encore défini par les cartes locales Uj de

1.1, avec la donnée de recollement supplémentaire que Uj est identifié a Uj+k par

g (les cartes ( | suffisent donc 2 recouvrir Q; / gz) . Ceci reste vrai

Yy )0<j<|k

pour Ik] =1 , 2 cela pr2s que cette fols Uj n'est plus un ouvert de Zariski de

6; / gz , mals est seulement étale sur Q; / gz . On peut aussi arguer que

T/ s%- G eD 1 znw

Exemple 1.7. Si t =0 , et que g est la section X = 1 de T, q:: / gz
n'est autre que le polygone de Néron standard & k cOtés sur S . Cecl résulte de

1.2 b).

1.8, Sous les hypothéses de 1.6, la loi . passe au quotient et définit
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;Q;/gzxﬁilgz-”(i;/gz .

Pour t =0 et g comme en 1.7, c'est la loi + définie en (II.1.9) . Plus
généralement, on déduit de 1.4 que si xk(g) est une puissance kiéme,(6;: / gz, 3
est isomorphe au k-gone standard. Puisque —Q: / gz est clairement plat de présenta-

tion finie, on obtient le résultat suivant,

Proposition 1.9. Pour t nilpotent et g € Tk(S) , (6; / gz, +) est une courbe

elliptique généralisée. Ses fibres géométriques sont des k-gones.

1.10. Soient A un anneau noethérien, t € A et g une section de ch Q; sur
S = Spec(A) . Pour chaque entier N , t est nilpotent dans A/(tN) et on peut

effectuer la construction 1.6 : on définit
t z N
Cy ﬁm /8% sur A/{(t))

Les CN définissent un schéma formel C = lim CN sur le complété formel de S le
-

long de Spec(A/(t)) . S1 A est complet pour la topelogie t-adique (ou, comme

nous dirons, t-complet), la démonstration de III 1.2 montre que la courbe elliptique

généralisée formelle C est algébrisable :

a) La courbe projective formelle € est algébrisable, d'aprds le théoréme d'exi-

stence de Grothendieck,

b) Si k=1 , la loi + est enti2rement déterminée par la section neutre e

(II 2.7), donc est algébrisable.

¢) Dans le cas général, une descente fppf nous ram2ne 2 supposer que g est de la
Z

k
forme 8, - La courbe -QZ / gz est alors un rev@tement de -(;; / 8, , et on appli-

que II 1.17.

Pour A t-complet, nous appellerons la courbe elliptique généralisée sur
Spec(A) qui algébrise € une courbe de Tate; nous la noterons encore {par abus de

notation) ﬁ;l gz
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Proposition 1.11. L'image du sous-schéma de non lissité de la courbe de Tate

at

Qm / gz sur Spec(A) admet 1'équation t =0

Cette image est la méme pour T / gz s ur le schéma formel € et pour
P po

(_itm . Son calcul pour 6:1 est laissé au lecteur.

1.12. Pour t nilpotent, les composantes neutres de (“:l et Q; / gz sont cano-

niquement isomorphe 2a Gm s d'od des isomorphismes et morphismes

(complété Em de Gm le long de 1la section neutre) =>» ((,‘l::l / gz).

Lie(B) = 6 => Lie(q / &%)

" — (@ /%

n n

Pour A noethérien t-complet, on en déduit des isomorphismes et morphismes

(1.12.1) (groupe formel complété de d;m le long de e ) ‘>

=t
(groupe formel complété de Qm / gz le long de e )

112.2)  ue@ /g% =26

(1.12.3)  y > (q; / gz)n

En particulier, les courbes de Tate sont munies d'une différentielle inva-
riante canonique (I'image réciproque dans Lie(ﬁm / gz) de la section unité de ¢ ),

notée dx/x

1/k
1.13. Si t est nilpotent, nous noterons (g Z) le sous-schéma de Q; dont

1'intersection avec la carte Ti est défini par 1'équation ak = gi (égalité dans

Q:]) . Le schéma en groupes

1/k
(1.13.1) %Y

1% = @ 18D,

est fini localement libre de rang k2 . C'est une extension

(1.13.2) 0—>y L1239 (f /02y szn—s0
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la projection sur Z/k envoie x sur la classe mod k des entiers 1 tels que x

soit image d'une section de 'I'1

Supposons maintenant A noethérien t-complet, Par passage 3 la limite,
(1.13.1) définit un sous-schéma en groupes fini H de ((3; / gz)k ; ces deux
groupes, &tant localement libre de méme rang, sont égaux, et (1.13.2) définit une

suite exacte

(1.13.3) o—>%(—1=@—)->('¢;/gz)k—"—> Z/k —> 0

si xk(g) =u , le W -torseur v-l(l) est canoniquement isomorphe au

uk-torseur des racines kiémes de u
(1.13.4) viay =~ %, (8)}
Construction 1.14, S8i A est t-complet, que t = 'rm , et que g est une section

t T (n _ ()
de T © Qm , notons encore g la section de Tem © Qm telle que Xem (g) = X (g).

La courbe généralisée ‘(3:1 / g—z est le contracté (IV.1.) de —Q: /gz . En particulier,

1
[l

/gz et Q; / gz cotncident sur A[t-lj

Par passage au quotient et passage 2 la limite, 1'application 1.4 définit
un morphisme
- =t
I

T z

G/ g2 au contracté (1v.1) de Qm /g

Ce morphisme identifie Qm

igme
Pour A t-complet, et si t admet une racine m T , on a donc sur

A[t-l] une suite exacte (1.13.3), avec k remplacé par km , et un isomorphisme
(1.13.4). On vérifie que cette suite exacte et cet isomorphisme sont indépendants du

choix de T , Par descente, ils sont donc définis sans hypothése sur t

Construction 1.15., Sur Spec(A[t—I] , on a une sulte exacte

o by LI/ H 0
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-1 iemes
Le uk-torseur v (1) est canoniquement isomorphe au pk-torseur des racines k
- —la%
de g€ Gl = ale ] .
1/k . 1/k
sott Z[[q '"]1] 1'anneau des séries formelles en une indéterminée ¢ .
1/k
Comme convenu en 1.2 d), nous noterons q 1la section g de 'L‘k c —Q: pour laquelle

xk(g) =1

Définition 1.16. La courbe de Tate & k c8tés sur Z[[q”k]j est la courbe ellip-
17k

tique généralisée Q:: /qZ .

Pour k=1 , on parle simplement de la courbe de Tate sur z[[q]] . La

courbe de Tate 2 k cOtés C sur Z[[qllk]] est munie des structures suivantes

((1.12.1) (1.12.2) (1.12.3) (1.13.2) (1.13.4))

-

(1.16.1) un isomorphisme de groupes formels ¢ = Gm ; en particulier
(1.16.2) une différentielle invariante, notée dx/x ;
(1.16.3) des morphismes pnC——> C, s

(1.16.4) un isomorphisme C, oy My XZ/k

L'isomorphisme (1.16.4) précise (1.13.2); 11 est défini par (1.16.3) pour
1/k
=k , et par la section qllk de Q: , qui définit une section d'ordre k de
1/k
T /a

Pour 1'une d'elles on a, via 1'isomorphisme (1.16.4.) en((a,b),(c,d)) = a-d - b.c .

z . I1 y a deux fagons naturelles de définir les ek-products (k =2 1)

C'est celle qu'cn avait utilisée dans 1'introduction, n® 2 .

2. Application : structure 2 l'infini de mH

Théoréme 2.1 . Le morphisme 7T : Spec( Z[[q]]) = ml défini par la courbe de Tate

sur Z[[q]] identifie Z[[q]] au complété formel de m le long de la section 2

1'infini f1

Puisque ml est lisse sur Z , on sait 2 priori qu'il existe un isomor-
phisme du complété formel de ml le long de £, avec Spec( Z[[t]] . 11 transforme

la section 'fl en la section t = 0 . Le morphisme 7 est de la forme q- t = f(qJ,
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pour une sérle formelle f (i.e., ™) = £(q)) . On sait que 1'image, dans ml s
du sous-schéma de non 1lissité de la courbe universelle, est f, (Iv 2.2). D'apres
1.11, 1'image, dans Spec( Z[[q]]) , du sous-schéma de non-lissité de la courbe de
Tate, admet l1'équation q = O . Puisque la formation de cette image commute au

changement de base, on a
(q) = (£(q)) dans zZ{[q]] ,
et cecl implique que T est un isomorphisme.
Soit H < GL(2, Z/n)

Corollaire 2.2. Le produit fibré

spec( Z[[q]D) xml mH

est le spectre du normalisé de Z[[q]] dans 1'algdbre affine du schéma fini étale

sur 2[[a))g, )

q Z 2
Is.om((Qm/ q )n s, (Z/M))/H
Preuve : résulte des définitions et de ce que normalisation et complétion cemmutent,

Puisque le schéma en groupes (Q: / qz)n sur Z[{q]Y1/q] a été calculé

en 1.15, 2.2 permet d'expliciter la structure 2 1l'infini de nh

2.3. Nous traiterons le cas de mn (n 2 3) , considéré comme champ algébrique
sur Z[Qn] . 81 de mn on 8te les points supersinguliers de caractéristique p|n s

le champ m: obtenu est un schéma, décrit en termes modulaires en V 4.

Soit C le polygone de Néron 2 n cOtés standard sur zz[gn] , muni de sa

structure de courbe elliptique généralisée (1,9) et de 1'isomorphisme naturel
C, =M XZ/n
Cette courbe définit une section 2 1'infini

(2.3.1) £ ¢ Spec( Z[Cn]) — mn
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Sur Z[Cn] [[ql/n]] , considérons la courbe elliptique généralisée
1/n
c' = ‘d: / qz
" l/nll
L'application (1.16.3) : o, C; et la section d'ordre n q (x1 =1) défi-
nissent un isomorphisme
t =
Ch =, XZ/n
Le morphisme correspondant
1/n
(2.3.2) spec(Z[¢ 1 [[q 1) —> M,
prolonge (2.3.1) et, d'aprds 1.14, le diagramme
1/n m
spec 2] [[q"/"]) ——> D
spec( z[[q]]) —m
est commutatif.
1/n

Corollaire 2.4, Le morphisme (2.3.2) identifie Z[Qn] {{q"""1] au complété formel

de ﬂ% le long de la section 2 1'infini £

Preuve: On peut le déduire de 2.2. Il est plus simple de reprendre la démonstration

de 2.1, en utilisant que

a) Hh est lisse sur Z[Cn] au voisinage de 1'infini;

1/n
b) L'image sur Spec( Z[Cn] [[ql/n]]) du lieu de non lissité de Qg est défini
par 1l'équation qI/n =0
Supposons que n 2 3 . Dans ce cas, nﬁ est un schéma. Le groupe

SL(2, Z/n) agit sur le Z[Cn]-schéma “ﬁ = M: , et le stabilisateur de la section

a3 1'infini fn est le sous-groupe

+ U=
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Corollaire 2.5. Si n 23 , le complété de mn le long de 1'infinil est somme d'un

ensemble de copies de Spec( z[gn][[q”“]] , indexées par SL(2,Z/n)/ t U

Corollaire 2.6. Solt C wune courbe elliptique généralisée sur A local complet. On

suppose que C n'est pas lisse; soit (t) 1'idéal de A qui définit le sous-schéma

de non lissité. On suppdse que la fibre spéciale Cs de C a k cOtés, et que

Gal(S/s) agit trivialement sur le diagramme I‘(Cg-) des composantes irréductibles de

C§ . Alors, 11 existe u € A* tel que

C"‘Q;/(ut:k)u

Preuve : Soit Xv le schéma en groupes sur Z[v,v_l] , extension de Z/k par p.k,
Y
o->uk->xv->z/k->o s

12mes

tel que cp_l(l) soit le M, -torseur des racines k de v . Soit Gv le champ

algébrique sur Z[v,v_l] qui classifie les courbes elliptiques généralisées E sur

un Z[v,v_l]-—schéma, lisses ou 2 k cOtés, munies d'un isomorphisme E, T X, . Aprds
extension des scalalres a Z[vl/k] , Xv devient isomorphe 2 e XxZ/k , et Gv a

G de V 4.4, L'application

spec( Z[v,v T[] —> G,

définie par la courbe Q; /(VTk) Z  jgentifte done Spec( Z[v,v-l][['r]]) au complété

formel de Gv le long d'une section 2 1'infini.

Sous les hypothéses de 2.6, il existe v € A* tel que Ck soit isomorphe

a X et C_ 2 (,'gln/(v'\'k)Z sur k(s) . La courbe C est donc image réciproque

de la courbe Q:; /(V'Tk) Z gur Z[v,v—l][['r]] , et 2.6 en résulte.

2.7. Prouvons VI 6.14., Avec les notations de loc.cit., on se raméne 3 supposer
V complet & corps résiduel séparablement clos. Soit C 1le modele de Néron de la

courbe elliptique E sur le corps des fractiomns, et appliquons 2.6 8 C . On trouve

¢ > ¢/t Z
m
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et, puisque C est régulier, t est une uniformisante. D'aprés 2.1 et VI 1.1, on a

1T F@ + 2 oa @',
n>0

et j(E) est donc de valuation -k .

3. Application : développement d'une forme modulaire en série de Fourier.

Nous montrerons au § 4 que, aprés extension des scalaires 2 &€ , les notions

introduites dans ce paragraphe coincident avec des notions classiques.

Définition 3.1. L'algdbre des formes modulaires entidres est 1'algdbre graduée

& Ho(ml,w@k)
k

En d'autres termes, une forme modulaire entidre de poids k est une loi,
compatible au changement de base, qui 2 C/S , une courbe elliptique généralisée

irréductible sur un schéma S , associe une section sur S de d&k

Définition 3.2. L'algdbre des formes modulaires entidres de niveau H c GL(2, Z/n)

est l'algdbre graduée

o w°m,e®*) .
k
Le lemme suivant, permet, dans certains cas, de ne considérer que les ﬂh .
H
Lemme 3.3. On a H°(mH,w°k) 2 H°(mn,w°k)

Preuve : Puisque Hﬁ[l/n] e Cnﬁflln] / ] , (notations comme dans [8], § 4), on a

P mel1/a,0® = B al1/a],6%) ¥

On conclut par la normalité de "& : pour qu'une section rationnelle de d&k sur

“h soit partout définie, il suffit que son image réciproque sur le revetement fini
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mn le soit.
Théorame 3.4, L'algébre des formes modulaires entidres de niveau H est une Z -
algébre de type fini.
Preuve : D'aprés 3.3, i1 suffit de traiter le cas de mn , n grand. Dans ce cas,
mn = Mn est un schéma projectif sur Z , et w est un falsceau inversible ample sur
Mn . Le diviseur de la section A de w®12 est en effet un multiple de M: (sur

m o div(p) = m';) ; 11 rencontre chaque composante irréductible de chaque fibre de

Mn sur Z , donc est ample. Le théor2me résulte donc du théor2me général EGA III,

2.3.4.1,
3.5. On peut aussi considérer des formes modulaires 2 coefficlents dans des algébres
sur Z . Comme nous ne sommes pas sOr de la définition correcte dans le cas général,

nous nous limiterons pour l'essentiel au cas des mn , Vus comme E[Cn]-champs.

Définition 3.6. Soit A une algebre sur Z[Cn] . Une forme modulaire de niveau n

et de poids k sur la z[cn]-algébre A est un élément de

@k

o
H (mn QZ[CRJ A, w )

3.7. Soit ¢ une forme modulaire (cf. 3.6). Evaiuons ¢ sur la courbe de Tate 2
n c8tés

1/n
6: /9% sur af[q}™]]

la courbe de Tate définit un morphisme (2.1)

T : SPEC(A[tqlln} ) — mn gZ[C ] A
n

1'image inverse de w par T est trivialisé (par la section é_;_f (1.12. )); on a

donc

_ dx @k 1/n
ey = f‘Q(q)'(—x_) avec fm(q) €alfq 713 .

On appelle fco le développement en séric de Fourler de ¢ . Puisque la courbe
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de Tate a n cOtés est définle déja sur Z[[qlln]] ®E A (le sous-anneau de A[[ql/n]]

formé des séries formelles dont les coefficients engendrent un Z-module de type fini)

on a
1

(.7.1) £ (@ €zlla/™11 @, ac Alld/™]] .

3.8. Soit ¢ une forme modulaire (cf. 3.6). Pour g € SL(2, Z/n) , nous noterons

gp la forme modulaire qui 2 une courbe avec structure de niveau n (C,a) sur §

associe la section (g (C,a) = cp(C,g_la.) de wak sur §

1 a
Les fSCD sont les développements aux pointes de ¢ . S1 u = t(o ) ,

_ m 1
et que fw-)?cmq (mEnZ) , ona

amn m
¢

m

(3.8.1) £ =Dz
up

Théor2me 3.9. Soit ¢ une forme modulaire de niveau n et de poids k & coeffi-

cients dans la Z[Cn]-algébre A

(1) Si les développements aux pointes fgcp sont nuls, alors ¢ est nul.

(11) Si B est une sous-algdbre de A , et que les fgcp sont dans B[[ql/n]] s

alors ¢ est 2 coefficlents dans B (provient par extension des scalaires d'une

unique forme sur B ).

Preuve : 81 A est un Z[Qn]-module, on définit une forme modulaire de niveau n

et poids k 2 coefficients dans A comme un élément de

o @k
H (n\n, A@ztcn] (1)) )

Pour A wune algdbre, cette définition coincide avec 3.6. Le développement en série

de Fourler fcp d'une telle forme ¢ se définit comme en 3.7. On a

£, €A ®z[[q!/™11 c alld}/1] .

Nous prouverons (i) et (ii) en supposant seulement que A et B soient des modules.
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Prouvons (i), Si A est une limite inductive 1lim Ai , on a
-y
M ,4 8 o) = 11m 1o ,A, ® )
n - n’"i

I1 suffit donc de traiter le cas ot A est un E[Cn]-module de type fini, Si les fgcp
sont nuls, (2.4) montre que ¢ s'annulle sur le complété formel de mn le long de
1'infini. Le support de ¢ , disjoint d'au moins un point de chaque composante irré-
ductible de chaque fibre géométrique de mn , est donc fini sur Z[Cn] . Puisque mn
est de Cohen-Macaulay sur Z[Cn] et que A ® w& est localement 1'image réciproque

d'un module sur Z[Cn] , ceci est absurde si @ # O

Prouvons (ii). Soit Spec(D") la somme des complétés formels de m le
long des sections 2 1'infini 8f, (g € SL(2, Z/n)) . Les développements aux pointes

définissent une application

0 Bk -
H (mn. A®uw )'—>A®Z[Cn]D

On prouve (ii) en contemplant le diagramme suivant, dont la 2 ligne est exacte car

D" est plat sur Z[Cn]

0 —> H°(mn,n e — u°(mn,A 8 ) 5 H°(“‘n,A/B & )

I [ I

0 —> BE®D —> A®D" —> A/B@D"

Théoréme 3.10. (1) On a

o Sk ~y @ Bk
H (n\n,w ) @z[cn] Q(Qn) —>» H (mn @ Q’w ) -

Sk i 1
(ii) Solent o € H°(mn eq, ) , fcp(q) =Tagq (1esz,a €Q(C)) le
développement de ¢ en série de Fourier, et 1 une place de Q(Cn) . Alors,
vﬂ(fcp) = dfn 1nf(vn(ai))

est 1'ordre du zéro {ou - l'ordre du p8le) de ¢ au point générique de celle des com-

posantes irréductibles de la fibre de mn en 7 qui intersecte la section 2 1'infini

f
n
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Du point de vue adopté ici, ce théoreme est trivial; il résulte de

Corollaire 3.11. Soit T aiqi le développement en série de Fourier de ¢ € Ho

€ H°(mn @ q, w&) . Le dénominateur des a, est borné.

Corollaire 3.12. Soient T une place de Q(Cn) de caractéristique p , pm la

plus grande puissance de p gqui divise n et g un §lément de SL(2, Z/n) dont

1'image dans SL(2, Z/pm) est dans le groupe triangulaire supérieur. Alors
v (£)=v (f )
ﬂ( CP) ™ gY

Les pointes fn et gfn rencontrent en effet la méme composante irréduc-

tible de caractéristique p

Corollaire 3.13. Si le développement en une pointe de ¢ € H°(mn ®a, w&) est 2

coefficients dans Z[Cn][i/n] , alors le développement aux autres pointes a la méme

propriétcé.

3.14. Soit g € n"(mn, wek) . 81 m est une place de Q(Cn) , de caractéristique
P , et que les premiers coefficients du développement de ¢ en série de Fourier de
¢ sont divisibles par T , la réduction de ¢ mod 7 s'annule un certain nombre

de fols au point 2 1'infini £ . Notons v(m,g,¢p) 1l'ordre du 0 de gop :
si f(g)=zaqi (1632)
g i n ?
alors a, =0 (m pour ni < v(m,g,q

i

On peut calculer 2 1l'aide de ¢ le degré de wak sur "h . Le résultat est déja

connu (cf. VI 4.4). On obtient, tout calcul fait :

Corollaire 3.14 Soit T une place de Q(Cn) de caractéristique p , p° la plus

grande puissance de p qui divise n , et chHO(mn, w&‘) . Pour g parcourant

l'ensemble BSL des éléments de SL(2, Z/n) dont 1'image dans SL(2, Z/p") est dans

le groupe triangulaire supérieur, on a
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1 2z vimg,0) = 1 k
( 1
ISL(Z, Z/n | g€BSL im Czip™ | 2
Pour n =1 , ce résultat se reformule comme suit.
Corollaire 3.15. Soient p un nombre premier et ¢ € Ho(nﬁ, qu) une forme modu-

laire de développement en série fq}q) =z anqn .0na

k
vp(fcp) = inf{vp(ai)l 1sp}

En d'autres termes, pour vérifier que les coefficients d'une forme modulaire
de poids k sont divisiblespar une puissance de p , 11 suffit de le vérifier pour

ceux d'indice = %

3.16. On peut aussi relier ce qui se passe sur les diverses composantes irréduc-
tibles de caractéristique p . A titre d'exemple, nous allons traiter le cas des for~
mes modulaires de niveau I;(p) . Les memes arguments s'appliquent a 1'étude, en p ,

des formes modulaires de niveau I;(p) N T(n) (n premler & p ) . Passer 2 un tel
niveau nous dispenserait de 1'usage de nombres d'intersection fractionnaires, intro-

duits sur le modéle de VI 4.

3.17, Soit @ € H°(mr ) ®q, qu) . Une telle forme a deux "développements aux
o

pointes™,

a) On évalue @ sur la courbe de Tate

(,'g:;/qz sur zZ[[q]]®¢q ,

munie de son sous-groupe pb (1.16.3); on obtient

k
fcp(q).(d—:) , avee £ (0) €z[[a]1® 0

1 1

b) On évalue ¢ sur la courbe de Tate

@z s 2P0
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munie de son sous-groupe isomorphe 2 Z/p engendré par q . On obtient

2@ GO avee f (0) ezlldMPll @0 .

lfqo et 2pr (borne inférieure

des valuations 4-adiques des coeffients) coincident. Nous noterons vl(cp) et vz(cp),

Pour 4 # p , les valuations 4{-adiques de

ou simplement v, et v, les valuations p -adiques de 1fcp et 2fcp

3.18. Nous étendrons comme suit 1'involution w (V.1.3) aux formes modulaires, La

forme wp associe 2 la courbe elliptique C/S , munie d'un sous-groupe A C Cp N

Bk @k
)
1'image réciproque dans de la section cp(C/A,Cp/A) de (w(C/A)/S) . 0n a
.k
wwy = p oo
On vérifie que
= ¥ P
(9 =p wa (q")
= 1/p
(q) = lfcp (')
On a donc

(v (W) v, (wep)) = (kv (), v (@)

et vy- vy +% change de signe par passage de ¢ 2 wop

3.19. Nous nous proposons d'estimer Vi TV, - Le nombre ne change pas quand on

multiplie ¢ par un entier; on peut donc supposer que
o ®k
® €H (mro(p) , W)

On suppose que ¢ n'est pas identiquement nul., Si N1 et N2 sont les deux compo-
santes irréductibles de m[. () ®.]I<‘p , correspondant respectivement aux courbes (C,A)
o

avec A infinitésimal et A discret, le diviseur de ¢ s'écrit

div(g) = D + vN; + VN,
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ot le diviseur D ne rencontre N1 et N2 qu'en un nombre fini de points. Sur le

champ régulier mT SEE div(p) = N1 + N2 , d'ot 1a nullité des nombres d'intersec-
o

tion

N.) = (N, + N

(N1 + Ny, Ny 1 I N2) =0

D 1
Sur N, ml ®le , W est de degré 3 + on a donc

(div(g), N;) = X

[
o~

De méme, puisque sur mr ) w est de degré -% [mr () H&] 2—— , ona

deg(D) = (D,N))+(D,N,) = B;—i .k

' = p-1
D'apras VI.4.9., (NZ’NI) A

On a

,Nl) + (vz-vl)-(NZ,Nl)

D+ v N+ NZ,Nl) = (D,Nl) + \)1(N1+N2

1 2
. k
=% «o,N)) + (D,Nz)) + %((D,Nl) - (D,N,)) + (vy-vy+ E)(NZ’NI)- (N Ny

Insérant les expressionsplus haut, on obtient

+ - ky p-1 'k p-1_ k
k. = +%((DN) (DN))+(v v+ ) 5% "3 35 " 24

(vy-v +—) = £((p, N)) - (D,N; ))

Proposition 3.20. On a

{
|Vpr s = E o (0N - (0,N)))

17 2

{
= p+l
(D,N1)+(D,N2) k. 5

et donc



-310-
DeRa-168

En particulier, si lfcp(q) est p-entier, alors la valuation p-adique de

1

-k
qu?(q) est Zﬁ.

4, Comparalson avec la théorie transcendante,

4.1. Nous noterons D le disque unité ouvert €€ , q 1la coordonnée courante

sur D (= 1'inclusion D ¢) et D¥ 1le disque épointé D - {0} .

Nous noterons D[qllk] la surface de Riemann de qllk : c'est une copie
du disque unité, dont la coordonnée courante s'appelle q1/k , munie de 1'applica-
tion wu : D[qllk]-# D telle que

k
qou= ("
4.2, Une construction identique 2 la construction 1.1. fournit un espace analytique

-(jl: sur D ; la translation par la section ¢ (x1 = 1) définit une action de Z
sur 'G:l ; cette action est libre (car |q| < 1) . Par passage au quotient, on obtient
un espace analytique _Qﬁ /qZ sur D , qui est une famille de courbes elliptiques

généralisées paramétrée par D (la courbe de Tate),

La fibre du morphisme ‘Q; /qZ - D* en le point q € b* est la courbe

elliptique (B%/qZ >e/(Z + log g . Z)

2mi
4.3. De méme, la courbe de Tate 2 k c8tés sur D[ql/k] est le quotient
Q:l/k/qz
4.4, Les constructions 4.2 et 1.15 sont compatibles au sens sulvant. On dispose

d'un systéme cohérent d'isomorphismes d'espaces analytiques
(Qg/qz , analytique, restreint 2 Spec(C[[q]]/(qN)) < D) «<>»

(E;;ll/qZ , algébrique) ® 1 e([q1)/ (")

zl{q
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De méme, on dispose d'isomorphismes d'espaces analytiques sur

ella/*11 7 ("

1/x
(-Qm / qz , analytique, restreint 2a Spec(G[[ql/k]]/(qN)) c D[ql/k]) >
1/ an
/4 /% N
o / algébrique) ® [ / (q)) ;
G, q™ , algébrig z[[ql/%]] [{a"'"1) / (q ;
ces lsomorphismes respectent les structures 1.16 des deux membres,
4.5, Classiquement, une forme modulaire de poids k et de niveau n est une fonc-

tion holomorphe f sur le demi-plan de Poincaré X = {z|Im(z) >0} vérifiant les

conditfions sulvantes,

a b 1 (o]
(a) st c d € SL(2, Z) est congru a o 1 mdn ,
-k az+b
£(z) = (cz + d) f(m)

a b
Cette condition fimplique que pour ¥y € SL(2, Z/n) image de Y, =( ) € sL(2, z) ,
la fonction

az+b)

-k
leo : z = (cz+d) f(;;:z

ne dépend que de y , non du choix de Yy - On la note fly
(B) Pour tout ¥y € SL(2,Z/n) ,

(£]Y)(2z) reste borné pour Im(z) » &

(i1 revient au méme, et est plus honn@te, de demander que f]y soit & croissance poly-

nomiale dans les bandes verticales, pour Im(z) = «) .

Une telle fonction est périodique de période n , donc admet un développe-

ment en série de Fourier

2mmimz

- 1
f(z)—Zame (mEnE,mZO).
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Construction 4.6, Les formes modulaires de polids k et de niveau n s'identifient

aux sections de

o ®k o Bk
H (mn®z|:cn] €, w)=EM,w )QZ[C] 13

Preuve : Supposons tout d'abord que n =3 . Dans ce cas, mn QZ[C] t = Mn @Z[ﬂ@
est un schéma, L'espace analytique sous-jacent 2 M QZEC] est
X/Ker(SL(2, Z) -» SL(2, Z/n)) , et les sections holomorphes de wsk sur cet espace
s'identifient aux fonctions holomorphes sur X vérifiant 4.5 (A). L'espace analytique
sous-jacent &3 M 02[4; ] s'en déduit en ajoutant un nombre fini de points. Une

tion hol he d
section holomorphe de w sur M° QZEC] se prolonge 2 M QZ['C) si et
seulement si elle vérifie (B). D'aprds GAGA , ces sections sont les sections algé-

@
briques de w sur M QE[Cn] ¢

On raméne le cas ot n est quelconque au précédent en passant aux Invariants
par Ker(SL(2, Z/3n)) - SL(2, Z/n)) dans l'espace des formes modulaires de poids 3n .

On pourrait aussi invoquer GAGA pour le champ algébrique mn QZ[C ] [}
n

4.7. Pour n 23 , (M @ est aussi 1'espace analytique classifiant les

z(¢] ©
courbes elliptiques généralisées C/S sur des espaces analytiques S , munies d'une
structure de niveau n , o , telle que det(a) =1 ., De ce point de vue, une forme

modulaire f est une lol qui, & toute telle courbe, associe une section de wek sur
S . Le développement en série de Fourier s'obtient alors en évaluant la forme sur la
courbe de Tate (4.3) (et en multipliant le résultat par une puissance de 21l dé-
pendant des normalisations choisies). Pour ¢ € H (M QZEQ] s w&() , la compati-

bilité 4.4, montre que ce développement cofncide avec le développement défini de

fagon purement algébrique au § 3.

4.8. De ce point de vue, les résultats du § 3 fournissent des propriétés arithmé-
tiques des coefficients des développements en série de Fourier aux diverses pointes

des fonctions sur X vérifiant 2.5 (A) et (B) . Par exemple

- L'algébre graduée des formes modulaires de niveau n (2.5) est le produit tenso-

riel avec € sur Z[Cn] de la sous-algabre de type fini sur Z[{ ] formée de celles
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pour lesquelles les développements en série de Fourier des fl\( sont & coefficients

dans Z[Cn]

- 61 le développement de f est & coefficients dans z[cn] [1/n] , celut de fly

a la méme propriété.
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