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1. Introduction 

Soit X o une vari6t6 alg6brique projective et lisse sur un corps fini 
qui se relive avec sa polarisation en une vari6t6 alg6brique projective et 
lisse X sur C. Lorsque la structure de Hodge de Hk(x, C) est tr6s simple, 
les m6thodes de I-2] permettent parfois de d6montrer la conjecture de 
Weil sur les valeurs absolues des valeurs propres de l 'endomorphisme 
de Frobenius de Hk(Xo, Qe). 

D6signons par r le niveau de Hodge de Hk(x, C): C'est la borne 
sup6rieure des entiers ] q -  P l pour p + q = k et h vq = dim c H q (X, t2~) 4: 0. 

k et f ont la m~me parit6 et f =  - ~ si et seulement si Hk(x, C)=0.  
Si X est une intersection compl6te dans un espace projectif, on prendra 
k = dim X (Hk(X, C) est le seul groupe de cohomologie int6ressant de X 
[8]), et on appellera f le niveau de Hodge de X. 

Si f = 0  et que X est une intersection complete de dimension 2p, on 
sait que H2p(x) est engendr6 par les classes de cohomologie des cycles 
alg6briques de dimension p sur X (ceci se v6rifie cas par cas). On en 
d6duit ais6ment la conjecture de Weil pour X 0. 

Si r  1 et que X est une intersection complete de dimension 2 p +  1, 
Deligne a r6cemment v6rifi6 que X o v6rifie la conjecture de Weil. La 
d6monstration est analogue h celle de [2], en fait plus simple. 

On donne au w 2 la liste des intersections compl&es pour lesquelles 
f s  

S i f  = 2 et si on pose k = 2 m, la d~monstration de [2] montre que si 
les conditions D. 1 et D.2 ci-dessous sont v~rifi~es, alors les valeurs 
absolues des valeurs propres de l 'endomorphisme de Frobenius de la 
pattie primitive de Hl(Xo, Qf) v~rifient la conjecture de Well. (II a un 
sens de parler de la pattie primitive d 'un groupe de cohomologie car 
les vari6t6s alg6briques projectives et lisses qui se rel~vent en caract6- 
ristique z~ro v~rifient le << th6or~me de Lefschetz vache >>.) 

On d6termine au w 2 les intersections completes qui v~rifient D. 1 
et au w 3 les intersections completes qui v~rifient D. 1 et D.2: ce sont 
certaines surfaces K 3 et l 'hypersurface de degr~ 3 dans ps. 
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Condition D. 1. Les nombres de Hodge h pq de la partie primitive de 
Hk(X, C) sont nuls pour I q - p l > 2  et, posant k=2m,  on a h~+l'm-~= 1 
et h~"m > 0. 

Condition D. 2. I1 existe une famille alg6brique de vari6t6s alg6briques 
polaris6es (Y~)s~s, i.e. un morphisme projectif et lisse f :  Y-* S, et s o e S 
tels que 

a) Y~o =X,  comme vari6t6 polaris6e; 
b) soit ~, la forme de polarisation de la cohomologie primitive 

H~rim(Y~o,Z). Alors, l'image de lq(S, so) dans le groupe orthogonal 
O(Hpkrim(Y~o, Z), if) est d indice fini. 

2. Intersections completes de niveau ~ 2 

Dans la table ci-dessous, on donne la liste des intersections compl6tes 
de niveau de Hodge < 2 et de dimension n > E. De plus 

a) pour ~<  1, on donne les hg q non nuls (p+q=n);  

b) pour f = 2 ,  on donne la liste des intersections compl6tes de di- 
mension n > 2  qui v6rifient D. 1 et leurs hg q non nuls. 

Table 1 

~ V~(2) (n impair) 

t'=O (n=2p>O) V.(2) I/.(2,2) 1/2(3) 

h~P= 1 2p+3 6 

f = l  ( n = 2 p + l > l )  I/.(2,2) 1/.(2,2,2) 1/3(3 ) I/3(2,3 ) I/5(3 ) Va(4) 

hP, P+I(=hP+I,P)= p + l  2(p+l)Z+3(p+l) 5 20 21 30 

r  V~(2,2,2), V~ (2, 2, 2, 2), V4(3), V4(2,3), V4(2,2,3), V4(3,3), V6(3), 
V 6 (2, 3), V 8 (3), g4 (4), I/4 (2, 4) 

E=2(n=2p) etM-~'~+a=l I/2(2,2,2 ) I/2(2,3) V2(4) [/4(3) 

hg' p = 19 19 19 20 

Explication. V~(al . . . .  , ad) d6signe une intersection compl6te de d 
hypersurfaces de degr6s al, ..., ad en position g6n6rale dans l'espace 
projectif P" +d. 

Remarque. La table donn6e dans [10] est incompl6te ! 
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Le reste du paragraphe est consacr6 5, la v6rification de cette table. 
On rassemble d'abord les r6sultats dont on fera usage. 

2.1. Th6or6me (Hirzebruch [8]). Soit X une intersection complete 
des d hypersurfaces de degrOs al . . . . .  a d e n  position gdn~rale dans un 
espace projectif p,+d, ce qu'on ~crit encore comme X=V~(a 1 . . . .  ,ad). 
Soient y, z des ind~termin~es. On a pour tout k >O 

z . §  
( l + z . y ) " ' - ( 1 - z ) " '  

v=o (1_  } ~ T  ,x  

Si k=0 ,  on en d6duit ([10]) 

2.2. Corollaire. Soit H(al, ..., ad)= ~ hg q yP z q, off 
p,q>O 

h gq = dim Hq(Vp+q(a, . . . . .  ad), f2 p) -6pq 

H(al, . . . ,  ad)= ( l+y) ( l+z )  i=1 

De lh on tire ([10]) 

2.3. Coro l la i re .  _a) H ( a ) =  

(1 +y)a , - (1  +z)  a' 1-1. 
J 

a - 1  

( i + j +  1) ylz j  

a ) y i  z j i,j>o 1-- ~ i+j  
i,j>=l 

b) Si IPI d~signe le hombre d'~l~ments d'une pattie P de [1, d], on a 

n(ax . . . . .  ad)= ~ (1 +y) le l - l ( l+z) le l -1  H n(ai)" 
P ~ [1, d] i~P 

P * O  

2.4. Proposition ([10]). Soit a d = sup (ai) et E un entier 0 < f < n, congru 
d n modulo 2. Pour que le niveau de Hodge de H" (X) soit < f,  il faut et il 

n - f  
suffit que ~ (a i -  1) < (E + 1 ) -  (a d -  2) 

A l'aide de 2.4, on v6rifie facilement que, pour ~ < 2, les intersections 
compl6tes de niveau de Hodge f sont celles 6num6r6es dans la table. 
Les nombres de Hodge sont calcul6s ~t l'aide de 2.3 (les premiers termes 
des s6ries H(a), pour les petites valeurs de a, sont calcul6s dans la d6mon- 
stration de 2.5). 

2.5. Th6or6me. Les seules intersections compldtes qui v~rifient D. 1 
sont de la forme donn~e par la table. 

Preuve. Nous allons d6terminer les intersections compl6tes de 
niveau de H odge E = 2 et pour lesquelles (posant dim X = 2 p) h p § 1, p- 1 = 1. 
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Calculons les H(a)  pour les petites valeurs de a (voir 2.3): 

1 
a = 2 :  H ( 2 ) = l _ y z = l + y z + y 2 z 2 + . . . ,  

a = 3 :  H(3)= 2 + y + z  = 2 + ( y + z ) + 6 y z + ( 5 y 2 z + 5 y z 2  ) 
1 - 3 y z - y  2 z - y z  z 

+(y3 z +20y2 z z + y  z3) +(21 ya z 2 +21 y2 z 3) 

+ (8 y4 Z2 + 70 y3 Z2 + 8 y2 Z4) + (y5 z 2 + 84 y4 z 3 + 84 y3 z4 + y2 zS) 

+(45y 5 z 3 +252y 4 z 4 +45y  5 z3)+ --., 

3 + 3 y + 3 z + y . z  
a = 4 :  H ( 4 ) = l _ 6 y z _ 6 y 2 z _ 6 y z 2 _ y a z _ y 2 z 2 _ y z a - - 3 + ( 3 y + 3 z )  

+(y2 + 1 9 y z  + z2 )+(30y2  z +  30yz 2) 

+(21y3 Z+ 141y2 Z 2 +21y--Z3)+ "" .  

On d6duit de ces formules que la seule vari6t6 de la forme V~(3) (2 < n < 8) 
qui v6rifie D. 1 est V~ (3). La seule vari6t6 V~ (4) (2 < n <4) qui v6rifie D. 1 
est 1/2(4). 

On voit donc que dans la table •=2 V 6 (3), V8 (3), 1/4(4) ne v6rifient 
pas D. 1. Un calcul h l'aide de 2.3 montre que V~(2, 3) ne v6rifie pas D. 1. 

Soit C la classe des s6ries formelles ~ apq yP z q e Z [[y, z]] qui v6rifient: 

(.) apq=aqp, apq>=O. 

C est un sous-anneau de Z [[y, z]]. Introduisons un ordre dans C en 
d6clarant que ~ a~q yP z ~_-> ~ apq yP z q si a'p~ > ap~'dpq. 

2.6. Lemme. Soit  (al, . . . ,  ak), tel que M+x'P-t(V~(al  . . . . .  ak))> 1. Soit 
' ... a' d >  k), a i=a i  ( l= 1, . . . ,  k). Alors  (al, , a) ( = tel que < ' " 

hP+1'~-l(V~(a'x . . . . .  a'k . . . .  , a~))> 1. 

Preuoe. Par 2.3.b) on a que 

n(a'~ . . . . .  a'a)> ~ (l  + y ) l e ' l - l ' ( l  +z ) l e ' l - l "  H'n(a'i) 
p' c:: [1,k] ieP" 

p,.~ 

+ ~ '  (1 +y)le"l-*. (1 +z) le''l-1 �9 []H(a;) 
P "  c [ k  + l,d] ieP'" 

P " * O  

> H(al  . . . . .  ak). Q . E . D .  

On d6duit de ce lemme que V4(2,2,3), V4(3,3), V6(2,3), 1/4(2,4) ne 
v6dfient pas D. 1. 
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Consid6rons maintenant I,',(2, 2, 2) (n > 2): De 2.3.b) on d6duit que 

n(2, 2, 2)>= (1 + y)2 (1 + z) 2. H(2)3 >__ (1 + y)2. (1 + z) 2. n(2) 2 

tv ) >_ (y2 + = + z 2) + 1) (y .  z)" B 

Posons n=2.p (p> 1). Le coefficient avant yP+lzP+l est > p >  1. Donc 
I/,(2, 2, 2) (n>2) ne v6rifie pas D.1. Du lemme2.6, on tire que 1/,(2, 2, 2, 2) 
(n > 2) ne v6rifie pas D. 1 non plus. 

On a donc examin~ toute la table 1 ~ = 2 et il reste/l consid6rer les 
surfaces V=V2(a 1 ..... ad). On a que f~=e)v( -d-3+Y'a l )  [11] et 
donc H~ fl~)=l~::,O2=Cv~,*-d-3+~ai=O (voir (.) dans 3.2). 
(D'ailleurs comme Pic(V)=0, cela signifie que V est une surface K 3.) La 
derniSre 6quation a comme seules solutions celles dans la table. Q.E.D. 

3. Les intersections completes qui v6rifient D. 1 et D.2 

3.1. A cause du th6or~me 2.5 le seul cas int6ressant ~ consid~rer (les 
surfaces K 3 6tant trait6es dans [2]) est le cas d'une hypersurface V de 
degr6 3 dans p5. 

Nous allons d6montrer que V v6rifie la condition D. 2 et allons r6duire 
cette question h une question sur les variations de structures de Hodge. 
Nous noterons par P l'espace projectif de dimension 5, par j:  V---,P 
l'injection et par N le faisceau normal de V dans P. Le choix d'une 
6quation homog6ne f - 0  pour V d6termine un isomorphisme entre 
j* 0p(3) et N. 

3.2. Proposition. _a) dimc Hl(V, Tgv)=20; 

b) le morphisme canonique H~176 est surjectif d 
noyau isomorphe d C. 

Preuve. a) Pour cela nous d6montrerons que 

(i) H'(V, Tgv)=0 i>1. 
(ii) H~ Tgv)=O. 

(iii) z(V, Tgv) = -20 .  

Pour (i) citons le r6sultat de Akizuki et Nakano [ 1 ] : H j (V, ~v ( - s)) = 0 
pour s > 0 et j + k < dim V. Par dualit6 de Serre, 

H'(V, Tgv)=n4-i(V, Ov| 

off Kv d6signe le faisceau canonique de V. Par FAC [11] on a que 
Kv'r  Donc Hi(V, Tgv)=O pour 4 - i + 1  <4, 
c'est-~-dire pour i>  1. Cela prouve (i). 

(ii) est un fait g6n6ral pour les hypersurfaces non-singuliSres de degr6 
>3 dans pr (r>3) [9, 14.2]. 
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[11]: 

(.) 
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Pour (iii) rappelons d'abord le rOsultat suivant contenu dans FAC 

et H ' ( P  r, Oedk)) = 0 0 < i < r  

r I t +  
x(P ,  Op-(k)) = t r k ) .  

0 --~ Tg v --~j* Tg r --~ N --~ 0 

De la suite exacte 

(3.2.1) 

on tire que z(V, Tgv)= X(V,j * T g v ) -  X(V, N). 

En tensorisant la suite exacte 

(3.2.2) 0--~ Op ( -  3) ---~ Op ---~j* Op - .  0 

on obtient 

(3.2.3) 

Donc 

avec Or(3), 

0 ~ Ol, ~ Oe(3) ---~j* Op(3) --~ O. 

z(V, N)=  z(P, (9p(3))- z(P, 0e) 

et cela 6gale par (.) 

En tensorisant (3.2.2) avec Tgp on obtient 

(3.2.4) 0--~ Tgp(-3)--~ Tge--, j* Tgp---~O. 

Donc ~ (V, y* Tgp) = ~ (P, Tgp) - Z (P, Tgp ( - 3)). 
Pour calculer les derniers termes on utilise la suite exacte ~d'Euler>> 

(3.2.5) 0 ~ 0p ~ 0p (1) 6 ~ Tge --~ O. 

Donc z(P, Tgp)= 6. z(P, 0 r ( I ) ) -  z(P, 0p) 

(resp. x(P, T g e ( - 3 ) ) = 6 .  z(P, 0 p ( - 2 ) ) - z ( P ,  0 p ( -  3))). 

Avec (.) on a 

z(P, Tgp)=6.  ( 5 5 1 ) - - I = 3 5  (resp. z(P, Tge(-3) )=6.0- -O=O).  

Donc z(V. T g v ) = 3 5 - 5 5  = - 2 0  et cela d6montre (iii) et par suite a). 

b) La suite exacte longue de cohomologie associ6e ~t (3.2.3) a la forme 

0 --, n~ oF) --,/_/o (e, Oe (3))~ n~ N) -~/-/' (P, Oe)4... 

et on conclut avec (.). Cela dOmontre b). 
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3.3. Soit I?~S la famille universelle des hypersurfaces de degr6 3 
dans ps. A chaque g~H~ (9p(3)) on associe la courbe dans S form6e 
des points correspondants aux vari6t6s d'6quation f +  2 g = 0, 2 variable. 
Si g 'eH~ d~r(3)) a l e  m~me image comme g dans H~ g e t  g' 
diff6re par un multiple k. f d e  f (3.2.b_). 

Les deux courbes correspondant ~ ge t  g' d6finissent donc la m6me 
direction tangente en s o et cela 6tablit un isomorphisme entre H~ N) 
et Tg~o(S). 

La droite affine A~ s'envoie de la faqon d6crite, par un morphisme 
hg: A ] ~  S, et on obtient, par changement de base, une famille 17"A1 
d'hypersurfaces de degr6 3 darts P], sur A a. Le champ de vecteurs 

8 
- -  sur A 1 se relive trivialement sur P]~, en un champ de vecteurs encore 
82 

n o t 6  - -  

82'  
Remarquons enfin que l'application de Kodaira-Spencer KS: Tg~o(S) 

---~H~(V, Tgv) est surjective [9, th. 14.1], c'est-~t-dire ~chaque d6for- 
mation infinit6simale de V reste dans l'espace projectif donn6,. 

3.4 L'application q~: Tg~o (S) --~ Tg (espace de modules de structures 
de Hodge polaris6es) se factorise par le morphisme de Kodaira-Spencer 
KS: 

Tg~o(S ) ~ , Tg (espace de modules de structures 
Ksl ~ de Hodge polaris6es). 

Hi( V, Tgv) 

Ce dernier espace tangent est canoniquement isomorphe ~t 

Z Hom(H~j/,~(V), Hp~m'"+~(V)) [7], 
0 ~ i ' < i ~ 4  

ce qui est dans notre cas est Hom(H3'I(V), 2,2 H~rim(V)) (voir table w 2). 

3.5. Th6or~me. Si q~ est surjectif, V v~rifie la condition D. 2. 

La d6monstration est analogue ~ celle du th6or6me 6.4 de [2] ou du 
th6or6me D.2 dans [6]. 

3.6. Soit Bq(k �9 V) (resp. Aq(k �9 V)) l'espace vectoriel des formes dif- 
f6rentielles (resp. formes diff6rentielles ferm6es) de degr6 q sur pr qui ont 
au pis un p61e d'ordre k le long de V. D6signons par A q (resp. B q) la 
r6union U Aq( k" V)(resp. U Bq(k �9 V)). I1 y a une application canonique 
Aq-- ,Hq(P-V) ,  telle que Aq/dBq-I=Hq(P-V) .  Le compos6 avec le 
cobord 8: Hq(P - V)-~, Hq+I(P, ~v) ~ ,  Hq-I(v) est appell6 l'op6rateur 
r6sidu R: A q -~ H q- 1 (V) [5]. 
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On sait que R envoie A~(k �9 V) s u r  Hgrimq-l'0 ( V ) +  . . + Hpri  mq-k k - I ( v )  avec 
pour noyau d B q - l ( ~ -  1). V) et que Rk: Aq(k �9 V)-*--primHq-k" k-l,tv~_, d6finit 
un isomorphisme Rk entre Aq(k �9 V) / (dBq- l ( (k-1) .  V)+ Aq((k-1)  �9 V)) 
et Hq-k'k-l(V) [5, 8.6]. 

• A 
3.7. Lemme [5; 2.11]. Soit Q= ( -  1) ~- z~.dzo ^ . . .dz~ ^ ...dz, 

(Zo, ..., z, ddsignant les coordonndes homogdnes dans P'). Chaque dldment 
, f2 

de A (k. V) est de la forme P.  V~-, off deg P = k. d -  (r + 1) avec d = deg f = 3. 
�9 ~-~ r J r l De plus, P . - ~ - 6 A  ( ( k - 1 ) .  V )+dB  - ( ( k - 1 ) .  V) si et seulement si P e s t  

d 

( o f  Of ) de l'anneau gradud C[zo . . . . .  zJ.  dans l'iddal t3--~o . . . . .  Oz~ 

f2 
3.8. Corollaire. Ekldment P . f~- est dans le noyau de 

H r - k , k - l ( v  ~ RR: A' (k .  V)----~__prim , , - - ,  
si et ffeulement si 

P e (  ~f c3f ) ~ C [Zo, z,]. 
~3Zo ' " "  ~ZZr- ' " ,  

Preuve. Cela suit de 3.6 et de 3.7. Q.E.D. 

3.9. Soit te Tg,o(S ). L'application ~o (3.4) se calcule comme suit. Soit 
geH~ un repr6sentant de t (3.3)et hg: A~--+S le morphisme 

correspondant (3.3). D6signons encore par ~ f  le champ de vecteurs {3.3) 
sur P~ .  

Alors tp(t): H 3'1 --~ 2,2 ( ~ _ )  (V) Hprim(V ) (3.4) est donn6 par V , ou V 
d6signe la connexion de Gauss-Manin [4]. 

Comme t3 est horizontal par rapport h 17 (6tant d6fini sur la cohomo- 
logie enti6re) le diagramme 

n q ( P - V ) -  o , H  q-~(V) 

(3.9.1) I v(~-~) lv (~)  

Hq(P - v)  o , Hq-t(V) 

est commutatif. ~-2 agit sur A q comme d6riv6e de Lie et le diagramme 
0 

Aq/dBq-X oa , Aq/dBq-1 

Hq (P - V) ~ ( ~ ) ,  W ( P  - V) 
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(3.6.) commute [3, prop. 7.7]. On en d6duit que le diagramme 

Aq(k �9 V)/(dB q - ' ( ( k -  1). V) + Aq((k - 1) V)) o ~  Aq((k + 1). V)/(dB ~- ' (k .  V) + Aq(k �9 V 

Hq~lkm, k-l(V) v(A)) q-k-l,k Hprim (V)  
commute. 

3.10. Lemme. As(1. V)=O et dimAS(2 �9 V ) = I .  On a AS(2 �9 V) ~ , 
Hs'I (V) .  

Preuve. Les deux premi+res formules r6sultent de ce que f2~,_ (9(-6). 
L'application de A 5 (2. V) darts H a, I(V) est surjeetive (3.6), done bijeetive 
puisque dim H a, I(V)= 1. 

O q 
Soit O ~ o = P . - ~ A  (k. V) (3.7) et prolongeons ~o o en une forme dif- 

J 
f6rentielle ferm6e ~o~ sur PA, h u n  p61e d'ordre k le long de ~ ,  la fibre sur 

2 dSduit par hg. Alors la d6riv6e de Lie de co o est l'image de (,o~) 
0 

(2 
duns Aq( (k+ l )V ) / (dBq- ' ( k  �9 V )+Aq(k  �9 V)). Si on 6crit coa=P(2), f(2) ~ 
cet image est la classe de 

'~ P(~) ~ o ~ ~ ~ (f('~)) ~=o" ~ )L = . f~- - k . P . f k +~ ~ )~ 

P.~2 t2 
Si on prend co~- ( f+2g)k ,  l'image est la classe de - k .  P .  f k + ~  "g" 

3.11. Lemme. Le noyau de rapplication go (3.4) est contenu dans le 
noyau de KS. 

Preuve. Soit tETg~o(S), et g~H~ (9p(3)) un repr6sentant de t (3.3). 

t~Kergo signifie alors que [7 (-~j)(Ha'l(V))=0 dans Hprim(V)2'2 (3.9). 

R 2 est un isomorphisme entre A5(2 �9 V) et H a'~ (3.10) et le diagramme 

(3.9.3) commute. Donc t~ Ker go si et seulement si ~ (A s (2. V)) = Ker R a 
(2 

(3.9). Choisissons ~ -  comme g6n&ateur de A5(2 �9 V) (3.10), (3.7). Alors 

t ~Ker go signifie que ~ -  .~72-f I = - 2 g  f est duns dB +AS(2V). D'apr6s 

(3.10) cela signifie que ge  ~3zo . . . . .  ~ " ~ f  

Pour voir que K S ( t ) = 0  il suttit de d6montrer que si g = ~  aij .  zl .  c3zi, 

alors l'hypersurface d6finie par l'6quation f + 2 g  est isomorphe au 
16 lnventiones math., Vol. 15 
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deuxi6me ordre prbs, /l V. En effet, le changement de coordonn6es 
z ~ z ' i = z ~ + 2 . ~ a i s . z  s d6fini un isomorphisme entre ( f + 2 g = 0 )  et 

J 
f(z ' l  . . . .  , z'5) mod 22 (d6veloppement de Taylor). 

3.12. Ths VvOrifie la condition D.2. 

Preuve. Comme Ker q~cKer K S  (3.11), donc (3.4) Ker q~=Ker KS,  
~k est injectif. Mais dim c Hi(V, T g v ) = 2 0  (3.2) et dime Tg (espace modu- 
laire des structures de Hodge polaris6es)=dirn c Hom (H 3'1, a. z Hprim ) =- 20  
(table 1, w 2). Done ~k est aussi surjectif. I1 suit que ~p est surjectif et on 
conclut avec (3.5). Q.E.D. 
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