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Introduction

Soient F une extension totalement réelle de degré g de Q et o
I’anneau des entiers de F. Utilisant les g immersions de F dans R on
fait opérer SL(2,0) sur #* le produit g fois avec lui-méme du
demi-plan supérieur #. Le quotient #*/SI(2, 0) est une variété al-
gébrique complexe qui posséde une compactification naturelle
%/S1(2,0), 2 savoir ’adhérence de I'image de #*/SI(2,0) par une
immersion pluri-canonique: cette compactification s’appele la
compactification de Satake. Elle est une variété projective normale
qui s’obtient & partir de #*/SI(2,0) en y ajoutant un nombre fini de
points, ces points étant en correspondance biunivoque avec les élém-
ents du groupe de classes d’ideaux de F. Ces points a l'infini sont le
plus souvent des points singuliers; leurs singularités ont été résolues
par F. Hirzebruch dans le cas g =2 [26], puis dans le cas général par
D. Mumford [17] et 1. Satake [25].

Leurs résolutions d’une telle singularité dépendent du choix de
décompositions polyhédrales d'un certain type du cone des éléments
totalement positifs de F@ R= R®.
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256 M. Rapoport [2]

D’un autre coté, la variété %/ SI(2, o) paramétrise des variétés abél-
iennes polarisées de dimension g munies d’une action de 0. (Variétés
abéliennes X de dimension g, munies de 0 - End(X), et d’un isomor-
phisme positif AZH(X,Z )=0.) Cela permet de définir un espace de
modules sur Z dont I’ensemble des points complexes est #%/SI(2,0):
I’espace de modules de Hilbert-Blumenthal. On peut se demander si la
compactification de Satake et ses éclatements peuvent étre construits
sur Z . Le but de cet article est de construire sur Z ces éclatements et
d’en déduire quelques conséquences pour les coefficients du
développement en série de Fourier des formes modulaires par rapport
aux sous-groupes de congruence de SL(2,0).

Voici le principe de la construction des compactifications éclatées
cherchées M de I'’espace de modules M. Pour commencer, on se
donne explicitement un schéma formel M* Sur Spec(Z) qui sera le
complété formel de M le long sa partie a I'infini M*. Soit M Cc M
n’importe quelle compactification. La construction de M procéde
alors en deux étapes:

(i) on montre qu’il existe un éclatement (formel) ¢": M'" > M" a
centre contenu dans un voisinage infinitésimal de M*C M", qui
s’envoie par un morphisme formel ¢" dans M".

(i) on montre que ¢" est une modification formelle au sens de M.
Artin.

Ces faits étant établis, on peut appliquer a " et ¢" les théorémes
d’existence de modifications formelles de M. Artin pour construire le
diagramme suivant d’espaces algébriques sur Spec(Z ) contenants M
comme sous-espace ouvert, ol ¢ et ¢ ont pour complétés formels ¢*

et Y":

M/
/N
M M

L’espace algébrique M est la solution du probléme.

Le probléme (i) peut étre ramené & un probléme de construction de
certaines variétés abéliennes dégénérantes qui, comme on le montre
au §4, a été résolu par D. Mumford. Pour voir (ii), on trouve au §3 un
critére pour décider quand un morphisme formel est une modification
formelle; ce critére nous permet de tenir compte du fait que le
complément de la partie a I'infini de M représente un probleme de
modules. Au §5 les hypothéses de ce théoréme sont vérifiées dans notre
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cas a ’aide de la théorie de Raynaud(-Tate) des variétés abéliennes sur
un corps valué. Au §2 les résultats de cette théorie sont énoncés sans
démonstrations, sous une forme un peu plus générale que celle énoncée
par Raynaud [21]. J’espére que mon travail sera complété par la parution
prochaine d’une rédaction de M. Raynaud de ses beaux resultats.

Je remercie P. Deligne et D. Mumford qui ont dirigés ce travail; et
H. Hironaka et M. Raynaud pour leurs suggestions.

Notations se rattachant au corps totalement réel F:

0 = anneau des entiers de F.

9 = différente de F.

On designe par * le Z -dual d’'un o-module, p. ex, 0* =P
U = unités de F.

U? = groupe des carrés d’unités.

U. = groupe des unités totalement positives.

§1. Definition de Pespace de modules

Ce § est rédigé d’aprés une lettre de P. Deligne a J.-P. Serre datée
du 2 Oct. 1972.

DerFINITION 1.1: Un schéma abélien a multiplication réelle (sous-
entendu par 0) sur un schéma S est une paire (X, m) consistant en un
schéma abélien X - S et un homomorphisme m: 0 > End(X) (envoyant
1 en Id) telle que

(*) localement sur S, le o @ Os-module Lie(X) est libre de rang 1.

REMARQUE 1.2: (i) Pour (X, m) comme en 1.1, la dimension rela-
tive de X est égale a g.

(i) Si X -> S est un schéma abélien et si m: 0 - End(X) est tel que
en un point (géométrique) s de S, Lie(X;) est un o ® k(s)-module
libre de rang 1, alors (*) est verifié dans un voisinage ouvert de s.

(iii) Si (X, m) est une variété abélienne a multiplication réelle, alors

! Plus généralement, pour tout anneau A et tout A ® o-module libre ’homomorphisme
AQTr:AR® 2'>A®o induit un isomorphisme entre Hom,g,(L,A® D)=
(AQo-dual de L) ®, @' et Hom4(L, A) = A-dual de L.
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son dual (X*, m*) (défini de fagon évidente) est encore une variété
abélienne 4 multiplication réelle.

Seul (iii) n’est pas trivial; pour le montrer on peut supposer que
S = Spec(k), out k est un corps parfait de caractéristique p >0 (cf.
1.2(ii)).

Le premier groupe de cohomologie cristalline Hl;(X) est un
module libre de rang 2g sur ’anneau W (k) des vecteurs de Witt. Via
m: o - End(X), HL(X) est un 0 ® W(k)-module sans torsion, donc,
comme 0 X W(k) est un anneau de Dedekind, projectif.

LEMME 1.3: Soit F un corps de nombres d’anneau des entiers 0.
Soit X une variété abélienne définie sur un corps parfait de carac-
téristique p > 0, k, et munie d’une action de v. Alors H (X)) est un
0 ® W(k)-module libre.

PreuvE: 1l suffit de voir que HlLi(X)®Q, est un FQ W(k)-
module libre et pour ce voir on peut étendre les scalaires de W(k) a
W, la cloture algébrique du corps de fractions de W(k). Mais
FQ W =l p(,yW et ce module sur F® W correspond a la donnée
d’un entier non-négatif n; pour tout plongement o; de F dans W; il
sera libre si et seulement si tous les n; sont égaux.

Un endomorphisme de X induit un endomorphisme de H.(X) de
trace dans Z ; ceci étant vrai pour tous les endomorphismes de la
forme m(a), a €0, on en déduit que X n,o;(a) €Q pour tout a € F,
d’ou le fait que tous les n; sont égaux.

c.q.f.d.

La réduction mod p de H!i(X) est le premier groupe de co-
homologie de DeRham H p[g: c’est donc un o ® k-module libre (de
rang 2). Ce qui précéde s’applique aussi bien a X* au lieu de X; en
particulier, H pr(X*) est un 0 ® k-module libre. De la suite exacte

0 — Lie(X*)* — H pr(X*)—> Lie(X)—> 0

et I'hypothése que Lie(X) est un 9@ k-module libre on déduit
que Lie(X*)* est un o k-module libre. Mais Lie(X*)* =
Hom,g(Lie(X*), 0 Qk) R, D', et comme D' est un o-module
localement libre de rang 1, le 0 ® k-module Lie(X*) est libre si et
seulement si Lie(X*)* I’est. Cela démontre (iii).

La proposition suivante implique que pour une pair (X, m) formée
d’un schéma abélian X de dimension g sur un schéma de base S de
caracteristique 0 et d’un homomorphisme m: o - End(X) la condition
(*) est automatique.



5] Compactifications de I’espace de modules 259

PROPOSITION 1.4: Soient X une variété abélienne de dimension g sur
un corps k et m:0 - End(X) un homomorphisme. Alors (X, m) est
une variétés abélienne a multiplication réelle si et seulement si o ® k
agit fidelement sur Lie(X).

PREUVE: L’une implication étant claire, supposons que 0 ® k agisse
fidelement sur M = Lie(X). L’anneau o ® k est produit direct
d’anneaux locaux artiniens R; d’idéal maximal principal engendré par
a; avec a%=0. La i-itme localisation de M est somme directe de
Ri-modules cycliques R/(a®) et est un Ri-module fidele si et seule-
ment si un des d;; est égal a d;. Si M est un R-module fidéle on a donc
M=R@ M' et, comme M et R ont méme dimension sur k, M’ = 0.

1.5: Nous allons étudier les déformations des variétés abéliennes a
multiplication réelle.

Soit S un schéma et S;C S un sous-schéma fermé defini par un
idéal I tel que I*= 0. Soit (X,, m,) un schéma abélien a2 multiplication
réelle. La théorie de Grothendieck [8,9] implique ce qui suit (on
munit (S, I) des puissances divisées triviales): Il existe un o & Os-
module H'(X,/S) qui, localement sur S, est libre de rang 2 sur 0 ® 0.
Au-dessus de S, on dispose d’une filtration en deux crans
FoC H'(Xo/S)) qui n’est rien dautre que la filtration
Lie(X)* C H pr(Xy); en particulier, Fy, et H'(X,/Sy)/F, sont, locale-
ment sur S,, des 0 Og-modules libres de rang. 1. Reléver X, en un
schéma abélien X sur S “correspond précisément” a relever Fj
en FC H'(Xo/S) tel que F et H'(X,/S)/F soient Os-plats; relever X,
avec son action de o correspond aux tels relévements comme 0 Q) Os-
module. 11 est claire que de tels relévements existent, localement sur S
(choisir une base f, du 0 ® Os-module libre Lie(X)* C H'(Xo/So)); un
élément f € H'(X,/S) se réduisant mod I selon f, engendre un o Q Os-
module FC H'(Xo/S) qui répond & la question). De plus, si
F C H'(X,/S) est un tel relévement correspondant au schéma abélien
X muni d’une action m de o, alors (X, m) est une variété abélienne a
multiplication réelle (cf. 1.2(ii)).

PROPOSITION 1.6: Il n’y a pas d’obstruction a déformer une variété

abélienne a multiplication réelle. 1’espace tangent a [’espace de
déformations en égale caractéristique est de dimension g.

Il résulte en effet de la déscription donnée plus haut que
I’espace tangent est égale a Homl,@oso(Lie(X)*, Lie(X*)) =
Lie(X*) ®.ge;, Lie(X) Q. 2.
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1.7: Nous allons maintenant étudier les déformations de variétés
abéliennes a multiplication réelle polarisées.

DEFINITION 1.8: Une polarisation d’un schéma abélien a multi-
plication réelle (X, m) sur une base S (ou polarisation o-lineaire) est
une polarisation A: X - X* telle que m(a)*> A =m(a)e A, pour tout
a€Eeo.

Gardons les notations de 1.5, et soit A, une polarisation de (X, my).
Alors A, définit une forme bilinéaire alternée ¢ sur H'(X,/So) dont la
réduction sur S, est zéro sur F,. La polarisation A, se releve a X
correspondant & F C H'(X,/S) si et seulement si ¢ est zéro sur F. La
condition de 1.8 sur A, implique que Y(mo(a)x, u) = P(x, me(a)y), Vx,
y€& H](Xo/so)-

Il existe une seule forme o-linéaire alternée ,,: H'(Xo/S)x
H'(Xo/S)—> 27'Q Os telle que = Tr ¢,. Comme sur un o &Q Os-sous-
module de rang 1 de H'(Xo/S) une forme 0 Q) Os-bilinéaire alternée
est automatiquement zéro, ¢, est nulle sur FC H'(X,/S). Nous
résumons ce qui précéde en la proposition suivante:

PROPOSITION 1.9: Le morphisme canonique de !’espace de défor-
mations d’une variété abélienne a multiplication réelle polarisée dans
I’espace de déformations de la variété abélienne a multiplication réelle
est formellement étale.

ProprosITION 1.10: Une variété abélienne a multiplication réelle sur
un corps peut étre polarisée.

La démonstration sera précédée par quelques considérations qui
prouvent une assertion plus générale.

1.11: Soit A une variété abélienne simple (ou isogéne & un produit
de copies d’une variété abélienne simple) sur un corps. Soit (A) la
catégorie des variétés abéliennes isogénes i un produit de copies de
A. Cette catégorie est munie du foncteur contravariant X+ X* et
d’une notion de positivité sur le groupe des homomorphismes
symétriques de X vers X*. On donnera une déscription en termes
d’algébre linéaire du triple((A)g, *, +) consistant en

—la catégorie (A)s déduite de (A) en posant Hom(X, Y)z=

Hom(X, Y)®R et en y ajoutant les images des idempotents: on
voit facilement que c’est une catégorie abélienne.

- I'involution * de (A)g déduite du passage au dual.

—1la notion + du cdne des polarisations dans

Hom®™(X, X*) (X € (A)).
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Soit E = End(A) ® Q. On fixe une polarisation sur A; soit I'involution
de E correspondent. Voici comment de décrire ((A)g, *) en termes de
(E,"):

(A)r 2 E-modules a droite,
via
(A)r 2 X - E-module a droite Hom(A, X)
W®g A<« E-module a droite W;

le passage de X a X* correspond a envoyer W en Homg(W, E), ce
E-module a gauche étant rendu un E-module a droite en utilisant ’.
Un coup d’oeil sur les tables des algébres d’endomorphismes de
variétés abéliennes [14] nous permet de distinguer les trois cas
suivants:
I. Le centre K de E est totalement réel, et Eg est une algeébre de
matrices sur K.
II. Le centre K de E est totalement réel, et Ey est une algébre de
matrices sur une algébre de quaternions sur Kp.
III. Le centre Z de E est totalement imaginaire sur un corps
totalement réel K.
Voici comment de décrire ((A)g, *, +) en termes d’algébre linéaire:
I. Egx=Endg(V), ou V est un Kg-module libre de type fini (Kp=
R¥); ' est la transposition relative & une forme bilinéaire symétrique
défini positive sur V a valeurs dans Kg (cf. [14], p. 208, 1°" cas).

De ce point de vue
(A)g 2 catégorie des Kg-modules de type fini, via:

Eg-module a droite W—-> V' = WRgV,
W = Homg,(V, V') <= Kg-module de type fini V'

*
>

passage au Kg-dual,

2~ formes Kg-bilinéaires totalement positives, ou, en prenant la
trace sur R,

formes bilinéaires symétriques, @(k - x,y)=¢(x,k-y), kE
KR qui sont définies positives.

+
>

+
>

II. Un faux Kg-module V est un Kc-module V¢ muni d’une ap-
plication Kg-linéaire et C-antilinéaire 7: Vc— V¢ telle que 7°=—1.
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Cette fois Ep = Endg(V), ot V est un faux Kg-module libre (Kg= RY);
' est la transposition relative 4 une forme bilinéaire alternée définie
positive a valeurs dans Kg sur V, c.a.d., une application Kc-bilinéaire
B: VecX Ve—> K¢ avec

B(rx, 7y)=B(x, y)
B(x’ )’) = —B()’, x)
B(x,mx)>0

(cf. [14], p. 208, 3°™ cas).

De ce point de vue
(A)g 2 catégorie des faux Kz-modules, via

Eg-module a droite W—> V' = WQgV,
W = Homg(V, V') <+ faux Kg-module V'.

* » passage au Kg-dual,

+ 2~ formes alternées définies positives, ou, prenant la trace sur R,

formes bilinéaires alternées ¢: Vi X V- C avec

+
>

o(tx, 1Y) = (X, y)
okx,y)=@(x, k-y) k€Kaq

telles que
e(x, x)>0.
III. Er = Endg(V),ou V estun Zg-module libre (Zz = C*);" estla

transposition relative a une forme hermitienne définie positive a
valeurs dans Zg. (cf. [14], p. 208, 2*™cas).

De ce point de vue

(A)g 2 catégorie des Zg-modules, via:

Eg-module a droite W—>V'= WQgV
W =Homg(V, V') <+ Zymodule V'
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* 2 passage au Zg-antidual

2~ formes hermitiens définies positives a valeurs dans Zg, ou,
prenant la trace sur R,

formes R-bilinéaires symétriques ¢: V' X V'—>C avec

+
>

+
>

e(zx,y) = @(x,2y), zE€Zg
qui sont définies positives.

La proposition suivante implique 1.10.

PROPOSITION 1.12: Soit X une variété abélienne sur un corps. Soit
0 C F un ordre dans un corps totalement réel et o - End(X) un
homomorphisme. Alors X admet une polarisation o-linéaire.

N

PREUVE: On se raméne a supposer X isogéne a un produit de
copies d’une variété abélienne simple A. On reprend les notations
précedentes. On voit qu’il suffit de trouver ¢ € NS*(X) QR dans le
cone positif des polarisations, qui est o-lineaire. Du point de vue
d’algebre linéaire adopté:

I. 1l s’agit de trouver une forme bilinéaire symétrique réelle définie
positive ¢ avec @(u-x,y)=¢(x,u-y) pour u€ (FQ K)a=R":
c’est évidemment possible. (Existence d’une forme bilinéaire
symétrique définie positive sur un vectoriel réel.)

II. 11 s’agit de trouver une forme bilinéaire alternée définie positive
¢ avec o(u - X, y) = @(x, u - y) pour u € (F® K)s =R*: c’est possible.
(Existence d’une forme alternée définie positive sur un faux R-
vectoriel.)

III. 1 s’agit de trouver une forme bilinéaire symétrique définie
positive ¢ avec @(u-x,y)=¢(x,iy) pour u € (FRQ Z)g: comme
(F® Z), )= (C, )%, c’est possible. (Existence d’une forme hermi-
tienne définie positive sur un vectoriel complexe).

Voici une conséquence de ce qui préceéde.

COROLLAIRE 1.13: Une variété abélienne a multiplication réelle se
reléve en caractéristique 0; plus précisément, étant donnée une variété
abélienne a multiplication réelle (X, m) sur un corps k de carac-
téristique p > 0, il existe une variété abélienne (X, 1i) sur un anneau de
Cohen W (k) qui par réduction mod p redonne (X, m).

La démonstration, 6mise, du théoréme suivant est analogue a celle

du Théoréme 1.20 ci-dessous.
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THEOREME 1.14: Le champ M des variétés abéliennes a multiplication
réelle polarisées est représentable par un champ algébrique lisse de
dimension relative g sur Spec(Z).

1.15: Dans ce qui suit, on appele notion de positivité d’un o-module
projectif de rang 1 2 la donnée d’un ordre sur ’espace vectoriel réel
P Q@R pour chaque plongement réel de F; soit P, I’ensemble des
éléments totalement positifs. Alors Aut(®?, ?,)= U,, de sorte que
I’ensemble des classes d’isomorphie des o-modules projectifs munis
d’une notion de positivité n’est rien d’autre que le groupe de classes
restreintes de F (la somme dans ce dernier groupe correspondante au
produit tensoriel). Le carré d’un o-module inversible est muni d’une
notion de positivité évidente. De plus, on a le

LEMME 1.16: Soient ? un o-module projectif de rang 1 et €: ? - Q
une forme linéaire non-nulle. Alors il existe une seule notion de
positivité P, C P telle que P, C{r € P|€(X)> 0}.

En passant de  a P*, ceci veut dire que ¢ n’est pas contenu dans
la réunion des hyperplans {o; =0}=RP - - PO0P - - PRC P*RR:
mais si o;(€) = 0 par un i alors, comme ¢ est rationnel, o;(¢) = 0 pour
tout i, de sorte que ¢ =0, contradiction.

ProrosiTION 1.17: Soit (X, m) une variété abélienne a multi-
plication réelle sur un schéma S. La faisceau pour la topologie étale
sur S, qui a T — S associe

Homzo(X, X*)™ ={A: X7 = X#|A o-linéaire et symétrique}

est localement constant de valeur un ov-module projectif de rang 1,
muni d’une notion de positivité correspondant aux polarisations de
(X, m).

PreuvE: D’aprés 1.7 il suffit de traiter le cas oll S est le spectre
d’un corps parfait. Alors le o-module en question est non-nul (cf.
1.10) et projectif car sans torsion, et de rang 1 puisque un
homomorphisme symétrique A:X - X* est déterminé de fagon
unique par la forme alternée qu’il définit sur H'(X, Z,). Pour voir que
les polarisations y définissent une notion de positivité, il suffit de voir
que l’action des éléments totalement positifs de o les préserve. Un
faisceau inversible & sur X définit un homomorphisme symétrique
Ag: X > X* Soit a €0. L’image réciproque par m(a) de ¥ définit
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I’homomorphisme a’- Ay Si £ est ample, m(a)*(£) le sera encore;
par suite, si A est une polarisation, a’A le sera encore. Ecrivons
a€o, comme a=23,f3 fi€F [cf. S. Lang: Algebra; Addison-
Wesley, 1970, p. 274]. Alors, pour r € Z convenable, r’-a =2}, a?
avec a; €0 et, d’aprés ce qui a été dit, *- a, donc aussi a, préserve
I’ensemble des polarisations.

VARIANTE 1.18: Supposons dans [’énoncé de 1.17 que S soit
normal et connexe. Alors le faisceau est constant.

En effet, les valeurs de ce faisceau en tout point s €S sont
isomorphes, de groupe d’automorphismes U.. Sous les hypothéses sur
S faites, un U,-torseur est trivial.

1.19: Pour un schéma abélien 4 multiplication réelle (X, m) sur un
schéma S, on désignera par 2, ou 2(X,m), le faisceau pour la
topologie étale sur S, T+ Homp (X, X*)*™, et par ?, la notion de
positivité de ? définie par I’ensemble des polarisations.

Soit (L, L) un o-module projectif de rang 1 muni d’une notion de
positivité. On considérera le champ #" qui & un schéma S associe

ME(S) = catégorie des schémas abéliens a multiplication réelle
(X, m) sur S, plus un isomorphisme de faisceaux de o-
modules (pour la topologie étale sur S)

a: (P, P)—(L,L,)

(les morphismes sont des isomorphismes).

THEOREME 1.20: M* est représentable par un champ algébrique
lisse de dimension g sur Z .

La démonstration est standard; j’esquisserai comment déduire ce
théoréme des critéres de représentabilité de M. M. Artin [1, 3; cf. aussi
6].

Nous avons a vérifier:

[0] M" est un champ pour la topologie fppf.

11 suffit en effet de choisir un élément £ € L, qui via a et le procédé
usuel définit un faisceau inversible ample £ sur X. Alors on descend
(X, m, a, £), ce qui est possible par déscente de schémas projectifs.
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[1] M" est un champ localement de présentation finie sur 7 .
C’est clair (E.G.A. IV 8).

[2] Soient S un schéma de type fini sur Z et (X, m,a) et (X', m’', a’)
deux objets de M(S). Le foncteur Isom(S; (X, m, a), (X', m’, a')) est
représentable par un espace algébrique localement de type fini sur
Spec(Z).

C’est une conséquence facile de la théorie des schémas de Hilbert.

[3] Soit ky un Spec(Z )-corps de type fini: ¢’est donc un corps fini. Soit
&o = (Xo, mo, ag) € Ob(J“L(ko))~
(a) & n’a pas d’automorphismes infinitésimaux.
En effet, un champ de vecteurs sur X s’annulant a ’élément
neutre est zéro.
(b) Le foncteur F sur la catégorie duale des W (kg)-algebres
noethériens locales complétes a corps residuel k,

A —> classes d’isomorphie de paires (¢, ¢), ou

£=(X,m,a) € M"(Spec(A)) et ¢: & Xako— &

est effectivement proreprésentable (par une W (kg)-algébre locale
compléte R et un objet £ € M (R)).

En effet, que F soit proreprésentable résulte de (a) et de la
théorie de déformations [23]. L’effectivité résulte du fait que
I’on peut trouver une polarisation de (X, mg) (cf. 1.10) et que,
d’aprés 1.7 une telle polarisation s’étend automatiquement a
chaque déformation de (X,, mg): on peut donc appliquer le
théoréme d’existence (E.G.A. III 3.4).

[4] D’aprés 1.6 et 1.19 les anneaux locaux R apparaissant dans la
vérification de la condition [3](b) sont tous de la forme R=
W(k)ILT, . .., T,ll, ko un corps fini. D’aprés [1], 3.9, on n’a plus rien
a verifier.

1.21: Pour n inversible sur S, le “‘e,-pairing” induit un homomor-
phisme de faisceaux sur S e,: X, X X* - u,; il vérifie e,(m(a)x, y) =
e,(x, m(a)y), Va €. Par suite on peut définir une forme o-bilinéaire
alternée e,: X, x X% —>(27'/n27")(1) telle que e, = Tr(e,,). Tout élém-
ent A € P(X) définit un homomorphisme X — X*, nul sur X, seule-
ment si A est dans n - P(X); et A définit via le e,-pairing un
homomorphisme o-bilinéaire de X, X X, dans u,; comme e, est
non-dégénérée, PR, A2X, =D '/nD7'(1). Tout élément ¢ de
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Isom(n, Z/n) détermine un isomorphisme de 97 '/n@~'(1) sur
@' In@~". Soit (L,L,)=(2"",27"). On appelle une structure de
niveau n sur (X, m, a) un isomorphisme o-linéaire X, = (0/no)’ tel
que 'isomorphisme entre @7'/n@7'(1) et D7 '/nP "' déterminé par le
diagramme suivant soit un de ceux définis par les ¢:

PX)Qs AL X, =27 InD7'(1)

i
D', Ai(0/no) =D 'InD™!

THEOREME 1.22: Soit n=1. Le champ M2"' qui a un schéma S
au-dessus de Z[1/n] (i.e. au-dessus de Spec(Z) privé des nombres
premiers non-premiers a n) associe la catégorie des objets (X, m, a)
de M2 '(S) munid’une structure de niveau n est un champ algébrique, fini
et étale au-dessus de M2 '[1/n].

La donnée d’une structure de niveau n définit une trivialisation de
wa: le champ algébrique #2 ' est de facon canonique un Z[Z,][1/n]-
champ. Consideré come tel, il paramétrise des objets (X, m, a) de
M2 munis d’une structure de niveau n de déterminant 1, i.e. tel que
I'isomorphisme induit entre (27'/n2 ")(1) et @ '/nD " (cf. plus haut)
soit  lisomorphisme  canonique qui existe au-dessus de
Spec(Z[£.][1/n]).

LEMME 1.23: Si n =3, le champ algébrique M2 “est” un espace
algébrique.

PreuvE: Il suffit de voir qu'un automorphisme ¢ d’un objet
(X,m,a) de M sur un corps algébriquement clos qui induit
l’automorphisme identique sur X, est trivial. Mais ¢ fixe une polaris-
ation et on peut appliquer le lemme de Serre (cf. [14], p. 207).

1.24: Soit (X, m, @) un objet de #"“ sur un corps algébriquement
clos. Ses automorphismes forment un groupe fini qui contient tou-
jours —Id.

1.25: Dans ce numéro nous nous placons sur C. Présentons le tore
complexe X de dimension g comme X = Lie(X)/H (X, Z). Se donner
m:0—End(X) revient a se donner tue structure de o-module sur
H (X, Z). Mais alors le tore X est algébrisable! En effet, 'opérateur C

de Weil sur H* X, R) commute & I'action de o sur H*X,R): on peut
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donc le décomposer en C=CV®---HC® sur HXX,R)=
HY@D ---@ H® correspondant aux injections de F dans R. De plus,
on voit facilement que le sous-groupe (AH(X,Z))* de H*X,C)
tombe dans la partie de type (1,1). Un élément non-nul E de ce
sous-groupe induit une forme alternée sur H(X,R) telle que, sur
chaque facteur H{’ C H,(X, R), la forme symétrique x, y—> E(x, Cy) =
E(x, C{’) est non-dégénérée; elle doit alors étre définie positive ou
négative. En changeant E on peut supposer que toutes ces formes
soient définies positives: on a trouvé une forme de Riemann.

Se donner une variété abélienne a multiplication réelle sur C revient
donc a se donner un o-module projectif de rang 2, H, muni d’une
structure complexe sur H@R. Par suite, les variétés abéliennes a
multiplication réelle sur C, de H donné, sont paramétrées par I’espace
de double classes

GL,(H)\GL,gr(HQR)/K,

ou K, isomorphe a (F® C)*, est le centralisateur d’une structure
complexe.

1.26: Si (X, m) est une variété abélienne a multiplication réelle sur
C, ®=(AH(X,2)*(—1)) ((—=1)=torsion a la Tate). La notion de
positivité sur (AZH,(X, Z))* est définie par la structure complexe J sur
H(X,R): un élément A est positif si A(x A, Jx)>0 Vx € H|(X,R),
x# 0. Comme chaque 0-module projectif de rang 2 est somme directe
d’un o-module libre et d’un o-module inversible, la classe d’isomor-
phie de AX(H (X, Z) détermine H (X, Z) 4 isomorphisme prés.

1.27: Soit (G * le groupe réductif sur Q défini comme produit fibré,
ol Rpq désigne la réstriction des scalaires a la Weil:

FG* S Rpa(GL(2))
det

Gm o RF/Q(Gm)-

Le systéme projectif des M2 est un modele canonique de Shimura
pour G*, au sens de l’exposé 389 de P. Deligne au séminaire
Bourbaki.

THEOREME 1.28: (i) Le champ algébrique #?"' @ Q est géomé-
triquement connexe.
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(i) Plus généralement, M2'Q®Q est connexe; les fibres
géométriques de M?"‘®Q—>Spec(0(§")) sont connexes; l’ensemble
galoisien des composantes connexes de M2 ® Q est Isom(w,, Z/nZ).

PREUVE: Cela se voit sur les espaces grossiers de modules. Le H,
correspondant d’aprés 1.26 3 ? = @' est isomorphe 2 0 @o. Si I'on
considére G* comme groupe d’automorphismes de o @ o, et désigne
par K, le sousgroupe compact ouvert maximal naturel de [G*(Q,) et
par K. le stabilisateur d’une structure complexe, on a

M?7(C) = rGXQ@\rG*(A)/K= - [] K,
= (%) rG*(2).

Ici (#%).={(z1,..., 2,) EC!|z;>0Vi ou z <O0Vi}. Quon forme un
quotient de (3*). et non pas de C#\R?, est manifestation du fait qu’on
fixe P avec sa notion de positivité. Cette variété est connexe. Cela
démontre (i). De méme, I'ensemble des points de MZ7(C) cor-
respondants aux structures de niveau n de déterminant fixe (cf. 1.22)
est connexe. L’ensemble galoisien mo(#(2' X C) est donc I’ensemble
de déterminants de structures de niveau n, c.a.d., est égale a
Isom(u,, Z/nZ) et ceci démontre aussi que #, X Q est connexe. (Pour
plus de détails, voir ’exposé 389 de P. Deligne au séminaire Bour-
baki.)

Tenant compte de 1.26, on peut montrer que I’ensemble des
composantes connexes de I'espace grossier de modules de variétés
abéliennes a multiplication réelle est égale au groupe des classes
restreintes d’idéaux de F.

1.29: Voici des exemples de variétés abéliennes de dimension g
munies d’une action de o sur le corps k =F, qui ne vérifient pas la
condition (*) de 1.1. On prend g = 2.

Soit p un nombre premier tel que p - o soit un ideal premier. Soit E
une courbe elliptique supersinguliére sur k. Il a un sens d’écrire
E®ou; c’est une variété abélienne de dimension 2 sur k, munie d’une
action de 0. Son module de Dieudonne (covariant) est de la forme
D(E)®o. Soient o, 0 Wk)®o—> W(k) les deux projections
canoniques et soit D(E)® o = D, @ D, la décomposition isotypique
correspondante. Alors I’action de Frobenius F = Fg® 1 sur D(E)&® 0
échange D, et D, car pour a €0 et m, € D,

a-(FeQ )(m)=FeQ 1)a - m)=(FeQ (o(a) - my)
=o(a)” - (FEQ 1)(m)) = ox(a) - (Fg@ 1)(m,),
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ou o est la transformation de Frobenius sur W (k). Pour D(E) on peut
choisir une base a;, a, sur W(k) telle que Fg(a,) = a,, Fe(a;)=p - a,.
On calcule alors qu’on pout choisir des bases {e|, f|} de D, et (e, f>) de
D, sur W (k) telles que les actions du Frobenius F et de la Verschie-
bung V sont comme suit:

e f
fep-e
e, > e
fr=p-fi
e —>p-e
fimf,
e f

far>p - e

Soit D(X)C D(EQ® ) le sous-W(k)-module d’indice p engendré par
ei=e, fi=1f, es=p - ey f5=f. On vérifie que D(X) est stable sous
Paction de F et de V; comme D(X)=(D(X)ND)@ (D(X)ND,), il
est stable sous I'action de o. D’aprés Tate on a donc obtenu une
isogénie de degré p

X — EXo.

ol X est une variété abélienne munie d’une action m de o.

Montrons que (X, m) est I’exemple cherché: en effet, Lie(X)=
Ker(F)ND(X)/p - D(X)=k - e;@® k - f1; il en résulte que 0 @ k agit
sur Lie(X) via la projection o0 0 X k- k, de sorte que Lie(X) n’est
pas un 0 Q k-module libre.

Ce phénomene apparait chaque fois que la variété abélienne X sur
laquelle agit o est d’opération de Cartier nilpotente mais non nulle.

En effet, si pour une telle variété abélienne Lie(X) était libre sur
o @ k, on pourrait écrire Lie(X)= L, @ L, correspondant a I'isomor-
phisme (o, 07):0 k> k@ k; l'opération de Cartier réspecterait
cette décomposition et serait donc de la forme

(/\. 0)‘
0 Ay

étant nilpotente, cette matrice serait nulle.
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§2. Variétés abéliennes dégénerantes

Dans ce § on résume les conséquences qui nous seront utiles par la
suite de la théorie de Raynaud-Tate des variétés abéliennes sur un
corps valué, légérement généralisée pour nos besoins [21]. Les
démonstrations sont dmises.

Au début sont rappelées quelques notions de la théorie des espaces
rigide-analytiques au sens de M. Raynaud (cf. [20], voir aussi §3).
Soient V un anneau de valuation discréte complet de corps de
fractions K et 7 € V une uniformisante. La catégorie des K-espaces
rigide-analytiques (de type fini quasi-séparés) est la catégorie déduite
de la catégorie des schémas formels X quasi-séparés de type fini sur
Spf(V) en rendant inversibles les morphismes qui sont des éclate-
ments en un idéal de X qui contient une puissance de z. On aura
besoin de I’extension de cette notion au cas ou K est remplacé par un
anneau local artinien.

2.1. Soit R un anneau local artinien d’idéal maximal m et de corps
résiduel K. On suppose que K est complet pour une valuation
discréte, on désigne par V I'anneau des entiers de K et par k le corps
résiduel de V. Soit Ry I'image réciproque de V dans R. On se fixe un
sous-anneau noethérien R de Ry tel que ’homomorphisme d’aug-
mentation R®— V soit surjectif et que la localisation au point
générique de V de R© soit égale 3 R. Soit N =Ker(R”- V)=
nilradical de R®. Soit 7 € R® un élément qui se projéte sur une
uniformisante de V. On pose R“=RON/#]CR. Alors
RPCcRPc---CcRy et URY=R,. Il est facile a voir que
Spec(RY*?) est ’éclatement du point fermé de Spec(R").

Spec (RO
Spec(Rm)
Spec(R) ——
Spec(V)

\_/

Ce qui suit ne dépend que du systéme inductif des R (cf. 2.3). Si
R = K, les R sont tous égals a V.

D’aprés EGA 1V.8.8.2, il revient au méme de se donner un schéma
quasi-separé de type fini sur un des R; ou de se donner un schéma de
ce type sur R, un schéma de ce type sur V et un isomorphisme entre
leurs réstrictions a K.
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2.2: Soit X un R"”-schéma formel quasi-séparé de type fini (I'image
réciproque de 7. R® dans ¥ est un idéal de définition). On appele
éclatement admissible un éclatement de X en un idéal qui contient une
puissance de 7. (L’éclatement X' d’un schéma formel X en un idéal J
contenant un idéal de définition est défini localement; et si X =
Spf(A), X' est le complété formel le long I'image réciproque de X, de
I’éclatement usuel de Spec(A) en J.) La catégorie des R-espaces
rigide-analytiques (de type fini quasi-separés) est la catégorie obtenue
de la pro-catégorie des R”-schémas formels de type fini quasi-séparés
(i variable) en rendant inversibles les morphismes qui sont des
éclatements admissibles. Un R®-schéma formel ¥ définit un R-espace
rigide-analytique X°", “sa fibre générique”; si  est un autre R®-
schéma formel, on a

Hom(X", 9) = li_r)n Hom(%X', 9)).

éclatements
admissibles X’
de X
Un schéma formel X qui définit X*" est appelé modéele formel de X*";

on emploie une terminologie analogue pour les morphismes.

2.3: Comme Spec(R®) et Spec(R™) ne différent que par un
éclatement admissible, un R%-schéma formel ¥ et un R%-schéma
formel X’ définissent le méme R-espace rigide-analytique s’ils sont
isomorphes aprés un changement de base de la forme Spec(R")—
Spec(RY) resp. Spec(R?”) - Spec(RY).

2.4: Un morphisme X" — )" est une immersion ouverte s’il existe
un modéle formel X — ) qui est une immersion ouverte.

Dans ce qui suit apparaissent des espaces rigide-analytiques qui ne
sont pas de type fini: ce sont des réunions croissantes d’immersions
ouvertes d’espaces rigides-analytiques de type fini.

2.5: 1l existe un foncteur GAGA qui & un R-schéma de type fini
quasi-separé X associe un R-espace rigide-analytique X*" non de
type fini en général.

2.6: Un R-espace rigide-analytique définit, par produit fibré, un
K-espace rigide-analytique. Si X est un R-schéma, (X xzxK)*" =
X" xg K.

2.7: Un R-espace rigide-analytique X*" est propre si un (et alors
tout) modéle formel X est un schéma formel propre. Cette propriété
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ne dépend que de X*" X K. Si X est un R-schéma, alors X est propre
sur R si et seulement si X" est propre.

2.8: Une variété abélienne sur Spec(R) a une réduction semi-stable
(déployée) s’il existe i =0 et un schéma en groupes lisse sur Spec(R")
qui prolonge X et dont la fibre spéciale soit une extension d’une
variété abélienne par un tore (déployé). La variété abélienne X sur
Spec(R) a une réduction semi-stable (déployée) si et seulement si la
variété abélienne Xy sur Spec(K) en a une (cf. 2.1).

La théorie de Raynaud-Tate donne une déscription rigide-analy-
tique des variété abéliennes a réduction semi-stable déployée: elle
présente une telle variété abélienne comme quotient rigide-analytique
d’une extension d’une variété abélienne 4 bonne réduction (c.a.d. qui
se prolonge en une variété abélienne sur Spec(R"”) pour i convenable)
par un tore (déployé) par un sous-groupe discret (déployé); et cette
construction est fonctorielle.

En fait, les variétés abéliennes a réduction semi-stable forment une
sous-catégorie pleine de la catégorie des 1-motifs sur Spec(R), et les
points de division, le e,-pairing, la dualité de ces variétés abéliennes
peuvent étre décrits en termes du 1-motif associé (cf. [5]).

2.9: Voici ce qui devient de cette théorie quand on met en jeu une
action de 0. Soit X une variéte abélienne de dimension g sur Spec(R)
munie d’une action m de o, qui ait mauvaise réduction sémi-stable
déployée.

2.9.1: On peut présenter X" comme quotient rigide-analytique
Xa'l — (P® Gm)a'l/Na'l
avec P et N deux v-modules projectifs de rang 1.

(Ici P® G,, est le tore de groupe de caractéres P*; il est muni d’une
action de 0.) En effet, le groupe de caractéres de la partie torique de
I’extension sera un o-module sans torsion de rang>0. Pour des
raisons de dimension la partie abélienne de ’extension est triviale et
T=PXG,. Et N est un 0-module sans torsion et de méme rang sur
Z que P.

N

2.9.2: La paire (X, m) est une variété abélienne a multiplication
réelle sur Spec(R).
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En effet, Lie(X) = PQ R, qui est évidemment libre sur 0 ® R.

2.9.3: Pour tout entier n =1, on a une suite exacte de schémas en
groupe finis munis d’une action de o sur Spec(R)

1 1
0—> (;P/P)(l)——) Xn—e;N/N—ao.

C’est une conséquence de la construction.

29.4. Le o-module P(X) est canoniquement isomorphe a
@ '-p'-NL

Et effet, ?(X) est ’ensemble d’applications o-linéaires de N vers
pP*,

2.9.5: La forme bilinéaire (,): N X P*—> T = val(V) (qui ne dépend
que de la réstriction a Spec(K) de X) vérifie (a - n,p*)=(n,a - p¥*),
Va€o, VnEN, Vp*€ P*, et définit donc un élément m* e
(P*- N)*, bien déterminé a un facteur dans Q, et a I’effet de ’action
de U? sur (P*- N*) prés (correspondants au choix d’un isomor-
phisme I'=Z et aux automorphismes de (X, m)). Ceci étant,

L’ensemble des polarisations P(X).CPX)=D'-P'"-N7' est
produit de I’unique positivité sur @' - P~' - N sur laquelle m* > 0 (cf.
1.16) et de la positivité naturelle sur N2

2.9.6: Soient P et N deux v-modules projectifs inversibles a bonne
réduction sur Spec(R). Soit u': N*" > (P& G,,)" un homomorphisme
tel que la forme bilinéaire (,): N X P*— T soit non-dégénérée. Alors
le quotient X" = (PR (G,)"IN® est une variété abélienne a multi-
plication réelle.

Il suffit de voir que X' est algébrisable: la démonstration est
analogue i celle qui montrait qu’on peut algébriser un tore complexe
de dimension g muni d’une action de o (cf. §1).

2.9.7: On passe de X a la variété abélienne duale en remplagcant P
par N*=%7'-N'et NparP*=97'-P".
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§3. Théorémes rigide-analytiques

Tous les espaces algébriques formels dans ce § seront séparés et
noethériens. S’ils se trouvent sur un espace algébrique de base
spécifié on suppose leurs ames de type fini sur la base.

LEMME 3.1: Soient Y un espace algébrique de type fini sur un
schéma de base noethérien S et YoC Y un sous-espace fermé. Soit A
un anneau noethérien complet pour la topologie I-adique définie par
un ideal 1 C A. On suppose que U = Spec(A) est un S-schéma. On
pose U = Spf(A). Soit f:U-> Y/y0 un :Q-morphisme formel adique.
Alors il existe un unique morphisme f: U - Y dont le completé est f.

PrREUVE: Cela résulte du théoréme d’existence de Grothendieck
EGA IIL.5, appliqué au graphe de f considéré comme schéma formel
sur U.

COROLLAIRE 3.2: Soient Y-S, et YoCY comme ci-dessus. On
suppose que Y|Y, soit un schéma formel affine, Y|y, = Spf(A). On
suppose que la structure de S-schéma formel sur Y|y, soit induit par
une structure de S-schéma sur Spec(A). (C’est toujours le cas si S est
affine.) Alors il existe un unique morphisme Spec(A)—Y dont le
completé soit I’identité sur Y|y,.

Au § précédent, on devait choisir un systéme inductif des anneaux
R®C Ry. Toutefois, on a:

LEMME 3.3: Soit A un anneau noethérien complet pour la topologie
I-adique pour I C A. Soit ¢: A—>V un homomorphisme adique (de
type fini) dans un anneau de valuation discrete complet, a corps de
fractions K. Soit R un anneau local artinien a corps résiduel K. On
suppose ¢ relevé en un homomorphisme ¢: A— R, de sorte que ¢ se
factorise par Ry C R. Alors il existe un sous-anneau noethérien
R®C Ry tel que (i) I’homomorphisme ¢ se factorise par R® C Ry et
fait de R une A-algébre topologiquement de type fini, que (ii) la
projection R®— V est surjective et que (iii) la localisation de R au
point générique est égale a R. De plus, le systéme inductif
R®c RYC .- - défini par R® ne dépend que de §.

PrREUVE: (a) On présente V sous la forme V =A{{,... &} =
A{X,, ..., X,}/a. On reléve & € V dans & € Ry. Soient, pour i =1,
& EeEm NRy des éléments qui définissent une base du K-espace
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vectoriel m'/m™'. Soit R® le sous-anneau de R, engendré topolo-
giquement sur A (via @) par &, ..., &, et les &,. Comme m™ =0 pour
N >0, R est topologiquement de type fini sur A, d’ou (i). La
propriété (ii) est triviale par construction. Pour voir (iii), soit r € R.
Alors I'image 7 de r dans K s’écrit 7=k - P(&), ol k € K et P(&) est
une série formelle convergente en £,..., & & coefficients dans A.
Alors & et ¢ définissient P(&)€ R et, en relévent k & K€ R, on
trouve un élément ro= k - P(&) € (R)k, tel que 7, = . Autrement dit,
on peut supposer que r €& m. Par induction, on peut supposer que
m*'C RY. Soit rEm’ et écrivons-le comme r=32;5¢; +r', ol r'€E
m*' et s5; € R. Comme R se projéte surjectivement sur K, on peut
méme supposer que s; € RY. Mais alors le premier terme est dans R
et le deuxiéme I’est par hypothése d’induction, d’oit r € R.

(b) Si R et R® sont deux sous-anneaux de R, vérifiants les
conditions (ii) et (iii), alors pour tout £ € R? il existe un entier n tel
que £ € RYIN®/7@"] (notations comme au §2). Comme R est une
A-algebre topologiquement de type fini, il existe un entier n tel que
R"Yc RP[N®@|#®"]. Si ’'on intervertit les roles de R et R® I’asser-
tion d’unicité en suit. c.q.f.d.

3.4: En raison de ce lemme, étant donné un schéma formel 9 =
Spf(A) et ne considérant que des anneaux de valuation discréte
compléts V dont le spectre formel est de type fini sur 9, il suffit de se
donner la A-algébre locale artinienne R & corps résiduel K pour
connaitre le systéme inductif R’ C Ry. C’est ce que sera fait dans la
suite sans autre commentaire.

Voici une autre remarque sur les conditions de finitude. Soit U =
Spf(A) un schéma formel affine et posons U = Spec(A), U, =I"ame de
1 et U°= U\U,. Un morphisme Spec(K)—> U° sera dit permis s’il
vient d’'un morphisme formel de type fini Spf(V)—- 1.

Soit S un schéma de base noethérien, et U ci-dessus un S-schéma.
Un morphisme f° U°— Y° dans un espace algébrique de type fini sur
S sera dit permis s’il existe une immersion ouverte de Y° dans un
S-espace algébrique propre Y telle que si Spec(K)— U° est un
morphisme permis, l’extension unique a Spec(V) du morphisme
résultat Spec(K)— Y envoie le point spécial dans Y\Y?°. Cette condi-
tion ne dépend pas du choix particulier de Y.

Le but principal de ce § est de démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 3.5: Soit Y° un espace algébrique de type fini sur un
schéma de base S de type fini sur le spectre d’un corps ou d’un anneau
de Dedekind excellent. On suppose qu’il existe une immersion ouverte
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de Y° dans un espace algébrique propre sur S [condition automatique
si Y° est un schéma, et probablement en général].

Soient X un espace algébrique formel sur S et 1, > X un récouvre-
ment étale par un schéma formel affine. On pose, avec U1, = Spf(A,),
U, = Spec(A), U, = dme de U,, U= U\U,,. On suppose que U est
schématiquement dense dans U,. On suppose U, muni d’une structure
de S-schéma qui induise la structure de S-schéma formel sur U,.

De méme, si U, = U, xz,, on écrit U, = Spf(A,) et U,, 020, US. Oon
suppose U, muni d’une structure de S-schéma induisant la structure
de S-schéma formel donnée sur W, tel que les projections U,=3 U,
soient des S-morphismes.

Soit f: US— Y® un S-morphisme permis tel que les morphismes
composés suivants soient égaux:

US—/ 0¢—> Y".

On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées:

(i) Pour tout anneau de valuation discréte complet V de corps de
fractions K, la suite d’applications suivante est exact (on ne
considére que des morphismes permis):

Hom(Spec(K), UY) —= Hom(Spec(K), U
—> Hom(Spec(K), Y.

(i) Si K est comme dans (i) et si R est un anneau local artinien a
corps résiduel K, alors on a une bijection

Hom(Spec(R), U) — Hom(Spec(K), U?) x Hom(Spec(R), Y?°) -
Hom(Spec(K), Y.

Alors il existe une immersion ouverte j: Y°C Y dans un espace
algébrique et un isomorphisme ¢:X> 9 =p Y|y _ yo© tels que le
morphisme de U, dans Y, résultant d’aprés 3.1 de U,—> X — 9), induise
0> YCYsurUSc U,

Le couple (j, ¢) est unique a isomorphisme unique pres.

Pour démontrer ce théoréme nous allons utiliser des méthodes de
nature rigide-analytique. Le but de la géométrie rigide-analytique (au
sens de M. Raynaud) est de pouvoir parler du complément de 1’ame
d’un schéma formel. Faute de disposer de fondements rigide-analy-
tiques a la EGA, on se contentera d’un minimum de définitions; les
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résultats qui sont a la base de la démonstration de 3.5 sont le critére
d’immersion ouverte (3.15) et le théoréme de recollement (3.24).

3.6: On appele éclatement admissible d’un espace algébrique
formel X un éclatement de ¥ en un idéal qui contient un idéal de
définition de X.

Le composé de deux éclatements admissibles est un éclatement
admissible; si I C ¥ est un ouvert, un éclatement admissible de Ul se
prolonge en un éclatement admissible de X (cf. [22], §5).

3.7: La catégorie des espaces rigide-analytiques est obtenue de la
catégorie des espaces algébriques formels en rendant inversibles les
éclatement admissibles. On note X" I'espace rigide-analytique associé
a X. Si @ est un espace algébrique formel,

Hom(-%‘mv 2):4") = lll;n Homadlque(‘%lv @)

éclatements
admissibles ¥’ de X

(Ici, on n’accepte que des morphismes X'—¥) de type fini).
L’espace algébrique formel X donnant lieu a 'espace rigide-analy-
tique X" est appelé un modéle formel; de méme, un morphisme
f: X =2 est appele modele formel, ou représentant, de f**: X" — 9.

3.8: Soit X“* un espace rigide-analytique. On peut toujours choisir
un tel modéle formel X que 'annulateur de tout idéal de définition soit
nul: en effet, si X est un modéle formel arbitraire on le remplacera par
I’éclatement en son Ame. On décrira une telle situation en disant que
‘le complément de I’dme est schématiquement dense dans X’.

3.9: On reprend les notations de 2.1: Comme Spf(R") et Spf(RY),
i, j =0, ne différent que par un éclatement admissible, I'espace rigide-
analytique Spec(R")“" est indépendant de i; on le note Spec“'(R).
Autrement dit, la notation ‘Spec“(R)’ présuppose le choix du systéme
inductif des R dans R, (cf. toutefois, Lemme 3.3 qui justifie cette
notation lorsqu’on ne considére que des anneaux de valuation discréte
compléts dont le spectre formel est de type fini sur un schéma formel
9). On voit donc qu’il y a équivalence entre les notions de R-espace
rigide-analytique séparé de type fini (cf. §2) et d’espace rigide-analy-
tique muni d’un morphisme rigide-analytique vers Spec*'(R) (a ceci
prés qu’on a formé la catégorie des espaces rigide-analytiques a partir
des espaces algébriques formels et non pas a partir des schémas
formels).
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3.10: Soit X = Spf(A) et I C A un idéal de définition. Rappelons les
lemmes triviaux suivants:

LEMME 3.11: Soit ? C A un idéal premier ne contenant pas I. Alors
il existe un idéal premier P' contenant P qui est le noyau d’un
homomorphisme adique topologiquement de type fini de A dans un
anneau de valuation discréte complet. Un tel idéal premier P’ est
aussi le noyau d’un homomorphisme adique topologiquement de type
fini de A dans un anneau de valuation discréte complet de corps de
fractions égale au corps résiduel de A en P'.

Réciproquement, si f: A— V est un homomorphisme adique dans un
anneau de valuation discréte complet, alors ? = f'(0) C A est un idéal
premier ne contenant pas I.

PREUVE: Soit ' un idéal premier contenant # et qui ne contient
pas I, et qui est maximal avec ces propriétés. Pour voir que P’ vérifie
les conditions imposées, on peut passer de A a A/?’. Dans le schéma
affine correspondant le point générique est isolé. Par suite, c’est un
anneau intégre semi-local de dimension <1 (EGA IV, 10.5.1); comme
il est complet par rapport a la topologie I-adique, c’est un anneau
local intégre complet de dimension 1. Son normalisé V est donc un
anneau de valuation discréte complet qui est un module fini sur A/?’.
L’homomorphisme naturel de A dans V est adique topologiquement
de type fini et a ' comme noyau. La deuxiéme assertion résulte de
ce que tout homomorphisme adique de A/?’ dans un anneau de
valuation discréte doit se factoriser par le normalisé.

La réciproque est triviale. c.q.f.d.

REMARQUE: L’ensemble des idéaux premiers %’ ci-dessus est
I’analogue rigide-analytique de I’ensemble des points fermés en
géométrie algébrique.

LEMME 3.12: Avec les notations de 3.10, soit M un A-module de
type fini. Pour qu’il existe un entier n tel que 1" - M =0 il faut et il
suffit que Mp =0 pour tout idéal premier P C A qui est noyau d’un
homomorphisme adique topologiquement de type fini de A dans un
anneau de valuation discréte complet.

PREUVE: Pour un tel idéal premier @, Ip = Ap. Donc, si I" - M =0,
alors My = 0. Réciproquement, soit ¢ un idéal premier ne contenant
pas I. Alors Mg = 0 car c’est un localisé de My, pour ?’ un idéal de A
qui est noyau d’'un homomorphisme adique topologiquement de type
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fini de A dans un anneau de valuation discréte complet. Par suite,
supp(M)C V(I) et comme M est de type fini, il existe n tel que
I"-M=0.

COROLLAIRE 3.13: Avec les notations de 3.10, soit a C A un idéal.
Pour qu’il existe un entier n tel que a D I" il faut et il suffit que ap, = Ay
pour tout idéal premier P C A qui est noyau d’un homomorphisme
adique topologiquement de type fini de A dans un anneau de valuation
discréte complet.

PREUVE: On applique le lemme précédent a Ala.

3.14: Un morphisme U — X" est une immersion ouverte s’il existe
un modeéle formel I - X qui est une immersion ouverte formelle. Un des
buts de ce § est de démontrer le théoréme suivant, qui est a rapprocher
au résultat principal de [7].

THEOREME 3.15 (Critére infinitésimal d’immersion ouverte): Un
morphisme f*": X" — 9" est une immersion ouverte si et seulement si
les deux conditions suivantes sont vérifiées:

(1) Pour un corps K complet pour une valuation discréte, I’ap-

plication canonique

Hom(Spec*(K), X“") —> Hom(Spec*(K), ")

est injective.
(i1) Soit R un anneau local artinien a corps résiduel complet K,
comme en 3.9. L’application canonique

Hom(Spec“'(R), X“") — Hom(Spec*(K), X*") X Hom(Spec“*(R), )
Hom(Spec“'(K), 9")

est bijective.

Intuitivement, la condition (i) (resp. (ii)) nous assure que f*" soit
‘injectif’ (resp. que f** soit ‘infinitésimalement étale’).
La nécessité de ces conditions est claire.

3.16: Démontrons la suffisance de ces conditions d’abord dans le

cas ou 9 = Spec(R), avec R un anneau local artinien a corps
résiduel valué complet K, comme en 3.9.

On peut supposer et on supposera que X" est non-vide et choisira
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un modele formel f: ¥ - ) = Spf(R”) tel que le complément de I’ame
de X soit schématiquement dense.

Montrons qu’il n’y a qu’un seul point dans X,. En effet, supposons
qu’il y ait deux points dans X, qu'on peut supposer de type fini sur
Y,. Alors, comme le complément de I’dme est dense dans X, on
pourrait trouver deux morphismes de type fini Spf(V,))—>X (i=1,2)
de spectres formels d’anneaux de valuation discrétes compléts V;, qui
ont ces points respectivement comme leurs images. Alors il existe un
anneau de valuation discréte complét V,, qui contient V, V, et V, et
des morphismes de type fini ¢;: Spf(V;)>X qui se factorisent a
travers Spf(V;)." La condition (i) implique que ¢, = ¢,. Donc X, n’a
qu’un seul point et X est donc fini sur §). Il en résulte que X est
algébrisable en un schéma X = Spec(B) fini sur Y = Spec(R). Alors B
est un anneau local, de sorte que B,4 est une V-algébre locale finie
intégre.

La condition (i) implique que V= B,4. La condition (ii) implique que
la localisation au point générique de Spec(B) est isomorphe a R. Il en
résulte que X" = 9.

On a aussi obtenu le lemme suivant:

LeEMME 3.17: Avec les notations de 3.9, soit 9" = Spec™(R); soit
9 = Spf(RY) un modéle formel. Supposons que §: -9 soit le modéle
formel d’un morphisme rigide-analytique qui vérifie les conditions (i)
et (ii) de 3.15. Alors | est algébrisable, i.e., il existe un morphisme de
type fini de schémas X - Y = Spec(RY) dont le complété soit f.
L’algébrisation est unique a isomorphisme unique pres.

Si le complément de I’Ame est schématiquement dense dans X, cela
résulte de ce qui précéde. Dans le cas général il y a un éclatement
admissible ¥, ¥ qui est une immersion fermée et tel que f{": X{"—
9" est {*". On peut algébriser f, en un morphisme f;: X;—> Y, et X, est
affine d’Ame réduit un seul point. Pour démontrer le lemme, on peut
donc supposer que X est affine. On peut décomposer X; en une
réunion de sous-schémas formels fermés affines X, = Spf(B,) et X, =
Spf(B,), ou I, =0 pour n > 0. Leur intersection X, = Spf(B),) est le
spectre d’un anneau local artinien. Soit X, = Spec(B}). Alors B, est la
complétion de la A-algébre Bi et B = B; Xp, B, est la complétion de

"En effet, les V, sont complétions d’anneaux de valuation discréte V' de type fini sur
V; il existe donc un anneau de valuation discréte Vi, de type fini sur V qui domine V;
et V5 et il suffit de prendre pour Vy; la complétion de Vi,.
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BiXpg,B,. Le morphisme Spec(BiXp,B;)—>Y est l'algébrisation
cherchée. L’assertion d’unicité est aussi facile & voir.

La démonstration du Théoréme 3.15 dans le cas général procédera
en quatre étapes. Pour la démonstration on peut supposer que 2“* soit
affine, i.e. que 9 = Spf(A) et qu'on ait choisi un modéle formel
f: X -9 tel que le complément de I’Ame soit schématiquement dense
dans X.

1" etape: On démontre: soit X > X' =p; X Xy X I'immersion fermée,
définie par’idéal 8 sur X' Soit I' un idéal de définition de X'. Alors pour
N>0,I'N-§=0.

Soit I’ un récouvrement étale affine de X': U’ = Spf(C). Soit P C C
un idéal premier qui est le noyau d’un homomorphisme adique
topologiquement de type fini dans un anneau de valuation discréte
complet V de corps de fractions le corps résiduel de C en P.

Soit T = Spf(V) et g: T—> X' le morphisme obtenu. Considerons le
diagramme suivant:

T

™~

SEZZEX@%'——)x'

|

I1=E><QJ£——»£

|

T—9

Les morphismes 5" > I {" et £{" > T vérifient encore les conditions
(1) et (ii) du théoréme (avec X" resp. 9*" remplacé par 5" resp. T{",
etc.): d’apres le Lemme 3.17 précédent, ils sont algébrisables en
T,> T, et T\—» T. Comme le morphisme T;— T est un isomorphisme
au-dessus du point générique de T, I'idéal qui définit T dans T, est
zéro au point générique; il en suit que I'image de 6 C C dans V est
zéro. Pour tout entier n > 0, soit R, = Cp/P" - Cp.

On choisit un sous-anneau noethérien RY de R, qui vérifie les
conditions de 2.1 (cf. 3.9) et qui soit une C-algébre topologiquement
de type fini (cf. Lemme 3.3). Une répétition de I’argument précédent
en remplacant T par Spf(RY), i convenable, montre que I'image de 8p
dans R, est zéro. Il en suit que 8p C P"Cp. Donc 6 C N, P"Cp =0 et
on conclut avec le Lemme 3.12 que I'image inverse de 6 dans Oy est
tué par un idéal de définition de U’, de sorte que & est tué par un idéal
de définition de X'.
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2" etape: Soit - X un récouvrement étale affine de X et U =
Spf(B). Pour un idéal premier P C B, on écrit p = P N A. On démon-
tre: Pour tout idéal premier P ne contenant aucun idéal de définition,
I’anneau local Bp est une A,-algébre plate.

D’aprés 3.11, Bp est le localisé d’un localisé de B en un idéal
premier qui est le noyau d’'un homomorphisme adique topologique-
ment de type fini de B dans un anneau de valuation discréte complet.
On peut donc supposer que P est un tel idéal premier et il suffit de
montrer que pour tout n>0 Bp/p" - Bp est une A,/p" - A,-algébre
plate. Avant de procéder nous insérons la remarque suivante:

REMARQUE 3.18: Soit Spf(B) un ouvert étale affine d’un éclatement
admissible de Spf(A). Alors, pour tout idéal premier P C B ne
contenant aucun idéal de définition, Bp est une Apn4-algébre fidéle-
ment plate: cela résulte facilement de la définition des éclatements
admissibles. Supposons en plus que P soit le noyau d’'un homomor-
phisme adique de type fini de B dans un anneau de valuation discréte
complet. Alors les anneaux complétés Bp et Apna sont isomorphes. Il
suffit en effet de voir que pour tout n =0, Bp/P"Bp est isomorphe a
Apnal(P NA)" et pour cela on peut supposer que (P NA)" =0; mais
alors on est dans le cas considéré dans le Lemme 3.17, et ’assertion en
résulte.

Soit A - V un homomorphisme adique de A dans un anneau de
valuation discréte complet qui a p comme noyau, et tel que le corps
de fractions de V est le corps résiduel de A en p. Soit, pour n =1,
R, = A,/p"A,. On choisit un sous-anneau noethérien RY de R, qui
vérifie les conditions de 2.1 (cf. 3.9) et qui est une A-algébre topolo-
giquement de type fini (cf. 3.3). On obtient ainsi un morphisme
analytique ;" = Spec™(R,)—> 9" qui est induit par un morphisme
formel T, = Spf(R{¥)— Y pour i convenable. On obtient le diagramme

U, =UxyT—>1U

|

X, =ExpT,— X%

|

.__-)@'

~n

Le morphisme X, T, vérifie les conditions (i) et (ii); on peut donc
I’algébriser en un morphisme qui induit un isomorphisme au-dessus
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des points génériques. On peut donc trouver une unique section au
morphisme X, - T,. Soit X, = U, Xz, T,;c’est un schéma formel affine
d’anneau affine B, qui est aussi un éclaté admissible de X,. On a une
suite d’homomorphismes B - B, = B/p"B - B}, et, comme P D p, il
existe un unique idéal premier P, de B, dont I'image réciproque dans
B soit P. Si P, C B, désigne I'image réciproque de P, dans B,, on a
Bp. = Bup, = Bp/p"Bp (cf. Remarque 3.18). Mais B/p, est le localisé
d’une algébre formellement étale sur R, de sorte qu’il est plat sur
I'anneau local du point générique de R}, qui, lui, est A,/p"A,.

3" etape: Elle consiste & énoncer le théoréme de platification de
Raynaud (non-publié: pour I’analogue algébrique cf. [22]; voir aussi
[9]1, [10]). Il implique ce qui suit:

Soit f: X—>9 un morphisme entre espaces algébriques formels tel
que pour tout morphisme étale Spf(A)—>9) et tout morphisme étale
Spf(B)— X Xy Spf(A) et tout idéal premier P C B ne contenant aucun
idéal de définition de B, Bp soit A,-plat. Alors il existe un modeéle
formel §': X'> 9" du morphisme analytique f**: X" - 9“" qui est plat.

En utilisant la Remarque 3.18, il est facile de voir que si f: X —>9)
vérifie les hypothéses de ce théoréme, alors tout modele formel de
fr X" -9 les vérifie.

4eme otape: Démontrons le Théoréeme 3.15: D’aprés les 2™ et 3°%me
étapes, on peut choisir un modéle formel plat f: X > 2. De plus, on
peut supposer que le complément de ’ame de ?) soit schématiquement
dense. Mais f étant plat, le complément de I’dme de X sera alors
schématiquement dense: en effet, tout idéal de définition de Oy
contient un idéal de la forme I-0x, ou IC Oy est un idéal
de définition; par platitude Anngy (I )®0¥’ Ox = Anne, (1 ® op Ox) =
Anng (I - Og), et par suite Anng,(] - 0x) = 0. Pour la méme raison, le
complément de I’'ame de X'=X xyX est schématiquement dense.
Comme, d’aprés la 1% étape, 6 - I'Y =0 il en suit que & =0, donc
X =X X9 X et { induit un isomorphisme de X sur son image qui est un
sous-espace formel ouvert de ¥ (on invoque SGAIL,l.5.1 sur les
ames). c.q.f.d.

Pour rassurer le lecteur qui n’a pas envie d’utiliser le théoréme de
platification, voici une version plus faible de 3.15 qui sera le seule
nécessaire pour la suite de cet article.

THEOREME 3.19: Soit f:X—>% un modéle formel propre d’un
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morphisme rigide-analytique f*": X" > 9" qui vérifie les conditions (i)
et (i1) de 3.15. Alors il existe un modéle formel §': X' > @' tel que f' est
une modification formelle (au sens de M. Artin [2]) d’une réunion de
composantes connexes de 9)'.

PREUVE: On peut supposer £) = Spf(A) affine et soit I C A an idéal
de définition. Comme f{ est propre, on peut parler de I'image de f;
c’est le sous-schéma fermé de ) defini par I'idéal a, = Ann,f.(O0y).
Soit a; = U,>o Anns(aj) C A. Nous allons d’abord démontrer que
a;+ a, contient un ideal de definition.

En effet, soit Spf(B) un récouvrement étale de X. Si p C A est un
idéal premier ne contenant aucun idéal de définition on a par platitude
(cf. la 2°™ étape de la démonstration de 3.15), que a,, = Ann, (B) est
égale a A,, ou (0), de sorte que toujours (a,+a,), = A,; I'assertion
résulte alors de 3.13. Ensuite, démontrons que pour n>0,
I"-a,NI"-0a,=0.

En effet, d’aprés 3.12, et avec les notations précédentes il suffit de
voir que a;, Na,, =0, ce qui est bien claire.

Fixons un tel n et soient a, = I"a, et a,=I" - a,, qui définissent des
sous-schémas fermés 9, resp. 9, de 9. Soient ' I'éclaté de 9 en
I’ideal @;+ d, (admissible d’aprés ce qui précéde) et 9); resp. 3 les
éclatés induits de 9, resp. 9, (ce ne sont pas les produits fibrés).

LEMME 3.20: 9iNYi=d et P =Y1UY5.

PREUVE: Soit yE Y’ et (@, +4d,) Oy, =h -0y, pour un élément
h € Oy, qui n’est pas un diviseur de zéro.

Les sous-schémas fermés )i resp. 95 de )’ sont définis en y par les
idéaux

ai= U (@;-Oyy:h") (i=1,2).
>0

Comme @,0y9Na,- Oy =0 et comme h n’est pas diviseur de zéro,
U,>0(@,0y, N30y, :h*) =0 et par suite a; Nas=0. Il reste & montrer
que a;+ a; engendre 'idéal unité. Si y € 9); N3, alors

(a] + a2) . @Q’,y =h- Og)',y C (ai + aé) : @@’,)’

= U (@, +d,) -0y, h").
v>0
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Il en suit que 1 € (aj+a3) - Oy ,. Cela démontre le lemme.

Soit X' I’éclaté de X induit de §)'. Le morphisme canonique {': ¥' -
9’ se factorise par ¥i. Pour démontrer 3.13; il suffit de voir que le
morphisme {’: X' — )} est une modification formelle; autrement dit, on
peut supposer des le début que a, = 0. De plus, on peut supposer 9) est
affine et que le complément de I’Ame soit schématiquement dense. La
démonstration dans ce cas procédera en deux étapes.

1" etape: On démontre: un morphisme de type fini T = Spf(V)->9)
du spectre formel d’un anneau de valuation discréte complét se reléve
en un morphisme T —>X.

En effet, le morphisme T' =¥ X9 X > T vérifie les conditions (i) et
(ii); il est donc algébrisable en un morphisme propre T'—»T =
Spec(V). Si la fibre générique de ce morphisme est non-vide, elle est
isomorphe au point générique de T; la section rationelle obtenue
s’étendra a T tout entier par le critére valuatif de propreté et définira
le morphisme £ —>¥'—> X cherché. Pour voir que la fibre générique
n’est pas vide, il suffit de montrer que ’lhomomorphisme naturel Oz—>
f(Oz) est injectif. On peut appliquer le lemme suivant:

LEMME: Soit f:X—>% =Spf(A) un morphisme propre tel que
I’homomorphisme Oy— f.(0z) est injectif. Alors pour tout idéal
J C Oy, et posant 9, = Spf(A/\/f) et X,=9,X9X, 'homomorphisme
Oy, = f1x(0%,) est injectif.

PREUVE: 11 suffit de voir que 0y Nf,f*(J)C VJ. Soit d’abord J un
idéal principal, J=b-A. Si a€ A est de la forme a=b: r€
J - §4(0%), alors r € {,(0x) est entier sur A et a vérifie donc une
équation de la forme a"+b,-a" '+ ---+b,=0 avec b, E€J" Par
suite, a € VJ. Le cas général, ou J n’est plus nécessairement prin-
cipal, se réduit au cas précédent par induction sur le nombre minimal
de générateurs de J.

2%me etgape: On démontre: les idéaux de Jacobi et de Cramer J(f) et
Cr(f) contiennent un idéal de définition de X.

Soit h: I = Spf(B)— X un récouvrement étale. Soit P C B un idgal
premier noyau d’'un homomorphisme adique topologiquement de type
fini dans un anneau de valuation discréte complet. D’apreés 3.13 et le
caractére local de J(f) et Cr(f), il suffit de voir que J(f")p = Cr(f')p =
Bp, ol f' = f o h. Présentons B comme suit

B = A{Xh LIRS ) Xn}/{fl’ e fm)
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LEMME 3.21: Apres permutation des f,, on peut trouver fi,. .., f, tel
que det=,;=,(3fi/0X}) soit une unité dans Bp.

PREUVE: Soit B— V un morphisme adique topologiquement de
type fini dans un anneau de valuation discréte complet qui a P comme
noyau et tel que le corps de fractions de V est le corps résiduel de B
en P; soit T=Spf(V)>U le morphisme correspondant. Le
morphisme T'= I Xy X > T vérifie les conditions (i) et (i) et peut
donc étre algébrisé en T'— T. C’est un isomorphisme au-dessus du
point générique de T. Il en résulte que I'image de J(f) dans O
contient un idéal de définition, de sorte que I'image de J(f’) dans V
est non-nul. On peut donc trouver f,, ..., f, avec la propriété anoncée.

Pour concluire la deuxiéme etape, il suffit de voir que si
P'c A{X}=p; A{X,,..., X,} est I'image réciproque de P, alors
(s f) - A{X}p=(1,....fm)A{X}p. Montrons que si fE
(f1,. ., fm)A{X}, alors f est annulé par la composition des ap-
plications

A{X}_———) A{X}P'—_) A{X}P'/(fl» L) fm P’A)s

pour tout k =0. Soit R, un anneau local artinien a corps résiduel K
qui est plat sur A{X}p/(f1,..., f,, P"*). On peut trouver un sous-
anneau local noethérien R C R, qui vérifie les conditions de 2.1
(cf. 3.9) et soit une A-algébre topologiquement de type fini (cf. 3.3).
On obtient un morphisme T; = Spf(R{’)—> 9 (pour i convenable) qui
prolonge le morphisme T —>%. Le morphisme T;=3T; XgX>T,
vérifie les conditions (i) et (ii) et peut donc étre algébrisé en T;— T, et
induit un isomorphisme au-dessus du point générique. Quitte a
changer i, on peut donc reléver le morphisme T;—>% en un
morphisme T, —>%¥ et méme, comme U est étale sur X, en un
morphisme T, = U qui prolonge le morphisme ¥ — 1. Il en résulte que
f s’envoie en zéro par A{X}p— R{. Alors f s’envoie en zéro par
A{X}p — R,, et par suite aussi par A{X}p= A{X}p/(f1, ..., fu P™).

Ceci conclut le deuxieéme etape.

Pris ensemble avec la 1° etape de la démonstration de 3.15, on a
vu que | vérifie les propriétés qui définissent une modification
formelle. c.q.f.d.

3.22: Dans les numéros 3.22-3.25 on fixe un schéma de base
noethérien S. Soit Y un espace algébrique propre sur S.
Nous aurons besoin de la version suivante du lemme de Chow.
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LeMME 3.23: Soit U1 = Spf(A) un schéma formel affine sur S. On
suppose que U = Spec(A) est un S-schéma qui induit la structure de
S-schéma formel donnée sur 1. Soit U’ = U\U,.

Soit f U= Y un morphisme. Alors il existent un éclatement ad-
missible U’ de U et un morphisme f:U'=Y qui induise f° sur
U'=U\U,> U

Deux telles paires (U1, 1), (U5, f5) peuvent étre dominées par une
troisieme.

PREUVE: On étend a U X5 Y le faisceau d’idéaux sur U’ x5 Y° qui
définit le graphe I'»C U°XsY" et obtient un sous-espace fermé
I'c U xsY dont lintersection avec U°xsY" est I'n. Alors la pro-
jection de I' sur U induit un isomorphisme sur U° et est propre
d’aprés I'hypothése sur Y faite. Donc, cf. [22], 5.7.12, il existe un
éclatement admissible U’ de I tel que le composé U’'— T — U soit un
éclatement admissible. On a ainsi obtenu un morphisme f: U'—» Y
qui induise f° sur U°.

Pour voir la derniére assertion, on éclate U en la réunion des
centres correspondants a U} et Uj de sorte qu'on obtient Ui, s’en-
voyant par p, vers U} (i = 1,2). On peut aussi supposer U3 schéma-
tiquement dense dans Uj,. Alors les morphismes f,op, et f,op,
coincident sur U3, et sont donc les mémes. c.q.f.d.

Soit Y°C Y un sous-espace ouvert et schématiquement dense et
notons Y,= Y\Y’ son complément et Y = Y/ Y, le complété formel de
Y lelong Y.

THEOREME 3.24 (Théoreme de recollement): Soient X un espace
algébrique formel tel que le complément de I’dme soit dense et U, =%
un récouvrement étale par un schéma formel affine I, = Spf(Al). On
note U, =1, xz U, = Spf(A,). On pose U,= Spec(A)) et Ul= .\U,O,
et U, = Spec(A,) et U= Uz\U?_0 On suppose que U, est un S-schéma
qui induit la structure de S-schéma formel donnée sur U,. Le
morphisme U,- U, fait de U, un S-schéma qui induit la structure de
S-schéma formel donnée sur U,. On suppose donné un morphisme
permis f3: U%— Y tels que les composés

=2 U)—>Y

soient égaux. Alors il existent un éclatement admissible X' —> X et un
morphisme de type fini f': X' > tel que, si Ui— U, est I’algébrisé de
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I’éclatement admissible induit W,=U,xzX' ->U,, il existe un
morphisme f}: U= Y qui au-dessus de U}"= U induit f{ et dont le
complété soit le morphisme composé 1| —> %’-L) 9.

Si (X', est donné, alors f; est déterminé de facon unique. Le
morphisme rigide-analytique f*: X" - 9" défini par f' ne dépend pas
du choix de (¥',{").

Demonstration:

(a) Montrons d’abord I’existence d’un éclatement admissible X’ de
X et d’'un morphisme fi: Uj=p Uxz ¥ = tels que, si U;—> U, est
I’algébrisé de I’éclatement admissible 11;— 11, alors f} est le complété
formel d’un morphisme f}: U{— Y qui au-dessus de U{°> U} induit
1.

D’aprés le lemme précédent, on peut trouver un éclatement ad-
missible "- U, et un morphisme f”: Uj—-Y qui au-dessus de
U5 UY induit f$. Par suite, on peut trouver un éclatement ad-
missible ¥’ de X tel que si I'=U xz X' et que U’'— U est I'algébrisé
de I'= U, ce dernier morphisme se factorise par U".! La paire ¥’ et le
composé fi: U'-» U"—Y qui, comme f est permis, définit f{: ;- 9),
répondent a la question.

(b) Soit U5=UjxxUj=U,xzX'". Cest un éclatement admissible de
11, et peut étre algébrisé en Uj— U, Le diagramme suivant est
‘commutatif’:

U= U

o |
U= U

N

Y.

Comme U C U} est dense, les deux composés U} =2 U{—> Y sont
égaux. Par suite, les composés 13 =2 1I{— ) sont égaux et définissent
le morphisme formel cherché f': X'—9).

(c) La premiére assertion d’unicité résulte de ce que si fi,

' Soit U’ I’éclatement de 11 en U C U, (n > 0); alors il existe un sous-espace relative-
ment ouvert et dense U® dans U qui est fini sur son image dans X,. Soient V
I’adhérence de I'image de U° dans X, et X" I’éclatement admissible de ¥ en V. Alors
UD=ZED x; U est I'éclatement admissible de 1l en I'image réciproque de V dans U,.
Soit U™ I’éclatement admissible de I'image réciproque de U dans U": alors le
morphisme de U™ dans U™ est un éclatement de centre contenu dans I'image
réciproque de U\U? dans I”. Remplagons W', U et ¥ par UV, 1V et ¥, et appliquons
le procédé précédent a cette nouvelle situation. On obtient ainsi une suite 117, 11 et £,
Aprés un nombre fini de telles opérations on obtient U™, 1™, X™ tels que U™ =™,
Alors ™ est un éclatement admissible de X qui convient.



290 M. Rapoport [36]

1@ Ui->Y sont deux morphismes avec mémes complétés, alors,
comme Y est de type fini, il coincident dans un voisinage ouvert de
Ui, C Ui (EGA 1. 10.9.4), donc partout.

(d) Soient {'V: ¥V 9 et {@: £® > Y deux morphismes dans ) de
deux éclatements admissibles de X qui vérifient les propriétés
requises. Alors il existe un éclatement admissible X"—>X qui se
factorise par X'V et ¥'®. Les morphismes U= xz¥"-> 1" et
17— 11i® peuvent étre algébrisés en pt: U"> UiV et p?: U"—> U®.
Comme les morphismes [}V o p{" et fi? ¢ p? coincident au-dessus de
U > U il coincident sur U’ tout entier. Par suite, les morphismes
formels f{Vop{" et §{@opP de 117 vers 9 sont les mémes. On prouve
de méme que les morphismes formels §5 o ps” et {32 o p? de 114 vers 9
sont les mémes. On a donc défini un morphisme formel f”: X" —> ) et
dominé (X'®, §'V) et (X'@, §'@) par (X", §"). c.q.f.d.

Démonstration du Théoréme 3.5:

Soit j*: Y°S Y* une immersion ouverte dans un espace algébrique
propre sur S. Applicant le théoréme de recollement 3.24, on trouve un
éclatement admissible ¥’— X et un morphisme adique f': X' > 9* tels
que si Uj=U,xz%X" et que Uj- U, est Ialgébrisé de 1’éclatement
U;—1U,, alors {'|Uj est le complété d’un unique morphisme fi: Uj—
Y* qui au-dessus de U= U coincide avec le morphisme donné
f3: UY—> Y°. La démonstration de 3.5 procédera en deux étapes; la
premiére consiste a montrer:

LEMME 3.25: Le morphisme rigide-analytique f*: X" = X'“" - g**"
induit par le morphisme formel §': X' > 9* est une immersion ouverte.

PrREUVE: Nous allons vérifier que les conditions (i) et (ii) de 3.5
impliquent les conditions (i) et (ii) de 3.15.

Condition (i): Soient V un anneau de valuation discréte complét a
corps de fractions K, et g™, g@*" deux éléments de Hom(Spec™(K),
X“") qui donnent le méme élément de Hom(Spec®'(K), *°"). On peut
représenter g9 par un morphisme adique ¢¥: Spf(V)—>%¥’, j=1,2.
Soit V; un anneau de valuation discréte complét, extension étale de
V, qui est muni de morphismes adiques ¢: Spf(V,)—>1; rendant
‘commutatif’ le diagramme suivant:

u—x

rT

Spf(V,) — Spf(V).
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Soit ¢¢: Spf(V)—1, le composé de g¢f et Uj—U, Alors le
morphisme ¢{ est évidlemment le complété formel d’un unique
morphisme g{: Spec(V,)— U,. De plus, d’aprés 3.1, le morphisme g
est le complété formel d’un unique morphisme g{’: Spec(V)—> U}
relevant gi. Les complétés de fiog" et fio g sont par hypothese les
mémes: par suite, les images par fiog{ du point générique de
Spec(V) dans Y* sont les mémes. Tenant compte de P’isomorphisme
U= U9Y, il suit de la condition (i) de 3.5 qu’il existe un morphisme
g%: Spec(K)—> US qui, composé avec les morphismes canoniques

= U donne gl')[Spec(Kl) resp. g?iSpec(K)), et qui s’étend en un
morphlsme g2: Spec(V))—> U,. De plus, le morphisme g, se releve de
facon unique en un morphisme gj: Spec(V,)—> U3 On voit facilement
que les morphismes ¢¢” et ¢ resp. ¢i” et ¢f sont égaux aux
composés respectifs

Spf(V)) —2> Uy==3 1} resp. Spf(V)) — == 1I,.
Il en résulte que les morphismes composés
Spi(V) -5 i — &', j=1,2,
sont les mémes; par suite 4 = ¢ et donc g = g@an,

Condition (ii): On fixe un morphisme adique ¢': Spf(V)— ¥’
donnant naissance a ¢: Spf(V)— X. Soit R un anneau local artinien &
corps résiduel K.

Soient gV et g®*" dans Hom(Spec™(R), ¥°") qui induisent g*" €
Hom(Spec™(K),X*') et qui donnent le méme élément de
Hom(Spec™(R), 9**).

Le systeme inductif des R” C R est détermine de facon unique.
Soit V; un anneau de valuation discréte complét étale sur V, muni
d’un morphisme adique gi: Spf(V))—> U, qui reléve ¢'. Utilisant les
propriétés infinitésimales des morphismes étales on trouve R{® C R,,
ol R; est un anneau local artinien a corps résiduel K,, de méme
nature que R. Soient §?: Spf(R®)— ¥’ des représentants formels de
g9 utilisant les propriétés infinitésimales de morphismes étales, on
trouve deux morphismes adiques §{: Spf(R{”)— 1, relévants ¢
Comme dans la vérification de la condition (i) on obtient des
morphismes §: Spec(R{")»> U| qui, composés avec Uj- U,
définissent § ”‘” Spec(R‘O’)—> U,. Comme par hypothése les complétés
des morphismes fiog{" et fiog? coincident, ces deux morphismes
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induisent le méme morphisme de Spec(R)) vers Y°. On applique alors
la condition (ii) de 3.5 pour concluire comme ci-dessus que g{" et g{®
définissent le méme morphisme de Spec(R;) vers US. Il en résulte que
& et ¥ coincident, et que par suite §” = §?, donc g = g,
Réciproquement, soit h°" € Hom(Spec*(R),9**") qui sur
Spec™(K) coincide avec f*og°. On obtient un morphisme h° de
Spec(R) vers Y° qui s’étend en un morphisme h: Spec(R"”)— Y*,
pour i convenable, p.ex. i = 0. Soit h;: Spec(R{”)> Y* le morphisme
composé. Applicant 4 h; la condition (ii)) de 3.5, on trouve un
morphisme de Spec(R,) vers U qui composé avec f: US— Y° coin-
cide avec la restriction de h; a Spec(R,). Ce morphisme s’étend en un
morphisme g,: Spec(R{’)— U, (pour i convenable, p.ex. i=0) et
définit un morphisme adique §,: Spf(R{”)—> U, et donc aussi un
morphisme adique §j: Spf(R{”")—>U; le relevant. De plus, les
morphismes composés Spf(R{") X ,iz®, Spf(R{") == Spf(R") —> 11
sont égaux (pour i convenable): en effet, la source de ces morphismes
est une somme disjointe de schémas formels du type Spf(RY); si I'on
compose ces morphismes avec Uj—>X —>YP* et algébrise les
morphismes obtenus on obtient le méme morphisme Spec(R,)— Y?, a
savoir le morphisme composé Spec(R,)—= Spec(R,;)—> Spec(R)
—5 Y°; applicant la condition (ii) de 3.5, et tenant compte de ce que
au-dessus de Spec(K,) C Spec(R,) les deux morphismes de Spec(R»)
vers U¢ concident, on trouve que les morphismes de Spec(R,) vers U$
sont les mémes et de 1a I’assertion résulte facilement. On voit donc que §}
définit un morphisme formel §: Spf(R®)—> %' et il est clair que
fr"o§'" = h". c.q.f.d.

REMARQUE 3.26: On peut montrer que le fait que les données (X,
1, f4, etc.) vérifient les conditions (i) et (ii) de 3.5 est équivalent au fait
que le morphisme f': X' > 9* construit a partir de ces données vérifie
les conditions (i) et (ii) de 3.15.

2" étape: D’apres le lemme précédent il existent des éclatements
admissibles X" =X’ et 9"—>9* tels que le diagramme suivant soit
commutatif:

et ol f” est une immersion ouverte.
D’aprés le théoréme d’existence de dilatations formelles de M.
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Artin [2], thm. 3.2, applicable a " — §* car Y* est de type fini sur un
schéma S de type fini sur un corps ou sur un anneau excellent de
Dedekind, il existe une unique modification Y”— Y * dont le complété
soit 9" — 9*. De plus, si I’on enléve de Y” le complément de I’image
de X§ dans Y”, on peut supposer que f” soit un isomorphisme entre X"
et le complete de Y” lelong Yi=Y"\Y’ Applicant 3 X" X le
théoréme d’existence de contractions formelles de M. Artin [2], thm.
3.1, on trouve une modification Y”"— Y dont le complété est X" - X.

On a ainsi obtenu une immersion ouverte j: Y’— Y et un isomor-
phisme ¢ entre ¥ et le complété formel ) de Y lelong Y,= Y\Y".

Montrons que la paire (j,¢) a les propriétés requises. Le mor-
phisme U7 =p; U, Xz X" > 1, s’algébrise en U{— U, et le morphisme
U7—9" est le complété formel d’'un morphisme f7: U7— Y"” dont la
restriction & UP=U¢ est f: US> Y Le complété formel du
morphisme composé U7— Y"— Y est égale au morphisme composé

">U,->X=9. Par suite, si fi: U;» Y est le morphisme résultant
d’aprés 3.1 de I, » ¥ > 9), £, induit sur U}*> U le morphisme f;|U?,
qui est f%: U}— Y°.

Démontrons I’assertion d’unicité de 3.5:

Soient j: Y'Y, oM ESYPPV et j2:Y'5Y?, 02X >59P
deux paires vérifiantes les conditions du théoréme.

Si Z = Spec(A) est un schéma affine muni d’'un morphisme étale
¢ Z>Y® on note Z°=Zxy Y™, Zy=Zxy Y, 3=Spf(A) le
complété formel de Z lelong Z,, Z =Spec(A) et Z°=ZXx,Z°
Supposons que le morphisme g|Zy: Z,— Y{" se factorise par U, —
Y. D’aprés les propriétés infinitésimales des morphismes étales le
morphisme formel ¢ se factorisera en

a4 e

n, X 9

3

par suite le morphisme 3":Z->Y" se factorisera en

-9 — fO - .
7—5 Ulf—> Y. Soit g®=f®03,:Z- Y. Alors les morphismes

2® et @ de Z° vers Y° sont les mémes puisque f et f® coincident
sur U{. Le complété formel 4@ de g? est égale au composé

2)

3 4 1, ¥ ¢ @(2)’

de sorte qu’il est égale a (9@ o V)0 g™, D’apres [2], §2, g définit un
morphisme g®: Z - Y® qui étend Z°—> Y°C Y et dont le complété
formel est égale a (@0 ™) 1o g®.
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La question s’il existe un isomorphisme de Y, sur Y, qui induit

I'identité sur Y° et dont la complétion formelle est égale a
-1 @ .,

PP =5 ¥ > 9), est locale pour la topologie étale sur Y,

localement lelong Y. D’aprés ce qui précéde on I’a résolu. c.q.f.d.

REMARQUE 3.27: L’espace algébrique Y résultant de cette con-
struction est séparé; cela résulte d’ailleurs déja du critére valuatif si
I'on tient compte des conditions (i) et (ii) de 3.5.

REMARQUE 3.28: Dans ce qui précéde on a utilisé le théoréme 3.5
et donc implicitement le théoréme de platification de Raynaud. Voici
comment éviter ce théoréme en modifiant I'argument précédent dans
le cas ou le morphisme f': X - 2* est propre. Dans ce cas on peut
appliquer le théoréme 3.19 pour concluire du fait, établi dans le
lemme 3.25, que " vérifie les conditions (i) et (ii) de 3.15, que I'on
peut supposer que f” est une modification formelle d’'une réunion de
composantes connexes de ?)”. Remplagant ?)” par cette reunion de
composantes connexes, le morphisme X”—9)"” sera une modification
formelle a laquelle on peut appliquer le théoréme d’existence des
dilatations de M. Artin [2], thm. 3.2, pour construire X”— Y". A partir
de la la demonstration se fait comme avant.

3.29: Dans la suite de ce §, on développera une variation sur un
théme de M. Artin [2], §2.

Soient Z = Spec(A) un schéma affine de type fini sur le spectre d’un
corps ou d’'un anneau de Dedekind excellent et f: Z'->Z un
morphisme de type fini d’espaces algébriques. Soient I C A un idéal,
C = V() le sous-schéma fermé de Z défini par I, et A la complétion
de A par rapport a I. On utilisera les notations suivantes:

Z=Spec(A) Z'=Z'x;Z C'=f'C)
VZZ_\C V,:Z—’\Cl
V=Z\C V/:ZI\C/

On considérera la categorie € des triples (X, X, ¢) consistants en
un V’-espace algébrique de type fini X,, un Z'-espace algébrique de
type fini X et un isomorphisme ¢ entre leurs images réciproques X ;¢
et )?,9/ au-dessus de V'. La notion de morphisme dans cette catégorie
est évidente. Dans la suite on supposera toujours que X; peut étre
plongé dans un espace algébrique propre sur Z’, condition automa-
tique lorsque X, est un schéma et probablement en général.
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ProrosiTioN 3.30: Le foncteur canonique de la catégorie des
espaces algébriques de type fini sur Z' dans 6, qui a X associe le triple
X, =XX%X,V, X=Xx%X,2' et I’isomorphisme canonique ¢, est une
équivalence de catégories.

PREUVE: (a) Pleine fidelité. Soient deux Z’'-espaces algébriques X
et Y, donnants lieu aux triples (X, X,¢) et (Y, Y,¢), et un
morphisme f du premier dans le deuxieéme triple. Soient I'; C X; X Y,
le graphe du morphisme f;: X, > Y, et TC X X;Y le graphe du
morphisme f: X—>Y. De plus, f définit un isomorphisme
n:I'wp= Iy, les deux cotés étant considerés comme sous-espaces
fermés de (X Xz Y) X, V'. Il résulte alors de [2], thm. 2.6, qu’il existe
un unique sous-espace fermé I' C X Xz Y donnant lieu a (I, T, n).
De plus, on vérifie aussitét que la projection de I' sur X est un
tsomorphisme, de sorte que I" définit le morphisme cherché de X vers
Y qui donne naissance a f.

(b) Surjectivite essentielle: Soit (X, X, ¢) € € et supposons d’abord
que X, soit propre sur V’'. Soit X, C X' une immersion ouverte dans
un espace algébrique propre sur Z'. On pose X' = X' Xz Z'.

Soit X" I'adhérence dans X’ xz X de I'image réciproque sur V" du
graphe de I'immersion ouverte de X, dans X', transporté de
(X, Xz X")a X' Xz X via 'isomorphisme ¢. On note X, X' et X" les
complétés formels de X, X', X" lelong les images inverses respectives
de C.

LeEMME 3.31: Le morphisme canonique f:X"—>X' déduit de la
premiére projection de X" vers X' est une modification formelle.

PREUVE: Le morphisme f est (de type fini et) propre car X§ et X}
sont propres sur C. Tenant compte de I'isomorphisme )2,”‘7/ = )_([‘71, les
conditions (i)-(iii) de la définition d’'une modification formelle, [2], 1.7
sont satisfaites. c.q.f.d.

Applicant le théoréme d’existence des dilatations formelles [2],
thm. 3.2, licite 4 cause de I’hypothése sur Z faite, on trouve une
modification f: X”— X’ dont la complétion lelong C est f. Comme les
réstrictions de X’ et X” a V' C Z’ sont isomorphes 4 X, ce sont les
mémes. Remplacant X’ par X", on peut donc supposer dés le debut
que lisomorphisme ¢ entre X,y = Xy et )?“71 se prolonge en un
morphisme g: X' X. La méme démonstration que celle de 3.31
montre:
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LEMME 3.32: Le complété formel ¢ de g est une modification
formelle.

Applicant le théoréme d’existence des contractions formelles, [2],
thm. 3.1, on obtient une modification d’espaces algébriques sur Z’,
g: X'— X, dont la complétion formelle est g. On vérifie aussitot que
I'espace algébrique X sur Z’ donne lieu a I'objet (X,, X, ¢) de départ.

Traitons maintenant le cas général, ou X, n’est pas supposé propre.
Soit X; C X | une immersion ouverte dans un espace algébrique pro-
pre sur V'. Alors X| définit par image réciproque un V'’-espace
algébrique propre qui, via ¢, contient XW comme ouvert. Soit X' un
espace algébrique propre sur Z' contenant X comme ouvert et qui
au-dessus de V' C Z' est égale a X iv. [Que ’on puisse trouver un tel
X’ est une hypothése, qui est en tout cas vérifiée si X, et X sont des
schémas (car on peut alors choisir X| d’étre un schéma)]. Alors (X1,
X', isomorphisme canonique entre X et )-([\7/) est un objet de ¥ tel
que X est propre sur V’; d’aprés ce qui précéde on obtient donc un
Z'-espace algébrique X' donnant lieu a ce triple. De méme, si Y, =
XN\X'" et Y = X'\X, alors on a un isomorphisme entre Y,y et Y’m,
réstriction de I'isomorphisme correspondant entre X iy et X'jv. Alors
Y, est propre sur V' et, d’aprés ce qui précede, il existe un Z’-espace
algébrique Y muni d’'un morphisme Y — X'. On s’apergoit assitdt que
ce morphisme est une immersion fermée.

Soit X = X'\Y. Alors X, =X X, V' et X =Xx,2Z', et I'isomor-
phisme canonique entre (X Xz V')jy et (X Xz Z—')N' correspond a ¢;
autrement dit, X donne lieu au triple (X, X, ¢). c.q.f.d.

§4. Construction des cartes locales

On commencera par un rappel des résultats de Mumford [15].
Soient A un anneau noethérien normal excellent et I un idéal de A
avec VI =1 On suppose A complet pour la topologie I-adique. On
pose S = Spec(A) et S, = Spec(A/I).

Soient N et P deux o-modules projectifs de rang un et posons
M=P*-N=2'P"'- N. On suppose M muni d’une notion de posi-
tivité.

Soit

u': N->PRG,.(S\Sy)

un homomorphisme o-linéaire. On suppose que I’homomorphisme
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correspondant
M — G, (S\Sy)

envoie tout élément de M, dans I. On notera X', r € P*, les carac-
téres du tore PR G,,.

Pour pouvoir appliquer les résultats de [15], on aura besoin du
lemme suivant. On note que sur (N - P)*=M - N2 on a une notion
de positivité naturelle.

LEMME 4.1: Tout élément [@]E (N - P)* définit un homomor-
phisme v-linéaire

¢: N> P*
qui vérifie
) X" (ny = X°"(n) VVn,n'€N
(i) X" (n)yel Vn#0.

PREUVE: Cela résulte du fait que X*“(n’) est I'image par
I’homomorphisme M -G ,,(S\S,) de [¢] - (n - n')E(N - P*)- N2

Dans [15] on construit un schéma en groupes semi-abélien (i.e. un
schéma en groupes commutatif lisse sur S dont chaque fibre est une
extension d’une variété abélienne par un tore) PR G,/N qui, in-
tuitivement, est le quotient du tore P G,, par le réseau u’(N). Si A
est un anneau de valuations discréte, le résultat de cette construction
est celui de §2. Cette construction jouit des propriétés suivantes:

(1) La construction dépend fonctoriellement du complexe u’: N —»
PR G,.(S\Sp). En particulier, PQ G,,/N est muni d’'une action de o.

(ii) La restriction (P® G,/N)’ de PR G,/N a S\S, est un schéma
abélien; la restriction a S, est le tore PR G .

(iii) Le groupe de n-torsion de (P® G,./N)® est égale au quotient
par u'(N) de I'image inverse de u'(N) par la multiplication par
n:PRG,, »>PRG,,; ou encore a Il cenuny 1 '(u'(x)). 1l est au milieu
d’une suite exacte

i i
0 (E P/P)(l)—»(P@ G/ NYs—> - NIN 0.

(iv) Si l'on remplace P par N*=97'-N~' et N par P*=
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@' P!, on a un homomorphisme
u: P*>N*® G,.(S\Sy)

correspondant au méme homomorphisme M —G,(S\Sy). On a un
systeme cohérent de bi-homomorphismes de schémas en groupes finis
sur S\S,

(PR G INEX(N*® G /P*))—> p,

défini comme suit: si a EPRG, avec n-a=xEN et si bE
N*®G, avec n-b=ye& P* alors

exa,b)y=%X"(a) - X7*(b).

Ce e,-pairing induit ’accouplement naturel a valeurs dans u, entre le
sous-groupe ((1/n)P/P)1) de (PQ G,./N), et le quotient (1/n)P*/P*
de (N*®G,/P*)? et entre le sous-groupe ((1/n)N*/N*)(1) de
(N*® G ./P*) et le quotient (1/n)N/N de (PR G./N)o.

(v) Il existe un seul isomorphisme de (N*® G,/P*)° sur la variété
abélienne duale Pic’((P® G../N)°) de (PR G,/N)° tel que pour tout n
(premier aux caractéristiques résiduelles de S) le diagramme suivant
soit commutatif:

(PR G, INYX (N*® G,/ P*o—"— 4,

l |

(PQ G /NS X Pic"(P® G/ N))—"> .

(vi) Tout élément [¢]E (N - P)* définit un homomorphisme 9-
linéaire PR G,, > N*® G, qui au-dessus de S\S, envoie u'(N) dans
u(P*); d’aprés (i) il définit un S-homomorphisme de P&® G,./N dans
N*® G,./P*. D’aprés (v), [¢] définit donc un homomorphisme de
(P®G,/N)" dans son dual. Cet homomorphisme est symétrique. Si
[e] € (N - P)%, c’est une polarisation (0-linéaire).

On trouve une démonstration de (v) et (vi) dans ’appendice a ce §.
L’idée de la construction des cartes locales est de prendre le tore sur
Z qui paramétre ’homomorphisme u’: N > P® G,, universel, de le
compactifier de telle maniére que la condition de positivité imposée
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sur u' soit vérifiée et de compléter le schéma obtenu lelong sa partie a
I'infini. Pour compactifier le tore, on utilise I'idée des immersions
toroidales (cf. [16]).

Dans la suite on se fixe

—un o0-module projectif de rang un M muni d’une notion de
positivité M,.

—un sous-groupe d’indice fini U’ dans U,.

—une décomposition du cone dual M*U{0}C M§ de Mg C Mg en
cones polyédraux rationnels {o,} qui vérifie les conditions
suivantes:

(a) {o,} est invariant sous I'action naturelle de U’ sur M*: u’' - o, =

o, pour un B convenable.
(b) modulo cette action, il n’y a qu’un nombre fini de polyédres o,.

LEMME 4.2:

(i) Il existe une telle décomposition. Deux telles peuvent étre
raffinées par une troisieme.

(ii) Pour deux cones polyédraux rationnels o, o' I’ensemble {u €
U'lu - o No' #{0}} est fini.

(iii) Il existe un sous-groupe d’indice fini U" C U’ tel que si u”" € U"
et u"- o, Nog# {0}, alors u” = 1.

(iv) Si {o,} est une décomposition admissible il existe un raffinement
{ol} telle que siu# 1, u e U’

u-o,Nop=1{0}.

PREUVE: C’est une conséquence de la théorie de réduction,
synonyme au théoréme des unités de Dirichlet: L’action de U, sur les
éléments totalement positifs de norme fixée de FQ R est proprement
discontinue et posséde un domain fondamental relativement compact
(cf. [17]). c.q.f.d.

On notera &, ={m € Mp|¢(m)=0V¢E 0,} et &, =, NM. Alors
Gy D Mg
Soit S le tore sur Z de groupe de caractéres M:

mytmy . amyp ., amy
S=Spec(Z[...q"‘...]mEM/<q q°=ql 4 )
La collection des o, définit une immersion du tore S, i.e. une
immersion ouverte S C Sy, de S dans un schéma normal localement
de type fini sur Spec(Z) tel que l’action par translations de S sur



300 M. Rapoport [46]

lui-méme s’étende en une action de S sur S on recolle S, =
Spec(Z[...q"‘...]me,;uZ) et S,, lelong S, ;. Vu la condition d’in-
variance sous U’ imposé sur {o,}, U’ agit sur S, ,; cette action est
compatible avec celle de o sur S qui vient de la structure de o-module
de M. Soit Si,;=US7, le complément réduit de S dans Sy ;. Soit
I(S%,) le faisceau d’idéaux qui définit le sous-schéma fermé Sg,,
dans Sy,). Soit R, =Z[...,q",.. ~]m€&az-

Dans la suite on se fixe

—deux p-modules projectifs de rang un, N et P.

- un homomorphisme injectif 2~'- P™'- N > M.

Onpose L=%""'-P~'- N~' La notion de positivité sur M et celle sur
N? (cf. §1) définissent une notion de positivité sur L.

Soit T le tore constant de fibre PQG,, sur S ;; ses caractéres
seront notés X ;cp+. Il est muni d’une action naturelle de 0. On obtient
un homomorphisme o-linéaire u’ du groupe constant N sur S dans T
en envoyant n € N en la section u'(n) € T(S) définie par

uw'(n):Xlepr+—>q" ", nea' . p'.NCM-

Pour o, € {0.}, le complété de S, lelong S est un schéma formel
affine: S, =Spf(R,,); on pose S, =Spec(R,) et S =S5,\Sz.
On dispose de morphismes canoniques S, — S, tels que S. =
S % So., 5%. Pour o4 C 0,, on a un morphisme canonique 5% - §0a.

Applicant la construction de Mumford on trouve un schéma sémi-
abélien T/N au-dessus de S, ; onle note X, , et X saréstrictiona S9 .
On déduit de la fonctorialité de la construction:

COROLLAIRE 4.3: Si 05 C 04, le schéma en groupes X, sur S,, est
I’image réciproque par le morphisme canonique S,,—S,, du S, -
schéma en groupes X,,.

Le corollaire suivant montre qu’on a obtenue un objet de #* sur
Sy

COROLLAIRE 4.4: La restriction X?,a de X;, a §?,a est un schéma
abélien a multiplication réelle qui est muni d’un isomorphisme de
faisceaux a: (P(X3,), P(X9 ) (L, L,).

On a un isomorphisme canonique

Lie(X,,)=P® 05, .

PREUVE: La derniére assertion résulte du fait que Lie(T)=
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Lie(X,,); elle implique que pour X la condition (*) de 1.1 est
vérifiée. L’homomorphisme a est I'inverse de ’homomorphisme de
L=97'-P"'- N~'dans (X9 ) décrit dans (vi) au début de ce §. Que
’homomorphisme L— (X)) est un isomorphisme est démontré
dans 'appendice a ce §. c.q.f.d.

LEMME 4.5: Le quotient de Si,,) par I’action de U’ existe; c’est un
schéma formel noethérien dont I’adme est de type fini sur Spec(Z).

PREUVE: Soit U”C U’ le sous-groupe d’indice fini ayant les pro-
priétés de 4.2(iii). Le quotient de S{, ; par U" s’obtient simplement en
identifiant S, avec S,,,. Le passage au quotient par U'/U" de
St/ U" n’offre pas de difficultés. c.q.f.d.

4.6: On note Z[...q"...lnem,uq l'algébre du monoide M, U{0}
(Bourbaki; Alg. II1.2.6, pg. 111.19) et par Z[[...q".. lmem uo
(anneau des séries formelles EmeM an, - q™) lalgébre large du

oum=0

monoide M, U{0} (Bourbaki; Alg. I11.2.10, pg. II1.28). On pose
RYM)=[Z[[...q" .. Nmeomum,]”

={ ; am - q"ay . = anm VuEU’}.
me{0juUM,

L’anneau Z[...q".. .Jnemum, est égale a I'(S,), @) pour n’importe
quelle décomposition {o,} admissible; 'anneau Z[[... g™ .. .1l memum,
est le complété de I'(Sy,,y, O) en I'idéal I'(Sy,,), I(S§,p)). On obtient le
diagramme commutatif suivant:

Z[...q" .. Jmewum, —> R,

| |

RUYM)S Z[. .. g™ .. Nmeoum, — R.,.

L’anneau Ié,,n est le complété de R, par rapport a la topologie
linéaire pour laquelle g™ — 0 si et seulement si la distance euclidienne
(n’importe laquelle) des m; € &, a tout hyperplan bord de &, croit
indéfiniment. Tous les anneaux Ié,,ﬂ sont contenus dans le groupe
abélien Z[[...q™.. .]Jlmem. et leur intersection est égale a I'(S{,,, 0).
Prenant les invariants sous U’, on obtient un isomorphisme

r'(Si,, /U, 0)=RY(M).
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Je ne sais pas si Panneau RY(M) est noethérien; cette question
semble liée au probléme de I'existence d’une ‘compactification de
Satake’ de I’espace de modules de Hilbert-Blumenthal sur Spec(Z).
L’anneau RY(M)® C est noethérien.

ScHOLIE 4.7: Soit A un anneau noethérien. On garde les notations
précédentes. A un élément f € I'((S(,,; X Spec(A)/U’, 0) dont I’image
dans I'(S;, % Spec(A), 0) est dans Ié,,ﬂ@A pour un (et alors pour
tout) céne polyédral, on associe un élément f4€ RY(M)R A. Cette
correspondance a les propriétés suivantes:

(i) Si I’anneau noethérien A’ est une A-algébre, et que [ définit
f'€T'((Si, X Spec(A)U', 0), alors f's est I’image de fa par
I’homomorphisme naturel R“(M)Q A->RV(M)R A'.

(i) Soient MC M, et UiC U’'. Alors f définit un élément f, de
F(SIA(%;X Spec(A)/ U1, O) dont I’'image dans I‘(Sfa‘x X Spec(A),
0) est dans R,, ® A pour un o,. L’élément dans RVi(M)® A
associé a f, “est ’image de fa sous 1’homomorphisme
RYM)® A—-R"i(M)Q® A.

Comme l'image de f dans I'(S;, X Spec(A), 0) est dans Ié,,a®A

pour un a,, les coefficients a, € A du développement en g de f

engendrent un Z-module de type fini. Notons R(A) I'anneau des
séries formelles X cm a,q" avec a,.,=a,Yu € U’ dont les

.
coefficients engendoruemnt0 un Z-module de type fini. Alors
RY(M)® A= R(A). En effet, les deux cotés gardent un sens lorsque
A est seulement un groupe abélien; prouvons I’assertion en supposant
seulement que A est un groupe abélien. Les deux cotés commutent
aux limites inductives. On peut donc supposer que A est un groupe
abélien de type fini, donc méme que A=Z ou A=2Z/nZ. Dans ces

cas, ’assertion est triviale a vérifier.

4.8: On fixe une décomposition {o,} de M, U{0} telles que Sy, est
lisse. Alors Pinfini S§, /U’ est localement défini par une équation non
diviseur de zéro dans S{, /U’ (cf. [16]).

Soit Spf(R)- S{,,/U’ un voisinage étale affine d’un point x €
St/ U': soit la partie a I'infini définie par f € R. Une fonction sur R,
méromorphe a 'infini est un élément de U,(1/f" - R). Cela définit un
faisceau sur S, /U’ pour la topologie étale. Une fonction formelle sur
S U’ méromorphe a Iinfini est une section globale de ce faisceau;
on note I'™(S{,,/U’, 0) leur ensemble. On vérifie facilement que cet
ensemble ne dépend pas de la décomposition {o,} choisie.

On définit de méme I''((S{,,; X Spec(A)/U’, 0), pour tout anneau
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neothérien A.
PROPOSITION 4.9: On suppose g =[F:Q]> 1. Alors
I'((S{,y X Spec(A)/U"), 0)=T""((S{,,; X Spec(A)/U"), 0).

PREUVE: Soit f un élément de I’ensemble a droite; on peut I’écrire
sous forme

f= E Cmn-qQ", Cum=c,Vu€U'.

meM

La condition de méromorphie a I'infini impose que V¢ € M, tel que
R, - ¢ = 0,, a convenable >

(*) 3k(€)ER tel que Vm avec ¢, # 0> (¢, m)> —k(£);

donc, en fait, (*) est valable pour tout £ € M,. Pour voir que f est
holomorphe a 'infini il suffit de voir que C(f) =p;. {m|c’, # 0} C M, U{0}.
Supposons le contraire: soient m € C(f) et € € M, tels que (m, €)<0.
Choisissant une F-base de M et utilisant les g injections de F dans R,
on écrit

<m9€)=i m,"f,‘.
i=1

Soit iy tel que m; - €, <0. Comme g > 1, il existe u € U’ tel que u;;> 1
et 0<u; <1 pour i#i, Alors (u-m,€)=Z%u;-(m;-¢) est ‘tres
négatif’. Comme u - m € C(f), c’est en contradiction avec (*), si ’on y
remplace m par u - m. c.q.f.d.

Ce qui précede est particulierement important dans les cas suivants.
On fixe le o-module projectif de rang un a notion de positivité

(2,92.).

4.10: On appelle une pointe € une suite exacte de o-modules
projectifs

0 P H N 0,

ou rg(P)=rg(N) = 1, munie d’un isomorphisme

a: (AN H*=P -N)*=9'.p'".N'=g"
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On pose M =3 'P'- N, muni de la notion de positivité déduite de
celles sur @' et N2 On pose U’ = U>.

Dans ce cas I'anneau RY'(M) sera noté R(%). L’ensemble des
classes d’isomorphie de pointes est égal a I'’ensemble des classes
d’idéaux de F.

4.11: Soit n=1. Une I'(n)-pointe est une pointe munie d’un
isomorphisme de 0-modules

H/nH = (0/no)?

tel que le diagramme suivant soit commutatif:

A2HIn A2H «=—p/no

\

o/no

On pose M =(1/n)-@'P~'- N, muni de la notion de positivité
déduite de celles sur @' et N2 On pose U'=U2 ou U,=
{u€ Ulu=1modn -o}.

On note S, le tore correspondant.

Le noyau de la multiplication par n est au milieu d’une suite exacte

0— (n"'PIP)(1)—> (X§ ) —> (n'NIN)—> 0.
On peut étendre a (1/n)N 'homomorphisme u’: N'— T(S,).
Par suite on obtient une injection de schémas en groupes finis
munis d’une action de o

n"'NIN & (X3)n,

tel que n"'N/N se projéte isomorphiquement sur le quotient de (X9 )n
par (n"'P/P)(1). Autrement dit, on a

(X3)n = (n"'PIP)(1) X (n"'N|N).

Une I'(n)-pointe uniformisée est une I'(n)-pointe avec un scindage
de la suite exacte de o-modules

O—)%P/P———)%HlH———)%N/N-—)O.
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Tenant compte de I'isomorphisme H/nH = (0/no)?, et du fait qu’au-
dessus de Spec(Z[{,}[1/n]) on a un isomorphisme canonique entre
(n"'P/P) et (n"'P/P)(1), on associe a une I'(n)-pointe uniformisée un
objet de M7 ' au-dessus de S, x Spec(Z[L,][1/n]).

Deux uniformisations d'une méme I'(n)-pointe différent par un
élément a de Hom((1/n)N/N, (1/n)P/P)= (1/n)M*/M*. L’objet de
M2 sur S_(,’,‘r X Spec(Z[£,1[1/n]) associé a I'une des uniformisations
s'obtient de celui associé a I'autre par image réciproque par le
Z[{]-morphisme S, x Spec(Z[{])—> S,,a x Spec(Z[{,]) donné par
qm L g™ (m, a)E(l/n)Z/Z), A noter que {™V=1 si me
@'P'-N.

Le morphisme correspondant & a;+ a, € Hom((1/n)N/N, (1/n)P/P)
est produit les morphismes correspondants a a, et a, resp. Par suite
on peut associer a une I'(n)-pointe un morphisme de S° X
Spec(Z[&,1[1/n]) dans M2 (si seulement on prend garde de ne pas
identifier la source de ce morphisme au schéma de base assocté a une
I'(n)-pointe uniformisée). Autrement dit, ce morphisme associé a une
I'(n)-pointe € n’est qu'une maniére de décrire les variétés abéliennes
a structure de niveau n associées aux uniformisations de €. Dans ce
cas l’anneau RY(M) sera noté R,(%). L’ensemble des classes
d’isomorphie de I'(n)-pointes uniformisées donnants lieu a des poin-
tes isomorphes est égal a SI(2, o/no); I’ensemble des I'(n)-pointes

sous-jacentes est SI(2, o/no)/( ) ou i est la réduction modulo n

0 ——1
d’une unité dans o.

Appendice: Compléments a [15]

Les compléments en question concernent: (a) le passage a la variété
abélienne duale, (b) la pleine fidélite du foncteur qui 4 un ensemble de
périodes associe une variété abélienne dégénérante. On reprend les
notations de [15], a ceci prés qu’on note P,,s le modele relativement
complét relatif a 2¢ qui dans [15], 2.3, est noté Proj(R,s).

THEOREME A.l: Soit ¢:Y —>X un homomorphisme tel que
X0 z) = ¥¥9(y), VVy, z € Y.
(1) Il existe un modéle relativement complet (P,L) et un faisceau
inversible M sur P muni d’une action T'* de G sur M et d’une
action S'* de Y sur M vérifiantes la relation suivante:

T S*=%*(a)- Si*- Ti*; Vy€Y,
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Y points a de G a valeurs dans un S-schéma.

(ii) Le faisceau inversible formel M" sur P" se déscend en un
faisceau inversible M" sur P" qui est algébrisable en un fais-
ceau inversible M sur P.

(iii) La réstriction de M a G C P est indépendante du choix du
modéle relativement complét et de M.

PREUVE: (a) Supposons que ¢ soit de la forme ¢ = ¢, — 5, ol ¢, et
¥, sont symétriques et tels que ¢, et ¢, vérifient I'assertion (i): il
existent donc des modéles relativement compléts (P,, L,) et (P,, L,)
relatif 4 des polarisations ¢, et ¢,; et des faisceaux inversibles M, sur
P, et M, sur P, comme dans (i). Soit P,,C P, xsP, ’adhérence de
G C P, x4 P,: c’est un schéma irréductible et réduit, localement de
type fini sur S. On définit de fagon évidente des actions T'2 de G et
S de Y sur P,,. De méme, le faisceau inversible sur P,,, L,,=
p”.‘(IZ.)@pi(ﬁz) (ou p;: P> P, sont les deux projections) est muni
des actions T*?> de G et S*? de Y.

LEMME: (P, L)) est un modéle relativement complét relatif a
(1 + ¢2).

PrReEUVE: On doit vérifier les conditions (1)-(v) de la définition.
Soient U, C P, et U,C P, deux ouverts G-invariants de type fini sur S
tels que P, = U, s4(U;). 11 résulte de [15], Prop. 4.5 qu’il existe un
ensemble fini SCYXY tel que ﬁlzﬂs(yl,,z,(Ul XsUy)o=¢ si
(L, yDE Y +S. Soit U= [Uy,mes $509(Us Xs U)]NPro. Clest un
ouvert G-invariant de Pj,, qui est de type fini sur S. Montrons que
P,= Uys,(Up). 11 suffit de voir que ces deux schémas coincident
au-dessus de S,C S.

Six e 13120, il existe (y;, y2) E Y X Y tel que sy, ,,(x) € (U; X5 U)o, de
sorte que (y;, y2) € Y +S. La condition (ii) résulte facilement de ce
que la condition (ii) est vérifiée pour P, et P,. La condition (iii) est
claire. Les actions de Y et G sur L,, vérifient la relation

T;(g:]2 ° Stlz = x(¢l+¢2)(y)(a) . S;SIZ ° Ttlz

comme D’exige la condition (iv). La fait que L,, est ample est facile-

ment vérifié. c.q.f.d.
Ceci étant, le faisceau inversible M = p*(M,) @ p$(M,)""' est muni

des actions T'* de G et S'* de Y qui vérifient la relation suivante:

Ti,* ° S’y* - %Z(wrwz)(y)(a)sly* ° le*»
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ce qui démontre ’assertion pour ¢ = ¢, — .

(b) Si ¢ = ¢ est une polarisation, alors il existe un entier N tel que
pour tout n= N il existe un modéle relativement complét relatif a
2ne, soit (P,, L,) (cf. [15], §2). Alors L, est un faisceau inversible qui
vérifie les conditions de (i) relatif a np. D’aprés (a), I’assertion (i) pour
¢ =(n+1)¢ —ne s’ensuit. Si finalement ¢ est arbitraire, on le
représente sous la forme ¢ = ¢ — @2, Ol ¢, et ¢, sont deux polarisa-
tions et conclut avec (a).

(c) L’assertion (ii) résulte du théoréme d’existence de Grothen-
dieck (cf. [15], §3).

(d) Si (P, L,, M)) et (P,, L,, M,) sont deux solutions du probléme
posé dans (i) alors, remplagant (152, f,z, 1\7[2) par (ﬁlz, L., P?(M)), on
peut supposer qu’il existe un morphisme j: P,— P, qui induit 'iden-
tité sur G. Alors il existe un élément a € A et un homomorphisme de
faisceaux inversibles sur P,, : a - j(M,)— M, 4 noyau et conoyau de
A-torsion et qui au-dessus de G induit un isomorphisme entre
a-p*(M)) et a - M,. Cet homomorphisme déscend en un homomor-
phisme ¢:a - p*(M,)—> M, de faisceaux inversibles sur P,. Alors ¢
induit sur G un isomorphisme entre a - p*(M,) et a - M,; comme p
restreint & G C P, est 'identité, il s’ensuit que M,|G = M,|G. c.q.f.d.

On note M(2y) le faisceau inversible sur G ainsi obtenu. Si ¢ est
une polarisation de ’ensemble des périodes, M (2¢) est relativement
ample sur S [15].

THEOREME A.2: Le degré de la réstriction de M(2¢) a la fibre
générique G, est égale a [Koker(2y)|.!

On démontre d’abord le lemme suivant:

LEMME: Soit ¢ = ¢ une polarisation de !’ensemble de périodes.
Alors il existe un entier N tel que pour tout n = N on ait

dimx(H%G, M2ne)) ®+K) = d, = |Koker(2ne)|.

PREUVE: Soit 3 C X une étoile; pour n = N on peut construire un
modéle relativement complet (P, L) relatif a 2n¢ (cf. [15], §2). On
fixe n=N et remplace ¢ par ne. Du théoréme d’existence de
"On définit k =|Koker ¢y comme [I'unique entier non-négatif tel que Z/k=

Koker(A"y: A'Y - A'X): si i est injectif, c’est le nombre des éléments du conoyau de
¥, sinon c’est zéro.
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Grothendieck on déduit que HP,L)y=H%P", L") =
H°(P*,L"Y Cc HG", 0). Cette derniére inclusion parce que on a
affaire a des schémas irréducibles et réduits. On écrit les éléments du
dernier groupe comme séries formelles: h =2 ,cx ¢, - X%; ca € A. La
série formelle correspondante a un élément h de H%(P, L) vérifie les
identités

Cat+2o(n = xaﬁp(y)()’) ¢, VaEX,VyeEY.

Il en suit que h est déterminé par les coefficients ¢, quand a € X
parcourt un ensemble de représentants de X/2¢(X): par suite,
dimg(HY(P, LY@+ K)=d.

Pour démontrer le lemme, il suffit de voir que si les coefficients de
la série formelle h =2, c, - X%, ¢, € K, vérifient les identités ci-dessus
alors il existe un élément a € A tel que a - h est dans I'image de
inclusion HYP, L)C H%G", 0). Pour ce voir il suffit de montrer que si
BEX alors pour a€A convenable, la série a-h=
a- ey X°VP(y) - X20*#) est dans H(P, L).

Pour cela il suffit de se convaincre de: pour tout « €3, yo,€ Y, il
existe a € A tel que

(a) letermede a - h

o(y)+8
X ) X 200 y0 B

a-Mgy,=a- x° ¢(y'0_>+a(_y0‘)

est dans I'(U ,,,,, O) (notations du §2 de [15]).
(b) pourtoutn>0,ona a-Mg,€I"-I'(U,,, 0) pour|y|>0.( |
designe une norme euclidienne sur Y).

La propriété d’invariance de h nous permét de supposer que y,= 0.

Démonstration de (a):
Soit a € A tel que I’on puisse écrire

m
a: Mﬁ'y = 2 a; 1—1 MBlvyli
i 1=

avec B; € 3; I’élément a droite est dans I'(U,,, 0). On a

Mgy,,=Mg, - xw(z)(z) . £¢(y)+8(z) . F 2@
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et
— g +8,, 2, )
Mg,y e2,= Mg, X9 (z;) - OO Bu(z) - X o(z)

pour tout z, z; € Y. Insérant I’expression plus haut pour Mg, on
obtient, si z = 2L z; pour tout j,

a-Mgy..= xcp(z)(z) . X‘pmﬂg(z) xR <2 aj - I—[l MB/n)'u)
j i=

= 2}: a; - <3“’(Z’(z) . : f—«o(z,l)(zﬁ))<£a(y)+ﬁ(z)

'll Vl’
~(p(y,)+
. H ¥ et ﬁ/.)(zji)) . H Mgwyuﬂﬂ.
1= i=

Le dernier facteur dans chaque sommand est dans I'(U ., O).
Supposons que n;>1 pour tout j. Montrons alors que le facteur
numérique devant le dernier facteur est dans A, pour |z||> 0. Il suffit
de voir que pour tout idéal premier minimal ? C A, ords est non-
négatif pour ||z]|> 0. Choisissons les z; tels que, si ord»(X°“(z)) =0,
alors ordg (X *“(z;)) = 0 et que si ords(X*?(z)) > 0, alors z; est proche
de z/n;. Alors, si ords(X°?(2)) =0, le facteur numérique aura ordys =
0. Si ordy(X%?(2)) > 0, alors le orde du ‘terme quadratique’ du facteur
numérique est de 1’ordre de croissance de (1 —(1/n;)) - ords(X°?(2)) et
domine le ords du ‘terme linéaire’ pour |z||> 0, puisque on avait
supposé n;# 1: si ||z]| > 0, le facteur numérique sera donc dans A. Si
pourtant n; =1 pour un j, alors 2p(y +z)+B —a =2¢(y; +2) + Bj —~ «
et on calcule que

a2 (5 (058)) .

de sorte qu’il existe a € A tel que a - Mg, € I'(U .0, 0) pour tout z.
On a démontré (a).

Démonstration de (b):
On part de la formule

Mg, = X0 (z) . M,, - Mg, ..
On choisit des entiers positifs n, tels que

[X2*D(2)}*=2. ¥~ *(z)€I", pourtout 0% z€E Y.
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Alors, cf. [15], 1.3, il existent z;,...,zz € Y, #0, et un ensemble fini
S C Y tels que pour tout y € Y'\S

X¢9(z) € [X°%)(z;)]™: - A, pour i convenable.
Alors

:‘Ezq,(rz,)w—a(zi) — [élt de A - xw(z,)(zi)nz,]z
X (z) - RPN (Z) E I

On a donc pour y¢Z S, et avec a € A ayant la propriété établie dans (a)
a- Mg, =(8lt. de I") - (élt. de I'(Ueup, @) - (a - Mg,_;)

et le dernier facteur est dans I'(U,p, 0) d’aprés (a), ce qui démontre
(b). c.q.f.d.

PREUVE DE A.2: (a) Si ¢y = ¢ est une polarisation de ’ensemble de
périodes donnant lieu au faisceau ample L, sur G,, alors k - ¢ donne
lieu & LY*, qui est trés ample pour k> 0. Applicant le lemme ci-
dessus on trouve que

k" - degg, (L) = degg, (L®*) = dimx H(G,, L®*)
= |Koker(2ko)| = k" - |Koker(2¢)|,

d’ou I’énoncé pour ¢.

(b) Si ¢, et ¢, sont deux polarisations de I'’ensemble de périodes,
alors P(n, ny) =ps. dean(M(thl)‘g"“®M(2<p2)®"2) est un polyndéme en
n,, n, € Z. D’autre part,

P'(n,, ny) = [Koker(2(n,p; + nypy))|

r

=# (Koker(Z (lr) niny ™ - (A'e; AA @) ATY —»A'X))

i=0

est un polynbme en n,n,€Z. Comme on a vu dans (a) que
P(n,, n,) =P'(n,,ny) pour n,n,=1, les polynbmes P et P’ sont
identiques. En particulier, I'énoncé de A.2 pour = ¢, — ¢, est vral.
Mais pour chaque ¢ et chaque polarisation ¢, ’'homomorphisme
(¢ + ne): Y - X est une polarisation pour n > 0, d’ou le résultat pour
/8 c.q.f.d.



[57 Compactifications de I’espace de modules 31t

L’ensemble de périodes dual est défini comme suit: soit G’ le tore
deployé sur S a groupe de caractéres Y; soit Y'= X. Alors
Y'C G'(K) via £¥(y') = X"(a’) € K*. 1l est clair que I’ensemble de
périodes Y’ est polarisable. Applicant la construction de [15] on
obtient un schéma en groupes sémi-abélien G’ sur S. Soit ¢ =
T:Y XX —->XXY la transposition. La démonstration du théoréme
A.1 montre alors qu’il existe un modéle relativement complét pour
Y X X C G x G'(K) et un faisceau inversible P’ muni des actions de
G X G' et de Y X X qui vérifient la relation

T S*=%"(a)- S, T*

(@€ GxG'(S), EY xX): la fait qu'on peut laisser tomber le
facteur 2 devant ¢ tient a ce que X'O(y)= X'y, a)=(X*(y)),
a €EX,y€EY [p.ex. présenter ¢ sous la forme ¢ = ¢, — ¢, o0 ¢, €t ¢>
sont deux polarisations telles que ¥“9*%(5)€ A pour tout & € 3;
avec 3; deux étoiles convenables et telles que X“7(¥) = b,(7)* avec

bi(F:1+ ¥2) = X495, - bi(§) - bi(§2) (i =1 ou 2);

remarquer que les formules du §2 de [15] permettent de construire des
modeles relativement compléts P, s et des faisceaux inversibles L,
sur f’%;—, munis des actions de G et Y telles que

Tia_*osiy_*zx@(y')(a),sg*c T%*;

on construit alors comme dans la démonstration de A.l1 le faisceau
inversible cherché P’ a partir de L, et L,].
On note P’ le faisceau inversible sur G XgG' obtenu.

THEOREME A.3: Il existe un isomorphisme unique entre la fibre
générique B', et la variété abélienne B* duale a B, tel que le faisceau
inversible P, sur (B XgB’), soit I'image réciproque du faisceau in-
versible de Poincaré sur B, X B*.

En particulier, la variété abélienne duale a B, peut étre obtenue par
le procédé analytique de [15].

PrREUVE: Il résulte de la démonstration du théoréme A.2 que
degsx¢s), (P 7) = [Koker(y)| = 1.

De plus, il est clair par construction que P'[{Op}x B'= Oy et P'|B X
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{Op} = 0p. 1l en résulte que P, ‘est’ une correspondance divisorielle de
degré 1, de sorte qu’il existe un seul isomorphisme entre Bj et la
variété abélienne duale & B, avec les propriétés énoncées. c.q.f.d.

COROLLAIRE A.4: Soit Y: Y - X comme dans I’énoncé du théoréme
A.l. Alors a ¢ correspond un homomorphisme D(¥): G- G' avec
DY C G(K)) = ¢, donc avec D(Y)Y)CY', de sorte que D(¥)
définit un homomorphisme : G - G' ([15]). Le faisceau inversible
MQy) sur G est ['image réciproque de P’ par le
morphisme (id, ¥): G > G X5G'.

Si ¢ est une polarisation de I’ensemble des périodes, alors 117,, est une
polarisation du schéma abélien B,,.

PrReUVE: Le fait que D(¥)|Y = ¢ résulte de la définition de I'in-
jection de Y’ dans G'(K) et de la relation de symétrie imposée sur .
La réstriction du faisceau inversible P’ 4 ’adhérence du graphe de
(id, D(¢*)) dans un modéle relativement complét de G XsG' est

munie des actions T* de G et S* de Y vérifiantes I'identité suivante:
T%o 8% =X (a, D)(a)) - S3o T

Le multiplicateur égale X¥2*“’(a). On voit alors que la réstriction a G
du faisceau inversible déscendu sur une compactification de G est
isomorphe a M(2¢) (cf. dém. de 4.6 de [15]). c.q.f.d.

Il résulte de la déscription des points d’ordre fini de G, et G, (cf.
[15], 4.10) qu’on a un systéme cohérent de bi-homomorphismes de
schémas en groupes finis sur 7

en
G"Tn X G’Tln Hens

qui est un accouplement non-dégénéré; les sous-groupes G,," c G,, et
G, C G, sont 'annulateur 'un de l'autre: avec les notations de 4.10
de [15] on pose e(g,g)=%X"(g)- X7 (g) si g€(ZM), et g' €(ZV),.

THEOREME A.5: L’isomorphisme G,=G% décrit par A.3 est
Punique isomorphisme qui rend commutatif le diagramme suivant
pour tout n premier aux caractéristiques résiduelles de S
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’ ~ *
G"7n X Gnn G’M X G"'n
en e,
Hn Mn

PREUVE: On a, pour g €G,, et g'€Gy,

(g, g)=E"((g,0),(0,2"),

ol E”" est la forme bilinéaire alternée sur (G, X G;), associée au
moyen du groupe théta de Mumford [14] 4 la n-ieme puissance du
fibré inversible de Poincaré. On démontrera A.5 en décrivant plus
généralement le forme bilinéaire E™ sur K(M)C G, associée au
faisceau inversible M = M(2¢) sur Gk qui vient d’aprés A.1 d’un
homomorphisme symétrique ¢: Y — X. On supposera ¢ injectif.

On définit par produit fibré le schéma en groupes G,, sur Spec(K):

TM
X
ou D(2¢) désigne I'homomorphisme dual a 2¢ au sens de Cartier.
Comme ¢ est injectif, le quotient G,,/ Y est un schéma en groupes fini
sur Spec(K).

On définit comme suit un schéma en groupes %,, sur Spec(K),
extension de G, par G,,: a AEG,, et gE sz on associe ’élément
Kig € Goy; ON convient qUe K, °Kae = Kageg, AVEC A =A( " Ay

XPeE)(g)): cest licite puisque D(2¢¥)(g,) € X. On a évidemment
[KM-gw KAZ,g2] = K)o avec

_—

D(2y)

’
i}

Que——Q

—_—

A= xD(2'll)(g,)(g2) . x~D(2w)(g2)(gl)‘
Remarquons que pour g € GN, etyey,
EP(g) = EV(DWH)(g)) = EP2H(y)
d’aprés la définition de Iinjection de X dans G'(K). Soit i: Y —
%,4(K) ’'homomorphisme défini comme suit: i(y)=«,, avec A =

X ¥OY(y). Alors moi = id. De plus, i(Y) est dans le centre de %,,: en
effet, il suffit de voir que pour g € G~2.,,, on a [k, i(y)]= 1. Or, cette
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expression est égale a x,, avec
A= }:D(Zdt)(g)(y) . x—zw(w(g) =1.

Soit ¢ = ¢ une polarisation de ’ensemble de périodes. Pour toute
extension finie K’ de K, on construira un homomorphisme de @2¢(K’)
dans 9(M(2¢))(K’) compatible aux projections : ‘32¢,(K’)——> Gz‘,(K’)
et 4(M(Q2¢)NK")—»> K(M2¢))K’). On pose

Yx = {g € G,,(K)|XP?®)(g) est un carré dans K, donc aussi dans A}.

On montrera qu’il existent parmi des faisceaux inversibles M sur
de modeéles relativement compléts (P, L), dont I'existence est assuré
par le théoréme A.1, de tels qui pour toute paire A € A, g € Yk sont
munis d’'un endomorphisme 7,, qui au-dessus de Spec(K) induise
I'endomorphisme du fibre inversible My = Spec(K[...%X*...][0])
donné par

xa —_ ‘%a(g) . %a
0 > A - }:D(Z‘p)(g)(g) . xD(Zw)(g) .- 0.

On s’apercoit aussitdt que cet endomorphisme induit la translation
par g sur Gk. Pour g € Yk, on note ¢, une des racines carrées de
XPCO®(g): si g=yE Y C Yk, ¢, ==*X*"(y). On fixe une étoile
3ScX. Il résulte du lemme 1.4 de [15] que pour n =N,
¢l =p X*(g)- c; EA pour tout g€ Yg et tout @« €3. On forme
I’anneau gradué

R(ﬂ) = Al. .. (n) , xn:-DQ2e)g)ta | L.
[ ] ca.g x 0’ ] €3,
gEYk

et pose P™ =Proj(R™). Les méthodes de [15], §2, permettent de
montrer que P™, muni du faisceau ample naturel L™, est un modele
relativement complét relatif a4 ne. De plus, comme pour g € Yk, on a

xn~D(2<o)(g)(g) . &:n-D(Zw)(g) .9 = C; . (cé’,‘g) . ‘%n-D(Zw)(g) -9)E R("),

on peut définir un domorphisme 7{} du fibré inversible L™ pour
AEA et g€ Yx 1l en résulte comme dans la démonstration du
théoréme A.1 ’existence d’un modéle relativement complét P et d’un
faisceau inversible M au-dessus de P qui vérifie les conditions de A.1



[61] Compactifications de I’espace de modules 315

et qui est muni d’endomorphismes 7,, qui sur la fibre générique ont la
forme voulue.

Soit K’ une extension finie de K. On note A’ la cloture intégrale de
A dans K’ (qui, comme A est excellent, est une A-algébre finie) et
S’ = Spec(A’), qui est du méme type que S. On voit facilement que la
construction de [15] appliquée a Gg et Y C Gs(S’) a pour résultat
G XgS' et que I'image réciproque de M(2¢) par Gg—> Gs est donné
par le théoréme A.1 appliqué a la situation au-dessus de S’. Par suite,
si

Yy = {g € G,,(K")|XP?) ) (g) est un carré dans K', donc
aussi dans A},

on obtient des endomorphismes 7,, sur un faisceau inversible M’ sur
un modele relativement complét sur S’, pour A € A’ et g € Y qui
définissent un homomorphisme de # '(Yx)C @2¢(K') dans
Y(MQ2¢))(K"), compatible avec les projections sur Yk resp. sur
K(MQ2¢))(K’) et induisant I'identité sur K'*. De plus, le diagramme
suivant est commutatif:

Yk — 9(MQ2¢))K)
£ ¢

Y —> 4(M(2¢))XK").

Par déscente on obtient pour toute extension K’ de K le diagramme
commutatif suivant:

0—> Gu(K') — 4(M)(K') —> K(M)(K') —> 0

T W

0— G, (K)—> % (K')—> Gp(K)—> 0

qui définit un homomorphisme y: @2¢(K’)/u(Y)—> 4(M)(K') se pro-
jetant sur un homomorphisme yg: G~2¢(K’)/Y—>K(M)(K').

Mais la démonstration de 4.10 de [15] montre que si I’on pose, pour
a€X, G.=DR¢) '(a), alors K(M)=IIxp,y, Go=GrlY; il en
résulte que yg est un isomorphisme et par suite ygx- en est un.

On obtient en particulier la formule suivante, qui détermine la
forme EM sur (K(M)x K(M))K'): pour g;, g, € Gz¢(K’), on a

eM(yk(g1), yr(g2) = EPCPE(gy) - PO (gy),
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Soit ¢ arbitraire. On peut présenter ¢ sous forme ¢ = ¢, — ¢,, oll ¢,
et ¢, sont deux polarisations telles que K(MQ2¢)) C K(MQ2¢))N
K(MQ¢,). Alors on a M@ =M _ oM gur K(MQy¢))N
K(MQ24)), ce qui donne la formule suivante: pour g, g € G~2¢(K’) on
a

M (yr(g1), Yr(g2) = X PCVE(gy) - XTPANEI(g)),

Pour appliquer ce résultat au faisceau inversible P" sur G, X G%,
on doit le modifier comme avant A.3: on remplace G, ci-dessus par

le produit fibré
(G % G xsG'
1 ‘[n-T
X x G'xG;

alors le quotient de (G X G’),,T par Y est égale a

G‘I)nT -

Y

11 zey= U zps zim,
(PX)EYXXIn(YxX) yEY/nY
XEX/nX

et la modification de la formule ci-dessus donne: pour g € Z{(K') et
g EZ"(K"),

€”"((£,0),(0,8") = e.(g, 8 =X () - X (2").

Pour n premier aux caractéristiques résiduelles (G, X G+), est étale
sur K ; pour définir la forme e, il suffit donc de connaitre ses valeurs
dans des extensions finies K' de K. Ce qui précéde détermine donc
cette forme. c.q.f.d.

Soient G, et G, deux tores déployés sur S a groupe des caractéres
X, resp. X, et soient Y; C Gi(K), i=1,2 des ensembles de périodes.
Soient G, et G, les schémas en groupes sémi-abéliens sur S qui
résultent de la construction de [15].

THEOREME A.6: Soit ¢: G,— G, un homomorphisme.

(1) Il existe un seul homomorphisme ¢': G5—> G| qui induit
I’homomorphisme dual a I’homomorphisme de variétés abél-
iennes que ¢ induit sur les fibres génériques.

(ii) Il existe un seul homomorphisme ¢ G- G, avec (Y)C Y, tel
que I’homomorphisme G,— G, défini par ¢ [15] soit égale a o.
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PREUVE: D’aprés un résultat de M. Raynaud [19], XI 1.15,
I’homomorphisme dual a ¢, s’étend de fagon unique en un
homomorphisme ¢’: G5— G/, ce qui démontre (i).

Pour démontrer (ii), on va réexaminer la construction de [15].
Soient G; C P; des compactifications de G; qui viennent des modéles
relativement compléts (P, L;). Le graphe de ¢ définit par adhérence
un sous-schéma fermé P,, C P, XsP,. Remplacant P, par un éclaté en
dehors de G,, on peut supposer que P;, est obtenu de P, par
I’éclatement d’un idéal dont le support est disjoint de G,. Il existe
donc un unique faisceau d’idéaux Y -invariant de P, dont I’éclaté
p:P,>P, a comme quotient complété par l'action de Y, le
morphisme p*: P{,— P1{. De plus, on peut supposer que cet idéal de
05, soit G -invariant. Si J est 'image réciproque sur P, de I'idéal
éclaté, on pose L, = p*(L)®J . 1l est trivial & vérifier que (P, L12)
est un modele relativement complét de G,. Autrement dit, remplacant
P, par P, on peut supposer dés le début que le morphisme ¢: G~
G, se prolonge en un morphisme P,— P,. De plus, on peut supposer
que les P; sont normaux. En passant aux complétés P}, on obtient
une correspondance I'" entre P} et P3.

Soit I'f la composante connexe qui contient le point (04,, 0¢,).

LEMME: Le degré de I'! au-dessus de I3f est égale a 1.

PREUVE: Si 'on divise P} par n - Y; et algébrise le schéma formel
obtenu, on obtient un récouvrement étale galoisien de groupe de
Galois Yy/n - Y, P, de P,; il est clair que P! représente la limite
projective du systéme projectif P{". Le récouvrement étale induit
G’ de G, est déterminé de fagon unique par ’homomorphisme de
schémas abéliens G, — GY”, qui n’est d’autre que le quotient par le
dual de Cartier D(Y/nY) de Y/nY, qui est de fagon naturelle contenu
dans G7,.

Soit P¢ 'image réciproque par ¢ du récouvrement étale P de P,.
Alors le récouvrement étale induit Gf de Gf correspond a

I’homomorphisme D(Y,/nY;)—> Gﬁn—ﬁ'» G, qui s’étgnd en un
homomorphisme sur S tout entier D(Y,/nY;)—> G3—— G;. 1l en
résulte que cet homomorphisme se factorise par D(Y,;/nY,)C G| et on
en déduit facilement que le récouvrement étale P{ est somme dis-
jointe de récouvrements qui peuvent étre dominés par P{’. Autre-
ment dit, le systéme des P{" est cofinal dans le systéme projectif des
récouvrements étales de P; obtenu des P par image réciproque par
¢. Si le degré de I'! au-dessus de P17 était >1, on en déduirait
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facilement que I'; définirait des revétements étales, d’abord formels
mais alors méme algébriques, de P, qui ne seraient pas dominés par
P{ pour n convenable, en contradiction avec ce qui précéde. c.q.f.d.

Il résulte de ce lemme que I'{ définit un morphisme P} — P5. Il en
résulte un homomorphisme ¢: G,— G, extension unique de
I’homomorphisme ¢: G,O-» G~2m et une application ¢: Y,—> Y, telle
que sy,((?lo)cls.0 s’envoie vers s.,,(yl)(Gzo)Cf’zO: par cette condition
¥(y,) est déterminé de facon unique. De plus, on vérifie facilement
que si (5,(0¢), $,06,)) et (s,/(06), s5,,(0¢,)) sont dans I'f, alors
(84,4y{(06,), Sy,+y5(04,)) I'est aussi. Il en suit que ¢ est un homomor-
phisme et que le morphisme formel de G} = Uy, sy,((h) vers G¥ =
Uy, syz(G~2) est un homomorphisme formel. D’autre part, I'f est le
complété formel de I’adhérence dans P, xsP, du graphe de G,- G
on obtient donc un homomorphisme G¥—>G¥. Il en résulte que
¥:Y,—> Y, est la réstriction & Y,C GyK) de I'homomorphisme
¢: G, - Gz.

Il résulte de [15] que ¢ définit un homomorphisme de G, vers G;

cet homomorphisme coincide formellement avec ¢, donc est le méme.
c.q.f.d.

THEOREME A.7: Soit ¢, une polarisation de la variété abélienne G,,.
Alors ¢, s'étend en un homomorphisme ¢:G—>G' et définit un
homomorphisme &: G — G' avec @(Y)CX. L’homomorphisme
@|Y: Y - X est une polarisation de I’ensemble de périodes.

PREUVE: (a) Nous montrerons d’abord que X°®%(z)=X°%%(y),
VVy,z€Y. Soit ¢: G,—» G, un homomorphisme donnant lieu a
é: G,— G,. Les images réciproques de P} resp. P} par les homomor-
phismes suivants sont canoniquement isomorphes:

(@.id) (id.¢")

sz Gé(_“‘—‘—G]XGé_—'—) Glei.

L’image réciproque de Pj vient par le procédé décrit avant A.3 de
I’homomorphisme Y, X X,— X, X Y, qui est le composé

(¢.id) T (D($),id)

YiXXy———— Vo X X — > XoX Y, ————— > X X Y,

ol D(¢) désigne le dual de Cartier de ¢. De méme, I'image réciproque
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de P vient de I’homomorphisme Y, X X, X, X Y, qui est le composé

(id,¢") T (id,D(p))
YiX Xy s VX X —— X, X Y —=2@ XX Y,

Comme ces deux homomorphismes doivent étre égaux, on a ¢'| X, =
D(¢)|X, et ¢|Y;= D(¢")|Y,. Si maintenant G, =G et G,= G’, alors
Y=Y, Xi=X et Y,=X, X,=Y. De plus, pour une polarisation ¢,
on a ¢' = ¢. On obtient donc, pour y, z € Y, et désignant par i: Y - G
Iinjection canonique,

xé(y)(i(z)) — xD(é’)(y)(i(z)) — xD(é)(Y)(l'(Z))
=X"(¢ 2 i(2)) = X*D(i(y)).

(b) Nous montrerons maintenant que X°“(y)E I pour 0#y € Y.
Soit M, le faisceau inversible sur G correspondant & I’homomor-
phisme k - ¢|Y: Y - X, via la construction de A.l. Pour un modéle
relativement complét P qui admét M, comme dans A.l, on a
HP, M,)C HY%G", 0); et le rang du premier A-module, comme
fonction de k, est de 'ordre de croissance C - k", C# 0. Il en résulte
I'existence de séries formelles h=3c, X* avec Caizkpy) =
Ca - X°*%0)(y) qui sont dans I'image de H%(P, M) C HY(G*, 0). Il en
résulte que (¥°?(y))" =0 avec n - » dans la topologie I-adique de A,
de sorte que X*Y(y)€E€ I c.q.f.d.

§5. Construction de compactifications toroidales

Soit n = 1. Une décomposition I'(n)-admissible {o,} consiste en la
donnée suivante. On a une notion évidente d’isomorphisme entre
I'(n)-pointes (cf. §4). Comme en 4.11, on associe & une I'(n)-pointe
des objets M=n"'-@7'-P'N, M,, M*, M%*, etc. Une décom-
position I'(n)-admissible est la donnée, pour chaque I'(n)-pointe €,
d’une décomposition {o¢} de M*; vérifiant les conditions du §4 et
telle que si € = €’ est un isomorphisme de I'(n)-pointes, I'isomor-
phisme induit entre M* et M'* transforme la décomposition {o¢} en
la décomposition {o¥}.

THEOREME 5.1: Soit n = 3. Soit {o,} une I'(n)-décomposition ad-

. . . . . . -1 -1
missible. Il existe une immersion ouverte j: M2 Cﬂf(a} et un
a
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isomorphisme

oo 1L (81, jUbxspec(ziza[+])5as,

I(n)-pointes/=

ou ./%f,"{ ") est le complété formel de ./ﬂ,,( }le long sa partie a ’infini,
tels que pour tout o, € {c} I'image réciproque de la variété abélienne
a multiplication réelle (a structure de niveau n) universelle sur M2
par le morphisme

§,,0 ><Spec<Z[{,,][ ])—*Jﬂ?(;)

déduit via le Lemme 3.1 du morphisme formel
$h, % Svec(2a1 [ ]) — a3,

(construit a 'aide de ¢) soit la variété abélienne (a structures ad-
ditionelles) sur S5, x Spec(Z[£,1[1/n)) construite au §4.
La paire (j, ¢) est unique a isomorphisme unique pres.

Démonstration:

Modulo isomorphisme, il n’existe qu'un nombre fini de I'(n)-poin-
tes; une I'(n)-pointe € étant fixée, modulo I’action de U? sur {c ¥} il
n’existe qu’un nombre fini de cénes polyhédraux et U?2 agit librement
sur I’ensemble {o£}\{0}. Par suite, on peut trouver un ensemble fini de
cdnes polyhédraux {o,} tel que tout cdne polyhédral o€ # {0} soit
‘équivalent’ a un élément o, € {0,}. On pose U, =l S5 [Z1[1/n];
c’est un schéma formel affine muni d’un morphisme étale dans

2= 1 spgvii [1]

Df. pointes/=

On uniformise chacune des pointes 4. Soit U1 H(,,a)S [{,,][I/n];
alors U9 est muni d’un morphisme f}: J9— M2 somme dlsjointe des
morphismes S_ﬂ%[{,,][l/n]—n%?"' définis par les variétés abéliennes
X5, sur §‘,’,%[{,‘] construites au §4, cf. 4.11. Le morphisme f! est
permis car I'image réciproque de la variété abélienne sur §° _ par un
morphisme permis Spec(K)— §° est a mauvaise réduction.

Il résulte du §4 que les morphlsmes composés US= UY— .#? " sont
égaux. Vérifions les conditions (i) et (ii) de 3.5.
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Vérification de (i): Soient g™ et g® deux éléments de
Hom(Spec(K), U9 tels que flog™ = flog®: ceci signifie que les
variétés abéliennes a multiplication réelle (et ses structures supplé-
mentaires) (X®, m®, a®) et (X®, m®, a®) sur Spec(K), obtenues
commes images réciproques par g et g de la variété abélienne sur
U%, sont isomorphes avec leurs structures de niveau n. Les morphis-
mes g™ s’étendent en morphismes g?: Spec(V)— U,. Soit w €V
uniformisante.

Le morphisme g% définit de facon unique:

— une racine n-iéme primitive de l'unité £V,

—une I'(n)-pointe (uniformisée) €% et un cone polyhédral o¥ tel

que g% se factorise par S,0 C U,

—un élément [g?] € e ?\{0} qui est défini par

val (image dans V de q™ € R,9, m € ¢%%) = (m, [g”]),

—un homomorphisme de R,¢ dans V.
Inversément, ces données définissent le morphisme g?. La variété
abélienne (X?, m?, a?) se présente de facon rigide-analytique
comme suit (cf. §2):

X(i) = P(i)® Gm/ur(i)(N(j));

et lisomorphisme a® entre P(XY)=g™'.pd-l. N0 et g
(préservant les notions de positivité) est 'isomorphisme canonique
défini par €%; et I’élément dans MP* défini en 2.9.5 est [g¥]; et la
suite exacte 0 (1/n)PP/PP -5 X9 (1/n)N?IND -0 est celle défini
par £, et 2.9.3; et 'image de q™ dans V est I’élément associé a m par
la théorie rigide-analytique (p.ex., & m = n@ r est associé r(u'(n)).).
Cela résulte du fait que le 1-motif associé par Raynaud-Tate au
résultat de la construction de Mumford est le 1-motif de départ. Du
fait que (X®, m®, a) et (X®, m®, a®) sont isomorphes avec leurs
structures de niveau n on déduit que ¢ = ¢? et que I’on peut choisir
des isomorphismes P’ = P® et N"= N®, compatibles avec les a?,
tels que le diagramme suivant est commutatif:

0—sLpopo_ xo_, Lyopyo__
!
(¢/no)’

R
0 5 lP(Z)/P(Z) 5 X(nZ) 5 lN(Z)/N@) 5 0,
n n
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et que Iisomorphisme induit entre ((1/n)2 'POIND)* et
((1/n)2 'PP'N?* améne [g"] en [g?]. 1] en résulte que les I'(n)-
pointes sous-jacentes 3 € et ¥ sont isomorphes; et comme on avait
uniformisée chaque pointe, il existe un isomorphisme entre € et €®
qui ameéne [g"] en [g®]. Pour démontrer (i), on peut alors supposer que
o soit le cdne minimal parmiles o, qui contient [g’]; et alors méme que
o’ = o2 et [g"]=[g?]. Le fait que les (X?, m?, a?) sont isomorphes
avec leurs structures de niveau implique maintenant que g'" = g; par
suite il existe un morphisme adique g,: Spf(V)— U, =U, Xz U, qui définit
g2: Spec(V)— U, tel que les g9 soient égaux au composés respectifs

8y - _
Spec(K)— U= U\.

Verification de (ii): 11 résulte du §2 qu’il revient au méme de
déformer X a Spec(R) que de déformer g? a Spec(R). Le seul
point nouveau est de se convaincre que X9 =
(PR (G,)* PN D). Mais il est clair que le tore P ® G,, s’envoie
par un morphisme rigide-analytique dans X% de noyau un sous-
groupe discret N'@ contenant w'(N%). Pour voir que N'¥=
u'® (N?), on remarque que les fibres sur Spec(K) de ces schémas en
groupes étales sont les mémes (compatibilité entre les constructions
de Mumford et de Raynaud-Tate sur un anneau de valuation dis-
créte).

Applicant le théoréme 3.5, on trouve un couple (j, ¢) caracterisé par
les propriétés dans I’énoncé du théoréme 5.1.

REMARQUE: Tenant compte du fait que S5, «/U 2 est propre sur
Spec(Z), on voit qu’on peut appliquer la remarque 3.28; autrement dit,
ce n’est qu’en apparence qu’on utilise le théoréme de platification.

PROPOSITION 5.2: L’espace algébrique ./%9,,2(—;} est propre sur
Spec(Z[£.1[1/n]).

PReEUVE: Cela se vérifiera a 'aide du critére valuatif de propreté.
Soient donc V un anneau de valuation discréte complét a corps de
fractions K; comme #2' est ouvert et dense dans ./“?{;l_a}, il suffit de
montrer que tout morphisme g% Spec(K)—>.#2"' s’étend en un
morphisme g: Spec( V)—»/tt?('; , €t on peut supposer que g° ne s’étend
pas en un morphisme de Speca( V) dans #2". Remplagant K par une
extension finie et V par sa normalisation, on peut supposer que la
variété abélienne X sur K obtenue par image réciproque de la variété
abélienne universelle sur 42" soit 4 réduction sémi-stable (ce sera en
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fait automatique a cause de la structure de niveau n imposée) et
déployée. Applicons la déscription du §2 de ces variétés abéliennes.
Tenant compte de la structure de niveau n sur X (qui place V
au-dessus de Z[{]) on trouve une I'(n)-pointe uniformisée €, un
élément [g’] € M* et un polyedre o, € {0} contenant [g°], tels que le
morphisme g;: Spec(V)—> 5,,” [¢.] fait commutatif le diagramme
suivant: ’

Spec(K) = 3, (4,1[1]

n
Spec(K) —> 42"

Le morphisme composé g: Spec( V)= .S_‘,,a [{n][lln]—»/%ff;;; étend le
morphisme g°.

COROLLAIRE 5.3: On peut trouver de décompositions admissibles
{o.} telles que la compactification /%ff{";a} de M2™" correspondante soit
lisse sur Spec(Z[£,1[1/n)).

Alors le complément de M2 dans J%?;a} (muni de sa structure
réduite) est un diviseur a croisements normaux relatif sur

Spec(Z[£:1[1/n)).

PreuVE: En effet, choisissons de représentants des classes
d’isomorphie de pointes. Pour chacun d’eux on raffine la décom-
position {o,} de MZ*; tel qu'on obtient une immersion de tores
nonsinguliére correspondante (cf. [16]) (ceci est loisible car il n’y a
qu’un nombre fini de o, modulo I'action de U?2). La décomposition
admissible obtenue convient. La derniére assertion résulte de [16],
Thm. 4, p. 14. . c.q.f.d.

PROPOSITION 5.4: Il existe un seul schéma en groupes sémi-abélien

- . e,z ,7° . -1
sur M7, qui prolonge la variété abélienne universelle sur M7 . Ce
schéma en groupes est muni d’une action de o et est un tore au-dessus

de M7, \MT".

PREUVE: (a) Unicité: résulte de [19], XI.1.15.
(b) Existence: Soit s EJ%?; }\M'f,"‘l. Soit € une pointe telle que s
est dans I'image par ¢ de S{,[£.1[1/n]/U3; soit o, € {0} tel que s est

dans I'image de S, [£][1/n]> M7 .
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Si Z = Spec(A) est un schéma affine noethérien muni d’'un mor-
phisme f: Z—n&t@ »,p ON mnote C=f" (./ﬂn{ }\J%@ ) le sous-schéma
fermé de Z deﬁm par I'idéal I; soit V = Z\C et posons, si A estla
complétion I-adique de A, 8 = Spf(A), Z = Spec(A) et V = Z\C. De
plus, on note X, I'image réciproque par f|V: V—>.#2" de la variété
abélienne universelle sur 42"

La question d’existence est locale pour la topologie étale autour de
sem?’ o) Par suite, il suffit de montrer que la variété abélienne X,
sur I'ouvert V d'un schéma affine Z s'étend comme schéma en
groupes sémi-abélien & Z tout entier, lorsque le morphisme f est étale et
que le morphisme f|C: C - /ﬂf’;a} se factorise par S; [{,1[1/n] —nttf,”(' .
Mais dans ce cas, d’aprés les propriétés inﬁnitésimales des morphlsmes
étales, le morphisme complété f: 3 > .47, "o }se factorise par S, [£,1(7]

/&tf{’{“) On obtient donc un morphisme formel 3-S5 [{.]
donnant lieu 4 un morphisme Z - S, [{n] tel que la variété abellenne
X7 est'image inverse de la variété abellenne X3 sur Sy [&]C S, [L]-
Soit X le Z-schéma image réciproque de X,,. Alors on a un isomor-
phisme canonique entre Xy et X,V. Appllcant la Proposition 3.30, on
trouve un Z-espace algébrique dont les images réciproques respectives
sur V et Z sont X, et X.

Applicant a4 nouveau la Proposition 3.30, on trouve des morphismes
X %XzX - X et X— X qui se restreignent aux morphismes d’addition
et de l'inverse de X, resp. X, au-dessus de V resp. Z. Comme ces
morphismes vérifient au-dessus de V" et Z les axiomes qui font de X
et X des schémas en groupes commutatifs, ils définissent une unique
structure de Z-schéma en groupes commutatif sur X compatible avec
celle de X, et X.

(c) Par unicité, le schéma en groupes sur M,,{a} obtenu est muni
d’une action de 0. Le fait qu’il soit sémi-abélien et un tore en dehors
de M7 7" résulte aussitdt de (b) et des propriétés analogues de X,, sur

S, c.q.f.d.

5.5: Pour les amateurs des champs algébriques nous indiquons les
modifications a4 apporter pour étendre le résultat 5.1 aux cas n =1 et
n=2.

Soit {o,} une décomposition I'(n)-admissible. Soit € une I'(n)-
pointe. Le groupe U, agit sur la pointe: I’action (imposée par trans-
port de structure) d’un élément u € U, est par u~' sur N et par u sur
P. Cette action induit une action de U, via son quotient U? (par
u > u?) sur le schéma S, donc aussi une action de U, via U2 sur
O S . Cette action est relévée en une action de U, sur le schéma
en groupes sémi-abélien I X, au-dessus dell S L’élement -1€eU,
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agit trivialement sur le schéma de base et par I’automorphisme —Id
sur le schéma en groupes.

On note Sf,(o }/[U ] le champ classifiant. Choisissant un sommand
dlrect U a {+1} dans U,, c’est aussi (S,,{a )/U’)/[+1] la notation

,,{U }/[U] (S,,(a )/[+1])/U2 se raméne donc a celle de [4], 4.8: de
fagon général, si X est un S-schéma muni d’'une action d’un groupe
fini G on désigne par X/[G] le champ algébrique dont la catégorie des
sections sur un S-schéma T est la catégorie des G-torseurs E sur T
munis d’'un G-morphisme E - X. 1l résulte de ce qui précéde qu’on a
un schéma en groupes sémi-abélien au-dessus de IT (,, §,.%/[U,,].

On construit une immersion ouverte de .#2"' dans un champ
algébrique M2 dont le complété formel le long sa partie & 'infini
est Il . po,mes,m n © }/[U 1. Li 1mage inverse sur S° de la variété
abélienne universelle sur M2 est la variété abellenne construite au
§4.

Les propositions 5.2 et 5.4 et le corollaire 5.3 se transposent 3 ces
cas.

§6. Applications aux formes modulaires

THEOREME 6.1: Pour tout nombre premier p, le champ algébrique
M? RF, est irréductible.

PREUVE: Soit {o,} une décomposition admissible. Le champ al-
gébrique Jﬂ{%;l) est propre sur Spec(Z), a fibre complexe connexe
(1.28); il résulte du Main Theorem que #{ ,®F, est connexe.
Comme les fibres géométriques de Jﬂ?};; sur Spec(Z) sont normales,
ML QF, est irréductible. c.q.f.d.

On démontre de méme la variante suivante (qui & son tour implique
6.1):

VARIANTE 6.2: Soit n=1. Les fibres géométriques en caractéris-
tique premiére a n de M?NIASpec(Z[g][lln]) sont irréductibles. En
particulier, pour p premier a n, wo(/ﬂ?"l®ﬁp)5Isom(p,,,,Z/n), un
ensemble de cardinalité ¢(n).

On supposera désormais que g > 1.

6.3: L’algebre de Lie de la variété abélienne universelle X au-
dessus de M2 est un 0 ® 0,42 -module. Soit w le 0 ,o--module
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inversible suivant:
® = Nm g0, 0,(Lie(X)").

Si {0, } est une décomposition I'(n)-admissible, le schéma en groupes

au-dessus de /%93‘; ) (cf. 5.6) définit un prolongement, encore noté w,
de w a M2,

"ot

Soit € une I'(n)-pointe. On déduit de 4.4 une trivialisation de w sur
(Sf.{%}/Uﬁ)[Zn]Z

{

@ (53, UG = Nm(P) Q0.

DEFINITION 6.4: Une forme modulaire entiere de niveau n et de
poids k est une section globale de w®* sur #2"".

DEFINITION 6.5: Soit A une Z[{,][1/n]-algébre. Une forme modu-
laire de niveau n et de poids k sur A est une section globale de w®*
sur Mé,,z?]@zu"]/\.

PROPOSITION 6.6: Les formes modulaires de niveau n et de poids k
sur A forment un A-module de type fini.

C’est une conséquence de 4.9 et du fait que w est trivial le long
I’infini.

Soit ¢ une forme modulaire (cf. 6.5). Pour chaque I'(n)-pointe
uniformisée % et chaque décomposition I'(n)-admissible {o,}, ¢
définit, via 6.3 et 4.9, un élément de

Nm(P*)®A® F((S:l(aa) X SPCC(Z[Q][I/”]) XSpec(Z[{,,]) SpeC(A))/Ui’ @)

Via 4.7, on obtient un élément ¢, de Nm(P*)®*Q R,(€)R A.

On appelle ¢¢ le développement en série de Fourier de ¢ en €; il
ne dépend que de la classe d’isomorphie de la I'(n)-pointe uni-
formisée. Les développements en série de Fourier pour deux uni-
formisations d’'une méme I'(n)-pointe, différentes I'une de I'autre par
a € Hom((1/n)NIN, (1/n)P/P), se déduisent I'un de l'autre par la
substitution g™ > ™ - g™ (cf. 4.11). Pour pouvoir écrire une série
formelle il est préférable de définir le développement en série de
Fourier en une I'(n)-pointe uniformisée, bien que l’on pourrait a
I’exemple du §5 définir un tel développement en une I'(n)-pointe.
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Soit ¢ une forme modulaire de niveau n. Soit n’ = k - n un multiple
de n. Voici comment récupérer les développements en séries de
Fourier de ¢ en les différentes I'(n)-pointes uniformisées si I'on
considére ¢ comme forme modulaire de niveau n’, n’ étant supposé
premier aux caractéristiques résiduelles de A. (Ceci nous permet de
définir le développement en série de Fourier d’'une forme modulaire
de niveau 1 ou 2 a partir des niveaux n = 3 et par suite de nous passer
de I'usage de champs algébriques.) La forme modulaire ¢ de niveau n’
définit un élément de

1
D Nm(PIQREIDA ® 214 [ ]
I(n’)-pointes €’ unif./= Z[¢,] n
Comme le développement en série de Fourier est défini de fagon
canonique, que ¢ est défini sur A et que n' est premier aux carac-
téristiques résiduelles de A, cet élément est en réalité dans

Nm(P*)®* Q@ R.(%)® A.

N(n')-pointes €’ unif./=

Soit € une I'(n)-pointe uniformisée. Les I'(n’)-pointes uniformisées €’
au-dessus de € sont permutées entre elles par les éléments de
ker(SL((0/n'0)®>) > SL((0/n0)?)) et R,(%) est 'anneau des invariants sous
ce groupe dans @ ¢~ R,(€'). Comme ¢ est de niveau n, les développe-
ments en les pointes uniformisées €’ sont tous les mémes; ils viennent
donc d’un méme élément de Nm(P*)®*® R.(€) R A.

THEOREME 6.7: (‘q-expansion-principle’): Soit ¢ une forme modu-
laire de niveau n et de poids k a coefficients dans la Z[{,][1/n]-algébre
A.

(1) Si le développement ¢, en une pointe € est nul, alors ¢ est nul.

(ii) Si B est une sous-Z[{,1[1/n]-algébre de A et que @¢ est dans

Nm(PHSR[BIL. .. q" .. Jlnenta-p-n, gyl alors @ est a
coefficients dans B (provient par extension des scalaires d’une
forme sur B).

PrReUVE: Si A est un Z[{,][1/n}-module, on définit une forme
modulaire de niveau n et poids k a coefficients dans A comme étant
une section globale de A® 7y, w® sur #7"'. On définit comme plus
haut le développement en série de Fourier ¢, de ¢, qui est un élément
de AR R,(%). On prouvera (i) et (ii) en supposant seulement que A et
B soient des modules.
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(1) Si A est une limite inductive li_rp A;, on a
L7 AQuzz, 0®) = lim T, Ai®zizy ).

Il suffit donc de traiter le cas ol A est un Z[{,][1/n]-module de type
fini. Si les ¢¢ sont nuls, ¢ s’annule sur le complété formel de /%ff{] )
le long de I'infini (pour un {o,}). Le support de ¢ est donc disjoint
d’au moins un point de chaque composante irréductible de chaque
fibre géométrique de /ﬂ,,(a sur Z[{,][1/n]. D’autre part, ces fibres
sont de Cohen-Macaulay, et A®z,, 0% est, localement, 'image
réciproque d’un module sur Z[{,][1/n]: c’est une contradiction si
o#0.

(ii)) On le déduit du diagramme suivant & lignes exactes (la 2°™

I’étant car R,(¥€) est plat sur Z[£,]):

0->T(M2  BRQo®)>T (M2, ARQ 0®)> (M2, (AIB) R 0®*)

| | |

0> & BRR.(€)> D AQR.(€)—> @D (A/B)QR.(¥)
€ mod I'(n) € mod I'(n)

% mod I'(n)
c.q.f.d.
VARIANTE 6.8 (P. Deligne): Soit F' un corps de nombres d’anneau
des entiers o’. On suppose donné un homomorphisme de groupes
algébriques sur F’

k: Rra(G m) X specia) Spec(F') — G 1 X specio) Spec(F).

D’aprés la formule d’adjonction, il revient au méme de se donner un
homomorphisme de groupes algébriques sur Q

RF/Q(G m) — RF'/Q(G m )

Sur les points rationnels k définit un homomorphisme F* - F'X.
Alors k s’étend en un homomorphisme de groupes algébriques sur
Spec(o’):

R ¢2(G ) X Spec(v’) —> G, X Spec(v’).

Le schéma en groupes a gauche associe a un o’-schéma S le groupe
I'(S,o® 05~

Soient S un Spec(o’)-schéma et X une variété abélienne a multi-
plication réelle sur S. Alors Lie(X)* est un torseur sous (0 ® 0s)™;
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I’lhomomorphisme k en fait un 0% -torseur, i.e., un fibré inversible. Il
sera noté w(k).

EXEMPLES 6.9: (a) Si F=Q et si k est la k-iéme puissance de la
norme, w(k) = 0®*, et on est réduit au cas déja consideré.

(b) Si F’ contient la cléture galoisienne de F, et que o;: F—> F’
désignent les plongements de F dans F’, k est de la forme k = IT§ o'%i.
Si w=w(), on a wk=QwP" Notons que ;=
Lie(X)" ®D®0SI0,OS‘

Soit X la variété abélienne universelle sur #2 ' x Spec(v’). On note
par la méme lettre I’extension canonique de w(k) a une
compactification J%f’{';a}x Spec(v’) définie par le prolongement sémi-
abélien de X.

DEFINITION  6.10: Soit k. Soit A une vo'[{,])[1/n]-algébre
noethérienne. Une forme modulaire de niveau n et de poids k sur A
est une section globale de w(k) sur M3 X spec(ziz,) SPEC(A).

Pour chaque I'(n)-pointe %, et une décomposition I'(n)-admissible
{o.}, on a une trivialisation du complété de w(k) lelong SC.{%}X o'[Za]:

@(K)isp,yxot = K(P* @ Osp yxotz,)

=k(P*) _— X @s;{aa}xo'[g"]).

Notons, pour une o’[1/n]-algébre noethérienne A,

R.(6)®(A) ={ > am - q"|an € A avec a, . =k(u) - am

me(1/n)a™ PN, U{0}

Vue U%,}.

Alors k(I'(S7,, X Spec(A)/U2, 0)) = R,(€)¥(A). L’argument de 4.9
montre qu’une section de k(0 Q) 0 42-'xspece) $'étend automatiquement a
I'infini.

Soit ¢ une forme modulaire (cf. 6.10). Pour chaque I'(n)-pointe €
uniformisée ¢ définit un élément ¢y de k(P*) Ry k(I’(Sﬁ,{%} X
Spec(A)/ U2, 0)). L’argument de 4.7 montre que ¢¢ est dans le produit
de k(P*) et de la sous-A-algébre de R,(€)*(A) des éléments dont les
coefficients en g engendrent un Z-module de type fini. Mais,
contrairement a ce qui se passe dans I’exemple trivial (a) de 6.9, ¢4 ne
sera pas nécessairement dans k(P*) ®, A Qv R.(€)®(0'[1/n]), comme
I'implique la proposition 6.11 ci-dessous.
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Les formes modulaires de niveau et de poids donnés forment un
A-module de type fini.
Avec les notations du §4 on peut définir

RY(M)® = { > a.q™|am € A avec a,.. = k(u)a,Vu € U’}.

meEM, U0}

PROPOSITION 6.11: Soit f € RV(M)®(A). Si le terme constant a,
n’est pas nul, k(u)— 1 est un diviseur de zéro dans A pour tout u € U'.

En particulier, si A est de caractéristique 0, k vient par changement
de base Q- F' d’une puissance de la norme.

PREUVE: On a ao= k(u)ay, Vu € U’'. La derniére assertion vient du
fait que si k(u) =1, Vu € U’, alors k viendrait par changement de base
Q- F' d’un homomorphisme Rpgqo(G,)—G,, qui doit étre une puis-
sance de la norme.

On laisse au lecteur la formulation du ‘g-expansion principle’
correspondant (cf. 6.7 dont la démonstration s’adapte facilement).

Comparaison avec la théorie classique ]

Classiquement, une forme modulaire (de Hilbert—-Blumenthal) de
poids k et de niveau n est une fonction holomorphe f sur #*
(% =démi-plan superieur) vérifiante la condition suivante:

Si(¢ Hher,NSL?2,v),i.e. est congru a (5 {) mod no,

) f(z)=(cz+d)™*- f(%), ie.,

f(Zl, . Zg) = [(Clzl + dl) . (ngg + dg)]gk

(alzl +d, az, + bg)
cyz,+ dl’ e CeZg + dg

(ol a; b, ... désignent les images de a, b, ... sous les injections de F
dans R).
Une telle fonction est périodique de période n, i.e.,

f(z+c¢)=f(z), cEn-o,

de sorte qu’elle admet un développement en série de Fourier

f(Z) — Z Cr e21rim -z
me(ifn)- 27!

— (eZm'zl’ o eZwizg)).
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LEMME 6.12: Les formes modulaires de poids k et de niveau n
s’identifient aux sections de

Ho(¢“n®z[{,.] C, w®k) = HO(J“m w®k) ®z[z,,] C.

PrREUVE: Supposons d’abord que n =3 auquel cas , est un
schéma. L’espace analytique sous-jacent a #,® 7y, C est %I, N
SL(2,0) (cf. §1). Il serait en fait plus canonique de laisser parcourir
Iindice i=1,...,g I’ensemble P des plongements de F dans R;
au-dessus de z € #F est la variété abélienne X, =0X® C/o - 1+0 - z;
comme l'algébre de Lie de X, est égale 3 0® C =CP, les sections
analytiques de w®* sur M, ® 7, C = /I, NSL(2, o) s’identifient aux
fonctions sur ¥%, holomorphes et vérifiantes (*).

Soit {o,} une décomposition I',-admissible. Soit

w: (H5T, NSL(2,0)),,— #4/T, NSL(2,0)

le morphisme canonique de (#,®z;,1C),) dans la compactification
de Satake

j: #5II, NSL(2,0) C %%/, NSL(2,0).

Alors j«(w) est un faisceau algébrique cohérent sur #%/I', NSL(2,0)
et f en est une section globale. Il en résulte que f est une section
méromorphe de [I’extension canonique, w, de o sur (%I, N
SL(2,0)),; L’argument de 4.9 montre alors que f est holomorphe a
I'infini. Par GAGA, f est une section globale algébrique de @ sur
(94|, NSL(2, 0))(s,); par suite f est une forme modulaire au sens de
6.5.

On rameéne le cas ol n est quelconque au précédent en passant aux

invariants par (I's,/I,) dans I’espace des formes modulaires de niveau
3n. c.q.f.d.

6.13: Soit € une I'(n)-pointe. Une construction identique a celle du
§4 fournit un espace analytique X, sur un voisinage ouvert (pour la
topologie usuelle), invariant sous ’action de U2, de I'infini de S, fou)"
La fibre en le point s € S est la variété abélienne

log uy(N)

PQ C/u(N)=PQC/P +=5 =

Les constructions du §4 et celle qui précéde sont compatibles au
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sens suivant. On dispose d’un systéme cohérent d’isomorphismes
d’espaces analytiques

(X,,, analytique, restreint a un voisinage infinitésimal
de I'infini de S =

(X,,, algébrique, restreint & un voisinage infinitésimal
de I’infini de Snig )™

Ces isomorphismes respectent les structures supplémentaires sur les
deux membres telles que o-action, trivialisation du module des
polarisations et structures de niveau.

6.14: Soit n =3. L’espace analytique (#,Qz,,C)*" classifie les
variétés abéliennes a multiplications réeles sur des espaces analy-
tiques S plus une trivialisation du module des polarisations et munies
d’une structure de niveau n de déterminant 1. De ce point de vue, une
forme modulaire est une loi qui a un tel objet associe une section de
»®* sur S. Le développement en série de Fourier s’obtient alors en
évaluant la forme sur le voisinage ouvert de 'infini (moins I’'infini) de
S,,(an} (et en multipliant le résultat par une puissance de 2 dépendant
des normalisations choisies), pour une I'(n)-pointe uniformisée con-
venable (H =0 o). On montre, comme en 4.9, qu’on obtient ainsi
une fonction holomorphe sur le voisinage ouvert de I’infini de S,.(m, y
compris I'infini. Pour une forme modulaire sur C la compatibilité 6.13
montre que ce développement coincide avec celui défini aprés 6.6.

En particulier, on a vu que les coefficients ¢, non-nuls dans le
développement de f, écrit avant 6.12, vérifient: m € (1/n)P ' est
totalement positif ou zéro.

6.15: On interpréte de méme une forme modulaire de niveau n et
de poids (ki,...,k;) sur C (cf. 6.9(b)) comme fonction complexe
holomorphe f sur (%). vérifiante:

Si (‘Cz Z) €T,

f)=(crztdy .. (e +d) - f (az + b>.

cz+d

On vérifie que le développement en série de Fourier

z)= Cm:q™
f(2) me%;)@_l q
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coincide avec celui défini de fagon purement algébrique en 6.10 en
une I'(n)-pointe € convenable. Les m tels que c,,# 0 sont totalement
positifs.

6.16: Soit f =1 un entier. On appelle une I'y(f)-structure sur une
variété abélienne a multiplication réelle (X, m) la donnée d’une im-
mersion fermée o-linéaire de schémas en groupes finis

(o/f - 0)(1) —> X.

Si X est au-dessus du spectre d’un corps de caractéristique p >0
non-premiére a f, une telle structure ne peut exister que lorsque X est
une variété abélienne ordinaire.

Le champ s qui & un schéma S associe la catégorie des objets
(X, m,a) de M*(S) munis d’une Ig(f)-structure est un champ al-
gébrique.

LEMME 6.17: Le morphisme ‘oublie’
‘/”%oo(f)_) M-
est étale.

C’est une conséquence de la rigidité de schémas en groupes de type
multiplicatif (SGA 3, IX).

Soit n =1 premier a f. On définit de méme les champs algébriques
M5 ¢ qui se trouvent au-dessus de Z[,][1/n].

Une I'y(f)-pointe est une pointe (cf. §4) munie d’'un isomorphisme
f'PIP =vo/fo. Une décomposition Ie(f)-admissible {o,} est la
donnée, pour chaque Iy(f)-pointe, d’une décomposition {o,} de
M?*g, U{0} invariante sous I’action de U? et qui modulo cette action ne
consiste que d’un nombre fini de cdnes polyhédraux o,, telle que si
%> €' est un isomorphisme de I'y(f)-pointes, I'isomorphisme induit
entre M* et M'* transforme {o,} en {o.}.

La construction du §4 fournit, pour chaque o,, un schéma en
groupes sémi-abélien X, sur §,,a (S, comme toujours, est le tore sur Z
a groupe de caractéres M), qui au-dessus de .S:?,‘x définit un objet de
M?" et qui au-dessus de S5, est le tore a groupe de caractéres P*.
L’injection de schémas en groupes finis munis d’action de o sur 5"‘,&,
(f'PIP)(1)>(X,,);, définit, via I'isomorphisme f~'P/P =o/f -0, une
Too(f)-structure sur X . On démontre comme au §5:
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THEOREME 6.18: Soit {o.} une decomposition TIy(f)-admissible.
Soit f=3. Il existe une immersion ouverte j: MP ;) C MP )10, €t UN
isomorphisme

Q: L (StolUp —> ‘/%roo(f){o }

Tyo(f)-pointes/=

tels que pour toute I'y(f)-pointe € et tout o, € {o &} I'image réciproque
de la variété abélienne universelle munie de ses structures addition-
nelles sur /%?O_O(If)(%} déduit, via le lemme 3.1, du morphisme formel
Ss. _)./ﬂ[‘oo(f){ (construit a I’aide de ¢) soit la variété abélienne munie
de ses structures additionelles sur S construite ci-dessus.

Le paire (j, ¢) est unique a zsomorphisme unique pres.

Si f =2, on peut montrer qu’il existe une immersion ouverte de
/%?O;lm dans un champ algébrique M?O;Ef){%} dont le complété le long so
partie a U'infini est I 1) pointes= Siw, 1/ [Us] (cf. 5.5).

REMARQUE 6.19: Pour f =2, /%pmu,{o , n’est pas propre sur Spec(2).
Pourtant, /%rm(f)(g }\/&tpmm est propre sur Spec(Z).

VARIANTE 6.20: Les notions de I'y(f) NI'(n)-pointe et de Iy(f) N
I'(n)-décomposition {o,} sont évidentes. On construit de méme une
immersion ouverte M7, n C MFysn,,

REMARQUE 6.21: Comme au §5, on démontre I’existence d’un
unique schéma en groupes sémi-abélien X au-dessus de /ﬂpoo(f,< . qui
prolonge la variété abélienne universelle sur #{, ;. On montre que X
est muni d’une action de o et d’une injection de schémas en groupes
finis a p-action

(o/fo)(1) S X
Le groupe X est un tore au-dessus de /%?0;'(,,(0 }\/%roo(f,

REMARQUE 6.22: On peut trouver des décompositions Iy(f) N
I'(n)-admissibles {o,} telles que ./%[‘OOU)"{U} soit lisse sur
Spec(Z[£,][1/n]) d’infini un diviseur a croisements normaux relatif.
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