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0 Einleitung

Auf den komplexen Zahlen C lésst sich zu einer vorgegebenen diskreten
Verteilung von Null- und Polstellen nach dem Weierstraischen Produktsatz
stets eine meromorphe Funktion f : C — C angeben, deren Ordnungen mit
denen der gegebenen Verteilung iibereinstimmen. Auf einer kompakten Rie-
mannschen Fliache X folgt allerdings aus dem Residuensatz, dass sich alle
Ordnungen zu Null addieren. Mithilfe der Hodge- Theorie werden wir sehen,
dass wéhrend der Raum . (X) der meromorphen Funktionen auf X unend-
lichdimensional ist, der Raum &'p(X) der durch eine vorgegebene Null- und
Polstellenverteilung D nach unten beschriankten meromorphen Funktionen
stets endlichdimensional ist.

Das zentrale Ergebnis dieser Arbeit, das Theorem von Riemann-Roch, stellt
eine {iberraschende Verbindung dieser Zahlen zu dem Geschlecht g der Fla-
che her. Wir finden also ein Indextheorem, welches analytische Gréflen mit
einer topologischen Invariante verkniipft.

Um das Problem in einem geeigneten Kontext zu behandeln, zeigen wir eine
elementare Beziehung zwischen den Divisoren genannten Null- und Polstel-
lenverteilungen und holomorphen Linienbiindeln L iiber der Fliache X auf.
Im ersten Kapitel wiederholen wir daher kurz die wichtigsten Ergebnisse
iiber Vektorbiindel.

Die Dimensionen der Funktionenrdume &'p(X), welche nach Transformati-
on des Problems in den Kontext von Biindeln holomorphen Schnitten ei-
nes Linienbiindels entsprechen, analysieren wir anschliefend mithilfe der
Dolbeault-Kohomologie, welche die Anzahl von blindelwertigen Differenzi-
alformen misst. Das zweite Kapitel beschéaftigt sich daher mit Differential-
formen und Dolbeault-Kohomologie.

In Kapitel 3 beweisen wir schliefflich das Riemann-Rochsche Theorem und
liefern einige erste Anwendungen. Unter anderem sehen wir unter Verwen-
dung von Uberlagerungstheorie, dass das Theorem eine Existenzaussage von
holomorphen Uberlagerungsabbildungen X — C liefert. Damit kénnen wir
beispielsweise alle kompakten Riemannschen Fliachen mit Geschlecht g = 0
klassifizieren.

Im vierten Kapitel entwickeln wir mithilfe der Hodge-Theorie die in den
ersten Kapiteln benutzten Endlichkeitsaussagen. Dazu benutzen wir eine
Hodge-Zerlegung, welche wir in dieser Arbeit allerdings nicht beweisen. Au-
Berdem stellen wir einen Zusammenhang zwischen den Kohomologiegruppen
und harmonischen Differentialformen her, der unter anderem iiber das Prin-
zip der Serre-Dualitit eine Erklarung der Dolbeault-Kohomologie in Termen
von holomorphen Funktionen und Differentialformen mit eingeschrianktem
Null- und Polstellen liefert.

Neben rudimentaren Kenntnissen in der Theorie der Riemannschen Flachen
werde ich auch die grundlegenden Eigenschaften von Vektorbiindeln und
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deren Schnitten voraussetzen. Eine Einfithrung zum Thema Riemannsche
Fléchen findet sich in [For77] und [Lam05]. Fiir die grundlegende Theorie
von Vektorbiindeln siehe zum Beispiel [Zin10].

1 Komplexe Vektorbiindel

1.1 Vektorbiindel

Die Theorie von Vektorbiindeln iiber differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
erlaubt eine angemessene Beschreibung von nur lokal trivialen Objekten wie
Tangentialrdumen in einem globalen Kontext. Die Schnitte eines Vektorbiin-
dels verallgemeinern den Funktionsbegriff auf Mannigfaltigkeiten.

Definition 1.1 (Vektorbiindel). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und
K = R,C. Das Tripel (E,m, M) oder kurz E — M bzw. E heifst glattes
K-Vektorbiindel vom Rang n iber M, falls:

1. FE ist eine glatte Mannigfaltigkeit und 7 : E — M eine Submersion
2. Fir allep € M ist E, .= n~*({p}) ein n-dimensionaler K- Vektorraum

3. Fiir alle p € M ezistiert eine offene Umgebung U C M wvon p und
ein Diffeomorphismus ¢ : EJU := 7~ Y(U) — U x K", sodass fiir alle
q €U die Abbildung ¢ | E;: E; — {q} x K" ein K-linearer Isomor-
phismus ist und das folgende Diagramm kommutiert:

U—>U><K”

A

wobei pry die Projektion auf die erste Komponente ist.

E wird auch Totalraum, E, Faser und (U, ) Bindelkarte oder loka-
le Trivialisierung genannt. Ist (U;);e; eine offene Uberdeckung von M mit
lokalen Trivialisierungen (y;), dann heifit (U;, ¢;)ier Biindelatlas. Im Fol-
genden betrachten wir ausschliefSlich glatte Vektorbiindel.

Definition 1.2. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.

1. FEin Vektorbindel E — M heif$t trivial, falls es eine Biindelkarte (U, )
mit U = M, dh. eine globale Trivialisierung gibt.

2. Ein Vektorbindel E — M heif$t Linienbindel, falls sein Rang gleich 1
ist.
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Definition 1.3. Seien E, F — M zwei K- Vektorbindel tiber einer glatten
Mannigfaltigkeit M mit zugehorigen Projektionen wg, mr. Eine glatte Abbil-
dung ¢: E — F heifit Biindelhomomorphismus, falls ¢ o mp = mg und ¢
faserweise ein Vektorraumhomomorphismus ist, das heifit ¢ | E,: E, — F),
ist K-linear. Ist ¢ zusdtzlich faserweise ein Vektorraumisomorphismus, so
heiffit ¢ Biindelisomorphismus und wir schreiben E = F.

Ist E — M ein Vektorbiindel mit Biindelatlas (Uj, ¢;)icr, dann wirken
Kartenwechsel auf den Fasern linear und damit aufgrund des kommutativen
Diagramms

1

n ;
UiNU; x K* 2 EU; NU; —25 U; N U;j x K»

linear auf die zweite Komponente: ; o <pj_1(p, v) = (p, gij(p)v) mit
gij(p) € GL(n,K) bzgl. der Standardbasis. Die glatten Funktionen
gij : Ui NU; — GL(n,K) heiBen Ubergangsfunktionen, die Menge (g;;) heiBt
Cozyklus des Atlas (Uj, ;). Aus den Eigenschaften der Karten folgt sofort:

9595k = g auf Uy N U; N Uy, (Cozykelrelation) (1)

Insbesondere ist g;; = idg» und gigl = gji- Umgekehrt kann man zu je-
dem Cozyklus ein entsprechendes Vektorbiindel konstruieren, dies sagt der
folgende Satz.

Satz 1.4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, (U;)icr eine offene Uberde-
ckung und g;; : U NU; — GL(n,K) glatt mit g;;g;1 = gi. auf U; N U; N Uy.
Dann gibt es ein Vektorbiindel E — M vom Rang n und einen Biindelatlas
(Ui, pi)ier, dessen Ubergangsfunktionen gerade die gegebenen g;; sind.

Beweis. [Zinl0, S.7] O

Lemma 1.5. Seien E, F — M zwei Vektorbiindel iber einer glatten Man-
nigfaltigkeit M und nach evtl. Verfeinerung lokal trivialisierender Umgebun-
gen zu einer offenen Uberdeckung (U;)

955,94 : Usn U; = GL(n, K)

die entsprechenden Ubergangsfunktionen. Dann gilt E = F genau dann,
wenn es glatte Funktionen h; : U; — GL(n,K) gibt, sodass

E Fp—
9ij = higijh;”’
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Beweis. Der Beweis ist eine einfache Ubung. O

Beispiel 1.6. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension m.

1. M x K" ist offenbar ein triviales Vektorbiindel iber M und wird das
triviale Bindel vom Rang n genannt.

2. Ist g;; = idy ein Cozyklus, so definiert der zugeordnete Biindelatlas we-

gen cpj_l op; = idpmxkn eine globale Biindelkarte und damit ein triviales
Biindel.

3. Das Tangentialbiindel T'M, dessen Fasern die Tangentialriume T, M
sind, ist ein Vektorbiindel vom Rang m. Sind 2%, ...,z lokale Koor-
dinaten von M, so sind

0
oz}

0

’...’71.
» oxt,

p

Basen von T,M. Der Cozyklus ist aufgrund der Kettenregel gegeben
durch die Matriz
; m
8m]ﬂ
9ij(p) = :
P/ «,f=1

ozt
Definition 1.7. Die Operationen ®,®,A,-* von Vektorrdumen tibertragen
sich in natirlicher Weise auf Vektorbiindel. Seien E, F — M n- bzw. m-
rangige K- Vektorbiindel iber einer glatten Mannigfaltigkeit M mit nach evtl.
Verfeinerung gemeinsamer trivialisierender offener Uberdeckung J;c; Ui = M

und gg»,gf;- die entsprechenden Ubergangsfunktionen.

1. E®F — M ist das Vektorbindel mit den Fasern (E & F), = E, & F,
und den Ubergangsfunktionen

gk 0
(6] F) :UiﬁUj—>GL(n+m,K).
ij

2. EQF — M ist gegeben durch die Fasern (E® F), = E, ® F},, und die
Ubergangsfunktionen

gg ®g£- :U;NU; — GL(nm, K).
3. AKE — M mit den Fasern (A*E), = A*E,, ist charakterisiert durch
Agli:UNnU; = GL((}),K).
4. E* — M mit (E*), = (E,)* besitzt die Ubergangsfunktionen

(95)_T . U; N U; = GL(n, K).
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Dieser Zugang wurde aus [GHT8, S.67] adaptiert.
Lemma 1.8. Ist L — M ein K-Linienbiindel, dann gilt L @ L* = M x K.

Beweis. Sei (Us, i), ein Biindelatlas von L mit zugehorigen Ubergangs-
funktionen g;;: U;NU; — K*. Dann besitzt L® L* die Ubergangsfunktionen
9ij @ gi}T = gij/gi; = 1 und ist somit isomorph zum trivialen Biindel. = O

Im Kontext der Riemannschen Flichen besitzen unsere Mannigfaltig-
keiten sogar eine holomorphe Struktur. Wir kénnen daher auch von holo-
morphen Cozyklen sprechen. Dies ermdglicht eine sinnvolle Definition von
holomorphen Vektorbiindeln iiber Riemannschen Flachen. Im Folgenden be-
trachten wir komplexe Vektorbiindel. Die nachfolgende Definition stammt
aus [For77, S.196].

Definition 1.9. Sei X eine Riemannsche Fldche und E — X ein komple-
zes Vektorbindel vom Rang n mit Bindelatlas o = (U;, ;)icr- Sei (gi5) der
zugeordnete Cozyklus. o7 heifst holomorpher Biindelatlas, falls alle

gij : X = GL(n,C) holomorph sind, das heifit holomorph in jeder Kompo-
nenten.

Zwei Biindelatlanten </ und /" von E heiflen holomorph dquivalent, falls
o U ' ein holomorpher Biindelatlas ist. Eine holomorphe Struktur auf E
ist eine Aquivalenzklasse beziiglich dieser Aquivalenzrelation. Ein komplexes
Vektorbiindel zusammen mit einer holomorphen Struktur heifst holomorphes
Vektorbindel.

Sei X eine Riemannsche Fléache. Aufgefasst als reelle glatte Mannig-
faltigkeit der Dimension 2 besitzt X zu jedem p € X den reellen Tan-
gentialraum T, g X. Wir definieren den komplezifizierten Tangentialraum als
TpycX =TyrX ®r C, das heifit mit lokalen Koordinaten x,y um p ist

9
ox

9
dy

9 ®i
ox

p

® 1,
P

® 1,
P

® t,
P

dy

eine R-Basis von T}, cX. Unter den kanonischen Identifikationen bildet
{8x]p,8y‘p} eine C-Basis von T),cX und wir erhalten das komplexifizier-

te Tangentialbiindel Tc X von X. Ein Basiswechsel auf den Fasern zu den
Wirtinger-Ableitungen

0 (D 0) 0 1[0 0

dz 2\0x Oy) 0z 2\0r Oy

fithrt auf eine Zerlegung der Fasern T),c X = Tpl’OX <) TIE)JX wobei

Ty X := spanc {8Z|p} und T X := spanc {82|p}, welche aufgrund der
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holomorphen Kartenwechsel erhalten bleibt:

0 0P 0 0P 0 0 0

0z% 020028 0220z° 022 028

0 0P 0 0P 0 00

0z 0z2028  9z00zF 9z 9zF°
Somit induziert diese eine Zerlegung

TeX =TYX o701 X (2)

des komplexifizierten Tangentialbiindels. Insbesondere ist T71°X ein holo-
morphes Linienbiindel iiber X, da die Ubergangsfunktionen holomorph sind.

Bemerkung 1.10. Viele Uberlegungen aus der Kategorie glatter Vektor-
bindel tbertragen sich direkt auf holomorphe Vektorbiindel. So kénnen wir
von holomorphen Trivialisierungen oder Biindelhomomorphismen sprechen
und Satz 1.41 und Lemma 1.5 gelten ebenso in der holomorphen Kategorie.?
Falls E,F — X holomorphe Vektorbiindel sind, dann sind auch E & F,
E ® F, A*E und E* holomorphe Vektorbindel iber X, wie sich leicht an
den Ubergangsfunktionen sehen ldsst.

1.2 Schnitte von Vektorbiindeln

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und f: M — K" eine glatte Funkti-
on. Dann kénnen wir f auch als Abbildung M — M x K" in das triviale
Bindel auffassen, mit der Eigenschaft, dass w o f = idjs gilt. Ersetzen wir
M x K" durch ein beliebiges Vektorbiindel E, haben solche glatte Abbildun-
gen M — FE aufgrund der lokalen Trivialitdt von Vektorbiindeln nur lokal
das Verhalten einer Funktion. Diese Abbildungen werden Schnitte genannt.

Definition 1.11. Sei E — M ein Vektorbindel diber einer glatten Man-
nigfaltigkeit M und U C M offen. Eine glatte Abbildung f: U — E heifit
Schnitt von E dber U, falls mo f = idy. Die Menge aller Schnitte von E
tber U bezeichnen wir mit I'(U, E).

Definition 1.12. Sei E — M ein Vektorbiindel vom Rang n ber einer
glatten Mannigfaltigkeit M. Ein Rahmen von E dber einer offenen Menge
U C M ist ein Tupel

(S$1,...,8n) € (U, E)"

sodass fir alle p € U die Menge {s1(p),...,sn(p)} eine Basis von E, ist.

'Einen Beweis fiir holomorphe Cozykel findet sich in [For77, S.197].
2Dazu muss nur an den richtigen Stellen ,,glatt“ durch ,holomorph® ersetzt werden,
dies soll hier aber nicht weiter ausgefithrt werden.
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Ein Rahmen ist also eine Art Basis des Biindels E. Lokal existiert immer
ein Rahmen, denn ist ¢: E[|U — U x K" eine lokale Trivialisierung von
E und ey,...,e, eine Basis von K", dann ist ¢~ 1(-,e1),...,0 (-, e,) ein
Rahmen von FE iiber U.

Ist E — M ein Vektorbiindel vom Rang n, f € I'(U, E) ein Schnitt und
(Ui, ) eine lokale Trivialisierung von E, dann gilt

¢o f(p)=(p, filp)) aufUNU;

fiir eine glatte Funktion f; : U N U; — K". f; heifit lokale Darstellung von
f. Die lokalen Darstellungen eines Schnittes f iiber U geniigen

fi=gijf; afUNU;NU; . (3)

Ist umgekehrt eine offene Menge U C M {iberdeckt von Biindelkarten
(Ui, ;) von M, dann definiert eine Menge von glatten Funktionen f;: U; — K",
welche die Eigenschaft (3) besitzt, einen Schnitt f € I'(U, E).

Falls keine Verwechselungsgefahr besteht, benutzen wir fiir einen Schnitt f
und seine lokalen Darstellungen das gleiche Symbol.

Definition 1.13. Sei E — X ein holomorphes Vektorbiindel iiber einer
Riemannschen Fliche X und U C X offen. Ein Schnitt f € T'(U, E) heifit
holomorph, falls alle seine lokalen Darstellungen holomorph sind. Die Menge
aller holomorphen Schnitte von E iiber U bezeichnen wir mit (U, E).

Ist x € X, U C X eine offene Umgebung von x und f € 0(U \ {z}, E),
dann hat nach evtl. Verkleinerung von U der Schnitt f in einer lokalen
Trivialisierung ¢; von E die Darstellung f; = (fi,...,fi) € O(U \ {z})™.
Falls keines der f{ eine wesentliche Singularitit in z hat, kénnen wir eine
Ordnung von f in x definieren als

ord(f,z) := nin ord(fy, )

Ist ¢; eine weitere lokale Trivialisierung um x und f; die entsprechende
lokale Darstellung von f, dann gilt f; = g;;f; mit der biholomorphen Uber-
gangsfunktion g;;. Sei f¥ die Komponente mit minimaler Ordnung m € Z
in z. Dann ist

fe=(gi)ifi + -+ (9i5)en S
wobei alle (g;;)r; biholomorphe Funktionen sind. Also besitzt eine Kompo-
nente von f; in z ebenfalls die Ordnung m und keine Komponente besitzt
eine kleinere Ordnung. Damit ist ord( f, ) unabhéngig von der Biindelkarte.
Falls ord(f,z) = —m < 0, so heifit = Polstelle der Ordnung m von f.

Definition 1.14. Ein meromorpher Schnitt von E 1iber einer offenen Menge
U C X ist ein holomorpher Schnitt f € (U, E) mit U C U offen, sodass
U\ U diskret in U ist und alle x € U \ U Polstellen von f sind. Die Menge
der meromorphen Schnitte von E iber U schreiben wir als 4 (U, E).
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Sind s, f € I'(U, L) Schnitte eines K-Linienbiindels mit trivialisierenden
Umgebungen (U;) und zugehorigen Ubergangsfunktionen gij Uber einer glat-
ten Mannigfaltigkeit M, dann kénnen wir eine glatte Funktion
f/s: U C U — K definieren, wo lokale Darstellungen von s nicht verschwin-
den. Dazu setzen wir

i = ﬁ auf U NU;,
S S;
wobei f;, s; die lokalen Darstellungen von f und s auf U; sind. Dann gilt
EZM:& aufffﬁU,;ﬁUj,
si 9ijSj  Sj
somit ist f/s wohldefiniert. Allgemeiner kénnen wir Schnitten s € I'(U, L)
und s’ € I'(U, L) von K-Linienbiindeln einen Schnitt s'/s € T'(U, L’ ® L*)
zuordnen, wo s nicht verschwindet, indem wir fir f € F(U ,L)

/ /
S—:fr—fs—'f::s/-iEI’(U,L/)

S S S
setzen. Fiir L = L' ist (U, L' ® L*) = T(U, M x K) = C°°(U,K) und wir

erhalten wieder den obigen Spezialfall.

Analog definiert man den Quotienten zweier meromorpher Schnitte s € .# (U, L)
und s’ € .# (U, L') von holomorphen Linienbiindeln L und L’. Da in diesem
Fall U \ U diskret ist, erhélt man einen meromorphen Schnitt auf ganz U.

1.3 Divisoren und holomorphe Linienbiindel

Eine interessante Problemstellung auf Riemannschen Fléchen ist die Anzahl
von meromorphen Funktionen mit vorgegebenem Null- und Polstellenver-
halten. Ordnen wir zu einer gegebenen Funktion f € .#(X) jedem Punkt z
der Riemannschen Fliache X seine Ordnung ord(f, z) zu, extrahieren wir die
Information iiber das Null- und Polstellenverhalten von f in einem Divisor.
Es stellt sich heraus, dass es auf Riemannschen Flédchen eine fundamentale
Beziehung zwischen Divisoren und holomorphen Linienbiindeln gibt. Dieser
Abschnitt orientiert sich an [Huy05, S.77 ff.] und [For77, S.199 ff.].

Definition 1.15 (Divisor). Sei X eine Riemannsche Fliche. Eine Abbildung
D : X — Z heifst Divisor auf X, falls supp D diskret ist. Die Menge aller
Divisoren auf X bezeichnen wir mit Div(X).

Div(X) bildet mit der herkémmlichen Addition eine abelsche Gruppe,
welche man via D < D' & Vae X D(z) < D'(z) partiell ordnen kann.

Ist U C X offen und f € .#(U) eine meromorphe Funktion, dann ist die
Funktion
(f):U—=7Z 2z~ ord(f,z)
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fir U = X ein Divisor und wird der Divisor von f genannt. Allgemeiner
ist fiir einen meromorphen Schnitt s € .# (U, E) eines holomorphen Vektor-
biindels E die Abbildung (s) analog definiert.

Lemma 1.16. Fir eine Funktion f € .#(U) und Schnitte s, s’ € .# (U, E)
etnes holomorphen Vektorbiindels E gelten die Rechenregeln

(fs) = (f) + (s) (4)
(s'/s) = (s") = (s). (5)
Insbesondere ist (1/f) = (1) — (f) = =(f).

Beweis. Da fir Schnitte s € .# (U, E) die Ordnung tiber die lokalen Darstel-

lungen von s definiert ist, folgt die Aussage sofort aus der entsprechenden
Aussage fiir meromorphe Funktionen. O

Definition 1.17. Zwei Divisoren D,D" € Div(X) heiflen dquivalent und
wir schreiben D ~ D', falls D — D' = (f) fir ein f € .#(X)\ {0} gilt. Ein
Divisor heifst Hauptdivisor, falls er dquivalent zum Nulldivisor D = 0 ist.

Ist D € Div(X) und s € .# (U, E) ein meromorpher Schnitt mit
(s) > D|U, so nennt man s ein Vielfaches von D dber U. Wenn wir den
Vektorraum der meromorphen Vielfachen von —D iiber U mit Op(U, E)
bezeichnen, gilt

D <D = 6p(U,E)C 6p(U,E).

Sind D, D' dquivalente Divisoren, dh. D' — D = (f) fiir ein f € .#(X), dann
sind Op(U, E) und Op/ (U, E) iiber die Multiplikation mit f isomorph.
Zukiinftig schreiben wir auch &p(U) fir Op(U, X x C).

Definition 1.18. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und D € Div(X)
ein Divisor. Wir definieren den Grad von D durch

degD = Z D(x)
zeX

Da X kompakt ist, sind nur endlich viele Summanden ungleich Null.

Lemma 1.19. deg: Div(X) — Z ist ein Gruppenhomomorphismus, der
Hauptdivisoren auf die Null abbildet. Insbesondere haben dquivalente Divi-
soren denselben Grad.

Beweis. Sind D, D’ € Div(X ) zwei Divisoren, dann gilt
deg(D+D') =Y D(z)+D'(x)= > D(z)+ > D'(z) =degD+degD'".
zeX reX reX

Ist D ein Hauptdivisor, das heiit D = (f) mit f € .#(X) \ {0}, dann gilt
aufgrund des Residuensatzes [For77, S. 74]:

deg D = Z D(z) = Z ord(f,x) =

zeX zeX

10
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Genau wie Div(X) mit der Addition eine abelsche Gruppe wird, kann
man auch auf holomorphen Linienbiindeln eine Gruppenstruktur definie-
ren. Dazu verwenden wir als Verkniipfung das Tensorprodukt auf Biindeln
und als neutrales Element das triviale Biindel X x C. Nach Lemma 1.8 ist
L® L* = X xC, also wird L* zum inversen Biindel von L. Da wir auflerdem
einen kanonischen holomorphen Biindelisomorphismus L ® L' = L' ® L ha-
ben, bilden die holomorphen Linienbiindel iiber einer Riemannschen Fléiche
modulo holomorpher Isomorphie eine abelsche Gruppe.

Definition 1.20 (Picard-Gruppe). Wir nennen die abelsche Gruppe
Pic(X) := ({L — X | L holomorphes Linienbindel}/~,®, X x C)
die Picard-Gruppe von X. Hier steht = fiir holomorph isomorph.

Wir stellen jetzt einen Zusammenhang zwischen der abelschen Gruppe
der Divisoren und der Picard-Gruppe der holomorphen Linienbiindel auf X
her.

Lemma 1.21. Wir haben einen Homomorphismus abelscher Gruppen
Div(X) — Pic(X)

mit dem wir einem Divisor D eine Klasse von holomorphen Linienbiindeln
[L] zuordnen kénnen, sodass jeder Resprasentant L von [L| einen nichttri-
vialen Schnitt s € M (X, L) besitzt mit D = (s). Auferdem gilt fiir alle
offenen U C X, dass die Vektorraume Op(U) und O(U, L) unabhdingig vom
Reprdsentanten L isomorph sind.

Beweis. 1. Sei D € Div(X). Da X als Mannigfaltigkeit zweitabzahlbar
ist, gibt es einen holomorphen Atlas (Uj, z;) von X, sodass wir auf
jedem Uj; eine meromorphe Funktion s; finden mit (s;) = D [U;. Dann
sind s,

gij = 2. UiﬂUj — C*
5j

holomorph nach evtl. holomorpher Fortsetzung® und erfiillen die Co-
zykelrelation. Damit definieren die g;; eine Aquivalenzklasse holomor-
pher Linienbiindel [L]. Da die Funktionen s; die Beziehung s; = g;;s;
erfiillen, sind sie die lokalen Darstellungen eines nichttrivialen, mero-
morphen Schnittes s von L mit (s) = D.
Falls (§;) eine weitere Familie meromorpher Funktionen wie oben mit
(3;) = D |Ujist und g;5 := 5—; U;iNU; — C*, dann sind die Funktionen
hi := s;/3;: Uy — C* holomorph. Damit gilt

si  hs;

Gij = — = 7=
sj hyS;

= higijh;

3Dies garantiert der Riemannsche Hebbarkeitssatz.
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und damit sind die zugeordneten Biindel nach Lemma 1.7 und Bemer-
kung 1.10 holomorph isomorph.

2. Falls D = 0, so ist jede konstante Funktion s # 0 eine Abbildung mit
(s) = D und wir erhalten iiber die Ubergangsfunktionen g;; = 1 ein
Linienbtindel L = X x C.

3. Sind D, D’ € Div(X), und (s;), (s}) entsprechende meromorphe Funk-
tionen wie oben, dann ist s; - 8, eine zugehorige meromorphe Funktion
zu D + D'. Sind g;; und gj; die Ubergangsfunktionen von D und D’
zugeordneten Biindeln L und L/, wird somit D + D’ ein Biindel L mit
Ubergangsfunktionen

Si - S

Jij = = 9ij - 9i; = 9ij @ Jij

zugeordnet, welches somit holomorph isomorph zu L ® L* ist.

4. Sei nun D € Div(X) mit einem zugeordneten Biindel L und (s;) mero-
morphe Funktionen wie oben. Ist f € ¢(X, L) ein Schnitt mit lokalen
Darstellungen (f;), so erhalten wir iiber f;/s; eine global definierte
Funktion mit (f;/s;) = (fi) — (si) > (si) = —D | U;, da unter Karten-
wechseln wegen

ﬁ: 9ij [ :ﬁ&:& auf U; N U;
S; S; S5 84 Sj
die Funktion invariant bleibt.
O

Wir werden aus diesem Homomorphismus einen Isomorphismus konstru-
ieren. Um die Surjektivitdt zu zeigen, bendtigen noch einen wesentlichen
Existenzsatz.

Satz 1.22. Sei L — X ein holomorphes Linienbiindel und xo € X. Dann
existiert ein Schnitt s € A (X, L)\ {0}, welcher hochstens in xq einen Pol
hat und sonst holomorph ist.

Beweis. Wir beweisen den Satz unabhéngig von den hier entwickelten Aus-
sagen mit Hodge-Theorie im letzten Kapitel, siche Satz 4.20. 0

Lemma 1.23. Der Homomorphismus Div(X) — Pic(X) ist surjektiv.

Beweis. Dazu geben wir eine Rechtsinverse an. Sei [L] € Pic(X) und L ein
Reprisentant mit Ubergangsfunktionen g;; beziiglich einer trivialisierenden
offenen Uberdeckung (U;) von L. Nach Satz 1.22 gibt es einen nichttrivialen
meromorphen Schnitt s von L. Wir definieren einen Divisor D € Div(X)
durch

D = (s).

12
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Wir zeigen nun, dass ein D wie oben zugeordnetes holomorphes Linienbiin-
del L’ holomorph isomorph zu L ist. Die lokalen Darstellungen s; erfiillen
si = gijs; auf U; NU; und es gilt (s;) = D [ U;. Damit erhalten wir ein D
zugeordnetes Biindel L’ {iber den Cozyklus

ro B 9ig%

und somit gilt L = L. O

Lemma 1.24. Zu dem oben konstruierten Homomorphismus besteht
ker(Div(X) — Pic(X))

genau aus den Hauptdivisoren.

Beweis. 1. Sei D € Div(X) ein Hauptdivisor, das heiit D = (f) mit
einem f € .#(X)\{0}. Dann ist der zugeordnete Cozyklus g;; gegeben
durch g;; = f/f = 1 und ein zugeordnetes Biindel holomorph isomorph
zum trivialen Biindel.

2. Sei D € Div(X) ein Divisor, dem ein triviales Biindel zugeordnet wird,
das heift zu einer offenen Uberdeckung (U;) gibt es meromorphe Funk-
tionen f; : U; — C mit (f;) = D | U; und holomorphe Funktionen
h; : U; — C* sodass

f i -1 hi X

]Tj:hi'l‘hj :hfj. UiﬂUj%C*

holomorph sind. Also definiert die Abbildung g := f;/h; eine globale

meromorphe Funktion auf X, da

fi 1

hi:hij aufUZ-ﬁUj.

Weil h; holomorph ist und keine Nullstellen hat, gilt
(9) Ui = (fi) = (ki) = (fi) = DIU;

fir jedes U;, somit ist D = (g) ein Hauptdivisor.
[

Daraus folgt das zentrale Theorem iiber die Korrespondenz von Divisoren
und holomorphen Linienbiindeln tiber Riemannschen Flachen.

Theorem 1.25. Die Abbildung Div(X) — Pic(X) induziert einen Isomor-
phismus
Div(X)/~ — Pic(X)

13
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Wir fassen hier kurz die zuvor gezeigten wichtigsten Eigenschaften des
Isomorphismus zusammen. Im Folgenden seien D, D’ Reprisentanten von
[D],[D'] € Div(X)/~, denen die Aquivalenzklassen der Linienbiindel L, L’
respektive zugeordnet werden und umgekehrt. Dann gelten die Korrespon-
denzen

[D+ D'+ [Le L
D] ¢ [
0] +— [X x C]
[D] +— [L] <= ex. s € A (X,L) mit (s) =D

und Op(U) = O(U, L) fir jedes offene U C X.

Korollar 1.26. Ist L ein holomorphes Linienbiindel iiber einer kompakten
Riemannschen Fliche X, dann kénnen wir den Grad von L definieren als

deg L :=deg D
fiir einen L zugeordneten Divisor D.

Der Grad von L ist also nach Wahl eines meromorphen Schnittes s # 0
gegeben durch deg L = (s).

2 Differentialformen und Kohomologie

In diesem Kapitel diskutieren wir die komplexen Analoga zu den reellen
Differentialformen auf glatten Mannigfaltigkeiten, sowie das Zusammenspiel
der Differentialoperatoren d, d und 9. Danach entwickeln wir entsprechende
Kohomologietheorien und wenden diese auf Differentialformen mit Werten
in holomorphen Linienbiindeln an. Der erste Teil des Kapitels orientiert sich
an [Huy05, S.25 ff.] und [GHT7S, S.23 ff.].

2.1 Differentialformen und die Dolbeault-Operatoren

Uber einer glatten Mannigfaltigkeit sind die Differentialformen vom Grad
k definiert als Schnitte der k-ten dufleren Potenz des Kotangentialbiindels.
Im Kontext Riemannscher Fldchen kénnen wir diesem Raum eine feinere
Struktur geben. Dazu bemerken wir, dass die Zerlegung (2) des komplexi-
fizierten Tangentialbiindels eine entsprechende Zerlegung des dazu dualen
komplezifizierten Kotangentialbiindels induziert:

TEX =T"X @ 7791 X

Dabei ist T*19X ein holomorphes und 7*%! X ein antiholomorphes Linien-
biindel. Wir definieren

APIT*X .= APTOX @c ATV X fiir p,q =0, 1,2.

14
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Lemma 2.1. Wir haben eine natiirliche Zerlegung der dufleren Potenzen
des komplezifizierten Kotangentialbiindels
NTEX = P APIT*X. (6)
ptq=k
Beweis. Fiir lokale Koordinaten z ist dz ist ein lokaler Rahmen von 7*1:0X

und dZ ein lokaler Rahmen von T*%! X . Dann sind

dzy=dzA...ANdz
—_————

p-mal
dzy=dzA...ANdZ
N —

g-mal

lokale Rahmen von APT*1:0X und A7T*%' X und dz; ® dZ; ein Rahmen von
AP4T*X . Uber die natiirliche Einbettung

dzy ®dzy+— dzy Adzy

von APAT*X in APTITEX erhalten wir demnach (11)) ((11) Elemente, die nach
Konstruktion linear unabhéngig sind. Dies liefert insgesamt?

=000 -56)65) -0

linear unabhéngige Elemente und somit einen lokalen Rahmen von AkT(éX .
Diese Uberlegungen sind rein algebraisch und kénnen ohne Weiteres auf den
beliebig-dimensionalen Fall iibertragen werden. O

Definition 2.2. Sei X eine Riemannsche Fliche und U C X offen. Dann
nennen wir
1. QE(U) == T(U,A*T:X) die Menge der Differentialformen vom Grad
k dber U.
2. QPUU) :=T(U,AP1T*X) die Menge aller Differentialformen vom Typ
(p,q) tber U.

In lokalen Koordinaten z hat ein Element von QP4(U) also die Form
fdzr A dzy mit einer komplexwertigen glatten Funktion f und dz;y = 1,dz
bzw. dzy = 1,dz.

Bemerkung 2.3. Die lokal definierte komplexe Konjugation
S OPUU) — QPP(U)
fdzr Adzy = fdi} ANdzy

ist ein C-antilinearer Isomorphismus. Aus den Rechenregeln des Wirtinger-

Kalkiils folgt sofort die Wohldefiniertheit.

4Hier benutzen wir die Vandermonde-Identitit.
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Die Zerlegung der Biindel (6) impliziert eine Zerlegung von C-Vektorraumen
QU= P ), (7)
ptq=k

da der Typ einer Differentialform invariant unter Kartenwechseln ist.

Seien 7P4: Q2 (U) — QP4(U) die Projektionen auf die Komponenten. Die
reelle duBlere Ableitung d: Q®*(U) — Q*T1(U) definiert durch C-lineare Fort-
setzung eine komplexe dufsere Ableitung

d: Q2(U) — QatH(U).

Ist w € QP9(U), also in lokalen Koordinaten z gegeben durch w = fdzy A
dzjy, wobei f eine komplexwertige glatte Funktion und dz; = 1,dz bzw.
dzy = 1,dz, dann gilt

0 0
d(fdzr Adzy) = a—‘ﬁdz/\dzq ANdzy + FédiAdZ} ANdzj

und daher dw € QPFLI(U) @ QPaHL(T).

Definition 2.4. Wir definieren die Dolbeault-Operatoren
Opq: QPAUU) — QPYLUU) und Oy q: QPI(U) — QPITYHU) durch

welche wir C-linear zu Operatoren 0, 9 auf Qc(U) = @pen QE(U) fortset-
zen. Damit gilt d = 9 + 0.

In lokalen Koordinaten z wirken diese Operatoren auf w = fdz; Adz;
wie zuvor daher via

8(fd2’[ A dEJ) = gidz ANdzr Adzy;

O(fdzy ANdzy) = g;dz Adzr Adzy.

Die Rechenregeln der duflieren Ableitung vererben sich auf die Dolbeault-
Operatoren.

Satz 2.5. Sind w € QP9(U) und n € QP (U), dann gilt

O(wAn) = 0w An+ (=1)P % A dn;
ANwAn) =0wAn+ (—1)PTw A dn;
*=0*=0, 90=—-00.
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Beweis. Wir benutzen d = d + 9 und zihlen den Typ der auftretenden
Summanden.

dlwAn) = dwAn) + d(wAn)
——— ———
p+p'+1lq+q  ptp'qt+q'+1
dlwAn) =dwAn+ (=1)Pw Adny
= (0w + 0w) A+ (—1)P % A (On + On)
= dwAn + dwAn +(=1)PT9w A+ (1P 9w A Iy
——

——
p+p'+1l,g+q  pt+p’',g+qg’ +1 p+p' +1,q+q’ p+p’,g+q' +1

Aufgrund der Zerlegung (7) folgt die Behauptung. Fiir den zweiten Teil
benutzen wir

0=d?>=(0409)?=0?+ 00+ 90 + 0°
und argumentieren genauso. ]

Definition 2.6. Ist X eine Riemannsche Fldiche und U C X offen, dann
ist APOT*X ein holomorphes Vektorbiindel. Wir nennen

OP(U) := O(U, AP°T*X)
die holomorphen (p,0)-Formen auf U.

Aus den Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen folgt sofort, dass eine
glatte Funktion f: U C X — C genau dann holomorph ist, falls 0f = 0. Mit
obiger Definition ist w € QP°(U) genau dann holomorph, falls dw = 0. Holo-
morphe (p, 0)-Formen w lassen sich in lokalen Koordinaten z daher schreiben
als

w=fdzA...Ndz

p-mal

mit einer holomorphen Funktion f.

2.2 de-Rham- und Dolbeault-Kohomologie

Aus der Theorie der glatten Mannigfaltigkeiten kennen wir bereits die de-
Rham-Kohomologie. Analog dazu kénnen wir auf einer Riemannschen Flache
X den komplexifizierten de-Rham-Komplex betrachten, indem wir QF(X)
durch Q(X) und d durch seine C-lineare Fortsetzung ersetzen:

0——00(X) 45 LX) 45 02(x) —250.

Wegen dod = 0 ist ran (d : Q% ' — Q) C ker(d : Q% — Q&"!). Wir konnen
daher ein komplexes Gegenstiick zur de-Rham Kohomologie definieren.
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Definition 2.7. Sei X eine Riemannsche Fldche. Fir k = 0,1,2 definieren
wir die komplexifizierten de-Rham Kohomologiegruppen tiber

ker(d : Q&(X) — Q&ML (X))

ran (d : Q57 H(X) — Qk(X))’

Hig(X;C) =

Allerdings liefert die Betrachtung der komplexifizierten de-Rham-Kohomologie
keine neuen Informationen gegeniiber der reellen. Aufgrund der Konstrukti-
on ist H¥; (X;C) nimlich mit H%; (X) verkniipft.

Satz 2.8. Sei X eine Riemannsche Fliche. Dann gilt fiir k =0,1,2:
Hip (X;C) = Hig(X) ®r C.
Beweis. Fiir den kurzen, rein algebraischen Beweis siehe [Mad, S. 3]. O

Ein anderer Ansatz ist, statt der &ufleren Ableitung d den in der Zerle-
gung d = 0+ 0 auftauchenden Dolbeault-Operatoren eine Kohomologietheo-
rie zuzuordnen. Die Wirkung der Operatoren 0, d auf Differentialformen aus
OP4(X) auf einer Riemannschen Flédche X kénnen wir in folgendem, bis auf
Vorzeichen kommutativen Diagramm festhalten

0 0
|
oo x) 25 ati(x) —250

U

000(x) —25 001 (x) -2 0

—~

Da 0% = 9% = 0 gilt, eignen sich auch diese Operatoren fiir eine Koho-
mologietheorie. Wegen dw = 0w haben wir ein kommutatives Diagramm

0—— Q%*(X) 25 ale(x) 250

0——00(x) 2500l (x) 250

wobei die komplexen Konjugationen - jeweils Isomorphismen sind. Eine sol-
che Abbildung heifit Kokettenisomorphismus und induziert einen Isomor-
phismus der entsprechenden Kohomologien®. Also geniigt es, die Kohomolo-
gie des O-Operators zu betrachten. Am Ende des Kapitels werden wir sehen,
dass diese Wahl eine Kohomologietheorie auf Differentialformen mit Werten
in holomorphen Biindeln zulasst.

SDies lasst sich einfach {iberpriifen, indem man bemerkt, dass Kozykel auf Kozykel und
Korénder auf Korander abgebildet werden. Siehe auch [Hat01, S.111].
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Definition 2.9. Die Dolbeault-Kohomologiegruppen sind gegeben durch

- ker(d : QUF(X) — QOF+L(X))
H’E(X) = o (5 L QOA-1(X) — QOF(X))

Bemerkung 2.10. Allgemeiner kann man auch die Gruppen

Hg’q(X) = ker 0y, 4/ran 0, 41 betrachten, im Kontext Riemannscher Flichen
folgt allerdings aus einer allgemeineren Version der Serre-Dualitdt, dass
H(%’O(X) = Hg’l(X) und Hé’l(X) = Hg’O(X) gilt. Die bendtigte stirkere
Version kann nahezu analog wie Theorem 3.20 gezeigt werden [Huy05, S. 171].

Satz 2.11. Ist X eine kompakte Riemannsche Fldiche, dann gilt
dim H3(X) = 1.

Beweis. Per definitionem ist Hg(X) = ker(0 : C®(X) — QV(X)) = 0(X).
Da X kompakt ist, sind dies genau die konstanten Funktionen auf X
[For77, S.10]. Insbesondere gilt die Behauptung. O

Wir werden spéter sehen, dass fiir kompakte Riemannsche Flachen auch
H (%(X ) ein endlichdimensionaler Vektorraum ist.

Definition 2.12. Fiir eine kompakte Riemannsche Fliche X heifst
g = dim H(%(X)
das Geschlecht von X.

Da die reelle de-Rham-Kohomologie homotopie-invariant ist [Lee00, S.277],
stellen die Dimensionen von sowohl den reellen als auch den komplexifi-
zierten de-Rham-Kohomologiegruppen topologische Invarianten von X dar.
Diese Zahlen werden Betti-Zahlen genannt.

Die Dimensionen der Dolbeault-Kohomologiegruppen, welche man Hodge-
Zahlen nennt, hdngen hingegen wegen der zugrundeliegenden Zerlegung

im Allgemeinen von der komplexen Struktur von X ab. Uberraschenderwei-
se stimmt das oben definierte Geschlecht g einer kompakten Riemannschen
Fliche mit dem topologischen Geschlecht iiberein® und ist insbesondere eine
topologische Invariante.

Das Theorem 1.25 iiber die Korrespondenz von Divisoren und holomorphen
Linienbiindeln motiviert eine Betrachtung von biindelwertigen Differential-
formen und entsprechender Kohomologie.

SWir skizzieren einen Beweis in Kapitel 4.
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Definition 2.13 (Biindelwertige Differentialform). Sei X eine Riemann-
sche Fliche und L — X ein holomorphes Lektorbiindel. Sei U C X offen.
Dann heifst

QPIYU, L) :=T(UAT*X ® L)

die Menge aller Differentialformen vom Typ (p,q) tber U mit Werten in L.

Lemma 2.14. Sind E,F — M zwei K-Vektorbindel iiber einer glatten
Mannigfaltigkeit und U C M offen, dann haben wir einen kanonischen Iso-
morphismus

I(U, E ®x F) = T(U, E) ®c () DU, F).

Fiir K = C und holomorphe Biindel gilt analog in der holomorphen bzw.
meromorphen Kategorie

MU,ERF)=MU,E)® 40 AU, F).
Beweis. Sei nach evtl. Verfeinerung (U;); eine trivialisierende offene Uber-
deckung von F und F'. Seien gg und 95 die entsprechenden Ubergangsfunk-

tionen. Dann sind gg ® gf;- die Ubergangsfunktionen von £ ® F. Wir wihlen

lokale Rahmen (s!,)o von E und ( fé)g von F auf U; und definieren eine

C*-lineare Abbildung
¢: (Ui, E) ®c I'(U;, F) > T(U,EQ F)
auf den Rahmen durch
$(s0 ® f5)(2) = sp(x) @ f3(x).

Dies definiert eine globale Abbildung, denn falls s/ und fé lokale Rahmen
iiber U; sind, so gilt auf U; N Uj:
o((957 © gi;)(sh ® £3)) = (9535h) @ (95 £3)
= 84 ® fj-
Da ¢ in offensichtlicher Weise invertierbar ist, erhalten wir den gewiinschten
Isomorphismus.

Fiir den holomorphen- bzw. meromorphen Fall konstruiert man den Isomor-
phismus vollkommen analog. O

Wir kénnen biindelwertige Differentialformen also auch als Elemente von
WP I(U) @ce I'(U, E) auffassen.

Bemerkung 2.15. Dies liefert eine sinnvolle Verallgemeinerung der her-
kémmlichen Differentialformen:
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1. Ist E = X x C das triviale Biindel, dann gilt

OP(U, E) 2 QPIUU) @0 CF(U,C) = QP(U).

2. Fir p,q =0 haben wir

OP4(U, E) 2 C®(U,C) ®@c= DU, E) = T (U, E).

Sind L,L',L — X holomorphe Linienbiindel und ¢: L ® L' — L ein
Biindelhomomorphismus, dann kénnen wir aulerdem ein Dachprodukt

Ne: QPUX, L) ® Qr'd (X, L’) _ qptelatd (X, E)

definieren. Dazu schreiben wir w € QP4(X, L) und n € Q¢ (X, L') in einer
trivialisierenden offenen Menge U C X als w = a® s und = f ® s’ mit
lokalen Rahmen s von L und s’ von L’. Dann setzen wir auf U:

whsn=(a®s) Ay (B®@5):=(aNpB)@¢(s®@5).

Da alle Terme linear sind, iiberpriift man leicht, dass Ay wohldefiniert ist.”

Um auf biindelwertigen Differentialformen eine &uflere Ableitung zu defi-
nieren, scheint zunéchst folgender Ansatz vielversprechend: Nach Wahl von
lokalen Koordinaten von X auf U C U und lokalen Rahmen s; von F iiber
U; C U kénnen wir einen Schnitt w € QP4(U, E) iiber U NUj; als Linearkom-
bination von Termen der Form o ® s; mit o € QP4(U N U;) schreiben. Ein
moglicher Ansatz fir d wére:

dla®s;) =da®s;.

Auf den iiblichen Differentialformen ist d zwar wohldefiniert, falls aber s;
ein weiterer lokaler Rahmen von E iiber U; C U ist, haben wir

d(a® s;) = d(a @ gijs;) = d(gija ® s5) = d(gijer) © s,
=dgi; Na®sj+ g da®s; =dgi; Na®s; +da®s;
=dgij Na® s; +d(a® s;)

auf UNU; N Uj, wobei g;; die entsprechende Ubergangsfunktion ist. Da im
Allgemeinen dg;; # 0, ist ein solches d nicht wohldefiniert.

Aufgrund der Korrespondenz von Divisoren und holomorphen Linienbiindeln
interessieren wir uns vor allem fiir den Fall holomorpher Ubergangsfunktio-
nen. Auch in diesem Fall verschwindet die duflere Ableitung im Allgemeinen
nicht, dafiir gilt allerdings 59@- = 0. Damit kénnen wir den 9-Operator
wohldefinieren.

"Diese allgemeine Definition stammt aus [Bal, S. 3].
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Definition 2.16 (0-Operator). Sei X eine Riemannsche Fliche, L — X
ein holomorphes Linienbiindel und U C X offen. Wahle lokale Koordinaten
und einen holomorphen lokalen Rahmen s von L dber U C U. Dann hat
ein Element von QP4(U, L) diber U die Form o ® s mit o € QP9(U). Wir
definieren einen Operator O : QP9(U, L) — QP9+1(U, L) lokal diber:

Ia®s) :=0da® s.

Damit ist der 0-Operator wohldefiniert. Sind némlich s;, sj zwei holo-
morphe lokale Rahmen von L iiber offenen Mengen U;,U; C X respekti-
ve, dann besitzt ein Element w € QP4(U, L) iiber U; N U; die Darstellung
w=a®s; =a®g;;s; mit a € QP4(U;NU;) und einer holomorphen Funktion
gij auf U; N U; und

0(a® s;) = 0a @ s;;
5(0& ® giij) = 5(9@'0& & Sj) = é(gija) & 85
= gijéoc &85 = da X 8.

Damit ist der 9-Operator unabhingig von der Wahl des holomorphen Rah-
mens von L. Diese Konstruktion stammt aus [GH78, S.70].

Lemma 2.17. Ist L — X ein holomorphes Linienbiindel und U C X offen,
dann gilt

ker 0 QPO(U, L) = 0(U,AP°T*X @ L).
Beweis. Sei w € kerd | QPO(U, L), das heiit wie oben gilt lokal w = a ® s
mit dov = 0 und s holomorph. Da die Ubergangsfunktionen von AP9T*X ® L
holomorph sind, sind alle lokalen Darstellungen von w holomorph. Ist um-
gekehrt w ein holomorpher Schnitt von AP°T*X ® L iiber U, dann ist w

lokal von der Form o ® s mit holomorphen Schnitten «,s und damit gilt
INa®s)=0da®s=0. O

Definition 2.18. Fiir holomorphe Linienbiindel L — X tber einer Rie-
mannschen Fliche und einer offenen Menge U C X nennen wir

OP(U, L) := O(U,A\P°T*X @ L)
die holomorphen (p,0)-Formen mit Werten in L dber U.

Da der 0-Operator auf gewohnlichen komplexen Differentialformen 92 = 0
erfiillt, gilt dies per definitionem auch fiir den 9-Operator auf komplexen Dif-
ferentialformen mit Werten in holomorphen Linienbiindeln. Wir haben also
einen Kokettenkomplex

0— 00X, L) 250 (x,L) 20

mit ran (9 : Q%1 — Q%) C ker(d : Q0* — QO*+1). Wir konnen also eine
biindelwertige Dolbeault-Kohomologie definieren.
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Definition 2.19. Sei X eine Riemannsche Fliche und L — X ein holo-
morphes Linienbiindel. Dann heifien die Vektorraume

ker(d : QUF(X, L) — QUF1(X, L))

ran (0 : QOF—1(X L) — QOk(X, L))

HE(X,L) :=

die Dolbeault-Kohomologiegruppen mit Koeffizienten in L von X.

Diese Gruppen entsprechen im Fall des trivialen Biindels L = X x C den
herkémmlichen Dolbeault-Kohomologiegruppen.

Satz 2.20. Fulls X eine kompakte Riemannsche Fliche und L — X ein
holomorphes Linienbiindel ist, dann sind die Dolbeault-Kohomologiegruppen
Hg (X, L) endlichdimensional.

Beweis. Der Satz ist ein Corollar aus dem Hodge-de-Rham Theorem des
0-Operators, welches wir spéater behandeln. ]

3 Der Satz von Riemann-Roch

3.1 Der Satz und seine Anwendungen

Wir betrachten im Folgenden eine kompakte Riemannsche Flache X. Per
definitionem gilt fiir die Dolbeault-Kohomologie von X:

dim HJ(X) — dim H3(X) =1—g.

Diese Zahl heiBt die 0-Euler-Charakteristik von X . Wie sich herausstellt, ist
die rechte Seite eine topologische Invariante der Mannigfaltigkeit X, also ist
auch die 0-Euler-Charakteristik invariant. Gibt es ein dhnliches Resultat fiir
die Dolbeault-Kohomologie mit Werten in einem holomorphen Linienbiindel
L? Die Antwort ist so schon wie man es sich nur wiinschen kann:

Theorem 3.1 (Riemann-Roch). Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche
vom Geschlecht g und L — X ein holomorphes Linienbiindel iber X. Dann
qgilt

dim Hy(X,L) — dim H5(X,L) =1 — g+ deg L

Wir beweisen das Riemann-Rochsche Theorem im zweiten Teil des Ka-
pitels. Vorher diskutieren wir einige Konsequenzen.

Wir haben bereits gesehen, dass die einzigen holomorphen Funktionen auf
einer kompakten Riemannschen Flache die konstanten Funktionen sind. Die
Anzahl der meromorphen Funktionen ist aber im Allgemeinen ungleich ho-
her, so sind z.B. auf der Riemannschen Zahlenkugel C Polynome p : C-c
der Form

p(z) =apnz" + ...+ a1z + ag
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mit a, # 0 meromorphe Funktionen mit einem n-fachen Pol bei oco. Wir
haben also

A A

dim(C) =1 und dim.Z(C)= occ.

Genauer kénnen wir zu einer vorgegebenen maximalen Polordnung £ € N
mindestens eine meromorphe Funktion auf @, namlich py : 2z — z¥, angeben.
Dabei sind die pp paarweise linear unabhéngig fiir verschiedene Indizes. Wir
kénnen nun eine allgemeinere Version dieser Beobachtung herleiten.

Satz 3.2 (Riemann). Ist X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Ge-
schlecht g und D € Div(X) ein Divisor, dann gilt:

dim Op(X) > 1— g+ degD.
Beweis. Sei L ein D zugeordnetes holomorphes Linienbiindel. Dann gilt

H)(X,L) =ker(d : Q"°(X,L) —» Q" (X, L))
= 0(X,\"'T*X @ L)
=0(X,L)= 0p(X)

Und deg D = deg L per definitionem. O

Der Satz liefert also die Existenz von nichtkonstanten meromorphen
Funktionen zu vorgegebenen Polstellen, solange man Divisoren mit deg D > ¢
vorgibt. Die nachfolgenden Anwendungen sind grofitenteils aus [For77, S.120]
iibernommen.

Beispiel 3.3. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche mit Geschlecht g.
Dann gilt:

1. dim .#(X) = oo. Falls dim .#(X) = k < oo, wdhle einen Divisor D
mit deg D > k + g. Dann ist dim .#(X) > dim Op(X) > k + 1.

2. Zu einem vorgegebenem Punkt xo € X gibt es eine nichtkonstante
Funktion f € #(X), welche hochstens in xo einen Pol mit mazimaler
Ordnung 1+ g hat und sonst holomorph ist. Betrachte dazu den Divisor

D(x) 14+g fallsz=xg
x) = :
0 falls © # x¢

Eine interessante Interpretation der wie im obigen Beispiel erhaltenen
meromorphen Funktionen mit beschrinkter Polordnung ist die einer Uber-
lagerungsabbildung X — C. Die dazu benétigte Uberlagerungstheorie findet
sich z.B. in [For77, S. 18 ff.].

Lemma 3.4. Sind X,Y Riemannsche Flichen, X kompakt und f: X =Y
eine nichtkonstante meromorphe Funktion, dann existiert ein n € N, sodass
f eine n-blittrige Uberlagerungsabbildung ist.

24



Niklas Lipski

Beweis. Siehe [For77, S. 22 ff.] und insbesondere [For77, S. 28]. O

Satz 3.5. Ist X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g, dann
gibt es eine holomorphe Uberlagerung X — C mit maximal 1 + g Bldttern.

Beweis. In Beispiel 2.3 haben wir gesehen, dass es eine nichtkonstante me-
romorphe Funktion f: X — C gibt, welche den Wert co héchstens 1+ g mal
annimmt. Also gilt fiir ein 7 wie in Lemma 3.4 die Beziehung n < 1 + g.
Aufgefasst als holomorphe Funktion X — C ist f die gesuchte Uberlage-
rungsabbildung. O

Korollar 3.6. Jede kompakte Riemannsche Fliche X vom Geschlecht g =0
ist holomorph isomorph zu C.

Beweis. Nach Satz 3.5 gibt es eine holomorphe Uberlagerungsabbildung
f: X — C mit Blatterzahl 1. Damit ist f global invertierbar, lokal biho-
lomorph und damit biholomorph. ]

Man kann mit dieser Methodik auch Riemannsche Flachen hoheren Ge-
schlechts klassifizieren [LamO05, S.260].
3.2 Der Beweis des Riemann-Rochschen Theorems

Um den Satz von Riemann-Roch zu beweisen, benétigen wir einige Vor-
iiberlegungen. Sei im Folgenden X eine kompakte Riemannsche Fléche und
L,L’ — X zwei holomorphe Linienbiindel, sodass es Schnitte s € . (X, L) \ {0}
und s € #(X,L")\ {0}, sowie zy € X und m € N gibt mit

1 z=u2x

<<s>—<s>><a:>=m{0 o

Lemma 3.7. Wir definieren eine Abbildung
1 Q% (X, L) —» Q% (X, L))
wie folgt: Zu jedem x € X gibt es eine offene Umgebung U C X, dber der wir

ein Element w € QU*(X, L) schreiben kénnen als w = a® f mit a € Q*(U)
und einem holomorphen lokalen Rahmen f € O(U, L) von L. Setze

L:Oé®f'—>06®i‘8/.
S

Dann ist v wohldefiniert und ein injektiver Kokettenhomomorphismus, dh. ¢
ist C-linear und es gilt Dot =100.
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Beweis. Offenbar héangt ¢ nicht von der Wahl des holomorphen Rahmens ab,
denn fiir zwei holomorphe lokale Rahmen f;, f; von L mit f; = g;; f; gilt
C— .. . .. f J I f A /

a®f1—gwa®f]»—>gwa®g-s —Od®§‘s.

Da (s) < (s), gilt (f/s-s") = (f) = (s) + () = (f) = 0, somit ist der

Term f/s - s sogar eine holomorphe lokale Darstellung eines Schnittes von

L'. Also bildet « nach Q%*(X, L) ab. ¢ ist offensichtlich injektiv, da wir eine

Linksinverse lokal definieren kénnen durch

fos

w®i-s"—>w®f- s =w® f.
s s

VA

Genau wie ¢ ist diese Abbildung offensichtlich unabhéngig von der gewéhlten

Karte. ¢ ist C-linear, da wir eine Linearkombination zweier Elemente von
0%* (X, L) lokal schreiben kénnen als

Ma®@ f)+u(B® f)=Aa+up)® f
mit A, 1 € C. AuBerdem rechnen wir leicht nach, dass ¢ und @ kommutieren:

dorwe )=dwel s)=dvel ¢=idue=icdwar)

wobei hier benutzt wurde, dass f/s- s’ ein holomorpher lokaler Rahmen fiir
L' ist. d

Die Abbildung ¢ wie im Lemma gibt uns eine kurze exakte Sequenz

. . pro o Q0e(X,I/
0—— Q0*(X, L) —— QO*(X, L) T 0
wobei pr die natiirliche Projektion w — [w] ist. Uber die Definition Olw] := [Ow]
kénnen wir den 0-Operator auch auf den Quotientenraum anwenden. Diese
Operation ist wohldefiniert, denn falls [w] = [n], so hat die Differenz w — n

lokale Darstellungen der Form

w—n:a®g-s

mit einer glatten Form « und einem holomorphen lokalen Rahmen f von L.
Dann gilt allerdings schon

Ol — 1] = [dw —m)] = {5(1 ® f - s'} — [0].

Per definitionem kommutiert also pr mit 0 und ist damit ebenfalls ein Ko-
kettenhomomorphismus.
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Unter diesen Bedingungen induziert die kurze exakte Sequenz von Koket-
tenkomplexen eine lange exakte Sequenz auf der Kohomologie®:

0—— Hy(X,L) — H)(X,L') —— #°(L', L) >

@5(}(, L) —— HyX,L') —— A (L', L) —0

wobei die Vektorrdume (L', L) gegeben sind durch

5 Q0 (XL QO.e+1(X, 1/
Qo x, 1) \ | ker (01 qomeiyiy — qooemivgy)
L(QO7.(X, L)) T ran (5 QO,ofl(X,L’) QO"(X,L’;)) )

AL L) = HS (
CIOSIXL)Y T Qe (XL

das heifit

_Q0(X, 1) Q%L (X, L)
07/ TV — . ’ ’
H° (L', L) = ker (8 : L(Q00(X, L)) - (QON(X, L))
Q%1 (X,L")
(QOI(X,L))
ran (5. LQO’O(X,L’) Q01 (X, L") )

AL L) =

LX) (OTI(X,D)
Lemma 3.8. Fir die Vektorrdume #*(L', L) gelten die Dimensionsglei-
chungen
dim #°(L', L) = deg I' — deg L;
dim 1 (L, L) = 0.
Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir die meromorphen Schnitte s,s’ # 0

von L und L'
1 x=uxg

0 z#xzo

Waihle eine um z( zentrierte trivialisierende Koordinatenumgebung (U, z).
Wir geben einen Isomorphismus

()~ () (a) = m{

QO"(X L,)
v ) E*
X D)
an, wobei wir mit F£* die Mengen

m—1 )

E° .= Z 2/ C[[Z]]
§=0
m—1 )

E' =" 2IC[[z]]dz
j=0

8Dies ist ein Anwendung des Zig-Zag-Lemmas aus der homologischen Algebra, siche
z.B. [Hat01, S.116].
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bezeichnen, welcher mit d kommutiert. Dabei ist 9 auf E® auf die nahe-
liegende Weise definiert. Hier bezeichnet C[[z]] den Ring der formalen Po-
tenzreihen in z. Ein Element w € Q%®(X, L’) hat in den gewihlten lokalen
Koordinaten um xg die Form

_{ f
w =
dz ® fu

mit einem glatten Schnitt f,, € I'(U, L"). Wenn wir k := (s)(z¢) € Z schrei-
ben, so sind die Abbildungen

J
0o W= fu §Zk+m

pr:w=dz® f, »dz®@ — fw ZFm = f—fz“’”dé
s
linear und ordnen w € Q%*(X, L') eine glatte Funktion bzw. Form auf U
zu. Nach Konstruktion ist diese Abbildung surjektiv. In beiden Féallen kon-

nen wir der glatten Funktion f, /s’ - 2T™ seine formale Taylorreihe in z, z
zuordnen:

fw k+ Ic fw k+ sk
T: " Z ZJ Z k" il z 2 ?Z " z.
Jj=0 = T=x

Auch diese Abbildung ist offenbar linear, nach einem Satz von Borel ist die
Zuordnung auflerdem surjektiv [Nar73, S. 30]. Zusammen mit der Projektion
auf die ersten m Summanden in z, das heifit der Abbildung

ZzJZakz > ZZ]ZG kZ
=0 k=0 =0 k=0
erhalten wir daher eine surjektive lineare Abbildung

be: (X, L)) — E°

m—1 00
1 w _
= far XA Y qolof ()|
; s
Jj=0 = r=x0
Jo ks
w=dz® f, — z;) 2 Z 'k‘ I o < zk+m) Zhdz.
J = r=xg
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Wir berechnen nun den Kern von ¢,. Sei w wie oben. Wegen

Pe(w) =0 <=

—
—

Jo k4m bt Taylorreih ii ik
S’Z a aylorreine Lo RTZ

j=m k=0
fw k . o ik
=-2" hat Taylorreihe Z Z 2z
§ =0 k=0
fo .
?s ist glatt

w e Q¥ (X, L))

ist ker ¢o = t(Q%*(X, L)). Also haben wir einen Isomorphismus

QO’.(X7 L/) — E.

Wir rechnen noch nach, dass 9 o ¢ = ¢ 0 9 gilt:

50¢0(w):52

Daraus folgt

= L oaoion (fo kim _k
Z] Z_%Wﬁagag (S/Z + > ‘ z

Rl j ok fwkm
= ZZ‘]ZWagag <3Z <3/Z + >>

zk‘

97 5% (ﬁuzlﬁm)
17272 \ s

T=x0

T=x0

AL, L) =~ ker (5 CEO El);

AL L) =

El
ran (5 : BY — El)'

Betrachte nun Z;n:_ol 23 g ajz® € E°. Dann gilt

m—1 [e's]

=0

m—1 00
0 Z 2 Z apz" = Z 2 Z(k‘ +1)aj 1 27d2.
=0 k=0 J k=0

Daraus folgt sofort

ker(9: E° — F') = {

—

m—

I s .
a;z ‘a] € C},
Jj=0

ran (0: B —» E') = E!
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und damit gilt die Behauptung, denn

deg L' —deg L = Y ((s) = (5)) (2) = ((s) = (5)) (z0) = m

zeX
und dimker(9: E° — E') = m. O

Beweis des Riemann-Rochschen Theorems. Wir betrachten zunéchst einige
Spezialfalle:

1. Ist L = X x C das triviale Linienbiindel, so ist HE(X,L) = H(X)
sowie deg L = 0 und der Satz gilt per definitionem.

2. Seien nun L, L' — X zwei holomorphe Linienbiindel mit meromorphen
Schnitten s € #(X,L)\ {0}, s’ € #(X,L") \ {0}, sodass

1 x=ux

((S)—(S))(w)=m{0 .

fiir ein zyp € X und m € N.? Bftrachte ¢ wie in Lemma. Wir haben
eine kurze exakte Sequenz von 0-Kokettenkomplexen

° L ° pr Qo X’Ll
0 (X, 1) o 0080, ) P I 0,

wobei ¢ und pr Kokettenhomomorphismen sind. Dies induziert eine
lange exakte Sequenz auf der Kohomologie

0—— Hy(X,L) — H)(X, L") —— #°(L', L) >

(Hé(X, L) —— Hy(X,L') — #' (L', L) ——0.

Unter Verwendung von Lemma 3.8 erhalten wir also die exakte Se-
quenz

0—— Hy(X,L) — Hy(X, L") —— #°(L', L) >

(JLI(%(X, L) —— Hy(X,L') ———0

mit dim s#°(L', L) = deg L' — deg L. Wir definieren

VLL, ‘= ran (Hg(X, L' — %O(L,a L));
WE =20, L)) VE .

“Dieser Teil des Beweises ist im Wesentlichen aus [For77, S.119] iibernommen.
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Dann gilt mit dem ersten Isomorphiesatz
v ewt =V e L, L)/VE = (L, L)
und die exakte Sequenz zerfillt in die beiden kurzen exakten Sequenzen

0—— H)X,L) —— H3(X,L') — V' —— 0;

0 wE HYX(X,L)— HY(X,L') —0.

Da alle auftretenden Mengen endlichdimensionale Vektorrdume sind,
spalten die Sequenzen und wir erhalten insbesondere die Dimensions-
gleichungen

dim H(X, L') = dim (H3(X, L) © V') = dim H(X, L) + dim V",
dim HY(X, L) = dim (W}’ @ HY(X, L)) = dim W{' + dim H}(X, L),
Daraus folgt unter der Verwendung von

dim V¥ 4+ dim WY = dim (L, L) = deg L' — deg L
durch Addition der beiden Gleichungen:

dim H3(X, L) — dim H3(X,L) — deg L =
dim H(X, L') — dim H3(X,L') — deg L.

Falls fiir eines der beiden Linienbiindel der Satz von Riemann-Roch
gilt, ist eine Seite dieser Gleichung gleich 1 — g und somit gilt die
Aussage ebenfalls fiir das andere.

. Sind L und L' zwei holomorphe Linienbiindel mit zugeordneten Divi-
soren D, D', sodass D < D’, dann gibt es aufgrund der Kompaktheit
von X endlich viele z1,...,zxy € X und Divisoren D1, ..., Dy, sodass
D < Dy <...< Dy < D und fiir zwei aufeinanderfolgende Divisoren
gilt

1 x=u;

0 z#x

Nach Wahl von entsprechenden holomorphen Linienbiindeln (L;) und
Schnitten s; € # (X, L;) \ {0} mit (s;) = D; gilt die Aussage damit
fiir L und L/, falls sie fiir eines der beiden Biindel gilt.

(Diy1— Dy) (x) =m {

. Sei nun L. — X ein beliebiges holomorphes Linienbiindel und D ein
zugeordneter Divisor. Sei L’ ein holomorphes Linienbiindel zu dem
Divisor D' := max{D,0} > 0. Wegen D’ > 0 gilt das Theorem damit
fiir L' und wegen D < D’ auch fiir L.

O]
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4 Hodge-Theorie und Serre-Dualitat

4.1 Hermitesche Metriken

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns genauer mit der im Satz von Riemann-
Roch auftretenden 0-Euler-Charakteristik. Wihrend dim Hg(X ,L) im Be-
weis von Satz 3.2 als Anzahl linear unabhéngiger vielfachen Funktionen eines
Divisors —D eine sinnvolle Interpretation bekommen hat, ist die Bedeutung
von dim H (%(X , L) weniger klar. Der Satz von Serre stellt einen anschauli-
cheren Bezug zur Anzahl von meromorphen Differentialformen her.

Ein wichtiges Hilfsmittel in diesem Kapitel wird die Hodge-Theorie und
insbesondere die Hodge-Zerlegung des 0-Operators sein. Dazu miissen wir
unsere Biindel mit einer hermiteschen Metrik versehen.

Definition 4.1. Sei E — M ein komplexes Vektorbiindel tiber einer glatten
Mannigfaltigkeit M. Eine hermitesche Metrik h auf E ist gegeben durch ein
hermitesches Skalarprodukt

hp: B, x B, = C

auf jeder Faser E, von E, sodass h glatt in p ist, das heifit nach Wahl
einer lokalen Trivialisierung (U, p) von E sind die Abbildungen h;j: U — C
gegeben durch

hij(p) = hp(0™ (D ei), 0™ (D, €5)
glatt in p. Das Paar (E,h) heifst hermitesches Vektorbiindel.

Hermitesche Skalarprodukte sind per Konvention C-linear im ersten Ar-
gument.

Satz 4.2. Man kann jedes komplexe Vektorbiindel E — M mit einer her-
miteschen Metrik ausstatten.

Beweis. Sei (Uj, p;)ier ein Bindelatlas von E mit Rang k und p; eine subor-
dinierte Zerlegung der Eins. Auf E | U; setzen wir hi (v, w) := (i(v), pi(w)),
wobei (-,-) das Standardskalarprodukt auf C* ist. Nach glatter Fortsetzung
der pih* nach E durch Null definiert

hp =Y pi(p)hy,
el
eine hermitesche Metrik auf F, da h, eine Konvexkombination von hermi-

teschen Skalarprodukten und per Konstruktion glatt in p ist. ]

Definition 4.3. Eine hermitesche Mannigfaltigkeit ist ein Tupel (X, h) be-
stehend aus einer komplexen Mannigfaltigkeit X und einer hermiteschen
Metrik h von T'OX.
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Sei (X, h) eine hermitesche Riemannsche Flache. Wir zeigen nun, dass
sich h zu einer hermiteschen Metrik auf Tc X fortsetzen lasst!?. Dazu defi-
nieren wir

1. hy(v,w):=0, falls v € T}°X und w € T X.

2. hy(v,w) := hy(v,w), fiir v,w € TO1X.
Nach Wahl von lokalen Koordinaten z von X ist 0, ein lokaler Rahmen
von 710X und 0; ein lokaler Rahmen von T%!X . Beziiglich der gewéhlten
Rahmen hat h die Matrixdarstellung

he(0.,0) 0\ (he(@0) 0 .
0 h-09) "\ 0 ho.0.) (8)

und ist somit glatt in  und ein hermitesches Skalarprodukt auf T, ¢ X. Da-
mit ist h eine hermitesche Metrik auf T-X.

Da h, eine nichtausgeartete Bilinearform auf den endlichdimensionalen Fa-
sern ist, haben wir einen C-antilinearen Isomorphismus'!

b: TocX = ThcX v hg(-,0)

mit Inverse § := b~!. Damit induziert h eine hermitesche Metrik h* auf TEX
via
hi(v,w) := hy(fv, fw).
Also kénnen wir auch auf A?T*X eine hermitesche Metrik A2h* definieren
durch
A2RE(v1 A v, wy A ws) = det (hz(vi, wj)); ;-

Man sieht direkt, dass A2h* glatt ist und rechnet leicht nach, dass es sich
faserweise um ein hermitesches Skalarprodukt handelt. Insgesamt haben wir
also das nachfolgende Lemma bewiesen.

Lemma 4.4. Auf einer Riemannschen Fliche X induziert eine hermitesche
Metrik h in natirlicher Weise hermitesche Metriken auf AféX .

Fiir diese Metriken schreiben wir zukiinftig auch (-,-).

4.2 Der Hodge-Stern-Operator

Auf einer orientierbaren riemannschen Mannigfaltigkeit M mit Dimension
m haben wir den bekannten Hodge-Stern-Operator, welcher als R-linearer
Isomorphismus

w: QF (M) — Q™ k(M)

"Diese Strategie wird motiviert von [KN69, S.119)].
1Beachte, dass dadurch v eine C-lineare Abbildung zugeordnet wird.
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auf die Differentialformen wirkt und so einen Isomorphismus
Hip (M) = Hig (M)

induziert. Wir wollen ein analoges Resultat erzielen, um die Dolbeault-
Kohomologiegruppe H (%(X , L) zu interpretieren. Dazu wird ein geeigneter
Hodge-Stern-Operator auf QP4(X, L) niitzlich sein. Dieses Kapitel orientiert
sich an [Huy05, S. 166 ff.] und [Mor07, S.105 ff.].

Lemma 4.5. Sei X eine hermitesche Riemannsche Flache. Dann ldsst X
aufgefasst als reelle Mannigfaltigkeit der Dimension 2 einen reellen Hodge-
Stern-Operator zu.

Beweis. Dazu beweisen wir zwei kleinere Lemmatas:

1. Jede Riemannsche Fldche ist orientierbar. Dazu geniigt es zu zei-
gen, dass die Ableitungen der Kartenwechsel aufgefasst als Abbildun-
gen R? — R? positive Determinante haben. X besitzt einen holo-
morphen Atlas (Uy, ¢q), dh. die Kartenwechsel ¢, o 9051: C —-C
sind holomorph. Wir fassen ¢, o 9051 als Abbildung R? — R? mit
u = Re(pq 0 cpgl) und v = Im (¢4 © gpgl) auf. Dann gilt mit den
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen:

ou  Ju

ou ou 2 2
ou  Ou ou ou ou
detD(SDQOSOﬁ ) gg gZ _% 27;‘ (855) + (83/) =0

Da stets det D(p, © gogl) # 0 gilt, folgt die Behauptung.

2. Fine hermitesche Metrik h auf X induziert eine vertrigliche riemann-
sche Metrik g auf X aufgefasst als reell 2-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Wir setzen

wobei h die punktweise definierte komplexe Konjugation ist. Offenbar
ist g reellwertig und glatt. Wir iiberpriifen, dass g [Tr X faserweise ein
Skalarprodukt ist, indem wir in lokalen Koordinaten z = x + iy die
Identitéten d, = 0, + 0z und 9, = (0, — Jz) benutzen. Man berechnet
die Matrixdarstellung beziiglich 9,9, zu:

Reh(0;,0,) Imh(d;,0.)\ . (h(0:,0-) 0
2 (Imh(ﬁz,&z) Reh(f}z,az)> = 2( 0 h(@,@)) >0. (9)

Damit ist g glatt, faserweise ein reelles Skalarprodukt und daher eine
riemannsche Metrik. Wir bemerken, dass die sesquilineare Fortsetzung
von g wieder die hermitesche Metrik h auf Tc X erzeugt, da (8) und
(9) die gleiche Abbildung beschreiben.
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O]

Sei (X, h) eine hermitesche Riemannsche Flache und g die in obigem Be-
weis konstruierte zugehorige riemannsche Metrik auf dem reellen Tangential-
raum Tr X von X aufgefasst als reelle Mannigfaltigkeit. Wenn wir analog zu
den obigen Uberlegungen die von ¢ induzierten riemannschen Metriken (-, -)
auf A*TRr X betrachten, dann ist der entsprechenden Hodge-Stern-Operator
*: QF(X) — Q27%(X) bekanntlich definiert durch:

wAxn = (w,n) - vol, (10)

wobei vol die durch die Orientierung von X gegebene, auf 1 normierte Volu-
menform bezeichnet [Huy05, S.32]. Da wir mit komplexwertigen Differential-
formen arbeiten, definieren wir einen C-antilinearen Hodge-Stern-Operator
¥ QL(X) — Q27%(X) durch C-antilineare Fortsetzung des gewohnlichen
Hodge-Stern-Operators auf QF(X).

Lemma 4.6. Seien f,g € C®(X,C) und w,n € Q&(X). Der Hodge-Stern-
Operator x : Qc(X) — Qc(X) hat die folgenden Eigenschaften:

1% : QP(X) — QP9 X);
2. ¥21QP9(X) = (—1)PHaid;
3. wA*n = (w,n)vol =n A *w;

4. (w,xn) = (n,w).
Insbesondere ist ¥ ein Isomorphismus QP4(X) = Q1 =P1=9(X)), bis auf Vor-

zeichen (-,-)-selbstadjungiert und es gilt *1 = vol.

Beweis. Die ersten zwei Behauptungen sind in lokalen Koordinaten z = = + iy
unter Benutzung von dz = dx + ¢dy und dz = dx — idy leicht ausgerech-
net. Die dritte folgt unmittelbar aus (10), da beide Seiten der Gleichung
durch sesquilineare Fortsetzung auf komplexwertigen Formen definiert sind
und daher die Beziehung erhalten bleibt. Die vierte Beziehung folgt aus den
vorhergehenden, da

(kw, *n) vol = *w A *xn
= (—DFC Rz A g
_ (_1)kz(2—kz)(_1)k(2—k)n A Fw
= (n,w) vol.

Damit sind die Behauptungen bewiesen. O
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Definition 4.7. Sei X eine Riemannsche Fliche mit hermitescher Metrik.
Sei L — X ein holomorphes Linienbiindel mit hermitescher Metrik h, welche
wir uber s — h(-,s) als C-antilinearen Isomorphismus L = L* auffassen.
Wir definieren einen Hodge-Stern-Operator

¥p: QPYX, L) — QI PIm9(X L¥)

lokal tiber x1,(w® s) := xw @ h(s), wobei x der ibliche Hodge-Stern-Operator
auf QP(X) ist'2.

Mit dieser Definition iibetragen sich die wesentlichen Eigenschaften von
* auf ¥7,. Uber den Hodge-Stern-Operator lisst sich auch auf biindelwertigen
Differentialformen ein Skalarprodukt definieren.

Satz 4.8. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche mit hermitescher Me-
trik und L — X ein hermitesches holomorphes Linienbiindel. Dann ist die
Paarung

(-, ): QPYX, L) x QPY(X,L) — C
(w,n) ::/ w A KL
X
ein Skalarprodukt auf QP4(X,L). Hier steht A fiir Ay mit der natiirlichen
Auswertungsabbildung ¢: L & L* — X x C.

Beweis. X ist kompakt, daher ist (-,-) wohldefiniert. Die Sesquilinearitét
folgt sofort aus der Antilinearitit von *,. Lokal kénnen wir schreiben w = a ® s
und 7 = f ® s’ mit Schnitten s, s’ von L, also gilt

wAxn = (a®s)A*x(B®s)
=(a®s)A(xB@h(s))
=aAxf8-h(s,s)
= (a, B) vol - h(s, s').
Damit ist (-, -) hermitesch. Aulerdem gilt mit der obigen Rechnung auch
wA*rw = (a, ) vol - h(s,s) >0
und (w,w) = 0 impliziert & = 0 oder s = 0 und damit w = 0. O
Die durch (-, -) auf QP4(X, L) induzierte Norm bezeichnen wir als || - ||.

Definition 4.9. Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 4.8 definieren
wir den Operator

ot QPI(X, L) — QP9 (X, L)
Ol := —%p+00o0 X1,

wobei wir wie ublich L mit L** identifizieren.

2Diese Definition stammt aus [Huy05, S.168].
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Wir zeigen nun, dass die suggestive Schreibweise begriindet und ! formal
adjungiert zu 9 ist.

Lemma 4.10 (Partielle Integration). Sindw € QPY(X, L) undn € Q1"PO(X, L*)
zwei Differentialformen, dann gilt

/ Ow An = (—1)Pratt / wAOn.
X b'e
Beweis. Aus der Leibnizregel folgt direkt

dwAn = (=1)PTI G A Iy — d(w An),

es bleibt also zu zeigen, dass das Integral iiber den letzten Term verschwin-
det. Wir bemerken zuerst, dass w A n € QV9(X). Damit gilt d(w An) =0
und daher d(w A7) = d(w A 7). Aus dem Satz von Stokes folgt dann die
Behauptung:

/Xé(w/\n):/Xd(w/\n):/axw/\nzo.
O

Satz 4.11. 0 ist bzgl. (-,-) formal adjungiert zu O, das heifit fiir alle
w € QPIYX, L) und n € QPIT(X, L) gilt

(0w, 1) = (w, 9"n).
Beweis. Fiir w,n wie im Satz berechnen wir
(w,d'n) = /Xw A (300 %17)
= (—1)pratt / wAIxLn
X

= / Ow A *rn = (Ow,n)
X
unter Verwendung einer partiellen Integration und Lemma 4.6. O

Bemerkung 4.12. Formal adjungierte Differenzialoperatoren sind eindeu-
tig [Mor07, S. 99]. Insbesondere ist &' der einzige Operator mit dieser Ei-
genschaft.

4.3 Der Laplace-Operator und die Hodge-Zerlegung
Definition 4.13 (Laplace-Operator). Wir nennen den Operator

A:QPYX L) — QPYX, L)
A:=090+00"
den O-Laplace-Operator. A setzt sich zu einem C-linearen Operator auf

Qe(X, L) = @ gen P9(X, L) = Qc(X) @ (X, L) fort.
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Aus Satz 4.11 folgt sofort, dass A bzgl. (-,-) formal selbstadjungiert ist.

Lemma 4.14. Der Laplace-Operator und der Hodge-Stern Operator kom-
mutieren, das heifst
¥, A = Axp.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung *,A auf QP4(X, L). Der Ubersicht-
lichkeit halber lassen wir die Indizes in diesem Beweis weg. Dann gilt:

Definition 4.15. Wir nennen
HAPUX, L) :=ker A|QPY(X, L)
die O-harmonischen (p, q)-Formen mit Werten in L auf X.

Lemma 4.16. Es gilt
HPUX L) =kerd[QP9(X, L) Nker &' [QP4(X, L),

dh. w € QP4(X, L) ist genau dann harmonisch, wenn w 0-geschlossen und
-kogeschlossen ist.

Beweis. Offenbar ist die rechte Seite der Gleichung in der Linken enthalten.
Sei umgekehrt w € OP4(X, L) mit Aw = 0. Dann gilt

und somit dw = dw = 0. O

Eine besondere Bedeutung der d-harmonischen Differentialformen be-
steht darin, dass ihre Anzahl mit der d-Dolbeault-Kohomologie verkniipft
ist. Die Grundlage fiir die darauf autbauende Hodge-Theorie bildet eine Zer-
legung des Raumes der Differentialformen, welche Hodge-Zerlegung genannt
wird.
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Theorem 4.17 (Hodge-Zerlegung). Sei X eine kompakte hermitesche Rie-
mannsche Fliche und L — X ein holomorphes Linienbiindel mit hermite-
scher Metrik h. Dann gibt es eine direkte Zerlegung

QP4(X, L) = #PIX, L)@ 0P (X, L) ® o' 1T (X, L)
und P X, E) ist endlichdimensional.

Das Theorem kann man in einem allgemeineren Kontext fiir elliptische
Differentialoperatoren formulieren. Die hier benutze Version findet sich in
[Huy05, S. 170], fir eine allgemeinere Formulierung und die fiir den Beweis
benotigte Theorie, siehe [Wel08, S. 108 ff.].

Als direkte Konsequenz ergibt sich der erwéhnte Zusammenhang zwischen
harmonischen Formen und der Kohomologie.

Satz 4.18. Die Projektion
AOM(X,L) — HE(X,L)

w i W]

ist ein Isomorphismus, das heifit jede Aquivalenzklasse von Hé—“(X, L) besitzt
genau einen harmonischen Resprisentanten.

Beweis. 1. Nach Lemma 4.16 ist s#%%(X, L) C ker 0 [ Q%*(X, L), damit
ist die Projektion wohldefiniert.

2. Der Kern der Projektion besteht genau aus den O-geschlossenen har-
monischen (0, k)-Formen. Da die Zerlegung in Theorem 4.17 direkt ist,
ist dieser trivial und die Abbildung somit injektiv.

3. Einen Resprésentanten w von [w] € H g (X, L) konnen wir wegen Theo-
rem 4.17 schreiben als

W = Wharm + (577 + 5t:“’
mit Awparm = 0. Dann ist [w] = [Wharm + 0%, Es gilt

0= 5(wharm + 5%) =00
= 0= (00", p) = (', 0"p) = 1|0 p?

und damit [w] = [Wharm], also ist die Projektion surjektiv.
O

Korollar 4.19. Insbesondere sind die Dolbeault-Kohomologiegruppen end-
lichdimensional.
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Damit kénnen wir den Satz beweisen, den wir im Kapitel iiber holomor-
phe Linienbiindel und Divisoren ausgiebig genutzt haben.

Satz 4.20. Sei L — X ein holomorphes Linienbiindel und xo € X. Dann
exisitiert ein Schnitt s € 4 (X, L)\ {0}, welcher hichstens in xo einen Pol
hat und sonst holomorph ist.

Beweis. Wihle eine Kartenumgebung (U, z) um xg, welche L trivialisiert.
Dann kénnen wir einen Schnitt s € & (U;, L)\ {0} wéhlen. Die meromorphen
Schnitte

8= 2z s
sind auf U \ {zo} holomorph und besitzen einen Pol der Ordnung j in xg.
Wihle eine offene Menge U C U; mit 29 € U und eine glatte Funktion p auf

X, sodass p[U =1 und p[(X \ U) = 0. Dann sind die Schnitte s; := p5;
auf X \ {zo} glatt. Wir definieren

Wy 1= 58]' € Qo’l(X \ {J}O},L).

Dann ist w; [ (U\{zo}) = 0 und w; ldsst sich durch Null glatt auf ganz
X fortsetzen. Sei k = dim Hé(X, L) < oo. Dann sind die zugeordneten
Aquivalenzklassen [wi], ..., [wkr1] linear abhingig, das heifit, es gibt eine
nichttriviale Linearkombination cjw; + ... + cx+1wr+1 € ran 5070. Also gibt
es einen glatten Schnitt g von L auf X mit

dg = crwi + ... + chy1wpr1 = O(C181 + ... + Tpp1Sk41)-

Damit ist g — c151 — ... — cg+15k+1 ein meromorpher Schnitt von L auf X
mit einem Pol der Ordnung & + 1 in ¢ und keinen weiteren Polstellen.
O

4.4 Serre-Dualitat

Satz 4.21. Seien X eine kompakte Riemannsche Fliche und L — X ein
holomorphes Linienbiindel. Dann ist die Paarung

H3(X,L) x Hy(X,A"'T*X ® L*) -+ C
([w},n)H/ wAn
X

wohldefiniert und nicht entartet.

ANOT* X @ L* ist holomorphes Linienbiindel, wodurch die Kohomologie-
gruppen definiert sind. Mit Lemma 2.17 gilt

HY(X,AT*X @ L*) = ker 0| Q"(X, L¥)
= O0(X,A"'T*X ® L*)
= 0Y(X,L").
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Wir kénnen daher Hg(X , AYOT* X®L*) auch als den Raum der holomorphen
(1,0)-Formen mit Werten in L* auffassen. Damit ergibt auch die Zuordnung
(w,n) = w An Sinn.

Beweis des Satzes. Wahle hermitesche Metriken auf X und L.

1. Sei [w] = ['], das heifit ' = w4+ Jf mit f € C°(X,C). Dann gilt
(W+5f,n)*—>/ wAnJr/ 5f-n=/ wAn+/ a(fn),
X X X X

da 9n = 0. Es bleibt also zu zeigen, dass der letzte Summand ver-
schwindet. Dazu bemerken wir, dass fn Typ (1,0) hat und somit
d(fn) = 0. Dann gilt d(fn) = d(fn) und mit dem Satz von Stokes
folgt wie in Lemma 4.10 die Wohldefiniertheit.

2. Nach Wahl von harmonischen Représentanten geniigt es zu zeigen,
dass die Paarung

AN X, L) x A X, ANT*X @ L) — C
(w,m) H/ w A1
X
nichtausgeartet ist. Dazu bemerken wir zuerst, dass
A X, AOT*X @ L*) = ker 0 QYO(X, L¥) Nker 0 [ QM0 (X, L¥)

= A(X,L7).
Sei nun w € #%(X, L)\ {0} . Dann ist wegen ¥, A = A% auch
n=x*pw € 10X, L*) und

)= [ wAFuw = @) = [ £0.
X

Fir n € %°(X, L*) \ {0} withlt man w = —%+7, wobei L mit L**
identifiziert wird. Dann folgt analog (w,n) +— |*n||* # 0, da % ein
Isomorphismus ist.

O]

Theorem 4.22 (Serre-Dualitét). Ist X eine kompakte Riemannsche Fliche
und L — X ein holomorphes Linienbiindel, dann gibt es einen C-linearen
Isomorphismus

Hi(X,L) = Hy(X,A"°T*X @ L*)*.

Beweis. Der Isomorphismus wird durch die nichtausgeartete Paarung aus
4.21 induziert. O
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Als Anwendung kénnen wir nun skizzieren, warum das iiber die Dolbeault-
Kohomologie definierte Geschlecht

g = dim H}(X)

einer kompakten Riemannschen Flache eine topologische Invariante ist. Wenn
wir analog zur Konstruktion des 0-Laplace-Operators, den wir fiir die Dau-
er dieser Diskussion Ay nennen, einen dc-Laplace-Operator A definieren,
taucht schnell die Frage auf, ob es zwischen den beiden Operatoren eine
Beziehung gibt. Tatsdchlich gilt auf einer Riemannschen Fliche A = 2A5
[Mor07, S.103] und damit insbesondere

ker A [QE(X) = ker Ag [QE(X).

Benutzt man die Hodge-Zerlegung des dc-Operators'?, kann man analog
zum Fall des 9-Operators zeigen, dass

ker(A : Q& (X) — QE(X)) = HY: (X;0).
Unter Verwendung von A = 2Aj erhélt man damit
dimg Hig(X) = dimc Hjg (X, C)

= dimc ker A [QL(X)
= dim¢ ker A r@pﬂ:l QP9(X)
= dim¢ @qul ker Ag [ QP9(X)
= dime (#1(X) © #°1(X))
= 2dim¢ Hj(X) = 2g,

wobei wir im vorletzten Schritt den im Beweis von Satz konstruierten Iso-
morphismus %! (X) = 2#19(X) benutzt haben. Da die de-Rham-Kohomologie
homotopie-invariant ist [Lee00, S.277], ist somit auch das Geschlecht g eine
topologische Invariante.

Unter Ausnutzung der Serre-Dualitdt kdnnen wir auch eine alternative For-
mulierung des Riemann-Rochschen Theorems angeben. Wir nennen im Fol-
genden

OL(U) := Op(U,AN°T*X) = {w e .4 (U)|(w) > —D|U}

die meromorphen vielfachen Differentialformen des Divisors —D {iber einer
offenen Menge U C X. Genau wie im Falle meromorpher Funktionen haben

3 Auch diese folgt aus einer allgemeineren Theorie, siche [Wel08, S.108 fF.].

'Unter Benutzung eines Satzes von de-Rham, welcher die de-Rham-Kohomologie mit
der singuldren Kohomologie in Verbindung setzt, kann man damit sogar zeigen, dass g
dem topologischen Geschlecht entspricht [Lee00, S.300].
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wir fir zwei dquivalente Divisoren D, D’ € Div(X) mit D' — D = (f), wobei
[ € #(X), einen Isomorphismus &},(U) = &}, (U) iiber die Multiplikation
mit f.

Satz 4.23. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und L — X ein
holomorphes Linienbindel mit zugeordnetem Divisor D. Dann gilt fir die
0-Fuler-Charakteristik:

dim H3(X, L) — dim H}(X, L) = dim 0p(X) — dim 0! 5 (X)

Beweis. Wir zeigen HE%(X, L) = 0! ,(X). Unter Verwendung der Serre-
Dualitdt und Lemma 2.14 erhalten wir:
H3(X,L) = Hy(X,A"'T*X ® L*)*

=~ HY(X,AY'T*X ® L¥)

= 0(X,AN"'T*X @ L*)

= 0(X,AT*X) ®p(x) O(X, L¥)

=~ 01 (X) ®p(x) O-p(X)

— 01 p(X).

Im Beweis von Satz 3.2 haben wir bereits gesehen, dass Hg (X,L) = 0p(X),
damit folgt die Behauptung. O

Korollar 4.24. Fiir eine kompakte Riemannsche Fldache X ist das Ge-
schlecht g auch gegeben durch g = dim 0*(X).

Beweis. Ein zugeordneter Divisor des trivialen Biindels X x C ist der Null-
divisor. Da dim Hg(X, X xC) =dim 0(X) = 1, folgt mit dem vorigen Satz
g =dim 0'(X). O

Damit konnen wir eine alternative Version von Theorem 3.1 formulieren.

Theorem 4.25 (Riemann-Roch IT). Sei X eine kompakte Riemannsche Fld-
che vom Geschlecht g und D € Div(X) ein Divisor. Dann gilt

dim Op(X) — dim 6L ,(X) =1— g+ deg D

Beweis. Sei L — X ein dem Divisor D geméafl Satz 1.25 zugeordnetes ho-
lomorphes Linienbiindel. Dann ist deg L = deg D und die Behauptung folgt
aus Theorem 3.1. O
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