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1 Einleitung

1.1 Zusammenfassung der Arbeit

In dieser Arbeit wollen wir versuchen, das Verhalten der Lésungen der Warmeleitungsglei-
chung auf kompakten RIEMANNschen Mannigfaltigkeiten zu verstehen. Wir werden dazu
zunédchst Elemente der klassischen Geometrie einfiihren, welche uns nicht nur die Mit-
tel zur Konstruktion einer asymptotischen Losung der Warmeleitungsgleichung liefern,
sondern auch, durch die Parallelen zwischen Eigenschaften geodétischer Koordinaten und
denen des euklidischen Raumes, uns mit einer gewissen Anschauung ausstatten.

Ferner werden wir mit Methoden der Funktionalanalysis eine Spektralzerlegung des Raum-
es L? (M) beziiglich abzihlbar vieler Eigenfunktionen des LAPLACE-Operators auf kom-
pakten RIEMANNschen Mannigfaltigkeiten herleiten.

Durch das Zusammenfiithren beider Theorien kénnen wir schliefflich eine asymptotische
Losung der Wérmeleitungsgleichung konstruieren und sie in Termen geometrischer Gro-
Ben ausdriicken.

Wir werden uns dabei hauptséchlich an dem Buch , Elliptic operators, topology and asym-
ptotic methods“ von ROE [Roe88, §1, §3, §5, §7] orientieren, jedoch insbesondere ndher
auf Zusammenhinge und Geodéten eingehen.

1.2 Mathematische Voraussetzungen

In dieser Arbeit werden Elemente der globalen Analysis, sowie der Funktionalanalysis vor-
ausgesetzt, wie sie etwa in [Lee06] (globale Analysis) und [Hir71], beziechungsweise [Rud91]
(Funktionalanalysis) dargestellt sind.
Die Sétze dieser Gebiete werden wir in dieser Arbeit nicht beweisen, jedoch wollen wir
einige grundlegende Bezeichnungen einfiihren.
Eine Mannigfaltigkeit M sei hier stets glatt, geschlossen, ein HAUSDORFF-Raum und habe
die Dimension n.

Wir sagen eine Funktion f: M — C ist von der Klasse C", falls es fiir einen Atlas
(¢pa: Ua = R™), 4, die Funktionen f o ¢ ! fiir alle @ € A sind. Eine glatte Funktion
f € C® (M) ist eine Funktion die fiir alle 7 € N von der Klasse C" ist.
Eine RIEMANNSCHsche Metrik auf der Mannigfaltigkeit sei mit g bezeichnet und wir ver-
wenden folgende Notationen:

g: TM xTM — R

9 () = gl (3], 951, :
G (p):= <w>m<>-
g (p) = (G~ )
9(p) = det (G (p)).

Sei nun M orientiert. Es bezeichne A¥ (T*M) die k-Formen auf M. Sei dann d die
CARTAN’sche duflere Ableitung und sei vol, die Volumenform beziiglich g, also gelte in
lokalen Koordinaten (unbahéngig von der Wahl dieser):

voly (p) = /g (p) - dz* A ... Ada™

Ist (-,-), die duale Paarung auf A¥ (T*M), so ist der HODGE-+-Operator auf A* (T*M)
gegeben durch die Zuordnung einer k-Form « zu einer (n — k)-Form =, sodass fir alle
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(n — k)-Formen g gilt:
(o, B) -woly = B N *au.
Der Operator d* ist dann definiert durch
d*a = (-1 s d % q,

wobei « eine beliebige k-Form ist. Es gibt ein globales inneres Produkt auf M, das heifit
fiir beliebige Formen « und /3 des selben Grades k sei

{, B) Amrenny = /M (a, B) volg = /MO‘ A *fvoly

= /M B N *xavoly.

Dieses innere Produkt ist definiert, sobald mindestens eine der Formen kompakten Trager
hat (dies wird fiir unsere Zwecke gentigen, da wir hauptséchlich kompakte Mannigfaltigkei-
ten betrachten). Der Operator d* ist zu der &uBeren Ableitung formal adjungiert, das heifit
fiir beliebige Formen « von Grad k und 8 vom Grad k& — 1 gilt, falls die Mannigfaltigkeit
M kompakt und orientiert ist, dass

<aad5>Ak(T*M) = <d*a7/B>Ak*1(T*M) :

Diese Aussage folgt mit dem Satz von STOKES.
Der LAPLACE-Operator A auf M fiir glatte Funktionen definieren wir dann als

Af = d*df,

wobei f € C° (M) eine glatte Funktion ist. Der LAPLACE-Operator A wird somit auf
natiirliche Weise zu einem positiven, selbstadjunigerten Differentialoperator zweiter Ord-
nung. Er geniigt folgender lokaler Darstellung fiir eine Karte ¢ : U C M — R" und einer
glatte Funktion f

1 «— 0 L Of
Af =—— . Y.
/ \@z‘jzl Oz (\/ﬁg 3$3>
Auf kompakten Mannigfaltigkeiten konnen wir ebenso eine FRECHET-Topologie auf den
glatten Funktionen definieren.

Zunéchst sei fiir eine Funktion f € C" (M) die C"-Norm gegeben durch folgende Definition:

rf\ér(m::i( S sup 8a((f-p,%)oqﬁ,;1) )

k=1 \aeN" |a|<r zER™

Dabei sei (¢ : Up — R™),"; ein endlicher Atlas der kompakten Mannigfaltigkeit M und
(pr)pe, eine zugehorige Zerlegung der 1. Man kann mit Hilfe der Kettenregel und der
Kompaktheit von M zeigen, dass diese Normen bis auf Aquivalenz unabhiingig von der
Wahl des Atlanten und der Zerlegung der 1 ist. Diese Norm wurde so gewéhlt, damit an
einer spéteren Stelle dieser Arbeit der Einbettungssatz von SOBOLEW leicht auf Mannig-
faltikeiten tibertragen werden kann. Ferner ist der Raum C" (M) beziiglich dieser Norm
ein BANACH-Raum, was unmittelbar aus der Wahl endlich vieler Karten und der Tatsache,
dass die Raume C” (K) fir eine kompakte Teilmenge K C R™ BANACH-R&ume sind. Die
C*°-FrRECHET-Topologie auf den glatten Funktionen von M definieren wir dann folgen-
dermaflen:

Eine Folge glatter Funktionen (f;);2, C C°° (M) konvergiert in C* (M), wenn sie fiir alle
r € N beziiglich der Normen ||-|| (57 konvergiert.

3
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2 Zusammenhinge und Geodaten

Das spétere Ziel dieser Arbeit wird es sein, eine asymptotische Enwicklung, &hnlich der
Taylorreihe, einer Funktion auf einer Mannigfaltigkeit zu bestimmen. Dazu werden wir
sogenannte geodétische Koordinatensysteme und eine geodétische Metrik auf der Man-
nigfaltigkeit einfiihren um integrierende Faktoren, analog zur Warmeleitungsgleichung im
euklidischen Raum, konstruieren zu kénnen.

Essentiell hierfiir ist die Definition des Zusammenhangs, eine Art Verallgemeinerung der
zweiten Ableitung auf Vektorfelder. Gesucht ist also insbesondere eine Abbildung, die zwei
Vektorfeldern ein Vektorfeld zuordnet. Allgemeiner kann dies auch auf eine Zuordnung
von einem Vektorfeld und einem Schnitt in ein beliebiges Vektorbiindel zu einem Schnitt in
ein Vektorbiindel verallgemeinert werden, da wir die Theorie der Zusammenhénge jedoch
in Hinblick auf Geodaten und den damit eng verbundenen LEVI-CIVITA-Zusammenhang
entwickeln wollen, beschrianken wir uns hier auf das Tangentialbiindel.

Wir folgen hierbei im Wesentlichen [Wal89, §2], werden aber auch Ideen aus [Kob63, Ch.I-
IV] iibernehmen.

2.1 Zusammenhange

Wir wollen zunéchst den Begriff des Zusammenhangs einfithren. Diese bilineare Abbildung
von Vektorfeldern kann als ,,Ableitung eines Vektorfeldes beziiglich eines anderen Feldes“
interpretiert werden.

Definition 2.1 (Zusammenhang). Fine R-bilineare Abbildung
V:C®(TM)xC®(TM)— C*(TM) (2.1)

heifit Zusammenhang, falls fir alle Vektorfelder X, Y € C*(TM) und Funktionen
feC>® (M) gilt:

Vix =/ VxY, (2.2)
Vx(f-Y)=f-VxY+(X.f) Y.

Dabei ist X.f die Ableitung von f beziiglich X.

Die Bedingung 2.3 heifit derivativ, da sie sich der Produktregel entlehnt.
Im folgenden Lemma sehen wir, dass auch Zusammenhéinge auf blofl lokal gegebenen
Vektorfeldern lokal definiert werden koénnen.

Lemma 2.2 (Lokalitdt von Zusammenhéngen). Sei U C M offen, sei X € C*> (T M)
ein Vektorfeld mit X|U = 0. Dann gilt fiir einen beliebigen Zusammenhang V und ein
beliebiges Vektorfeld Y € C*° (T'M):

(VXY) ’U =0,

(Vy X) ’U =0

Beweis. Sei py € U beliebig. Dann gibt es eine offene, echte Teilmenge V' C U, die pg
enthélt. Sei nun f € C*° (M) eine Abschneidefunktion mit:

f(p)=1,fallspe M\U,
fp)=0,fallspe V.
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Also gilt:

X=fX
= (VyxY) |,
— (o) (VxY)| =0.

— (VxY)|

Po

Da py € U beliebig war, gilt somit:

(ny) ‘U =0.
Ferner gilt ebenso:
(VyX) [, = (Vy (f X)),
= F o) - (VyX) |, + (VF) (o) - X],,
=0-+0.
Und somit wiederum:
(VyX)|, =0. O

Dieses Lemma ermdoglicht uns die Definition von Zusammenhéngen beziiglich Vektor-
feldern, die blof} auf offenen Mengen von M gegeben sind:

Bemerkung 2.3. Seien X,Y : U — T M lokal auf einer offenen Menge U C M gegebene
Vektorfelder. Sei V- C U eine echte Teilmenge und offen, und f eine Abschneidefunktion
wie im vorigen Lemma. Dann setzen wir

X:=f X ecC®(TM),
Y:=f-YecC®(TM).
SchliefSlich definieren wir:
(VxV) |y = (V7)) [, (2.4)

Die Lokaliat und Biliniearitdt des Zusammenhangs in beiden Komponenten sichert uns die
Wohldefiniertheit zu; die Definition ist unabhdngig von der Wahl von f. Da diese Definition
fiir alle offenen Mengen V- C U gilt, kann sie auf ganz U erweitert werden (man wahle zu
einem Punkt aus U eine offene Umgebung V', die echt in U enthalten ist). Wir sprechen
dann von einem Zusammenhang auf U.

Dies motiviert zu der Frage, wie sich Zusammenhénge in lokalen Koordinaten darstellen
lassen. Diese Darstellung ist eindeutig:
Lemma 2.4. Sei ¢: U — R™ eine Karte von M. Bezeichnen ferner 0; := a%w die Ba-
sisfelder beziiglich ¢ von T M. SchliefSlich seien I‘fj € C° (M) Funktionen auf M (die
sogenannten CHRISTOFFEL-Symbole des Zusammenhangs). Dann ezististiert genau ein
Zusammenhang V auf U, sodass gilt:

Vo,05= > TH0k. (2.5)
k=1
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Beweis. e Eindeutigkeit: Seien X, Y Vektorfelder auf M. Diese mogen folgende lokale
Darstellungen haben:

X, =YX, Y|, = le'aj.
i=

=1

Damit gilt:

ViVl = 3 Vi, (v70;)
i,j=1
- ]21 X'V, (Yﬂaj)
= i: (X7 (0:¥7) 0 + X'YTV,,0;)
ij=1
_ Zn: (x7 (0:v7) 0 + X'YIT0,)
i,j,k=1

Somit ist V eindeutig auf U festgelegt.

e Existenz: Wir nutzen den im Eindeutigkeitsteil gefundenen Ausdruck fiir V XY]U als
Definition. Nun kann man leicht fir 4, j € {1,...,n} und X = 0;,Y = 0; iiberpriifen:
VyY = (X (0aY") 3 + X“Y'Th,0%)

1

1= =1

(5ai (0adp;) Op + 5ai5bjrgbak)
a,b,k

=1
n
=0+ Y T70h O
k=1
Zusammenhinge sind also lokal auf eineindeutige Weise durch n3-viele Funktionen

Ffj € O (M) festgelegt. Ferner lassen sich die in Lemma 2.2 gemachten Identitdtsaussa-
gen fiir Zusammenénge deutlich verschérfen:

Lemma 2.5 (Identitdtsaussagen fiir Zusammenhénge). Seien X, Y Vektorfelder auf M.
o Gilt X|p =0 fiir einp € M, so gilt:

(VxY) |p =0.

o Isty: (—e, ) — M ein glatter Weg mit

so gilt:
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Beweis. Sei ¢: U — R” eine um p zentrierte Karte. Dann gibt es lokale Darstellungen
von X,Y:

X|U:ZX oxrt’

i=1

HUZE;/%V

Somit erhalten wir:

e Da X|p = 0 gilt, folgt fiir alle ¢ € {1,...,n}:

Damit gilt aber:

e Zunichst verkleinern wir e gegebenenfalls, sodass 7 ((—¢,€)) vollstdndig in U ent-
halten ist. Da fiir alle t € (—¢,¢) die Gleichheit Y"y(t) = 0 gilt, folgt fiir alle

ie{l,...,n}:
Y (y(t) =0.

Somit ergibt sich:
(VxY) |, = E:VX<Y'8ﬂ) b
=0 (Ve ) L+ 3 () 0 (),
; L oxt)'p
Da jedoch 7 ein Weg ist mit v (0) =p, ~(0) = X|p, ergibt sich:

N (10 (v (9)) (9
(VxY)[, =0+ Z:Z1 ( 1s > =0 (3332) .

Die Funktionen Y sind jedoch auf v (¢) gleich 0, also gilt:

0
ozt

(VxY) |p = 0. O

Wir kénnen mithin den Begriff des Zusammenhangs verallgemeinern:

Bemerkung 2.6. Seiy: [0,1] — M ein glatter Weg in M, seit € (0,1) und u € T M
ein Vektor. Dann definieren wir:

V.5 = (VxY) |~/(t)’
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wobei Y ein beliebiges Vektorfeld auf M ist, sodass es ein € > 0 gibt mit:
Vse (t—et+e): Y|7(s) =49(s),
und X ein beliebiges Vektorfeld auf M ist, sodass gilt:

X|

) T W

Dass die hier gemachte Definition unabhdngig von den vollzogenen Wahlen ist, folgt direkt
aus dem vorangegangenen Lemma und der Bilinearitdt von Zusammmenhdngen.

Nun wollen wir uns einem Zusammenhang zuwenden, der besondere Eigenschaften
hinsichtlich der RIEMANNschen Metrik auf M besitzt.

Definition und Satz 2.7. Der LEVI-CIVITA-Zusammenhang ist der durch folgende Fi-
genschaften eindeutig charakterisierte Zusammenhang auf M :

e Der LEVI-CIVITA-Zusammenhang ist symmetrisch (oder auch torsionsfrei):
VX,Y e C*(TM): VxY —VyX = [X,Y];
dabei ist [-,-] die L1E-Klammer [Lee06, L1E-Brackets, §4].

o Der LEVI-CIVITA-Zusammenhang ist vertrdglich mit der RIEMANNschen Metrik g
auf M :

VX, YL Y2 € C®(TM):
g (VXYI,Y2> tg (Yl, VXY2) —Xg (Yl,Y2) :
Beweis. Sei (Uy),e4 eine offene Uberdeckung von M
und (¢%: Uy — R™) 4 ein Atlas.

e Eindeutigkeit: Wir zeigen die Eindeutigkeit in jeder Karte.
Dazu wollen wir die CHRISTOFFEL-Symbole von V beziiglich einer der offenen Men-

gen U, bestimmen. Seien dazu fir i,j5 € {1,...,n}:
0
81 = )
0!

T = (F}j, - ,r;;)T

Seien nun 4, j,k € {1,...,n} und X := 0;,Y := 0;,Z := 0. Zunéchst stellen wir
fest, dass X, Y, Z paarweise kommutieren. Weiterhin nutzen wir die Vertréglichkeit
mit der Metrik und erhalten so:

9(VxY,Z)=X.g(Y,Z)—g
g(Y,VxZ) =g, VzX +0

=Z.g(Y,X)—g(VzY,X),
g(VzY, X)=g(VyZ +0,X)
(
(

(Y, VxZ),
)

=Y.yg(Z X)-

9(Z,VyX)
=Yg(Z,X)—yg

VxY, 7).
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Dabei wurde beim letzten Schritt zusétzlich die Symmetrie von g benutzt. Setzen
wir diese Formeln suksessiv ineinander ein, so erhalten wir:

9(VxY,2) = Xg(Y,2) = Z.g(Y,X)
+Y.g(Z,X)—g(VxY, Z)

— (VY. 2) = 5 (X.g (¥, 2) = Zg (¥, X) + Yg (2, X))

n
1
= > T¥;gar = > (0igji + 059k, — OkYij)
a=1

1
= (G- Tij)y = 5 (Bigjn + 939k — Orgis)
1 1 n
=1y = 9 (G ) (3i9jk + 0j9ik — 3k9ij)k:1>
1 n
— Fi-cj = 5 Z gak (82'9]'@ + ajgia — 3agij).
a=1

Damit sind die CHRISTOFFEL-Symbole von V in U, eindeutig bestimmt und somit
nach Lemma 2.4 auch der Zusammenhang V selbst.

e Existenz:

Wir benutzen den im Eindeutigkeitsteil gefundenen Ausdruck fiir V in einer Karte
U, als Definition. Somit gelten die Bedingungen aus 2.7 zumindest fiir die Basisfelder
X :=0;,Y := 0,7 := 0. Aus der Linearitét in Y, Z (gegeniiber Multiplikation mit
glatten Funktionen) und der Derrivationseigenschaft in X folgen dann aber bereits
die Bedingungen 2.7 fiir beliebige Vektorfelder X,Y,Z. Wegen der Lokalitdt von
Zusammenhédngen 2.2, liefert dies auch eine konsistente globale Definition von V,
da auf dem Schnitt von zwei Kartenumgebungen der so definierte Zusammenhang
eindeutig ist.

O

2.2 Geodatische Koordinaten

Nun haben wir geniigend Mittel zur Verfiigung, um Geodéten zu definieren. Da Geoda-
ten glatte Wege sind, war es notwendig, Zusammenhénge auf die Tangentialabbildungen
von Wegen zu verallgemeinern. Die lokale Darstellung des LEVI-CIvITA-Zusammenhangs
wird notwendig sein, um die Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen aus dem Gebiet der
gewohnlichen Differentialgleichungen anwenden zu kénnen.

Definition und Satz 2.8 (Geodéitengleichung und Exponetialabbildung). Sei pg € M
ein Punkt und x € T, M ein Vektor, so heif§t ein glatter Weg

vy R— M
Lésung der Geoddtengleichung mit Anfangsdaten py und x, falls

7 (0) = po,
¥ (0) =z,
fiir alle t € (0,1) : V)7 = 0;

wobei V der LEVI-CIVITA-Zusammenhang auf M ist, gilt.
Es gibt eine offene Umgebung I C R um 0, sodass die Geoddtengleichung eine eindeutige
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Losung besitzt.

Ist ferner v (_) eine Lésung zu Anfangsdaten py und x, so ist fir jede Zahl ¢ € R die
Kurve v (¢-_) eine Losung zu Anfangsdaten py und c - x.

Mt Hilfe dieser Aussage, gibt es zu einem festen Punkt pg eine offene, sternférmige Um-
gebung V. C Ty, M, welche 0 enthdlt, des Tangentialraums an po, sodass fiir alle x € V
eine eindeutige Losung v, der Geodadtengleichung mit Anfangsdaten py und x existiert
und v, (1) definiert ist.

Die Ezxponentialabbildung

expy,: V — M
x = v (1)

liefert fiir jedes x € Tp,M eine Geodite p(t) := exp,, (t - ) mit Anfangsdaten po und x.
Die Exponentialabbildung ist ein Diffeomorphismus von V- C Ty, M zu einer offenen Menge
UcCM.

Nach Wahl einer Orthonormalbasis (e;)r—, von Tpy M beziglich der RIEMANNschen Metrik
g, erhalten wir so folgende Abbildungen:

cart: R" — T, M

(1 n - (5
T = (x N )H;xez
¢: U — R"
o (p) = (Cart_l oexp;()l) (p)

Dabei ist cart die Zuweisung kartesischer Koordinaten. Somit ist ¢ eine uwm pg zentrierte
Karte von M. Wir nennen die Koordinatenfunktionen von ¢ die geoddtischen Koordinaten
von M um py.

Beweis. (i) Zunéchst zur Geodatengleichung: Wir betrachten die Geodatengleichung in
lokalen Koordinaten (2);_, beziiglich einer Karte ¢): U — M zentriert an py. Wir
setzen fur alle i € {1,...,n}:

V= glon.

Nun ergibt sich fiir die Tangentialabbildung von ~ in lokaler Darstellung, wenn
f € C® (M) eine beliebige Funktion ist:

. d d _
ypf = oDl =3 (Fov ovon)
_ d
=D (£o4™) lyny " 35 @0 ey

n d’}/i
— (a’tf) |'y(t) ’ E|t

=

Somit gilt also:

. " dy
Wy = 22 a5 1Ol

i=1

Ferner wird es notig sein "y|7(t). (%’t) zu bestimmen:

L (S2) = 2 ((2or) )|
Tho\"as ) T au \\ds °7 ust”

10
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Der Wert von ~* an v (u) ist jedoch die Ableitung (%2) an der Stelle wu:
S=u
) dvi _ d dVi _ d2’yi
’Y|’y(t)’ E|t - @ ds 's=u |u:t T ds? ’s:t’

Wir erhalten somit folgende Gleichung fiir alle ¢t € R:

Vil |
=X V(s al,) <(?SJ . aj>
ztézl(izgﬁ-ifhﬁ-v@hmg@wuwmy(ifhﬁ>.@M®)
) 132:3:1 <(§;|Szt ' 8’“|v(t) + (?;L:t ' ?js:t T35 (v (1)) - 3k|y(t)>'

Somit

ke {1,

0

0=

l'k:

Dabei sind (mk) "

gilt, wegen der linearen Unabhéngigkeit der Ableitungen 0 fiir alle

con)
n d2~k d~t d~d
Z < dZQ ot d;l s=t d—é e (I‘fj o 1/}-1) (’yl t),...,y" (t))) (2.6)
ij=1
7*(0) @)
dry®
qs |0 (2.8)

die Koeffizienten von z in der Basis (0),_, also:

n
T = ka . 6k|p0.
k=1

Wir haben also ein gewohnliches Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung in n
Funktionen mit 2n Anfangswerten vorliegen. Nach dem Satz von PICARD-LINDELOF,
wie er etwa in [Wal96, Satz VI, §10] dargestellt ist, gibt es dann eine offene Umgebung
I C R, welche 0 enthilt, sodass alle Funktionen ~* dort existieren und eindeutig sind.
Unter ¢~ ! erhalten wir aus den Komponentenfunktionen eine auf I existierende und
eindeutige Losung v der Geodétengleichung mit den gegebenen Anfangsdaten.

Nun zur Isochronie der Geodéatengleichung: Wenn wir in die Gleichung 2.6 die Funk-

tionen 4¥ (t) := ¥ (¢ - t), mit einem beliebigen ¢ € R, einsetzen, erhalten wir:

DY

dQ;?k

(&
(-
(

' 4y
ds 's=t ds 's=t

k
ij

NE

|s:t

(T o) (7 (t)))

ds

e (Thov™) (v (e t>>>.

d2’7k
ds?

dy'
ds

|5:c~t |s:c~t ’

|$w-0%owl)w«>wﬂ

n

d2,yk
ds?

W

|s:c~t ds s=ct ds

ij=1

11
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Dies ist aber gerade das ¢?-fache der lokalen Geodétengleichung fiir v an der Stelle
¢ -t und somit 0.
Fiir die Anfangsdaten ergibt sich:

7 (e~ ) (0) = po,
(& Ny = Al =eow
Also ist v (¢ _) eine Geodéate zu den Anfangsdaten py und c - x.

(iii) Die Abbildung exp ist so definiert, dass fir die Kurve p gilt:

p(t) =y (1),

wobei v der Geodétengleichung mit Anfangsdaten py und ¢ - x geniigt. Ebenfalls
wissen wir jedoch, dass diese Gleichung ebenso von der Kurve ~, (¢ - _) erfillt wird,
also wegen Eindeutigkeit mit dieser {ibereinstimmt. Folglich gilt:

p(t) :’Yz(t‘ 1)'
Die Kurve p erfiillt die Geodétengleichung mit Anfangsdaten pg und .

(iv) Schliellich zur lokalen Diffeomorphie: Dies ergibt sich mit:
/
Dy (exppo) ly] = (exppo (- y)) oo = ¥-

Also gilt Dy (exppo) = Id, insbesondere ist Id ein linearer Isomorphismus. Folglich
kann man den Umkehrsatz auf die Exponentialabbildung in einer Umgebung von 0
anwenden und erhélt die gewlinschten Eigenschaften.

O]

In geoditischen Koordinaten gibt es ein spezielles Feld, welches sehr niitzliche Eigen-
schaften besitzt. Dieses soll nun eingefiihrt werden.

Definition 2.9. Sei ¢: U — R"™ eine um py € M zentrierte geoddtische Karte. Dann
heif$t das lokal gegebene Vektorfeld R Radialfeld, wenn gilt:

R=> = o (2.9)

=1

Nun wollen wir einige interessante Aussagen iiber R treffen. Diese werden zum Ver-
standnis geodétischer Koordinaten hilfreich sein und sind [Ber92, Proposition 1.27, §1.2]
entnommen.

Lemma 2.10. Sei R das Radialfeld in einer an pg € M zentrierten geoddtischen Karte.
Sei x € Tp,M Koordinate von einem Punkt p1 € M, welcher noch in der geoddtischen
Karte liegt. Dann gilt:

(i) Die Kurve

p: [0,1] — M
t > exp,, (t- )

ist ein glatter Weg von py nach p1 und erfallt fir t € (0,1) die Geodatengleichung
mit Anfangsdaten pg und x.

12



2 ZUSAMMENHANGE UND GEODATEN

(ii) Es gilt fir alle t € [0,1]:
Rl =1t Pl
(iii) Seii € {1,...,n} und seien v; Vektorfelder gegeben durch die Gleichung:

vi i|

bo -
VRUZ' = 0.

po

Dann gibt es eine offene Umgebung U C M wvon po (die in der Karte enthalten ist),
sodass die Felder v; orthonormale, glatte Schnitte ins Tangentialbiindel sind, was
bedeutet:

g (vi, vj) = 0453
wobei g die RIEMANNSsche Metrik ist.
(iv) Das Radialfeld R ist unter Bildung des LEVI-CIVITA-Zusammenhangs invariant:

VrR = R.

Beweis. (i) Diese Behauptung greift das Resultat aus Definition und Satz 2.8 auf.
(ii) Sei f € C°° (M) eine Funktion, dann gilt:

_d((fep)(s), _d((foptogop)(s)

p’p(t)'f - ds o=t = ds o=
- d((¢op)(s))
_ 1
=D (o6 ) ooy — gy omt
n d ((carti—l oexp, ! o expp0> (s- x))
B ; Ky - ds o=t
= d(s-x;)
=20l f g e

s
Il
—

I
NE

<.
Il
MR

Auflerdem ergibt sich fiir das Feld R:

Bl = 2o (0 (1) - Oilq

=1

= Z ((:arti_1 o exp;01> (eprO (t- 37)) ) ai‘p(t)

=1

=t ;LL‘Z : 8\p(t).

Somit gilt:

R’p(t) =t 'p‘p(t)'

13



(iii)

(iv)

2 ZUSAMMENHANGE UND GEODATEN
Zunichst erinnern wir, dass die Basis (e;);_; orthonormal beziiglich g|pO gewahlt
wurde. Sei nun

v (t) == exp,, (t-ei).

Fiir diese Kurve gilt gerade 7y (0) = pp und %4 (0) = ¢;, wie wir im ersten Punkt des Be-
weises gesehen haben. Damit gilt nun aber fiir eine beliebige Funktion f € C* (M):

d d
ei.f = Q& (foy(t) |t:0 T (f o¢ o ¢O’Y(t)) ‘t:O
d

=D (067 ) |y g (007 D) ],

n d )
= Z 8j’po'f S dt (xl © XPpq (t- ei)) |t:0

7j=1
n d 1
_ Zaj’po'f T (cart (t- ei)) |0
j=1
n d
= Zaj|p0-f “dt (t - di5) |t:0
7j=1
=0, 0y =,
7j=1

Also gilt auch g|p0 (8i‘p0,8j|p0) = 0. )

Nun ist die Differentialgleichung fiir die Vektorfelder v; nach Ubergang in lokale
Koordinaten (die exakte Form dieses Ubergangs wollen wir hier nicht angeben, er
berechnet sich jedoch vollig analog zu der Geodatengleichung in lokalen Koordina-
ten) eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in n Funktionen mit
2n Anfangswerten, also ist nach dem Satz von PICARD-LINDELOF wieder in einer
Umgebung U C M um pg eine Losung eindeutig existent.

Sei nun p; € U mit der Koordinate x € T,,M ein beliebiger Punkt und sei
7 (s) := exp,, (s- =) mit s € [0, 1] die Geodite die po mit p; verbindet. Sei ¢ € (0,1)
und seien i,j € {1,...,n} beliebig. Dann gilt:

d
t 35 Oy (il il )) o

= t . "7|7](t)g ('Ui,vj)
= R]n(t).g (vi, vj)

= 9|n(t) <VR|n(t>vi’”j> +9|n(t) (Ui,vR|n(t)Uj>

=0.

Da t positiv war, ist also die Metrik von v; und wv; konstant. Folglich gilt
g‘pl ((%]pl,@j‘pl) = 0;; und da p; in U beliebig gewahlt war, gilt die Eigenschaft
auf ganz U.

Sei p; ein beliebiger Punkt, der in der geodétischen Karte um py enthalten ist.
Wir betrachten nun die bereits im vorigen Teil des Beweises benutze Geodéte p (1),

14



2 ZUSAMMENHANGE UND GEODATEN

welche pg mit p; verbindet. Ferner haben wir gesehen, dass R|p(t) =1t- p|p(t) gilt.
Damit errechnen wir nun:

V, R=tV, R
R|p(t) p|p(t)
2 . . b
=TV PPl 0= 1) Pl
d .
=0+t ((p(s) = ) 0p(9)) |,y Bl
=t-1 'p|p(t)

p(t)”

Dabei ist die Umkehrabbildung p(¢) + ¢ sinnvoll, da, falls p; # pp ist, z # 0 gilt
und somit p\p( H = Yo a:i81'|p( H 2 0. Somit ist p ein Diffeomorphismus auf sein Bild
und besitzt insbesondere eine glatte Umkehrabbildung. Da dies fiir jeden beliebigen
Punkt in der Kartenumgebung um pg gilt, gilt die Invarianz also auf der gesamten
Karte.

O

Auf einer zusammenhéngenden kompakten RIEMANNschen Mannigfaltigkeit 1dsst sich
eine Metrik definieren. Spéter werden wir diese im Kontext von Geodéten betrachten.

Definition 2.11 (Metrik der kiirzesten Wege). Sei M eine zusammenhdngende kompakte
RIEMANNsche Mannigfaltigkeit und seien po,p1 zwei Punkte in M. Sei €, ,,, die Menge
aller stickweise glatten Wege ~: [0,1] — M, die py mit p; verbinden, dann ist die
Funktion dist wohldefiniert:

dist (p()vpl) = inf L (’7) )

'YGQP(),Pl

1
L(v) = /0 \/g|'y(t) (7 7y )

Diese Aussage folgt direkt aus der Bedingung, dass M zusammenhéngend und kompakt
ist. Ess konnen also stets endlich viele Karten gewahlt werden, deren Vereinigung zwei belie-
bige Punkte enthélt und noch zusammenhéngend ist. Im euklidischen Raum kénnen dann
Strecken zwischen Punkten aus den Kartenschnitten gewéhlte werden. Durch zuriickholen
jeder dieser Strecken auf der Mannigfaltigkeit durch die Kartenabbildungen und hinter-
einander ausfithren derselben, erhalten wir somit einen stiickweise glatten Weg zwischen
zwei beliebigen Punkten der Mannigfaltigkeit. Die Abbildung dist ist also wohldefiniert,
da jeder Weg auf der kompakten Mannigfaltigkeit endliche Linge besitzt.

Spéter konnen wir zeigen, dass es sich bei dieser Abbildung in der Tat um eine Metrik auf
M handelt.

Nun kénnen wir die fiir uns wichtigsten Rechenregeln in geodétischen Koordinaten bewei-
sen. Unter anderem kénnen wir auch dist in geodétischen Koordinaten berechnen. Dazu
bendtigen wir noch den Satz von EULER {iber positive, homogene Funktionen in R™ aus der
klassischen Analysis, der leicht durch Differentiation der definierenden Gleichung bewiesen
werden kann (beziehungsweise die Umkehrung durch Integration):

15



2 ZUSAMMENHANGE UND GEODATEN

Lemma 2.12 (Satz von EULER ftiber positive, homogene Funktionen). Sei f: R" — R
eine stetig differenzierbare Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

o f ist positiv homogen vom Grad k € R, das heifst fiir alle a > 0 und alle Punkte
x € R" gilt:

fla-z)=a" f(x).
o Ist R das Radialfeld in R™, so gelte fiir alle Punkte x € R™:
R|x.f =k-f(x).

Nun kommen wir zu den Rechenregeln fiir geodétische Koordinaten.

Proposition 2.13 (Rechnen in geodétischen Koordinaten). Sei V der LEVI-CIVITA-
Zusammenhang auf M. Seien {x'}_, geoditische Koordinaten auf M zentriert beipy € M.
Sei R das radiale Vektorfeld. Dann gelten folgende Aussagen und Formeln:

(i) Sei py := exp,, (v) der Punkt in M, welchem der Koordinatenvektor x € R" ent-
spricht. Dann gilt:

g|pz <R|pz7R|pz) - |$|2
(i) g(R.0) ="

(iii) Es gilt dist (pg,exppO (m)) = |z| und das Minimum wird von einer Geoddte ange-
nommen.

Beweis. (i) Wir erinnern zundchst aus Lemma 2.10, dass es orthonormale Basisfel-
der (v;);_, gibt, welche in py mit 87;|p0 iibereinstimmen und welche der Gleichung
Vrv; =0 gentigen. Wir wollen nun f; := ¢ (R,v;) bestimmen. Sei i € {1,...,n}
beliebig:

R.fi =g (VrRR,v;) + g (R,Vgv;) = g(R,v;) + 0 = f;.

Nach dem Satz von EULER 2.12 handelt es sich bei f; also um eine positiv homogene
Funktion vom Grad 1, wenn wir sie als Funktion in den Koordinaten auffassen.
Ferner sind demnach alle partiellen Ableitungen 0; f; positiv homogen von Grad 0.
Sei nun aber x € R™ beliebig, dann gilt wegen der Stetigkeit von 9; f;:

@:4) (0 = lim (0,5 (%) = (0, (@),

Die letzte Gleichheit gilt wegen der 0-Homogenitat. Also sind die partiellen Ablei-
tungen von f; allesamt konstant und f; somit ein Polynom vom Grad 1. Andererseits
gilt nach dem Satz von TAYLOR:

vil, =0, +0(|z]).

Pz p.

Dabei ist die LANDAU-Notation komponentenweise beziiglich einer Darstellung des
Restvektorfeldes in der Basis (9;);—; zu verstehen. Bestimmt man nun f; in dieser

16



2 ZUSAMMENHANGE UND GEODATEN

Néherung so ergibt sich:

bg:

fi (pz) = I g(05,vi)

.
Il
_

I
M=
&%b.

g (v + O (|z]), vi)

<.
Il
-

I
WE

zl (52']‘ +0 <]x\2>

<.
Il
-

=2'+0 (]:B|2> .

Da wie vorhin gezeigt f; jedoch Polynome von Grad 1 sein miissen, folgt schon
fi = 2% Da (v;)[_, Orthonormalbasisfelder sind, ldsst sich mithin auch R in ihnen
ausdriicken:

== R:in-vi.
i=1

nun lésst sich g (R, R) einfach bestimmen:

n

— Y g (o) =Y (%) = Jaf®

ij=1 i=1

(ii) Wir benutzen wieder die Naherung 0; = v; + O (|z|). Eingesetzt in g (R, 0;) erhalten
Wwir so:
g(R,0;) =Y 27g(0;,0:) =Y _ 27g(v; + O (|z]) ,vi + O (|]))
j=1

@’g (vj + O (|z]) , v + O (|z)) Z g (vj,vi) + O (|z))

MﬁiM:

<.
Il
—

Il
M:

276, +O<|x\ ) :xi+0(|x|2).

.
Il
A

Wir setzen nun g (R, 8;) = ' + h;, wobei h; € O <|:1:\2) noch zu bestimmen ist. Dazu
berechnen wir die Wirkung von R:

R.g(R,0;) = g(VrR,0i) + g (R,Vr0;) = g (R,0;) + g (R, VR;) .

Der Kommutator von R mit 0; ist [R, d;] = —0;, folglich gilt mit der Symmetrie des
LEVI-C1vITA-Zusammenhangs:

g (R, vRa@) =g (Ra VBZR) +g (R7 [R7 az])
1

=509 (R, R) = g (R,0,).

17
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2 ZUSAMMENHANGE UND GEODATEN

Insgesamt gilt also:

n

(R, 9;) = 1@9 R,R) 7312(1:]) =z,

Somit ergibt sich fiir die unbekannte Funktion h;, dass R.h; = 0 gilt. Also ist h; kon-
stant nach 0-Homogenitat und Stetigkeit. Da jedoch h; (pg) = 0 gilt (da in O (]m\z)
liegend), gilt schon h; = 0 und somit g (R, 9;) = z°

Im Folgenden wollen wir die Familie von lokalen Vektorfeldern Y;; := :ciaj — 299,
betrachten. Zunéchst bemerken wir, dass diese Familie in jeder Faser T, M mit p # po
das orthogonale Komplement R];‘ von R aufspannt. Dies gilt, denn fiir einen von
po verschiedenen Punkt p mit Koordinatenvektor z # 0 gibt es ein k € {1,...,n}
mit Koordinate ¥ # 0. Dann sind jedoch schon die n — 1 Vektorfelder Yy; mit
J # k linear unabhéngig. Somit ist also der Spann aller Felder Y;; in allen Punkten

mit Koordinaten = # 0 mindestens (n — 1)-dimensional. Andererseits gilt fiir 4, j €
{1,...,n} beliebig:
g(R,Yij)=g (R,xiaj - xj&) =12'g(R,0;) — 27g (R, 0;)

=z'z) — 2z =0.

Folglich ist der Spann ein Unterraum des (n — 1)-dimensionalen Raums R’;‘ und
aus Dimensionsgriinden mit diesem identisch. Ist nun v: [0,1] — M ein beliebiger
glatter Weg der pg mit einem Punkt p; verbindet und dessen Bild noch ganz in
der geodatischen Karte um pg enthalten ist, so ldsst sich jeder Tangentialvektor
*'y]A/( 9 eindeutig als die Summe eines Vielfachen f (v (t)) des Vektors R’v( 9 und eines

Vektors Y‘V( ;) Aus dem Spann der Vektorfamilie (Yij |Fy ( t)):jzl schreiben. Es gilt also:

Ty =T O )R]y + Y.

Besitzt nun v (t) den Koordinatenvektor z (t), dann sei f (z (t)) := f (v (¢)). Damit
ergibt sich:

9(3.%) = (@) g (R, R) +0+0+g(Y,Y) > f*(x)[]>.

Dies gilt, da R orthogonal zu Y ist und g positiv definit ist. Andererseits gilt:

;Y‘w(t) - Z;p% ®) 8i’7(t)’
mit den Koeffizientenfunktionen p’(t) := W‘s:t' Sei nun k € {1,...,n},

sodass 2" (v (t)) # 0 gilt (dieses existiert wegen der Injektivitdt von ). Dann wird
der Raum R[,Jy'( " bereits von den Vektoren (ij)j 2k aufgespannt und wir erhalten die
Darstellung:

W =D F O @0+ D wi @) (20l — 20l ).

i=1 i=1,i£k
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2 ZUSAMMENHANGE UND GEODATEN

Somit gilt nach Koeffizientenvergleich:

P () =F (1) 2F (y (0) = 3wy () - 2 (7 (1),
J#k
Vidk: p(0) = (8) -2 (v (1) + s (8) - 2F (7 (1)),

Nun koénnen wir einen Ausdruck bestimmen, der sich als niitzlich erweisen wird:

Andererseits berechnen wir:

dlz @)

= dtdiw‘)”%)

Somit gilt insgesamt:

dlz (t)]]”

9l (7’7(t)’7|7(t)) > f2(t) |z (b)) = ’dt

Nun kénnen wir die Lange der Kurve v abschétzen:

1 ] ] 1
L) :/0 \/g|7(t) (ﬂv(t)"y‘v(t))dtz/o

Damit folgt also fiir die Abbildung dist von einem Tupel bestehend aus py und einem
Punkt p, = exp,, (z) mit Koordinatenvektor z:

d‘zt(t”’dt > |z (1) =z (0)] = |z (1)].

dist (po, pz) = |z (1)] = |z].

Andererseits gilt fiir die Geodéte p (t) = exp,, (t-z), welche pg mit p, verbindet,
dass:

. 1
Blow = 78l

L1 1 |1; (t)|2 1 (42 ’x|2
= L) :/o \/ﬂg‘pm (R‘pu)’R‘p(t))dt:/o \/tizdf:/0 —gdt = |zl.
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2 ZUSAMMENHANGE UND GEODATEN

Daher wird die untere Schranke der Abbildung dist von einem Tupel, bestehend aus
po und p,, von einer Geodéte angenommen.

O
Korollar 2.14. Die Abbildung dist ist eine Metrik auf M.

Beweis. Die Symmetrie und die Positivitdt von dist ist klar, da umorientierte Wege gleiche
Léangen L haben und Léngen positiv sind. Es gilt, dass stiickweise glatte Wege , wobei der
Endpunkt eines Weges der Anfangspunkt des Anderen ist, durch Verkniipfung (sie werden
hintereinander durchlaufen) wieder einen stiickweise glatten Weg bilden, der als Lénge die
Summe der Lingen hat. Wir erhalten so fiir ein € > 0:

dist (p1,p3) < L (71 0 72) < dist (p1,p2) + € + dist (p2, p2) + €.

Mit € — 0 folgt dann die Dreiecksungleichung. Zur Definitheit betrachten wir nun Folgen-
des: Seien p # p’ Punkte in M . Dann gibt es eine offene Umgebung U von p die p’ nicht
enthélt (M ist ein HAUSDORFF-Raum). Sei weiter U’ eine um p zentrierte geodétische
Karte. Dann gibt es ein 7 > 0, sodass der Abschluss der Menge V := {q, € U’ : |z| <r}
in U NU’ enthalten ist. Ist nun v ein Weg, der p mit p’ verbindet, so kann dieser Weg
aufgeteilt werden in einen Weg 1, der von p zu einem Randpunkt von V verlduft und
einen {ibrigen Weg. Fiir den Weg in V' gilt aber nach Proposition 2.13 die Abschétzung
L(y1) > r und somit auch L (vy) > r. Da der Weg ~ beliebig war, gilt die Ungleichung
auch fiir dist und folglich die Definitheit der Metrik. O

Bemerkung 2.15. Mit einem zu dem Beweis der Definitheit analogen Argument kann
man ebenso zeigen, dass die Bedingung , stickweise® fiir die Wege zwischen zwei Punkten
in der Definition von dist, auch weggelassen werden kann; denn kiirzeste Wege sind lokal
Geoddaten und diese sind glatt.

Korollar 2.16. Es gilt folgende Identitdt fiir geoddtische Koordinaten:
Z 2 g¥ (z) = a'.
j=1
Beweis. Aus Proposition 2.13 ergibt sich:
) n
) = Z $kgkj ().
k=1

Eingesetzt ergibt sich also:

n n n
S algh(x) = Y aFg(2) g7 (2) = Y akey =o', O
=1 k=1 k=1

Schliefflich wollen wir noch eine TAYLOR-Entwicklung der RIEMANNschen Metrik ¢ in
geodéatischen Koordinaten um den Ursprung angeben. Die Berechnung derselben erfor-
dert keine weiteren Kenntnisse iiber geodétische Koordinaten, wir wollen die Rechnung
angesichts ihrer Lange daher hier aussparen und lediglich das Ergebnis préasentieren. Die
vollstdndige Rechnung ist in [Roe88, Proposition 1.14, §1] ausgefiihrt.
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Proposition 2.17 (TAYLOR-Entwicklung der RIEMANNschen Metrik). Sei ¢: U — R”
eine geoddtische Karte von M, die an einem Punkt p € M zentriert ist. Ist x der Ko-
ordinatenvektor eines Punktes in U und g die RIEMANNsche Metrik auf M, so gilt fir

i,jEe{l,...,n}:

1

3 Z Rk (0) - Ft + 0 (‘$|3> .

k=1

gij (x) = bij +

Dabei sei R folgendermafen definiert:

n are.  ore
Rikij == ng' ( c%jl - 8:75131? + Z (Fﬂ im — L jm)>
a=1 m=1

3 Analysis des Laplace-Operators

Nun wollen wir uns dem LAPLACE-Operator auf kompakten RIEMANNschen Man-
nigfaltigkeiten zuwenden. Das Ziel dieses Kapitels ist es, eine Spektralzerlegung des
Laplace-Operators A zu finden und so neue Operatoren, wie etwa exp (—tA), definieren
zu konnen. Diese werden sich als essentiell zur Losung der Warmeleitungsgleichung erwei-
sen.

Zunichst ist eine Definition der SOBOLEW-R&ume auf kompakten RIEMANNschen Man-
nigfaltigkeiten zu finden und die Ubertragung der Einbettungssitze aus dem euklidischen
Raum auf solche Mannigfaltigkeiten herzuleiten. Wir werden dazu noch einmal die eukli-
dische Definition der SOBOLEW-R&ume und die erwdhnten Einbettungssitze ohne Beweis
erinnern. Diese kann man etwa in [EvalO, Theorem 6, §5.6.3] und [EvalO, Theorem
1, §5.7] finden. Im Wesentlichen orientiert sich dieses Kapitel an dem Vorgehen von
ROE in [Roe88, §3], wir betrachten anstatt des DIRAC-Operators jedoch den LAPLACE-
Operator, der einige Verdnderungen motiviert.

Andere Ansétze zur Analysis des LAPLACE-Operators, die auf der Theorie von Pseudo-
differentialoperatoren basieren, kénnen in [Shu01] oder [Gri94] gefunden werden.

Definition 3.1 (SOBOLEW-Raum). Sei V' eine beschrinke, offene Teilmenge von R™.

e Die SOBOLEW-k-Norm ||-||yyx(yy st fir eine Funktion f € C> (V) gegeben durch:

lwear = 3 10afllaw. (3.1)

aeN" |a|<k

e Der SOBOLEW-k-Raum W* (V) sei die Vervollstindigung von C° (V) beziiglich der
SOBOLEW -k-Norm, |||y vy

Bemerkung 3.2. Der Raum CF (V) der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen mit
kompaktem Triger kann stetig in W* (V) eingebettet werden. Wenn im Weiteren eine
Funktion als Element eines SOBOLEW-Raums bezeichnet wird, so ist dies im Sinne dieser
Einbettung zu verstehen.

Bemerkung 3.3. Ebenfalls folgt direkt aus der Definition, dass Multiplikation mit einer
Funktion aus C2° (V') als beschrinkter Operator auf jedem SOBOLEW-k-Raum agiert. Fer-
ner agiert jeder lineare Differentialoperator der Ordnung | beschrinkt von W* (V) nach

WE=L (V).
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Proposition 3.4 (SOBOLEW-Einbettungssatz). Fir jede ganze Zahl p > n/2 und jede
beschrinkte, offene Teilmenge V des R™, ist der Raum WP (V) stetig in C* (V) einge-
bettet.

Proposition 3.5 (RELLICH-Einbettungssatz). Sei V' offen und beschrinkt in R™. Sei k
eine natiurliche Zahl: Dann ist der Inklusionsoperator

Id: Wk (V) — L2 (V) (3.2)
kompakt.

AuBlerdem gilt die GARDING-Ungleichung fiir elliptische Operatoren [Eval0, Theorem
1, §6.3.1].

Proposition 3.6 (GARDING-Ungleichung). Sei U eine offene beschrinkte Teilmenge von
R™ und sei V' eine relativ kompakte Teilmenge in U. Ist L ein elliptischer Differentialope-
rator zweiter Ordnung und u € CZ° (U) eine Funktion, dann gibt es eine von u unabhdngige
Konstante C, sodass folgende Abschétzung gilt:

lulwzy < € (Ilell 2y + 1 Lull o)) - (33)

Korollar 3.7. Suksessives Einsetzen der GARDING-Ungleichung in sich selbst liefert fiir
u € CX (U) die Abschitzung

k
[ellyprze oy < C - (Z HLk“‘ L2(U)> : (3.4)
=0

Wir bemerken zudem, dass der LAPLACE-Operator A in lokaler Darstellung ein ellip-
tischer Operator ist.
Im folgenden betrachten wir komplexwertige Funktionen auf M und werden sie weiterhin
mit C°° (M) bezeichnen. Diese Bezeichnung ist dadurch gerechtfertigt, dass wir C als R?
auffassen (also keine komplexe Differenzierbarkeit!). Dann kénnen wir folgendes komplexes
Skalarprodukt definieren:

Definition und Satz 3.8 (Globale SOBOLEW-k-Raume). Seien u,v € C* (M) kom-
plexwertige Funktionen. Dann definieren wir das SOBOLEW-k-Skalarprodukt auf C*° (M)
vermoge:

. _ !
(u, v) gy = ;) /Mu : (A U) voly. (3.5)

Wir nennen die Vervollstandigung von C°° (M) beziglich <','>Hk(M) den SOBOLEW-k-

Raum und bezeichnen ihn mit H* (M). Dieser Raum ist somit nach Konstruktion insbe-
sondere ein HILBERT-Raum.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass (-, )y« (M) Positiv definit, hermitesch und sesquilinear ist.

e Sesquilinearitat: Dies ist klar, da die komplexe Mulitplikation sesquilinear ist und
somit der Integrand.

e Hermitesch: Wir rechnen fiir zwei komplexwertige Funktionen u,v € C* (M):

u- (Al vol :/ u - (AD)vol
J 7 (al)voly = | w- (Aol
:/ v - (Alu)voly.

M

Bilden wir nun die Summe iiber [, so folgt die Aussage.
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3 ANALYSIS DES LAPLACE-OPERATORS

e Positiv definit: Sei [ = 2m zunéchst gerade, dann gilt:
- (Alu) vol, = / A™y) - (A™u) vol,,.
[ e (A voly = [ (&) - (A7) vl

Dieser Ausdruck ist sicherlich nichtnegativ. Sei nun I = 2m + 1 ungerade:

u - Al l :/ dAm ) dAm 1(T* lg.
/Mu ( u)vog M(( w) , (dA™w)) g1 (e ppy vOlg

Dieser Ausdruck ist ebenso nichtnegativ. Es bleibt also die Definitheit zu zeigen,
wozu wir den den O-ten Summanden betrachten. Dies ist aber gerade die L?-Norm
auf M zum Quadrat. Diese ist fiir C*° (M) definit. Da alle Summanden nichtnegativ
sind, folgt somit die Definitheit der Summe.

O]

Die iterierte GARDING-Ungleichung 3.7 sichert uns nun zu, dass wir die Einbettungssét-
ze von SOBOLEW und RELLICH (zumindest fiir gerade k = 2m) auf die SOBOLEW-k-Réume
H* (M) iibertragen kénnen. Die dazugehérige Rechnung wollen wir nun nicht ausfiihren,
im Wesentlichen basiert sie aber auf der Wahl lokaler Koordinaten zu endlich vielen Kar-
ten von M (dies ist moglich, da M kompakt ist) und eine vertriagliche Wahl der Normen
auf C" (M), wie sie in der Einleitung dieser Arbeit eingefithrt wurde. Eine &hnliche, kar-
tenabhénige Definition der SOBOLEW-k-Réume auf M kann in [Roe88, Definition 3.12, §3]
gefunden werden.

Wir bemerken ferner, dass die von uns gewéhlte SOBOLEW-k-Norm eine globale GARDING-
Ungleichung ermoglicht:

Proposition 3.9. Ist u € C* (M) eine Funktion, so gilt fir k > 0 und eine von k
abhdingige Konstante Cy folgende Ungleichung:

lull rszqary < Cr - (Il areqany + 18Ul rsaany) - (3.6)
Beweis. Fiir k = 0 erhalten wir:
lullFr2ary = () 2 gary + (U Au) 2 ap) + (D, Au) 24
< NlullZzany + 2 el zzan) - 1AUl 2y + 1AUlT2 00
2
= (lull 2o + 1Aull 2qar))

Hier wurde die CAUCHY-Ungleichung verwendet. Fiir k£ > 1 erhalten wir:

2 _ 2 k+1 k42
lulltresaany = lullfreqany + (o A1) o (e A2

= lullfe ) + (Aw, A (Aw)) |+ (Au, AF (Au))

(M) L2(M)

< 2 [l Frary + 2 1 AullFany

2
<2 (lullgrqary + 18Ul grsaqa)
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3 ANALYSIS DES LAPLACE-OPERATORS

Nun wollen wir uns dem LAPLACE-Operator A genauer zuwenden. Wir bemerken zu-
néchst, dass A auf einer dichten Teilmenge, die wir die Definitionsbereich dom (A) nennen
wollen, des HILBERT-Raumes L? (M) definiert ist. Der Graph G von A ist dann definiert
als:

G = {(u, Au) € L* (M) ® L* (M): u € dom (A) } (3.7)

Lemma 3.10. Der Abschluss des Graphen G in L* (M) @ L? (M) ist selbst wieder ein
Graph.

Beweis. Angenommen dies wire nicht der Fall. Dann liegt wegen der Dichtheit von
dom (A) ein Punkt der Form (0,v) in der Menge G, wobei v # 0 ist. Dies bedeutet,
dass es eine Folge von glatten Funktionen mit u; — 0 und Au; — v gibt, wobei die
Konvergenz in L2 (M) vorliegt. Aber dann gilt fiir jede glatte Funktion w € C°° (M):

(g, w) p20ry = (0,0) 2ar »

Wegen der Selbstadjungiertheit von A fiir glatte Funktionen folgt dann aber bereits
(v, w) 2 = 0, da der Grenzwert eindeutig ist. Da die Funktion w beliebig gewéhlt
war, folgt mithin v = 0 und damit der Widerspruch. O

Da der Abschluss G des Graphen von A nun wieder ein Graph ist, definiert er so-
mit einen eindeutig bestimmten linearen Operator A, dessen Definitionsbereich noch zu
bestimmen ist. Diese ergibt sich aber schlicht aus der Bedingung des Abschlusses; die De-

finitionsbereich dom (Z) ist die Menge aller Elemente u € L? (M), sodass es eine Folge

glatter Funktionen (uj) C C* (M) gibt, die in L? (M) gegen u konvergiert und sodass
ebenso die Folge (Au;) in L? (M) konvergiert. Die GARDING-Ungleichung auf M 3.9 stellt
aber sicher, dass diese Menge genau der Raum H? (M) ist.

Mit Hilfe des Konzepts FRIEDRICH scher Glatter, welches in [Roe88, Definition 3.19, 3.21,
§3] ausgefiihrt ist, kann ferner gezeigt werden, dass schwache Losungen beztiglich des LA-
PLACE-Operators tatséchlich starke Losungen sind, das heifit:

Proposition 3.11. Sei k > 0 und seien u,v € H* (M). Angenommen es gilt Au = v im
schwachen Sinn, das heif$t fir alle glatten Funktionen w € C* (M) gilt:

(uy Aw) p2ppy = (0, W) 2 -
Dann ist w € H*2 (M) und es gilt Au = v im starken Sinn, das heifit Au = v.

Diese Aussage erlaubt uns folgende Zerlegung des Raumes L? (M) @ L? (M):

Lemma 3.12. Sei G der Graph von A und sei die Abbildung
J: L2(M)® L2 (M) — L* (M) @ L* (M) gegeben durch (u,v) + (—v,u). Dann ist folgen-
de orthogonale Zerlequng giiltig:

L*(M)® L* (M) =G @ JG.
Beweis. Sei dazu (u,v) € G". Dann gilt fiir alle glatten Funktionen w € C'*° (M):

((’U,, U) ) (wv Au))>L2(M)€9L2(M) = 0’
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3 ANALYSIS DES LAPLACE-OPERATORS

also

<U, w>L2(M) + <U, Aw)LQ(M) — 0
Aber diese Gleichung bedeutet genau, dass Av = —u im schwachen Sinn gilt. Nach Pro-
position 3.11 gilt dann aber, dass v in H? (M) enthalten ist und Av = —u gilt. Also gilt
(—v,u) € G und somit (u,v) € JG. O

Wir kénnen somit einen Operator @ wie folgt definieren: Fiir jedes Element u € L? (M)
sei der Punkt (Qu, ZQU,) die orthogonale Projektion des Punktes (u,0) auf G in

L? (M) @ L? (M). Da die Definitionsbereich dom (Z) dem Raum H? (M) entspricht, gilt

somit Qu € H? (M). Ferner gilt nach dem vorangegangenen Lemma, dass es ein Element
v € H? (M) gibt, sodass folgende Gleichheit gilt:

(u,0) = (Qu,ZQu) + (—Zv,v) .
Somit gilt
u=Qu—Av, v=-AQu.
Damit gilt schlie3lich
u= (Id T ZQ) Qu.
Dabei gilt, wegen Proposition 3.11 und v = —AQu, dass der Bildpunkt Qu in H* (M)
enthalten sein muss. Wir wollen nun zeigen, dass @ ein beschrinkter Operator von L? (M)

nach H* (M) ist. Dazu benutzen wir, dass die Projektionsabbildung stets eine Operator-
norm kleiner oder gleich 1 besitzt. Folglich gilt die Abschéitzung:

IQultaqany + [BQu ) < 1 luliEaqary

nach der GARDING-Ungleichung gilt aber zusitzlich (nach Quadrieren und Anwenden der
Ungleichung |ab| < 1/2 (a® + b?)):

2

o)

IQuiey < € (IQuliauy + [BQulf, , + ][54

= (lullF2ar + Ilu — Qull32ar)
< C|ullZz(ar -

Wenn wir nun aber den Operator Q mit dem Inklusionsoperator Id: H* (M) — L? (M)
verkniipfen, erhalten wir nach dem Einbettungssatz von RELLICH eine kompakte Abbil-
dung. Fassen wir also @ als Operator des Raumes L? (M) auf sich selbst auf, so ist dieser
Operator kompakt, selbstadjungiert (da A selbstadjungiert ist) und injektiv. Fiir Opera-
toren dieses Typs gibt es jedoch ein Spektraltheorem, wie es etwa in [Hir71, §7.26, Satz
26.3, Satz 26.5] dargestellt ist, sodass folgendes Resultat gilt:

Satz 3.13. Es gibt eine Zerlegung des Raumes L* (M) in die direkte Summe abzihlbar
vieler, je paarweise orthogonaler Riume H)y. Jeder Raum Hy ist von endlicher Dimensi-
on, besteht aus glatten Funktionen und ist ein FEigenraum von A zum FEigenwert A. Die
FEigenwerte von A bilden eine diskrete Teilmenge von RT.
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3 ANALYSIS DES LAPLACE-OPERATORS

Beweis. Wie wir festgesellt haben, ist der Operator @ als Abbildung von L? (M) in sich
selbst ein selbsadjungierter, kompakter und injektiver Operator. Da L? (M) ein HILBERT-
Raum ist, kann dieser, nach dem Spektraltheorem fiir solche Operatoren, in eine abzédhlba-
re, direkte Summe paarweise orthogonaler und endlichdimensionaler Eigenrdume des Ope-
rators @, dessen Eigenwerte (sdmtlich von 0 verschieden) eine Nullfolge bilden, zerlegt wer-
den. Jeder Eigenraum besteht aus Elementen des Raumes H* (M), da im (Q) € H* (M)
gilt.

Ferner gilt Id = (Id + 32) @, also ist ein Eigenvektor von @) mit Eigenwert p ein Eigenvek-

tor zu A° mit Eigenwert (1 — p) /p. Also kann L? (M) in eine abzéhlbare, direkte Summe
paarweise orthogonaler und endlichdimensionaler Eigenrdume des Operators A’ zerlegt
werden, mit diskreten Eigenwerten, die gegen oo laufen. Diese Eigenwerte sind sémtlich
positiv, da 52 ein positiver Operator ist.

Ist nun V ein endlichdimensionaler Eigenraum von A’ zum Eigenwert A2, so gilt sicherlich
V=A\V= <>\Id + Z) Vo ()\Id — Z) V.Ist nunu = M+Av € ()\Id + Z) V' ein Vektor,
so gilt:

Au=NAv+ \2v =\ ()\v +Zv> = \u.

Also wird V in Eigenriume des Operators A zum Eigenwert +\ beziehungsweise —\
zerlegt. Letzterer ist jedoch Null, da A ein positiver Operator ist. Also lisst sich L2 (M)
in Eigenrdume von A zerlegen, die jeweils endlichdimensionale Unterrdume des Raumes
H? (M) sind. Es bleibt zu zeigen, dass die Eigenrdume tatsichlich aus glatten Funktionen
bestehen. Sei dazu v € H? (M) ein Eigenvektor mit Av = Av. Durch suksessives Anwenden
des Operators A auf diese Gleichung erhalten wir nach Proposition 3.11, dass v in jedem
geradzahligen SOBOLEW-k-Raum enthalten ist. Nach dem Einbettungssatz von SOBOLEW
ist dann v aber bereits eine glatte Funktion. Somit ist v tatsédchlich Eigenfunktion des
Operators A und die Aussage ist vollsténdig bewiesen. O

Diese Spektralzerlegung des Raumes L? (M) erlaubt uns nun die Definition von durch
Funktionen induzierten Operatoren.

Definition und Satz 3.14. Sei o (A) die Menge der Eigenwerte von A. Diese nennen
wir das Spektrum von A. Ist f: 0 (A) — C eine beschrinkte Funktion, so definieren wir
den Operator f (A) auf L? (M) folgendermafien:

Seiu € L? (M) ein beliebiges Element. Dann gilt die Darstellung:

U = Z <u7/U>\>L2(M) * U,
A€o (A)

wobei die glatten Funktionen vy FEigenfunktionen von A zum FEigenwert X sind und ein
Orthonormalsystem beziglich des Skalarproduktes (-, '>L2(M) bilden.
Dann ist das Bild unter f (A) definiert durch:

F@Yui= Y FO)- fw o - oa (3.8)

A€o (A)

Der so definierte, selbstadjungierte Operator f(A), von L? (M) in sich selbst, ist be-
schrankt. Falls der Operator A mit einem Operator A kommutiert, gilt dies auch fiir
f(A) und A. Ferner bildet f (A) die glatten Funktionen C*° (M) auf die glatten Funktio-
nen C*° (M) ab.
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4 DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass die Selbstadungiertheit des Operators f (A) direkt
aus der Selbstadjungiertheit des Operators A folgt, denn es reicht diese Eigenschaft fiir
Eigenfunktionen von A zu priifen, da sie den gesamten Raum L? (M) aufspannen.

Sei die Funktion f auf dem Spektrum von A durch die Konstante C beschrinkt. Dann
gilt fiir ein beliebiges Element u € L? (M):

() f (A )y = 3 PO [ oa) aqan |

Ao (A)

2
<O Y o) aan| = C? lullgzan
Ao (A)

Damit ist der Operator f (A) auf L? (M) beschriinkt. Angenommen ein Operator A kom-
mutiert mit dem Operator A. Dann gilt sofort f (A) Av = Af (A) v, fiir jede Eigenfunktion
v von A. Da diese jedoch als direkte Summe den Raum L? (M) aufspannen folgt, dass f (A)
mit A kommutiert. Sei nun eine glatte Funktion u € C* (M) beliebig vorgegeben. Dann
gilt fiir jedes k € N, dass A?*y in dem Raum L? (M) liegt. Damit gilt ferner:

A% F(A)u=f(A) A%y e L2 (M).

Nach iteriertem Anwenden von Proposition 3.11 folgt dann aber bereits, dass f (A)w in
dem Raum H?* (M) enthalten ist. Nach dem Einbettungssatz von SOBOLEW folgt dann
aber, dass f (A)u eine glatte Funktion ist. O

4 Die Warmeleitungsgleichung

Die Wirmeleitungsgleichung ist von einiger Bedeutung fiir die Physik. Sie beschreibt et-
wa das rdumliche Ausbreitungsverhalten der Temperatur mit der Zeit oder das Ausbrei-
tungsverhalten der Konzentration mit der Zeit (Diffusion). Wir wollen uns hier auf eine
mathematische Betrachtung beschréinken, insbesondere mit dem Ziel, den Wérmeleitungs-
kern besser zu verstehen. Dennoch bleiben manche Aussagen nicht ohne physikalische
Anschauung wie etwa die ,Energieerhaltung”, die wir fiir den Beweis der Eindeutigkeit
einer Losung der Warmeleitungsgleichung heranziehen werden. Wir folgen in diesem Ka-
pitel im Wesentlichen der Darstellung von ROE in [Roe88, §5]. Sei im folgenden M stets
eine kompakte RIEMANNsche zusammenhédngende und orientierte Mannigfaltigkeit.

Definition 4.1. Sei u eine in beiden Komponenten glatte Funktion die noch in RZ9 stetig
ist:

w: RZY x M — C = R?

Dann heifit u Losung der Wirmeleitungsgleichung, falls fir t > 0 gilt:

0
8—1: 4+ Au =0, wobei A auf der M -Komponente wirkt.

Proposition 4.2. Die Wirmeleitungsgleichung besitzt eine eindeutig bestimmte, glatte
Losung u zu gegebenem, glattem Anfangsdatum u (0,-) € C* (M).
Sie erfillt ferner folgende Abschdtzung:

Ve 0t gy < (0.9 2 -
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Beweis. Existenz:

Definiere u (¢,-) = exp (—tA)u (0, -), wobei der Operator exp (—tA) wie in 3.14 iiber das
Spektrum von A definiert ist. Somit gilt sofort, dass u (¢, -) fiir alle t > 0 eine glatte Funk-
tion auf M ist. Da die Funktion A — e~ mit A € RT beliebig oft differenzierbar ist und
ihre Ableitungen auf RZ° beschrinkt sind, gibt es den Ableitungen entsprechende Opera-
toren, welche jeweils auf u (0, ) angewendet, die Ableitungen nach ¢ von w (t,-) ergeben,
da alle Ausdriicke gleichméssig konvergieren und somit Differentiation mit Summation
vertauschbar ist. Damit folgt auch sofort, dass u (t, -) Losung der Warmeleitungsgleichung
ist, denn dann gilt:

ou _
a = Z —Ae A <U, U)\>L2(M) * U)X,
Aeo(A)
Au= Y e (Au,00) papp) - Oa
A€o (A)
= Z )\€_t>\ <'LL, U)‘>L2(M) U
A€o (A)

Im letzten Schritt wurde dabei die Selbsadjungiertheit des Operators A ausgenutzt.
Eindeutigkeit: Sei u (¢, -) eine Losung der Warmeleitungsgleichung. Dann gilt:

0 0

= - <A’LL (ta ')7 u (ta )>L2(M) - <u (t> ) 5 Au (t7 )>L2(M)
= -2 <du (tv ) ,du (t’ ')>A1(T*M)
<0.
Damit folgt die Abschitzung:
e (6, M ary < 1 (0, 2sapy» e ¢ > 0. .

Wie wir im Beweis gesehen haben, ist der Losungsoperator der Warmeleitungsglei-
chung, der auf L? (M) beschrinkte Operator exp (—tA).
Tatséchlich handelt es sich bei diesem Loésungsoperator um einen gliattenden Operator.
Dies zu zeigen soll unser néchstes Ziel sein.

Definition 4.3. Ein beschrinkter Operator A auf L? (M) heifit glittender Operator,
wenn es einen glatten Kern (also eine glatte Funktion in zwei Variablen aus M)
ke C (M x M) gibt, sodass fir alle glatten Funktionen u € C*° (M) gilt:

Au (p1) = /M k (p1,p2) - u (p2)voly (p2). (4.1)

Durch Anwenden einer Differentiation auf diese Formel sehen wir, da Differentiation und
Integration vertauschen, dass das Bild des Raumes L? (M) unter dem Operator A die
glatten Funktionen C* (M) sind.

Auflerdem gilt folgendes Lemma, welches wir auf den Losungsoperator der Warmelei-
tungsgleichung anwenden wollen.

Lemma 4.4. Sei A ein selbstadjungierter, beschrinkter Operator auf dem Raum L? (M),
welcher L? (M) stetig auf den BANACH-Raum C” (M) abbildet. Dann kann der Operator
A? durch einen Kern der Klasse O dargestellt werden:

Au(p) = [ k1) - u ) voly (), (4.2

wobei dies fiir alle Elemente u € L? (M) gelte.
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Beweis. Sei der Punkt p € M fest gewihlt. Dann ist das Funktional auf L% (M), ge-
geben durch u — (Au)(p), stetig und linear und kann daher, nach dem FRECHET-
RIEsz’schen Darstellungssatz, wie er etwa in [Werll, Theorem V.3.6, §V] dargestellt ist,
durch ein Element v, € L? (M) reprisentiert werden, das heifit fiir alle u € L (M) gilt
(Au) (p) = (vp, u)LQ(M). Somit gilt fiir ein Element u € L? (M):
(4%u) (p) = (A (Aw)) (p)
= <AU7UP>L2(M)

= (u, AUP>L2(M) :

Die letzte Gleichheit gilt, da A ein selbstadjungierter Operator ist. Weiterhin stellen wir
fest, dass Av, eine Funktion der Klasse C" fiir jeden Punkt p € M ist. Es gilt somit fiir
zwei beliebige glatte Funktionen f,h € C* (M):

<h,A2f>L2(M)—/ (4%F) () - T () woly (9)
— [ ([ 1@ (75) @ vy @)) - Fw) voly ).

Andererseits gilt wegen der Selbstadjugiertheit von A2%:
2
<h’A f>L2(M) < ’f>L2(M
= / f(q) - A2h (q) vol, (q)
- [ 1@ /h - (Avy) (p) vol, (p)vol, (q)

B / (/ fla )+ (Avg) (p) voly (p)) volg (q) .

Nach dem Satz von FUBINI und da die glatten Funktionen f und h beliebig waren, folgt
somit die Gleichheit:

(Avy) (p) = (Av,) (). (43)
Insbesondere erlaubt dies die Definition des Kerns k als Funktion:

k (p,q) == (Avy) (p) -

Nach Gleichung 4.3 und der Tatsache, dass der Operator A Elemente von L? (M) nach
Funktionen der Klasse C" abbildet, folgt sofort, dass k in beiden Komponenten eine Funk-
tion der Klasse C" ist. Ebenfalls gilt aber fiir eine glatte Funktion u € C* (M):

(420) 0) = [ w(@)- (A5) (@) voly (0)
—/kp, (q)voly (q) .

Also ist k der Kern des Operators A2 mit der geforderten Regularitét. O

Damit kénnen wir fiir den Losungsoperator der Warmeleitungsgleichung die folgende
Aussage treffen.
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Proposition 4.5. Der Losungsoperator exp (—tA) ist ein glattender Operator.

Beweis. Fiir jede natiirliche Zahl £ ist A exp (—tA) ein beschriankter Operator auf
L? (M). Nach Proposition 3.11 bildet somit exp (—tA) den Raum L? (M) stetig in den
Raum H?* (M) ab. Nach dem Einbettungssatz von SOBOLEW bildet dann exp (—tA) den
Raum L? (M) stetig in den Raum C" (M) fiir alle 7 > 0 ab. Da auilerdem die Gleichung
exp (—tA) = (exp (—tA/2))? gilt, folgt mit dem vorangegangenen Lemma die Behaup-
tung. O

Nun kénnen wir den Warmeleitungskern definieren.

Definition 4.6. Da der Operator exp (—tA) gldttend ist, ist dieser Operator als Integral-
operator eines glatten Kernes k gegeben. FEs gilt folgende definierende Eigenschaft fiir alle
Funktionen uw € C> (M):

E:Rt x M x M — C (4.4)

(exp (—tA)u) (p1) = /M Ek(t,p1,p2) - u (p2)voly (p2). (4.5)

Um den Warmeleitungskern in seinem Verhalten besser verstehen zu kénnen, fithren
wir den Begriff der Fundamentallosung ein.

Definition 4.7. Seip € M ein fester Punkt und sei o € C eine feste Zahl. Dann heifst
eine glatte Funktion w: RT™ x M — C Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung
mit Pol (p,0), falls gilt:

o w erfillt die Warmeleitungsgleichung:

0

o Fir alle Funktionen h € C* (M) gilt:

lim <h7 w (t7 ))LQ(M) =o-h (p)

t—0

Proposition 4.8 (Existenz und Eindeutigkeit der Fundamentallosung). Fiir jedes Tupel
(p,o) mit p € M und o € C existiert eine eindeutige Fundamentallosung der Wairmelei-
tungsgleichung zum Pol (p,o) und es gilt:

w (t7 ) =o0-k (t7p7 ')7
wobei k der Wirmeleitungskern auf M wie in 4.6 ist.

Beweis. e Existenz:
Wir benutzen den in der Behauptung gegebenen Ausdruck fir w. Sei dazu x €
C> (M) eine beliebige Testfunktion:

0= (8815 + Ap/) (exp (—tAy) X) (2')
(a@t + A,,,) /M k (t,p.0') X (p) vol (1)
/M ((gt + Ap/> k) (t.p,2") x (p) volg (p) -
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Folglich ist, da x beliebig ist und k stetig ist, k (¢, p, -) Losung der Warmeleitungs-
gleichung. Durch die Multiplikation mit o erhalten wir also, dass w tatsachlich die
Waiérmeleitungsgleichung 16st.

Nun sei h € C* (M) eine beliebige Funktion. Dann gilt:

<h, w (t, )>L2(M) = /ME (p/) w (t7p/) VOlg (p’) =0- /ME (p/) k (t,p,p/) VOlg (p/)

=0 (exp(—tA)R) (0) B o R (p).

Letztere Konvergenzaussage gilt, da fiir ¢ — 0 die Funktionenfolge exp (—tA)h — h
in der FRECHET-Topologie von C'* (M) konvergiert.

Eindeutigkeit:
Sei w Fundamentallosung mit Pol (p, o). Sei ¢t > 0. Dann gilt wegen der Eindeutigkeit
der Warmeleitungsgleichung fiir alle 0 < € < ¢:

w (t,p') = (exp (= (t =€) A)w (e, ) (p) -

Somit erhalten wir fiir eine beliebige Funktion h € C* (M):

<h7 w (tv )>L2(M) = <h'7 exp <_ (t - 6) A) w (67 )>L2(M) :

Nun nutzen wir aus, dass exp (— (¢t —€) A) nach Satz 3.14 ein selbstadjungierter
Operator ist:

<h’ w (ta )>L2(M) = <eXp (_ (t - 6) A) h,w (Ev ')>L2(M) :

Wir definieren nun die Familie 7. von linearen, stetigen Funktionalen auf dem
FRECHET-Raum C* (M) fiir eine Funktion f € C* (M) via:

Tef = <f> w (67 ))LQ(M) :

Diese Familie konvergiert punktweise mit ¢ — 0 gegen das lineare, stetige Funktio-
nal f — o - f(p). Folglich kénnen wir den Satz von BANACH-STEINHAUS, wie er
etwa in [Rud91, Theorem 2.6, §2] dargestellt ist, anwenden und erhalten so, dass die
Operatornormen [|7¢|| ooy durch eine Konstante C' beschrénkt sind. Ferner kon-
vergiert exp (— (t — €) A) h — exp (—tA) h im FRECHET-Raum C (M). Insgesamt
ergibt sich also:

[((exp (— (£ =€) A) = exp (—tA)) hw (€,) 2 apy
< C[l(exp (— (t =€) &) = exp (1)) Bl e ary 3 0.

Dann erhalten wir aber:

(R w (8,-)) p2(ary = lim (exp (= (¢ =€) A) hyw (€, )) p2(ar
= lg% <eXp (_tA) h,w (67 )>L2(M)
=0 (exp(—tA)h) (p).
Sind also w und w’ zwei Fundamentallosungen so gilt fiir die Differenz:

(hy (w = w') (&) 2 ar) = 0-

Da h € C* (M) beliebig war und w, w’ stetig, miissen sie identisch sein.
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5 Asymptotische Entwicklung der Warmeleitungsgleichung

Die Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung enthélt wesentliche Informationen
der Gleichung. Wir wollen nun versuchen, einige Informationen mittels einer asympto-
tischen Losung zu extrahieren. Wir folgen in diesem Kapitel der Darstellung von ROE
in [Roe88, §5].

Zu Beginn wollen wir definieren, was eine asymptotische Losung ist.

Definition 5.1. FEs sei f: R — C eine Funktion. Fine formale Reihe

oo
Z apt"™®
k=0

heift asymptotische Entwicklung von f beit =0, falls die Folge (ng)se, streng monoton
wachsend ist und gegen oo lduft, fir k — oo und fir jede natirliche Zahll folgendes gilt:

< Crlt"r,

l
‘ )= apt™

k=0

fiir kleine Betrdge |t| und eine Konstante Cj.

Wir schreiben dann f (t) = apt™ + a1t + ...

Wir sagen, eine Funktion ist asymptotische Losung der Warmeleitungsgleichung, falls sie
in oberem Sinne asymptotische Entwicklung einer Fundamentallosung bei t = 0 ist.

Notwendig zur Diskussion der Warmeleitungsgleichung ist die folgende Funktion, wel-
che die Aufgabe eines integrierenden Faktors iibernimmt, wie wir sie etwa von Differenti-
algleichungen im euklidischen Raum her kennen.

Lemma 5.2. Seipy € M ein Punkt und sei ¢ : U — R" eine geoddtische Karte zentriert
an po. Sei x Koordinatenvektor eines noch in U enthaltenen Punkts p, und sei gV (z) der
ij-te Eintrag der inversen Matriz der Metrik in Matrizdarstellung beziiglich der geoddti-
schen Karte. Wir definieren eine Funktion f: ¢ (U) x Rt — R wvia:

flat) =t exp<_(ﬁst25£w)w>>;

dann gilt:

o n_o o2 _
%(xat) - Z g9 (1‘) 69528{53 (x7t> = o nf(x7t>'

ij=1

Beweis. Aufgrund von Proposition 2.13 gilt dist® (pg, pz) = |2|?. Andererseits wissen wir
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ebenso aus Korollar 2.16, dass >_7';_; " (z) z'z! = |z|2. Nun kénnen wir explizit rechnen:

of 0 1 1,
o (1) 8t<(47rt)gep( 4trx\))
2
= D)+ )

0% f (1) = 1

o= b (e ()
(

OxtoxJ

insgesamt gilt also:

9 noo -
({')7{ (.’L’,t) _i]z_: g (iL‘) 8.%'2({'9];] (iL',t) = o nf(xat) :

O]

Nun wollen wir die Wirkung des LAPLACE-Operators in geodétischen Koordinaten
untersuchen. Zunéchst gilt, dass der LAPLACE-Operator A folgende Form besitzt:

no O N,
A‘px - Z g] (.’E) 8xlaxj ‘px N Zlb (.’IJ) @‘px’

ij=1

mit

b (2)

1 "0 ( g
=L 5 O (et (G a))g (:c))
Vdet (G (z)) = Oz
Damit konnen wir nun eine asymptotische Losung der Warmeleitungsgleichung angeben:

Proposition 5.3 (Asymptotische Losung der Warmeleitungsgleichung). Die Warmelei-
tungsgleichung besitzt eine eindeutige, asymptotische Losung im Sinne von 5.1 mit folgen-
der lokaler Darstellung in geoddtischen Koordinaten:

= 1 ex —@ ~OO Fug (x
wet) = oy p( 4t> >t (z) (5.1

zu einem gebenem Anfangsdatum ug (0) =: o.
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Beweis. Erster Teil: Konstruktion. Wir wéhlen fir u (x,t) den Ansatz f (z,t) v (x,t) mit
einer noch nédher zu bestimmenden glatten Funktion v. Die Grundidee ist, dass f als
integrierender Faktor die Differentialgleichung auf ein Problem erster Ordnung reduziert.
Wir bestimmen nun wie A auf f-v wirkt, unter der Beriicksichtigung, dass fiir die partiellen
Ableitungen die Produktregel gilt:

A|pz(f‘v)(x,t):f(x,t)-A|p (x,t) —22 (%ﬂ t)aa;;j(x,t)

3,j=1

t,j=1

n n 2
0 (—Zbi @0 -3 g7 @) 2L <x,t>) .
=1 i

Zusammen mit Lemma 5.2 und mit der in dessen Beweis enthaltenen Identitét
(1 8f) (x,t) = erglbt sich dann:

f oxt
v r (G~ (z)) —n
1 (a(f ) (x,t) +A|pz (fv) (:L‘,t)) — t (G ( )) U(m,t)

f(z,t) ot 2t (5.2
ov 8 b (z)v (x,t) ) o '
+E(a:,t)+A|pm x,t) +”21< (m,t)—|—2> e

Nun setzen wir die Entwicklung um ¢y = 0 von v an:
v (z,t) = ug (x) + tug () + t2ug () + ...,

dabei seien die u; nun noch zu bestimmen. Einsetzen in die Gleichung 5.2, unter der
Beriicksichtigung, dass die linke Seite dieser Gleichung 0 sein soll, liefert nach Koeffizien-
tenvergleich in Potenzen von t:

(G () =n b (x)ot
(Zg 8)uk+1($’)+<k+l+t @ 2()) +Zb(2) )UkJrl(fU)
i=1

1,j=1

— (Ap,u) (z)
(5.3)

dabei setzen wir, damit die Rekursion bei k = —1 starten kann:
U_1 = 0.

Dieser Ausdruck ldsst sich weiter vereinfachen, wenn wir unsere Rechenregeln fiir geodé-
tische Koordinaten aus Korollar 2.16 ausnutzen. Zunéchst gilt dann:

Z gij( 856] Pz Z ]893] Pe |pz

Ebenso lisst sich die Summe iiber b'x? /2 niher bestimmen. Wir verwenden die Abkiirzung

g (x) :=det (G (x)):
bigt 1 zt b .
>S5 Y s g (Vo )
2’ JOg(z) 1

Z

=1 :
- ; 99" ()
z_: 2/g(x)\/g(x) Ox +§ z_: S
= 1,j=1

1
T2
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Nach der Produktregel gilt aber:

dz'g” ()
ozJ

Und somit erhalten wir:

bt 1 (& D N
Z 2T (x)R|pz.g —5 (ng (x) = @Z‘”Zg” ($))

=1

1 1 _ " O
=35 o3 | (6T @) - axa)
1 tr (G71(z)) —n
=1 (x)R’pz'g 5 .

Nun kénnen wir diese Ergebnisse in die Differentialgleichung 5.3 eintragen:

xuk. (5.4)

1
R’px-uk+1 + (k + 1+ R]px.g) Uy (x) = —A‘p

4g ()

Es sei nun 1: R™\ {0} — RT x S"~! der wie folgt definierte Diffeomorphismus:

T (2) = (m,x).

|z
Beziehungsweise wir erhalten neue (,,Polar“)-Koordinaten verméoge:
P RT x §771 5 R™ {0}
(r,Z)—r-T
Es ergibt sich damit:

0 "9zt 0
""Ew_zrar .8xi|$

i—1
= ;rm B |x = R|x.

Ferner gilt, dass die Komponenten von S”~! unabhiingig von r sind:

o' 0% T .r—a

or  or r2 =0

Somit transformiert sich die Differentialgleichung 5.4 zu einer gewdhnlichen Differential-
gleichung erster Ordnung in r, wir konnen sogar eine explizite Losung angeben, die bis
auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist (dies ist ein Resultat tiber gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen wie es in [Wal96, Satz, §2.I1] zu finden ist. Es ist jedoch zu beachten,
dass dieses Resultt fiir jede offene Teilmenge von RT, die r = 0 nicht enthélt, gilt) und

erhalten so folgende Rekursion:
uper (@) =7 g7 (2) - (Ck+1 —/0 (g

PN
NI

A (p.7) dp)

ug = up (0) - g™ 1,

N
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wobei die Konstanten C} noch ndher zu bestimmen sind. Setzen wir diese Rekursionsformel
in die Gleichung 5.4 ein, so zeigt sich, dass unsere Rekursion zumindest eine formale Lésung
von ihr ist. Es bleibt zu zeigen, dass die auftretenden Funktionen tatséchlich eindeutig
bestimmt und glatt sind. Dazu betrachten wir zunéchst die Konstanten Cj. Lauft der
Radialanteil r» gegen 0, so muss schon notwendig C;, = 0 sein, da sonst ug in r = 0
nicht stetig sein kann. Damit erhalten wir die Eindeutigkeit. Es bleibt zu iiberpriifen,
dass die so bestimmten wuj tatsichlich glatt sind. Fiir Punkte mit r # 0 ist dies der
Fall, direkt nach Konstruktion. Die Funktion wug ist iiberall glatt, da g positiv und glatt
ist. Wir fithren nun eine Induktion nach k& durch. Wir kénnen durch Anwendung der
Gleichung 5.4 die Ableitung von wugy1 nach r in Termen von glatten Funktionen (nach
Induktionsvoraussetzung) und der Funktion wugy; selbst ausdriicken. Wir erhalten also
auch in r = 0 beliebig haufige Differenzierbarkeit. O

In diesem Teil des Beweises haben wir nun also eine ,formale“ asymptotische Losung
zur Warmeleitungsgleichung gefunden, die lokal giiltig ist. Es wird also noch zu zeigen
sein, dass diese auch tatsédchlich asymptotisch zur Fundamentallésung ist. Die dazu nétige
Abschétzung wollen wir nun entwickeln.

Proposition 5.4 (Prinzip von DUHAMEL). Sei u: RZ0 x M — R eine in R=0 stetige
und in M glatte Funktion. Dann gibt es genau eine Funktion 4, welche differenzierbar in
R wund glatt in M ist mit @ (0,-) = 0 und folgende inhomogene Wirmeleitungsgleichung

erfillt:
((gt 4 A) a) (t,) =ult,-).

Tatsdchlich ist 4 durch folgende Integralformel gegeben:

a(t,) = /Ot exp (= (t— ) A)u (¢, ) dt’

Beweis. o Findeutigkeit:
Ist © eine weitere Losung der inhomogenen Warmeleitungsgleichung mit Anfagsda-
tum o (0,-) = 0, so ist die Differenz @ — ¢ eine Losung der Wérmeleitungsgleichung
mit Anfangsdatum (2 — 9) (0, -) = 0 und muss daher 0 sein, wegen Eindeutigkeit der
Waiérmeleitungsgleichung.

o Existenz:
Dazu leiten wir die gegebene Integralformal nach ¢ ab und erhalten:

) =ar (e (-t2) [ (ra)u e ) ar)

t
= — Aexp (—tA) / exp (Y'A)u(t,-)dt
0

+exp (—tA) exp (tA)u (t, )
=—Au(t,)+ul(t-). =

Korollar 5.5. Fliir jede gerade Zahl k > 0 gilt folgende Abschdtzung fiir Losungen aus
Proposition 5.4:
1 (8 ) gxary < tCx - sup lw (¢, )[| e ary -

0<t'<t

wobei Cy nur von k abhdngige Konstanten sind.
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Beweis. Wir benutzen die Integraldarstellung fiir & aus Proposition 5.4. Wir kénnen die
Integration nach ¢ an der SOBOLEW-Norm vorbei ziehen. Dies ist moglich, da Normen,
wegen der Dreiecksungleichung, konvex sind und wir somit die JENSEN’sche Ungleichung
anwenden konnen. Demnach erhalten wir:

12 (&5 ) e (s

HHk(M)

H /exp t—t)YA)u(t',-)dt

<t [ esp (= (=) ) u )

HF*(M)

Wenn wir nun zeigen konnen, dass exp (—sA) als beschrankter Operator auf jedem SoO-
BOLEW-Raum gerader Ordnung agiert, folgt mit der Standardabschéatzung des Integrals
die Behauptung. Dies beweisen wir durch Induktion nach k, der Ordnung der SOBOLEW-
Norm. Fir £ = 0 stimmt dies, da wir wissen, dass exp (—sA) als beschréankter Operator
auf L2 (M) agiert. Fiir den Induktionsschritt stellen wir fiir ein f € C*°M fest:

lexp (=58) fllgrszqan < Cror (lexp (=52) Fll iy + 18 exp (=58) Fllgear)

dies gilt mit der elliptischen Abschétzung fir A in Proposition 3.9. Weiter erhalten wir,
da A mit exp (—sA) kommutiert und der Induktionsvoraussetzung:

lexp (=5A) Fllgevaary < CrsaCr (Il arqary + 1A san))

Da A ein Differentialoperator zweiter Ordnung ist und wir die Identitdtsabbildung auch
als solchen auffassen kénnen, erhalten wir:

lexp (=sA) fll gre2ar) < Cr42Ck (ék:—i-Q 11| prs2(ary + Crro ||f”Hk+2(M)) :

Da die Konstanten unabhéngig von f sind, folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe dieser Abschétzung kénnen wir nun asymptotische Losungen weiter untersu-
chen:

Proposition 5.6. Sei p € M ein Punkt und sei o € C beliebig. Bezeichne ferner w die
FPundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung mit Pol (p,o). Sei w: Rt x M — C
eine glatte Funktion, mit den Eigenschaften:

e Fir alle glatten Funktionen f € C* (M) gilt:

lim (f, @ (¢, )>L2(M) =o-f(p).

t—0

e Es gibt eine Funktion 7: RZ9 x M — C, welche stetig in RZ0 und glatt in M ist,
sodass fiirt > 0 gilt:
o (s. -
(50 + 20t6.0)

Dann gibt es eine blofi von 7 abhdngige Konstante C', sodass fiir alle t > 0 gilt:

=tV F(t,).

s=t

lw (t,-) — b (t,-)] < CtNTL,
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Beweis. Sei @ wie in Proposition 5.4 die eindeutige Losung der inhomogenen Warmelei-
tungsgleichung beziiglich u (¢,-) := —tN#(t,-). Dann ist @ + @ nach Konstruktion von
w eine Fundamentallosung mit Pol (p, o). Diese sind jedoch eindeutig, also gilt schon
W+ @ = w. Auflerdem gilt aber nach Korollar 5.5 fiir k£ > 0:

| (ta‘)HH%(M) < tCyy sup Ny (t/’ )H

0<t/<t H2k(M)

<ty sup |7 () || v ppy < EVHIC
0<t’'<t

Fiir k gro genug liefert dann der SOBOLEW-Einbettungssatz in C° das gewiinschte Re-
sultat. O

Nun kénnen wir den Beweis von Proposition 5.3 fortsetzen:

Beweis. Zweiter Teil: Die gegebene Konstruktion liefert eine asymptotische Losung. Wir
behaupten nun, dass die im ersten Teil des Beweises von Proposition 5.3 konstruierte
formale, asymptotische Losung (fortgesetzt auf M) tatsdchlich asymptotisch zu der
Fundamentallosung mit Pol (p, o) ist, falls wir p als Ursprung des geodétischen Koor-
dinatensystems wéhlen und das Anfangsdatum wug(0) = o setzen. Um dies zu zeigen,
bezeichne Y; die Partialsumme bis zur Ordnung k& der Reihendarstellung der formalen
Losung 5.1 beziiglich der geodétischen Karte ¢: U — R zentriert um p, also

n

Yk (t,x) =f (z,t) - Ztlul (z).

=0

Diese Funktion setzen wir auf M durch eine glatte Abschneidefunktion n: M — R fort.
Sei dazu V eine offene, echte Teilmenge von U, welche p enthélt. Dann sei 1 so gewéhlt,
dass supp () C U kompakt und 17|V = 1 gilt. Sei die glatte Funktion wy: RT x M — R
gegeben durch:

ay, (t,p') =0 () - Zk (t, 0 (p)) -

Nun wollen wir schauen, wie sich diese Funktion unter /0t + A verhélt. Sei dazu x der
Koordinatenvektor von p':

(5es)o) o
0 0) - (575 (62) 1 0f) - (A0 (1.2)
(@A) @) S () +2 Y o (@) O 1) O (1),

i,j=1

Dabei entstehen diese Summanden wieder durch die ,,Produktregel“ von A, die wir bereits
im ersten Beweisteil benutzt haben. Wir bemerken, dass nun der Ausdruck 0/0t + A auf
Y, wirkt. Dies war jedoch gerade so konstruiert, dass sich dann die Terme mit Potenzen
in T bis zur Ordnung k& wegheben. Wir gewinnen folglich einen Restterm, der die Potenz
t* und eine glatte Funktion %: Rt x M — C als Faktoren involviert. Aus der partiellen
Ableitung von ¥ nach 2/ kann ferner f (man betrachte dazu etwa den Beweis von Lemma
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5.2) ausgeklammert werden:

((G+a)m) e =sen. (tk () @ (6 0) + (An) (9) - é“w <x>>
+f0%0'2<§ég ()gZ (( }:#m ) ?%(t@)).

i,j=1

Insbesondere kénnen wir durch Mulitplizieren der Faktoren von f mit einer geeigneten
Potenz von t erreichen, dass diese simtlich glatt in M und stetig in R= sind:

G+ ) ) () = LRt = s ).
(<8t ) ) t

wobei N eine beliebige natiirliche Zahl sei und a € N geeignet gewdhlt. Weiterhin ist 7
stetig in RZ°, denn fiir p’ # p dominiert das exponentielle Verhalten von f alle Polynome
in ¢t fiir ¢ — 0. Ist jedoch p’ = p, so erinnnere man, dass 7 in einer Umgebung von p
konstant 1 ist, folglich alle Terme, die Ableitungen in 5 involvieren, verschwinden und nur
der Term f(0,t) - t**4 (¢, p) iibrig bleibt. Dieser Term ist jedoch bei geniigend groBer
Wahl von & (abhingig von der Wahl von N), sodass a + k > n/2 gilt, stetig in ¢ = 0.
AuBlerhalb der 0 ist die Stetigkeit von 7 klar und die Glattheit von 7 in M ohnehin.
Somit erfiillt 7 - ¥, , mit ky € N, sodass die oberen Aussagen gelten, die inhomogene
Wirmeleitungsgleichung zu tV# (¢, -).

Weiter bemerkt man, dass f; (z) := f (x,t) fiir ¢ — 0 eine DIRAC-Folge ist, denn es gilt:

Diese Formel gilt nach dem Satz von FUBINI und der Symmetrie der Ausdriicke in jeder
Komponente. Durch Substitution y = z - v/4¢ erhalten wir weiter:

/R” fi(x)dx = ( A 1622dz>n =1"=1

Ist € > 0 beliebig, so erhalten wir aulerdem analog;:

1 2\
lim dz = lim / —e #dz| =0.
t—0 JR"\ B(0) Ji ( ) t—=0 < R\(—e/@,—i—e/\/@) ﬁ >

Somit gilt fiir eine beliebige glatte Funktion h € C* (M):
k
o & Nizany = [ (Fno6™) @) 5 w) Yot @) - Jy ) -
1=0

—étl (fx ((Bon) oo w-vg)) (0).

Da jeder Faktor nach # in ¢ beschrinkt ist (da konvergente Folge in ¢) und die Summe
endlich ist, folgt fiir ¢ — 0:

(ho @ (8, oy =5 B (p) -1 up (0) - 1 =0T (p).
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Dabei wurde benutzt, dass G (0) = (511')?3‘:1 ist.
Somit sind die Voraussetzungen von Proposition 5.6 erfiillt und wir erhalten die Abschét-
zung:

|w (tv ) - 7“DkN (t7 )| < C’NtNJrl

mit einer héchstens von N abhéngigen Konstante. Dies beweist, dass w tatséchlich asym-
ptotische Losung der Warmeleitungsgleichung ist. O

Nun wollen wir noch eine Berechnung der ersten Koeffizientenfunktionen der asym-
ptotischen Entwicklung des Wérmeleitungskerns an der Stelle 0, wug (0), anschliefien.
Diese Werte sind von besonderem Interesse, da wir gesehen haben, dass fir ¢t — 0
der Warmeleitungskern in jedem Komplement einer offenen Umgebung der Diagonalen
diag (M) := {(p,p) : x € M} in C° gegen 0 konvergiert. Dies liegt daran, dass dies der
Fall fiir die asymptotische Losung ist (aufgrund des integrierenden Faktors) und es kann
sogar gezeigt werden, dass diese Konvergenz in C'° gilt, ein Beweis dazu befindet sich
in [Roe88, Proposition 5.11, §5]. Uns fehlen also noch genauere Informationen fir das
Verhalten des Kerns auf der Diagonalen.

Wir erinnern dazu noch einmal die Rekursion aus dem ersten Beweisteil fiir die asympto-
tische Entwicklung der Fundamentallosung w (¢, -) mit Pol (p,1) in geodétischen Koordi-
naten um p, welche der Funktion k (t, -, p) entspricht:

@- [ o (st 2u) (o) dp, (55)

up =g (5.6)

Eine zielfiihrende Methode, die Werte wuy (0) zu berechnen, besteht etwa darin, die Funk-
tionen uy, als Polynom anzunihern. Ebenso werden die Funktionen g%/ der RIEMANNschen
Metrik als Polynom genihert, was die partiellen Ableitungen von g% an der Stelle 0 in-
volviert (eine Naherung der Determinanten g, beziehungsweise ihrer Potenzen, ergibt sich
dann durch Einsetzen der Niherung der Funktionen ¢/). Die obige Rekursionsformel re-
duziert sich somit zu Operationen auf den Koeffizienten der Néherung der Funktionen
ug. Soll der Koeffizient eines Monoms vom Grad m von der Ndherung von uyy1 aus dem
Néherungspolynom von wu bestimmt werden, so muss dieses mindestens vom Grad m + 2
sein (ebenso die Naherungen der Ausdriicke der RIEMANNschen Metrik), da der LAPLACE-
Operator den Grad um 2 reduziert. Will man also den Wert uy, (0) bestimmen, so ist eine
Entwicklung der Funktionen g% bis zum Grad 2m nétig. Diese Entwicklung enthélt bis
zum Grad 2 noch wichtige geometrische Informationen (wie wir noch sehen werden). Ab
dann werden die Ausdriicke jedoch zunehmend uniibersichtlicher, sodass es sinnvoll ist,
nicht mehr in Termen von g% zu entwickeln (Zur schnellen Berechnung empfiehlt sich et-
wa, eine geschickte Matrixzerlegung von G~!, sodass eine Berechnung der Determinanten
einfach ist).

Wir wollen nun die ersten beiden Werte ug (0) und u; (0) bestimmen. Hierzu ist eine Ent-
wicklung bis zum Grad 2 der Funktionen g% nétig, welche wir aus Proposition 2.17 ableiten
kénnen.

s (@) = =g

I

N,

Proposition 5.7. Es seien uy die Funktionen aus der Rekursion 5.5 in geoddtischen
Koordinaten um p € M. Dann gilt:

uo (0) = 1,
1
u1(0) = x5 (p).-
Dabei ist K (p) == — >_i'k—1 Rikki (0) die skalare Kriimmung von M am Punkt p.
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Beweis. Wir berechnen zunéchst die Entwicklung der Determinante g = det (G) der RIE-
MANNschen Metrik bis zum Grad 2. Da die Determinante ein Polynom vom Grad n in den
Eintragen der Matrix G ist, reicht es deren Entwicklung bis zum Grad 2 zu kennen. Diese
ist uns aus Proposition 2.17 jedoch bekannt und so ergibt sich:

g (x) = Z Sgn H gzw(z

wESn

=0 (|$|3) + Z Sgn ﬁ ( iw (i) + 3 Z Rzklw (2) (O) $kxl) :

wESH =1 k=1

Im Produkt miissen wir nun nur die Félle betrachten, in denen ein Polynom vom Grad
kleiner als 3 entsteht. Somit reduziert sich der Ausdruck zu:

n T
9( ) (‘.T| ) + Z Sgn (H 6zw(z) + g Z (Rzklw z) H 5 ])))
w€ESh i=1 i,k,l=1 j=1,j#1i

Wir sehen, dass hier nur der Einheitszykel id € S,, einen Beitrag liefert, alle anderen
Produkte sind 0. Wir erhalten somit:

1 n
g(z)=1+ 3 > Riwi (0) abzl + 0 (\x|3> .
ikl=1

Zusammen mit der Entwicklung der binomischen Reihe (deren Konvergenzradius 1 betrégt,
wir verkleinern also z hinreichend) (1+y)’ =1+ 8-y + O (y?), erhalten wir so:

(z)
=1+ ( ) Z R (0 xk:r:l + 0 <|;1:|3) )

'Lkl 1

=

up (r) =g

Nach der Differentialgleichung 5.4 gilt nun aber fiir den Wert u; (0), da an dieser Stelle
r =0 gilt:

u1 (0) = — (Auo) (0)

1 i 0 --8’LLO
_ ij ©0
Va0 2=, 5 (Vs 5 )

Es ist nun noch eine Entwicklung der Funktionen ¢% bis zum Grad 1 zu finden. Es gilt
jedoch fiir ein a € {1,...,n}:

G- -G ' =1d,un

N <aia G> (0)-G1(0) + G (0) - (aia G—l) (0) = 0.

Nun ist aber jede partielle Ableitung von Eintrdgen von G an der Stelle x = 0 nach
Proposition 2.17 schon Null. Also folgt mit G (0) = Id,xn, dass ( aia g¥ ) (0) = 0 gilt. Es
folgt somit:

9" (0) = 0+ 0 (Ja*).
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Somit ergibt sich:

Aus der Darstellung von ug folgt auch sofort der Wert ug (0) = 1, was den Beweis vervoll-
standigt. O

Die Bedeutung der skalaren Kriimmung « fiir die Topologie der Mannigfaltigkeit wer-
den wir noch im néchsten Kapitel diskutieren. Zunéchst erhalten wir noch zusammenfas-
send folgendes Korollar:

Korollar 5.8 (Entwicklung des Wérmeleitungskerns auf der Diagonalen). Es sei
kE:RY x M x M — C der Wirmeleitungskern. Dann gibt es folgende aymptotische Ent-
wicklung von k im Sinne von Definition 5.1:

k(t,p,p) ~ (6o (p) +t01 (p) +...),

1
(47t)2

dabei sind die Funktionen 6; algebraische Ausdriicke in den Ableitungen der Funktionen
der Metrik g9 an dem Punkt p. Im Besonderen gilt:

Oy =1,
1
91 = él‘i.
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6 AUSBLICK

6 Ausblick

Im letzten Kapitel haben wir festgestellt, dass sich das Verhalten des Warmeleitungs-
kerns in Beziehung zu geometrischen Eigenschaften der Mannigfaltigkeit setzen lasst. Die-
se Beziehung lésst sich insofern prézisieren, als dass der Losungsoperator exp (—tA) ein
Spurklassenoperator ist, eine Tatsache, die wir hier nicht weiter ausfithren wollen, aber
in [Roe88, §6] nachgelesen werden kann.

Diese Eigenschaft fithrt dazu, dass wir das Integral des Warmeleitungskerns auf der Dia-
gonalen der Mannigfaltigkeit auch als Reihe in Eigenwerten des LAPLACE-Operators be-
rechnen konnen. Wir erhalten somit:

1
Z e = (O +t01+...). (6.1)
ACo(A) (4mt)>

Wobei die Konstanten ©; gegeben sind durch:

0, = /M 6; (p) voly (p) -

Die 6; sind dabei die Koeffizientenfunktionen in der asymptotischen Entwicklung des War-
meleitungskerns auf der Diagonalen k (¢, p, p) wie in Korollar 5.8. Somit gilt insbesondere:

Oy = vol (M),

6 / Uol

Mithin kénnen wir geometrische Informationen der Mannigfaltigkeit aus dem Spektrum
des LAPLACE-Operators ableiten:

Proposition 6.1. Das Spektrum o (A) des LAPLACE-Operators legt die Dimension, das
Volumen und die totale skalare Kriimmung [y, (p) volg (p) fest. Falls die Dimension der
Mannigfaltigkeit n = 2 ist, bestimmt es eindeutig die Topologie der Mannigfaltigkeit.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus der asymptotischen Entwicklung 6.1. Fiir die
zweite Aussage miissen wir den Klassifikationssatz fiir geschlossene, orientierte, kompakte
Flachen (Mannigfaltigkeiten der Dimension 2) heranziehen. Ein Beweis, der auf CONWAY
zuriickgeht, kann in [Fra99] gefunden werden. Dieser Klassifikationssatz besagt, dass die
Topologie solcher Fliachen eindeutig durch die EULER-Charakteristik y (M) bestimmt ist.
Fiir diese wiederum gilt der Satz von GAUSS-BONNET wie man ihn in [Wal89, Satz G,
§4.4] finden kann:

2y (M) = /M K (p) volg (p) .

Die rechte Seite wird jedoch durch das Spektrum determiniert und folglich legt das Spek-
trum die Topologie auf solchen Fléchen fest. O

Aussagen dieses Typs werden dem Gebiet der Spektralgeometrie zugeordnet. Eine &hn-

liche Aussage fiir Mannigfaltigkeiten hoherer Dimension scheitert allerdings bereits im Fall
n = 3, wie VIGNERAS in [Vig80] zeigen konnte, indem er Mannigfaltigkeiten der Dimen-
sion 3 konstruierte, die nicht einmal vom gleichen Homotopietyp sind, jedoch das gleiche
Spektrum beziiglich des LAPLACE-Operators besitzen.
Dieses Gegenbeispiel verneint somit die Titelfrage aus KAC’ Paper ,,Can One Hear the
Shape of a Drum?*“ [Kac66], wenn man sie topologisch auffasst. Es lassen sich jedoch, wie
wir gesehen haben, gewisse geometrische Informationen aus dem Spektrum des LAPLACE-
Operators extrahieren, die von einiger Bedeutung sind.
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