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Einleitung

Holomorphe und meromorphe Funktionen sind die Grundbausteine der komplexen Ana-
lysis. Diese genauer zu studieren ist essentiell um einen tieferen Einblick in die kom-
plexe Analysis zu erlangen. Im Detail befasst sich die Arbeit damit holomorphe bzw.
meromorphe Funktionen mit bestimmten vorgegebenen Eigenschaften zu konstruieren.
Dabei werden im holomorphen Fall die Nullstellenlage und -ordnung, wéhrend im me-
romorphen Fall die Polstellen mit ihren jeweiligen Hauptteilen vorgegeben. Es scheint
verbliiffend, dass trotz dieser umfangreichen Vorgaben es immer méglich ist eine ho-
lomorphe bzw. meromorphe Funktion zu konstruieren, die diese Bedingungen erfiillt.
In der Literatur sind die beiden Problemstellungen und ihre jeweiligen Losungen als
,Produktsatz von Weierstrass“ und als ,,Partialbruchsatz von Mittag-Leffler bekannt.
Beide Satze werden in der vorliegenden Arbeit noch auf beliebige Bereiche in C verall-
gemeinert.

Im Gegensatz zur iiblichen Herangehensweise in der Literatur werden der holomorphe
und meromorphe Fall nicht nacheinander betrachtet, sondern parallel nebeneinander.
Dadurch sollen die beiden Beweisstrange leichter miteinander vergleichbar sein und das
Verstandnis verbessert werden.

Dem Leser werde empfohlen ab Kapitel 2 zuerst alle linken Seiten zu Lesen um den Be-
weis fiir holomorphe Funktionen vollstdndig durchzugehen. Im Anschluss daran sollten
die rechten Seiten gelesen werden, die sich mit dem meromorphen Fall beschaftigen.
Wobei dabei immer auch auf die linke Seite geachtet werden sollte um die Gemein-
samkeiten bzw. Unterschiede in den Beweisstrangen zu erkennen. Insbesondere auf die
Unterschiede sollte geachtet werden, da diese auf Besonderheiten im meromorphen Fall
hinweisen und so das Verstédndnis des Beweises erleichtern.

In dieser Arbeit werden grundlegende Kenntnisse in dem Gebiet der komplexen Analy-
sis vorausgesetzt. Nichtsdestotrotz werden alle in der Arbeit verwendeten Satze aus der
Vorlesung ,komplexe Analysis“ im Anhang angegeben. Dabei wird immer auf die ent-
sprechenden Kapitel der als Primarliteratur verwendeten Biicher ,Funktionentheorie 1
[Rem02] und 2 [RS07]“ von Remmert und Schumacher verwiesen. Auch der Hauptteil
der Arbeit stiitzt sich auf die Kapitel 3, 4 und 6 aus dem Buch , Funktionentheorie 2

[RSO7]* von Remmert und Schumacher.
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1 Lokale Endlichkeit der Null- und Polstellenmenge

meromorpher Funktionen

Zuallererst werden die besonderen Eigenschaften der Null- und Polstellenmenge einer
meromorphen Funktion untersucht. Dafiir betrachten wir zuerst den Sonderfall einer

holomorphen Funktion.

Satz 1.1
Die Nullstellenmenge N(h) einer im Gebiet G C C holomorphen Funktion h ist ent-
weder komplett G (wenn h = 0) oder aber sie ist lokal endlich.

Beweis:

Da holomorphe Funktionen stetig sind, ist das Urbild A~(0) abgeschlossen in G. Wa-
re die Nullstellenmenge nicht lokal endlich, dann gabe es eine unendliche Folge in
N(h) dessen Haufungspunkt in A71(0) liegt. Da h den gleichen Wert wie die konstante
Nullfunktion auf dieser Folge und dem Haufungspunkt annimmt, stimmt A nach dem
Identitatssatz fur holomorphe Funktionen [9.11] mit der konstanten Nullfunktion auf

dem Gebiet G tiberein. -

Betrachtet man nun den Tréger der Ordnungen T:= {z € C, o0,(2z) # 0} einer holo-
morphen Funktion A # 0, so ist dieser nach der obigen Bemerkung lokal endlich, denn
on(z) # 0 wenn z € N(h) ist.

Bei meromorphen Funktionen m ist der Sachverhalt noch einfacher, da bei der Definiti-
on des Begriffes ,Meromorphie* [9.1.4] die lokale Endlichkeit der Polstellenmenge P(f)

gefordert wird. Somit ist der Trager einer meromorphen Funktion auch lokal endlich.

Definition 1.2 (Divisor)
Fine Abbildung Div : D — 7 mit lokal endlichem Trdger in dem beliebigen Bereich
D C C heif$t Divisor in D.

Definition 1.3 (Hauptdivisor ,,Divisor einer meromorphen Funktion*)

Sei m eine meromorphe Funktion mit lokal endlicher Nulstellen- und Polstellenmenge
om(z) z€ N(m)

in D, dann bildet die Funktion (m): z — $ —o,(2) 2z € P(m)

0 sonst

einen Hauptdivisor in dem beliebigen Bereich D C C. Der Trager dieses Hauptdivisors

st die Null- und Polstellenmenge von m.

Da wir im Folgenden holomorphe Funktionen zu vorgegebenem Nullstellenverhalten

(d.h. die Lage der Nullstellen, als auch deren Ordnung ist vorgegeben) konstruieren
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wollen, betrachten wir positive Divisoren Div" : D — Ny. Als erstes wird zu jedem be-
liebigen vorgegebenen Div™ eine holomorphe Funktion h gesucht, mit o, (z) = Divt(2).
Dies wird im Kapitel 2 mithilfe von Weierstrassprodukten (WP) realisiert. Im Kapi-
tel 3 wenden wir ein dhnliches Prinzip, bestehend aus Mittag-Leffler-Reihen, an um
meromorphe Funktionen zu vorgegebenem Hauptteilverhalten zu konstruieren. Durch
die Vorgabe des endlichen Hauptteils der Laurententwicklung in den Polen ist auch die
Lage sowie die Ordnung der Polstellen implizit gegeben.

Durch Kombination der beiden Konstruktionsweisen in Kapitel 2 und 3 lassen sich
meromorphe Funktionen zu vorgegebenen Null- und Polstellenverhalten sowie vorge-

gebenen Hauptteilentwicklungen konstruieren.
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2 Produktsatz von Weierstrass fiir C

Definition 2.1 (Divisor)

Eine Abbildung Div: D — 7 mit lokal endlichem Trdiger in dem beliebigen Bereich D C C
heifst Divisor in D.

Definition 2.2 (Hauptdivisor ,,Divisor einer meromorphen Funktion*)

Sei m eine meromorphe Funktion mit lokal endlicher Nulstellen- und Polstellenmenge
om(2)  z€ N(m)

in D, dann bildet die Funktion (m): z — { —om(2) 2z € P(m)

0 sonst

einen Hauptdivisor in dem beliebigen Bereich D C C. Der Triger dieses Hauptdivisors

ist die Null- und Polstellenmenge von m.

Ziel
Finde zu jedem beliebigen Divisor Divt : D — Nj eine holomorphe Funktion A im
Bereich D C C mit o,(2z) = Div"(z). Div™ beschreibt somit das gewtinschte Nullstel-
lenverhalten von h (d.h. die Lage der Nullstelle und die Ordnung).
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3 Partialbruchsatz von Mittag-Leffler fiir C

Es sei T eine lokal endliche Menge in einem Bereich D C C, die die Lage der Polstellen

vorgibt. Jedem Element T, € T sei zusétzlich ein  endlicher Hauptteil* [9.1.4] H,(z) =
i ayn(z —T,)™™ # 0 zugeordnet, wobei m, die endliche Ordnung der Polstelle T,
=1

ar_lgibt. Dabei sei H, =0, wenn T, ¢ T ist.

Definition 3.1 (Hauptteilverteilung)
Fine Abbildung HV: D — H, mit lokal endlichem Triger in dem beliebigen Bereich
D C C heifst Hauptteilverteilung in D.

Es gibt tiiber die logarithmische Ableitung [9.8] einen Zusammenhang zwischen positiven

Divisoren und Hauptteilverteilungen.

Lemma 3.2
Ist Div*t der Hauptdivisor von f € O(D), dann hat die logarithmische Ableitung
f7/ € M(D) als Hauptteilverteilung im Punkt d € D den Wert HV (d) = Di:figd).
Beweis:

Hat f im Punkt d keine Nullstelle (d.h. Div*(d) = 0), dann hat die logarithmische
Ableitung auch keinen Pol an dieser Stelle, weshalb auch HV(d) = 0 gilt. Ange-
nommen [ hat im Punkt d eine Div*(d)-fache Nullstelle, dann ist f von der Form
f(2) = (z = d)P*" @ g(2) mit g(d) # 0 und somit lautet die logarithmische Ableitung
L= DT 4 (), wobei v(z) im Punkt d holomorph ist.

f z—d 0

Ziel
Finde zu jeder beliebigen Hauptteilverteilung HV : D — H, eine meromorphe Funktion
m im Bereich D C C, die in jeder Polstelle den zugehorigen Hauptteil H,(z) hat. Durch
die endlichen Hauptteile sind insbesondere das Polstellenverhalten von m festgelegt (d.h.

die Lage und Ordnung der Polstellen).
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1. Fall (Trager T # () von Div* ist endlich)

Dann erfiillen die folgenden Polynome das vorgeschriebene Verhalten.

H(Z _ d)Dz‘v+(d) baw. ,Divt (0) H (1- E)Dmﬁ(d)
deT deT\0 d

Bemerkungen:

e Der Faktor z”%"( goll im obigen Produkt nur auftreten, wenn 0 € 7T ist. Zur

Vereinfachung legen wir ab jetzt fest, dass 0 ¢ T ist, da der Faktor zP®" (0

an
jedes (unendliche) Produkt multipliziert werden kann, ohne die Konvergenz des
Produktes zu beeinflussen. D.h. konvergiert das []..., dann konvergiert auch das
Produkt zP#" (.. ... Somit kann das Nullstellenverhalten im Punkt 0 auch noch
am Ende des Kapitels 2 durch das Einfiigen des zusétzlichen Vorfaktors zP#" ()

erreicht werden.

e Divt = 0 wird durch die Funktion h = 0 erfiillt. Daher betrachten wir im Folgen-
den nur noch positive Divisoren Divt # 0. Damit ist jeder Trager T # (.

e Ab jetzt sei D = C. Die Verallgemeinerung auf beliebige Bereich D C C wird
im Kapitel 5 behandelt. Damit aber nicht jede Definition im Kapitel 5 wiederholt

werden muss, schreiben wir schon direkt alles fir D auf.

e Da T lokal endlich ist, befindet sich in jedem Kompaktum K C C nur endlich
viele Punkte von T [9.12]. Da C als Vereinigung von abzéhlbar unendlich vielen
kompakten Teilmengen dargestellt werden kann [9.13], ist T abzéahlbar, also lassen

sich die Elemente in T nach ihrem Betrag anordnen.
1S1] < [S2| < 1S5 Sp €T

Das Produkt léasst sich somit tiber einen Zahler n darstellen.

o

[Jo-2-T0-<)

deT n=1 n
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1. Fall (Trager T # () von HV ist endlich)

Dann erfiillen die folgenden Partialbruchreihen das vorgeschriebene Verhalten.

My

> Hy(z) =Ho(z)+ >, Hy(2) bzw. > apn(z—T,)™"
T,eT T,€T\O0 7@=1T
vE

Bemerkungen:

e Der Summand Hy(z) soll in der obigen Reihe nur auftreten, wenn 0 € 7' ist. Zur
Vereinfachung legen wir ab jetzt fest, dass 0 ¢ T ist, da der Summand Hy(z) an
jede (unendliche) Reihe addiert werden kann, ohne die Konvergenz der Reihe zu
beeinflussen. D.h. konvergiert die Reihe Y- ... in D\ {7y, T}, ...}, dann konvergiert
auch die Reihe Hy(z) +> ... in D\ {7o,T},...}. Somit kann das Verhalten im
Punkt 0 auch noch am Ende des Kapitels 3 durch das Einfiigen des zusétzlichen

Vorsummanden Hy(z) erreicht werden.

e HV = 0 wird durch die Funktion m = 0 erfiillt. Daher betrachten wir im Folgenden
nur noch Hauptteilverteilungen HV # 0. Damit ist jeder Trager T # ().

e Ab jetzt sei D = C. Die Verallgemeinerung auf beliebige Bereich D C C wird
im Kapitel 6 behandelt. Damit aber nicht jede Definition im Kapitel 6 wiederholt

werden muss, schreiben wir schon direkt alles fiir D auf.

e Da T lokal endlich ist, befindet sich in jedem Kompaktum K C C nur endlich
viele Punkte von T [9.12]. Da C als Vereinigung von abzéhlbar unendlich vielen
kompakten Teilmengen dargestellt werden kann [9.13], ist T abzahlbar, also lassen

sich die Elemente in T nach ihrem Betrag anordnen.
Th| < |To| < [Ty T,eT

Die Partialbruchreihe lasst sich somit iiber einen Zahler v darstellen.

Z H,(z) = Z ayn(z—T,)™"
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2. Fall (Trager T von Div* ist unendlich)

Dann konvergieren die obigen Produkte nicht mehr unbedingt.

Idee
Es werden zuséitzlich , konvergenzerzeugende Faktoren“ der Form e/(*), P, (z) € O(C)
fir jede einzelne Nullstelle eingefiigt. Die P,(z) sollen dabei so gewéhlt werden, dass das

Produkt wieder konvergiert.

[T{(L— ) P} 0 < o (1)
n=1 Sn

AuBlerdem wollen wir bestimmte Konvergenzeigenschaften des Produktes sicherstellen

wie z.B. die Umsortierbarkeit der Faktoren (vgl. hierzu die Eigenschaften der normalen

Konvergenz [9.1.2.3]) und wéahlen daher einen sehr starken Konvergenzbegriff, ndmlich

den der normalen Konvergenz eines Produktes (vgl. hierzu Konvergenz von Produkten

[9.1.1] und normale Konvergenz von Produkten [9.1.2.3]).

Da es sehr schwierig ist die Konvergenz des Produktes (1) zu zeigen, wenn alle P,(z)
beliebige ganze Funktionen sind, schranken wir uns in dessen Wahl weiter ein, indem
wir fordern

P(z)=z+5+%+ -+ [, €N

Trotz dieser Einschrankung wird die normale Konvergenz des Produktes erreicht (Beweis
folgt).
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2. Fall (Tréger T von HV ist unendlich)

Dann konvergieren die obigen Partialbruchreihen nicht mehr unbedingt.

Idee
Es werden zusatzlich ,konvergenzerzeugende Summanden® der Form G,(z) € O(C) fir
jeden einzelnen Hauptteil eingefiigt. Die G, (2) sollen dabei so gewdhlt werden, dass die

Partialbruchreihe wieder konvergiert.

> (Hy(2) = Gu(2)) < 00 (2)
AuBlerdem wollen wir bestimmte Konvergenzeigenschaften der Reihe sicherstellen wie
z.B. die Umsortierbarkeit der Summanden (vgl. hierzu die Eigenschaften der normalen
Konvergenz [9.1.2.3]) und wéahlen daher einen sehr starken Konvergenzbegriff, ndmlich
den der normalen Konvergenz einer Reihe (vgl. hierzu Konvergenz von Reihen [9.1.1]

und normale Konvergenz von Reihen [9.1.2.3]).

Da es sehr schwierig ist die Konvergenz der Reihe (2) zu zeigen, wenn alle G, (2) beliebige
ganze Funktionen sind, schrianken wir uns in deren Wahl weiter ein. Der Hauptteil
H, € O(C\ Tyyz) ist in der offenen Kreisscheibe um 0 mit Radius |7;| holomorph und
kann dort in einer konvergenten Taylorreihe entwickelt werden. Wir wéhlen fir G,(z)
nun jeweils das [,-te Taylorpolynom genannt P,

Gu(2) = P, = f(0) + L0 (2) + L0 (22 + .+ L0 ()0

Trotz dieser Einschrdnkung wird die normale Konvergenz der Reihe erreicht (Beweis
folgt).
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Konkretisieren wir durch Einbeziehung der bisherigen Uberlegungen die Zielsetzung

noch einmal:

Zu jedem beliebigen positiven Divisor Divt : D — Ny (Divt # 0) mit Trager
|S1| < |Ss] < ]93] < ... sei ein Weierstrassprodukt der Form

) Divt(Sp)
f(Z) _ ZDzv+(0) H Eln <Z>

n>1 Sn
gesucht, wobei f ein Weierstrassprodukt zum Divisor Div™ in D ist, wenn

e [, (g ) ein Weierstrassfaktor der Stufe [, zur Nullstelle .S, ist und

e das Produkt f normal konvergiert in D.

Definition 2.3 (Weierstrassfaktor)

Die ganzen Funktionen E;, (z) heiflen Weierstrassfaktoren der Stufe l,,. Sie sind wie folgt
aufgebaute:

Eo(z)=1-=z

Eln(z):(l—z)exp(2+§+§+---+zlfn) neN

ln

Lemma 2.4
Ein Weierstrassfaktor Eln(sin) der Stufe l,, zur Nullstelle S,, ist holomorph und nullstel-
lenfrei in D\ {S,} und hat die Nullstellenordnung 1 im Punkt S, (n € N).

Beweis:
(&)? (&)

B, (&) =(1-%)exp(& +-%5—+...+ ) ist als Produkt holomorpher Funktionen
wieder holomorph. Die e-Funktion hat keine Nullstelle, deshalb beschreibt der Faktor

Z

Sn

(1—£) das Nullstellenverhalten von £, (§-) und es gilt somit Ej, (&) ist nullstellenfrei

in D\ {S,} und OEzn(ﬁ)(Sn) = 1. B




3 Partialbruchsatz von Mittag-Leffler fiir C

10

Konkretisieren wir durch Einbeziehung der bisherigen Uberlegungen die Zielsetzung

noch einmal:

Zu jeder beliebigen Hauptteilverteilung HV : D — H, (HV # 0) mit Trager
|T1| < |Ty| < |T3] < ... sei eine Mittag-Leffler-Reihe der Form

f(z) Z - B, (2)) (4)

gesucht, wobei f eine Mittag-LefHer-Reihe zur Hauptteilverteilung HV in D ist, wenn

e P, (z) das l,-te Taylorpolynom der Taylorentwicklung vom Hauptteil H, um 0
ist.

e die Reihe f normal konvergiert in D \ {T¢, T3, .. .}.

Definition 3.3 (/,-te Taylorpolynom)
Das l,-te Taylorpolynom P, (z) an der Entwicklungsstelle 0 ist definiert durch:
= FO) + 5P () + 1P (27 + .+ T
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Lemma 2.5
f ist die gesuchte Funktion. Sie ist holomorph und besitzt an den Stellen S, € T die
Ordnung Divt(S,,).

Beweis:

Da alle Eln(s'?—n) holomorph sind und f normal konvergiert, ist auch f holomorph nach
Aussage (21) im Anhang. Auflerdem tbertragt sich das Nullstellenverhalten der einzel-
nen Faktoren auf die Grenzfunktion nach Aussage (25) im Anhang ®. D.h. Wir kénnen
mit dem Lemma (2.4) davon ausgehen, dass f in jedem Punkt S, € T eine Nullstelle

der Ordnung Div™(S,,) hat. O

Somit ist f die gesuchte holomorphe Funktion, falls wir noch zeigen, dass das Weier-

strassprodukt in D normal konvergiert. Dafiir benttigen wir noch einige Abschétzungen.

®Versuchen wir spiter holomorphe Funktionen auf beliebige Bereiche D C C zu konstruieren. So miissen
wir die Aussage (25) aus dem Anhang auf jeden einzelnen Zusammenhang von D anwenden um dieselben
Resultate ziehen zu koénnen. Der Zusammenhang ist dabei wichtig, weil im Beweis auf die Implikation
ii)=>iii)=>1i) des Identitétssatzes fir holomorphe Funktionen [9.11] zuriickgegriffen wird. Wobei die
Implikation iii)=>1i) nur fiir zusammenhéngende Bereiche gilt.
(vgl. hierzu das Gegenbeispiel fiir den nicht zusammenhéngenden Bereich aus Kreisscheiben D = B;(0) N

B1(2). f(z):=0 firze D g(z) =0 fir z € B1(0), g(z) =1 flr z € B1(2)
Damit erfiillen f und g die Bedingung iii) aber offensichtlich ist f # g)
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Lemma 3.4
f ist die gesuchte Funktion. Sie ist holomorph in D \ {To,Th,...} und besitzt an den
Stellen T, € T die vorgegebenen Hauptteile H,,.

Beweis:

Da alle Summanden H,(z) — P, (z) in D \ {1y, T1, ...} holomorph sind und f normal
konvergiert, ist auch f holomorph nach Aussage (21). Um jede Polstelle T} gibt es ei-
ne Umgebung U C D in der alle Summanden H,(z) — F,,(z) holomorph sind aufler
der Hauptteil Hy von Tj. Daher konvergiert die Reihe ;k(Hv — P,,) ohne diesen einen

Summanden Hy — P, in U kompakt gegen eine Funktion f,, € O(U) (Folgerung aus
dem Konvergenzfortsetzungssatz von Weierstrass [9.14]). In U \ {7} } gibt es somit ei-
ne Identitéitsgleichung zwischen f und fj, die auf der rechten Seite aus holomorphen

Funktionen in U (insbesondere holomorph in 7},) besteht:
f—Hy=fi— Py,

. Somit muss auch die linke Seite holomorph in T}, sein. Dies ist der Fall, wenn Hj der
Hauptteil von f ist. Somit verdandern die eingefiigten konvergenzerzeugenden Polynome
P, nicht das Hauptteil Verhalten von f.

k
0J

Somit ist f die gesuchte meromorphe Funktion, falls wir noch zeigen, dass die Mittag-
Leffler-Reihe in D \ {75, Ty, ...} normal konvergiert.




2 Produktsatz von Weierstrass fur C

Lemma 2.6 (Ableitung der Weierstrassfaktoren)
B+ o (5,2

Jlj

Beweis:
Das Argument der Exponentialfunktion sei mit arg,(z) bezeichnet.
argn(z):,z—i-%—i-?—i-"-%—%
Dann gilt: (1 — z)arg,/(z) =1 — 2™ (Teleskopsumme)
Wird F,, mithilfe der Produktregel abgeleitet und mit obiger Teleskopsumme verein-
facht, so erhalt man den gewtinschten Ausdruck fir E,/(z).
E\l(2) = —exp(argn(2)) + (1 = 2) arg,/(z) exp(argn(z))
= —exp(argn(z)) + (1 — 2") exp(argn(z)) = —2" exp(argn(z))

O

Lemma 2.7 (Abschitzungen)
\E(t2)] < —|2|"E,(t) firt>0 |z| <1 (5)
Bu(z) =1 < o™ fiir]2] < 1 (6)
Beweis: (5)
Fir ¢t >0 |z] <1 gilt

, [2.6] " n (tz)] |6w|§e\w| YweC nan n ( ‘Z|§l
[Ed(t2)l =" | = ()" exp(L 75| < [2["t" exp(| X ) <

: j:
Dogiy [26]
e exp( 55 %) 2 palr 1) .
Beweis: (6)
1 1

|En(2) = 1] = |0f%En( z)dt| = Isz (tz)dt| < |Z|f|E (12)]dt < L B ()t =
(B (1) = Bu(0)) = —J]"H (0 — 1) = |2

l
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2 Produktsatz von Weierstrass fur C

Da die Nullstellenmenge T lokal endlich ist, konnen wir immer grofler werdende kom-
pakte Kreise um 0 wahlen, die nur endlich viele Elemente aus T enthalten [9.12]. Somit
geht der Betrag der Folge |S,| gegen unendlich.

lim |S,| = oo (7)

n—oo

Mit diesen Abschétzungen lasst sich der Produktsatz von Weierstrass beweisen.

Lemma 2.8 (Vorbemerkung zum Produktsatz von Weierstrass)

Angenommen es existiert eine Folge natirlicher Zahlen (l,) C N, sodass

r ln+1

> Div*(S < 0 Y reellen v > 0 9)
n=1 n
Dann konvergiert das Weierstrassprodukt f(z) = 2P0 ] Eln(si)Di”+(S") normal
n>1 n
in C.
Beweis:

Waihle eine beliebige Kreisscheibe B,.(0). Fiir alle z € B,.(0) und |S,| > r gilt:

2 ©) | z [t T
E ()-1 S I e 10
|, S | s |3 =05 (10)

Mit der Gleichung (7) lim |Sy| — oo besteht die Moglichkeit einen Index n(r) fiir jedes
beliebige r zu wihlen, sodass |S,| > r fiir alle n > n(r). Daher gilt:

In+1
T e )

Sn

> D" (S,) |E, (S>_1|BT( < > Div*

n>n(r) n>n(r)

Jedes beliebig gewahlte Kompaktum K liegt in einem Ball B,.(0) fiir ein gentigend grofes
r > 0. Die Gleichung (11) zeigt also, dass fir jedes Kompaktum K das Produkt f(z)

kompakt konvergiert. Mit der Aussage (22) folgt damit die normale Konvergenz. 0
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Da die Polstellenmenge T lokal endlich ist, konnen wir immer grofier werdende kompakte
Kreise um 0 wéahlen, die nur endlich viele Elemente aus T enthalten [9.12]. Somit geht
der Betrag der Folge |T,,| gegen unendlich.

lim |T,] — o0 (8)




2 Produktsatz von Weierstrass fur C

Satz 2.9 (Produktsatz von Weierstrass)
Wahit man firl, =n—14 Divt(S,) so hat man ein maogliches Weierstrassprodukt zum

Divisor Divt gefunden.

Div*(0) 2\ s
1) =2 O T B, ()

n>1 Sn

Beweis:
Nach der Gleichung (7) lim |Sp| = oo léasst sich zu jedem r > 0 ein n(r) € N finden,
sodass |S,| > 2r fir n > n(r) ist. Daraus folgt:

n+Divt(Sy) 1 Divt(Sy) 1\ " 1\ "™
< T oows(y)(3) <K® X (5) <o

n>n(r) n>n(r)

r

> Div"(S,) 5

n>n(r)

Nach Lemma [2.8] ist f somit ein Weierstrassprodukt zum Divisor Div™. B

®Die Funktion g(x) + 2 27® hat ein globales Maximum bei z = ﬁ, da
g'(x) =27% — 2 27%In(2) ist. Somit wird ¢ '(z) = 0, wenn z - In(2) = 1 ist. Verwende nun die zweite
Ableitung um zu verifizieren, dass es sich im Punkt x = ﬁ um ein Maximum handelt. Das Maximum

sei im weiteren Verlauf mit K = g (ﬁ) = ﬁQiﬁ bezeichnet.

OFs kann |H,(2) — P,,(2)| < Konstante - K, auch durch einen anderen Term K, abgeschiitzt werden
(siehe Beispiel 4.4 dort ist K, = -%). Hauptsache Y- |H,(z) — P, (z)] < Konstante - Y K, < co
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Satz 3.5 (Partialbruchsatz von Mittag-Leffler)

Wéhlt man das Taylorpolynom P, (z), sodass |H,(z) — P, (2)| < 27% © fir alle z mit
2| < 3|T.|. Dann hat man eine mdgliche Mittag-Leffler-Reihe zur Hauptteilverteilung
H, gefunden.

F(2) = Ho(2) + i(fw) _PL(2)

Beweis:

Die Taylorpolynome konvergieren kompakt gegen ihre Taylorreihenentwicklung
lim B, = H, in B, 7,(0). Daher findet man fiir jedes v > 1 in der kompakten Kreis-
scheibe |z| < |T,| ein I, € N, sodass |H,(z) — P, (z)| < 27" ist. Nach Gleichung (8)
Jim |T,,| = oo geht auch der Radius der Kreisscheiben B %|Tv|(0) gegen unendlich. Somit
liegt jedes beliebige Kompaktum K C C in fast allen Kreisscheiben B 1 7,(0). Damit
lasst sich fir jedes K ein n(K) finden, sodass die folgende Reihe konvergiert.

S G - Pk < Y 27 < oo
v2n(K) v>n(K)
Mit Aussage (22) konvergiert die Reihe in C\ {70, 71, ...} normal. f ist also eine Mittag-

Leffler-Reihe zur Hauptteilverteilung HV. .
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4 Beispiele fiir Weierstrassprodukte

4.1 Ubersicht verschiedener Weierstrassprodukte
e Sinusprodukt

sin(n _ZH<1_2>:anK1—Z)eZ(1+Z)€Z}—an;[lEl( ) (nz>

n>1 >1

ist das Weierstrassprodukt, das in jedem Punkt n € 7Z eine einfache Nullstelle hat.

Als | konvergenzerzeugende Faktoren“ dienen die Weierstrassfaktoren der Stufe 1.

o Gitterdivisoren

Definition 4.1 (Gitter)
Sind wy,wy € C linear unabhingig (betrachtet als Vektoren im R?), so bezeichnet

die Menge Q := {w =m w; +nwe; m,n € Z} ein Gitter in C.

z H (1—)ei 25 =z H EQ( )
0A£wEN 0£weR

ist das Weierstrassprodukt, das in jedem Punkt w € 2 eine einfache Nullstelle hat.

Als | konvergenzerzeugende Faktoren“ dienen die Weierstrassfaktoren der Stufe 2.

OMit arg,_1(z) sei das Argument der Exponentialfunktion bezeichnet:

,%-eargvfl(z)ﬁ»(lf%)eargv—l(z> (% ﬁ :21)

1 v
Z (1_ )Ea,rgv,l(@

+
> (ZJTU+T%+TLE+...+—;§L’,21)

s\N
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4 Beispiele fiir Mittag-Leffler-Reihen

4.2 Ubersicht verschiedener Mittag-Leffler-Reihen

e Cotangens-Reihe

cos(mz) d 1
t = :—1 —
Tcotmz Wsin(ﬁz) 7 (sin(mz)) —i—n;m ~Tn n
n#0
1 &1 1 1 & 2z
_;+;z+n+z—n_;+;%+n2

ist die Mittag-Leffler-Reihe, die in jedem Punkt n € Z einen Pol mit Haupt-

teil H,(z) = 5 hat. Als  konvergenzerzeugender Summand“ dient das

O-te Taylorpolynom Fy = -

e logarithmische Differentiation von Weierstrassprodukten

Sei ein Weierstrassprodukt der folgenden Form gegeben.

[(1 - T) e(?ﬁé(ﬁ>2~~~~-U11(T;)v—1)1

)=z HEU 1(T>—z H

v>1 v>1

Dann lasst es sich mit der Produktregel und der Regel fiir normal konvergente
Produkte logarithmisch ableiten [9.9].

f'(z2) gl 1 1 z PA
flz) z+§1 z—Tv+Tv+T3+”'+Tg—1

Die logarithmische Ableitung ist eine Mittag-Leffler-Reihe, die in jedem Punkt
T, einen Pol mit Hauptteil H,(z) = ﬁ hat. Als ,konvergenzerzeugender Sum-
mand* dient das (v — 2)-te Taylorpolynom.
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4.3 Weierstrassprodukt zu %

Definition 4.2 (nach C.F.Gau8})
Fir z € C\ Z<y ist die Gamma-Funktion definiert als:

n! n?

I'(2) ::Ji—{goz(erl)(ZJFQ)'“"(Z+n)

Die Gamma-Funktion hat Pole erster Ordnung in Z<o und keine Nullstellen.

Die Konstante C' = lim,, oo (1 + % +...+ % —1In n) ~ 0.57721 wird Euler-Mascheroni

Konstante genannt.

Wir wollen folgende Identitat zeigen.

1 Cor T z 2
—— =e"7 1+—)en 12
i =L () 12
Dafiir beweisen wir zuerst, dass zum Divisor

1 ZEZSO

Div(z) = {

0 sonst
ein mogliches Weierstrassprodukt f(z) = z ﬁ (1 + %) e~ existiert.
n=1
Nach der Vorbemerkung zum Produktsatz von Weierstrass [2.8] ist dies der Fall, wegen

folgender Abschéatzung.

2
< 00 Vr >0

1
n

> 1
n=1

2 [eS)
-3
n=1

r
—n

®7Zwischenschritte zur Berechnung der Taylorreihenentwicklung

—1)Inl _1)Inl+1
) r _1)lnl _1)Inl+1,.
Hy(0) = (1)l — i
H’ (0 r —1)Inltip e _pylnltr e
7;’( )(Z) = : 1)n M ( 1)n nr
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4.4 Mittag-Leffler-Reihe zu —~

sin(m z)

Bestimme die Hauptteile der Funktion $

sin(m z) hat bei n € Z Nullstellen erster Ordnung. Daher hat —7— Pole der Ordnung 1

sin(m z)

bein € Z und die Laurententwicklung bricht bei —1 ab. Somit miissen wir fiir jedes n € Z

den Vorfaktor des Summanden ﬁ in der Laurent-Reihe bestimmen (auch Residuum

genannt).
lim (z B n) T L' Hospital (A - 1 o (_1)\n|
Z=n sin(mz) m-cos(mz)  cos(mn)

Damit hat der Hauptteil von #(m) in den Punkten n € Z die Form %):‘

Wir gehen jetzt wieder den umgekehrten Weg und geben uns die Polstellenmen-
ge und Hauptteile vor.
Als Polstellenmenge T sei Z gegeben mit den Hauptteile:

—1)nl

Hn(z):<z_n n ez

Die Taylorreihenentwicklung des Hauptteiles H,, um den Nullpunkt ist.
Hy(2) = Hy(0) + 1@ (z) 4 Hil® 2 COME (2424 ) ®

(cpyini+

n

Wir wéahlen fir P, das 0-te Taylorpolynom, also aus. Nach dem Partialbruchsatz

von Mittag-Leffler [3.5] miissen wir zeigen, dass

1
> [Ha(z) - Polg; 0 < Konstante - Y 5 <
nez+t z/Tnl nezt "

1
Z |H,(2) — P0|W < Konstante - Z — <00
nez- 21Tl el

in den Kreisen |z| < $|T7,| kompakt konvergiert.
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Es bleibt die Identitét der beiden Gleichungsseiten (12) zu zeigen.

1 2(z4+1)-...-(z+n)

| a4 2) (14 2)
— — lim = lim &
['(z) nooo n! n? n—00 n?

nfF—ez Imn Z(].—'—Z)(]_‘i_%)'(l‘i_%)

= 1lm 4 4 4 zZ
n—00 e—(z+§+...+;)+z In nt(z+5+..4+2)

= lim e(z((1+%+"'+%)_ln n))z(l + Z) . (1 + E)e(_(z++%))

n—oo n

= lim (GO ateti)mn)) gy = o€ p(y)

n—oo
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sin(m z)

Da beide Abschatzungen analog verlaufen, wird im Folgenden nur der erste Teil fir Z™*
gezeigt. Fur jedes beliebige Kompaktum K wéahlt man ein n(r) > 0, sodass fur alle
z € Kund n > n(r) gilt |z| < §|T,|. Fir |2| < R < 3n = §|T,| (R sei beliebig in dem
Intervall |z| < in gewahlt) gilt dann:

_1\n _1\n+1 _1\n+1
SR N RSV B
o) | 2T n o) (z—n)n o) (n—|z|)n
MSRS%H R RS%n R 1
< s S < 2R — <00
n>zn:(r) (n— R)n o) (%n)n n>zn%r) n2

Damit konnen wir die Mittag-Leffler-Reihe angeben.

o=te ¥ [0 o)

2 pezvo LFTT n

R

2 nez\o c—non

Fasst man jeweils n und —n zusammen so erhélt man:

ST EANY  HE NTIS SE N\ [RE)  YA

japare zZ—n n Z+n n

Eventuell unterscheidet sich die gerade bestimmte Mittag-Leffler-Reihe f(z) von —=

sin(m z)

noch durch eine ganze Funktion g(z) € O(C).

™

= f(2) +4(2)

sin(m z)

Mit der Partialbruchentwicklung des Kotangens und der folgenden Identitét lasst sich
zeigen, dass g(z) konstant Null ist.

z
- = cot— — cotz
sinz 2
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5 Produktsatz von Weierstrass fiir beliebige Bereiche
D cC

Das Ziel dieses Abschnittes ist es den Weierstrassenproduktsatz fiir beliebige Bereiche
D C C zu verallgemeinern. Dafiir sei wieder ein positiver Divisor Div™ : D — Ny
(diesmal nur fiir den Bereich D) vorgegeben, der die Nullstellenlage und -ordnung angibt.
Der unendliche Trager T von Divt (endliche Trager sind trivial, vgl. Kapitel 2 1.Fall)
entspricht dabei der Nullstellenmenge und Div™(S,,) gibt die Ordnung der Nullstelle
S, € T an. Es wird einige Veranderungen im Vergleich zu Kapitel 2 geben.

Veranderungen:

e Die Nullstellenmenge T ist weiterhin in D lokal endlich. Anders als in Kapitel 2
kann die Menge T jetzt aber auch Haufungspunkte enthalten. Z.B. wenn fir D der
offene Einheitskreis gewahlt wird und die Punkte z, =1 — % n € Nin T liegen.
Dann ist 1 offensichtlich ein Haufungspunkt von T obwohl T lokal endlich im
offenen Einheitskreis ist. Diese Haufungspunkte (im weiteren mit 7" bezeichnet)
treten nur am Rand von D auf, da jeder Punkt von T der im Inneren von D liegt
auch weiterhin aufgrund der lokalen Endlichkeit eine Umgebung besitzt, in der
kein weiterer Punkt aus T enthalten ist. Daher suchen wir in diesem Kapitel auch

nur nach Weierstrassprodukten in dem Bereich C\ 7"’/ normal konvergieren.

e Anders als im Kapitel 2 verwenden wir als Argumente fiir die Weierstrassfaktoren

z Sp—c

o sondern
n

nicht mehr mit z # c¢. Die Weierstrassfaktoren haben dann die

Form

S, — ¢ z— S, S,—c 1/S,—c\? 1/8S,—c\"
En( )—( )-exp +( )—l—...+< )
zZ—cC zZ—cC zZ—cC 2\ z—c n\z-—=c

und verschwinden weiterhin in erster Ordnung in den Punkten S,,. Anders als im

Kapitel 2 nimmt die Null (falls sie ein Element von T ist) keinen Sonderfall mehr

ein, da das Argument % auch fir S, = 0 definiert ist (vgl. das alte Argument

5 war bei 5, = 0 nicht definiert). Daher bendtigen wir keinen extra Vorfaktor
2P0 yor dem Weierstrassprodukt mehr, sondern behandeln die Null wie alle

anderen Elemente aus T.
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6 Partialbruchsatz von Mittag-Leffler fiir beliebige
Bereiche D C C

Das Ziel dieses Abschnittes ist es den Partialbruchsatz von Mittag-Leffler fiir beliebige
Bereiche D C C zu verallgemeinern. Dafiir sei wieder eine beliebige Hauptteilverteilung
HV : D — H, vorgegeben, die die endlichen Hauptteile H, in den Polen T, angibt.
Der unendliche Tréger T von HV (endliche Trager sind trivial, vgl. Kapitel 3 1.Fall)
entspricht dabei der Polstellenmenge und HV(T,) = H, gibt den endlichen Hauptteil

von T, € T an. Es wird einige Veranderungen im Vergleich zu Kapitel 3 geben.

Veranderungen:

e Die Polstellenmenge T ist weiterhin in D lokal endlich. Anders als in Kapitel 3
kann die Menge T jetzt aber auch Haufungspunkte enthalten. Z.B. wenn fiir D der
offene Einheitskreis gewahlt wird und die Punkte z, = 1 — % v € Nin T liegen.
Dann ist 1 offensichtlich ein Haufungspunkt von T obwohl T lokal endlich im
offenen Einheitskreis ist. Diese Haufungspunkte (im weiteren mit 7'" bezeichnet)
treten nur am Rand von D auf, da jeder Punkt von T der im Inneren von D liegt
auch weiterhin aufgrund der lokalen Endlichkeit eine Umgebung besitzt, in der
kein weiterer Punkt aus T enthalten ist. Daher suchen wir in diesem Kapitel auch
nur nach Mittag-Leffler-Reihen in dem Bereich C\ T"".

e Anders als im Kapitel 3 verwenden wir als ,konvergenzerzeugende Summan-

den“ nicht mehr die Taylorpolynome P, sondern die folgenden Laurent-Terme

Gy

v

Lemma 6.1
Sei Hy(z) € O(C\ T,) der endliche Hauptteil im Pol T, € T und c ein beliebig

n=-—1
gewdhlter Punkt aus C\T,. Dann bricht die Laurententwicklung >, hyn(z—c)"

um den Punkt ¢ von H, in dem Kreisring {z € C: |z —¢| > |T,, — c|} bei —1 ab.
D.h. hyp =0 firn > 0. Mit Gy, sei dann der l,-te Laurent-Term von H, um c

n=-—1
bezeichnet Gy, := Y. hyn(z —c)™.

o
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Gesucht ist also ein Weierstrassprodukt der Form:

S —¢ Divt(Sy)
f(z) =11 E.. ( - ) So ist eventuell 0

n>0 Z—C

Bevor wir den eigentlichen Produktsatz beweisen werden, bendtigen wir noch

zwel Lemmata.

Lemma 5.1
Sei T eine diskrete Menge in C, so ist die Menge der Hdiufungspunkte T' := T \ T

abgeschlossen in C.

Beweis:

Es sei x, eine beliebige Folge in T die gegen ¢ konvergiert nh_)rgo x, = t. Damit T’
abgeschlossen ist miissen wir zeigen, dass der Grenzwert t in T’ liegt. Wenn irgendein
Folgenglied x,, gleich ¢ ist, dann haben wir das Lemma bewiesen. Also sei x,, # t fiir alle
n. Weil jedes x,, ein Haufungspunkt von T ist und d(x,,,t) echt groBer als Null ist, gibt
es ein y,, sodass 0 < d(yn, r,) < d(x,,t) fir alle n. Dann konvergiert aber die Folge y,
gegen t und vy, # t fiir alle n. Daraus folgt, dass ¢ ein Haufungspunkt von T ist und

somit schon in T liegt.

O
Somit ist der Bereich C \ 7"’ der grofite Bereich in C, in dem T abgeschlossen ist.
Damit ist T auch lokal endlich in dem Bereich C\ T''. Dies erlaubt uns den Divisor

Div*t in D auf einen positiven Divisor in C\ T/ D D zu erweitern, indem wir zusétzlich
Divt(z) := 0 setzen fur z € (C\T')\ D.

Wenn T/ = () ist, dann lisst sich der Divt auf ganz C erweitern und wie in Kapitel 2
ein Weierstrassprodukt finden. Daher sei des Weiteren stets T/ # ().




6 Partialbruchsatz von Mittag-Leffler fiir beliebige Bereiche D C C 19

Beweis:

Nach der Cauchyschen-Ungleichung fiir Laurententwicklungen [9.2.5] gilt fiir r > |T,—¢|:
ran| < M(r) :=max{|H,(2)| : z € IB,(c)}, Vn e Z

Mit lim H,(z) = lim ;gl avvnﬁ = 0 folgt, dass auch lim M (r) = 0 ist und somit

. =0 fiir alle n > 0 ist.
a ur atlie n -~ 1S D

Mit Lemma [5.1] ist der Bereich C\ 7" der groBte Bereich in C, in dem T abgeschlossen
ist. Damit ist T auch lokal endlich in dem Bereich C \ T7'’. Dies erlaubt uns die

Hauptteilverteilung HV in D auf eine Hauptteilverteilung in C\ 7" D D zu erweitern,
indem wir zusétzlich HV (z) := 0 setzen fir z € (C\T') \ D.

Wenn T/ = () ist, dann lasst sich die HV auf ganz C erweitern und wie in Kapitel 3
eine Mittag-Leffler-Reihe finden. Daher sei des Weiteren stets T/ # (0.
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Lemma 5.2
Sei T eine diskrete Menge in C, die mindestens einen Hdiufungspunkt T' =T\ T # ()
besitzt. Die Menge T wird jetzt in zwei disjunkte Untermengen Ty und Ty wie folgt

zerlegt:
Ty:={z€T:|z|dT' 2) > 1}, Ty:={ze€T:|z|dT' z2) <1}

1) Ty ist abgeschlossen in C.
2) Fir jedes € > 0 ist die Menge Ty(€) :={z € Ty : d(T', z) > €} endlich.

Beweis: 1)
Angenommen 77 ist nicht abgeschlossen, dann gibt es eine Folge t,, € T7 mit 71152@ t, =
t ¢ Ty. Da T' nach dem vorangegangenen Lemma abgeschlossen ist, liegt ¢ in 7. Damit

fiir n—o00

ware |t,|d(T",t,) < |t,|-[t—t,] — 0. Dies steht im Widerspruch zu |¢,|d(T",t,) > 1.

O
Beweis: 2)
Angenommen 7T5(€p) ist unendlich fiir ein ¢ > 0. Auferdem ist jedes Element von
z € Ty(e) durch |z| < é beschrénkt (folgt aus den beiden Ungleichungen ey <
d(T',z) und |z|d(T", z) < 1). Damit muss die unendliche und beschrénkte Menge T5(¢€p)
einen Haufungspunkt ¢ besitzen, welcher wegen der Abgeschlossenheit von 7' auch in
T’ selber liegt (t € T'). Anderseits gilt |t — z| > d(T"',z) > € fir alle z € Ty(€p). Dies

steht im Widerspruch dazu, dass ¢ ein Haufungspunkt von T5(€) ist. -

Hieraus konnen wir nun die Verallgemeinerung des Produktsatzes von Weierstrass ab-

leiten.
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Hieraus konnen wir nun die Verallgemeinerung des Partialbruchsatzes von Mittag-LefHer

ableiten.
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Das folgende Lemma wird anstelle des alten Lemma [2.8] verwendet.

Lemma 5.3

Sei S, die geordnete Nullstellenfolge des Trigers von Divt. Wenn es eine Folge

(n)n>o0 in T ' gibt, sodass T}Lrglo|5n — ¢| = 0 ist, dann ist das Produkt f(z) =
Sp—Cn Div*(Sn) . . . S . . -
I Ei, R mit l, = n — 14 Divt(S,) ein Weierstrassprodukt zum Divi

n>0
sor Divt in C\ T, d.h. die normale Konvergenz muss nur in dem Bereich C\ T’

gezeigt werden.

Beweis:

Da T nach Lemma [5.1] abgeschlossen ist, gilt {co,c1,...} CT'. Somit ist

e O(C\T")
E, <Sn — Cn) = (Z - Sn) A £ 0, falls z # S,
die Nullstellenordnung im Punkt S, ist 1
(13)

Die Aussagen von (13) entsprechen den gleichen Aussagen von Lemma [2.4].

Um die normale Konvergenz von f(z) in C\ T/ zu zeigen, verwenden wir die Aussage
)

22) und zeigen, dass f(z) fiir jedes beliebige Kompaktum K C C\ T’ konvergiert.
g J g g

Sei also K ein beliebiges Kompaktum in C\ 7''. Fiir alle z € K gilt dann

Sn_cn

S, — Cn
K o d(Ka Cn)

d(K,T")

Sn_cn

(14)

Z—Cn K ‘ K

Da sowohl K also auch T’ abgeschlossen sind, ist d(K,7") > 0 und wir kénnen r :=

W setzen. Damit ist:
Sp —cp| (14
T < |- (S, —cy 15
2] (80— el (15)
Fir jedes r > 0 konnen wir wegen lim S, — ¢u| = 0 ein n(r) € N wihlen, sodass

TS, — cn| < % fir alle n > n(r) ist.
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Lemma 6.2
Sei T, die geordnete Polstellenfolge des Trigers von HV . Wenn es eine Folge (¢,)y>0 in

T gibt, sodass 1}151010 |T,, — ¢,| = 0 ist, dann existieren Mittag-Leffler-Reihen der Form

o0

f(z) = X (Hy,—Gl,) zur Hauptteilverteilung HV in C\T", d.h. die normale Konvergenz
v=0

muss nur in dem Bereich (C\ {Ty,T,...})\T' = C\ T gezeigt werden.

Beweis:

Da T ' nach Lemma [5.1] abgeschlossen ist, gilt {co,ci,...} C T '. Somit ist Gy,
holomorph in C\ {¢,} D C\ T’ und G,, verdndert nicht das Hauptteilverhalten der
Funktion f in C\ T/ (Beweis analog zu Lemma [3.4]).

Um die normale Konvergenz von f(z) in C\T zu zeigen, verwenden wir die Aussage (22)

und zeigen, dass f(z) fiir jedes beliebige Kompaktum K C C\ T kompakt konvergiert.

Sei also K ein beliebiges Kompaktum in C \ 7T'.
Da sowohl K als auch T abgeschlossen sind, ist d(K,T) > 0. Zusammen mit
lim |T, — ¢,| = 0 gibt es ein n(K), sodass fur alle v > n(K) das Kompaktum K im

vV—00

Kreisring A :={z € C: |z — ¢,| > 2|T, — ¢,|} enthalten ist.

Kc{zeC:l|z—c|>2IT, —cl} fir v > n(K)

Aufgrund der normalen Konvergenz der Laurent-Terme G, gegen die Hauptteilvertei-
lung H, im Kreisring A, konvergiert G;, kompakt gegen H, in A [9.2.5]. Somit lasst sich
fur jedes v > n(K) ein [, € N wéhlen, sodass:

Damit ist:
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Beweis:
Damit folgt:

S Divt(S,) |E, ( ” Cc ) .

n>n(r) n
(6) S — o\ [
< Z Div*(S,) <>
Snen KISE)IT'(Sn—Cn)\KS% n>n(r) R

2 S Divt(Su)lr - (S — ea)le™

n>n(r)
ln=n—1+Divt(S,) .
< S Divt(Sy)|r - (S — cq) [P E (16)
n>n(r)

Die weitere Abschétzung der Reihe verlauft identisch zu dem Beweis des Produktsatzes

von Weierstrass [2.9], da |r(S, — ¢,)| < 3 gilt.

. 2.9
= I Div*(S)[r(Sn — ca) [P L g (17)

n>n(r)

Lemma 5.4
Ist T' # () und sind alle Mengen T'(€) :={S, € T : d(S,,T") > €} endlich. Dann ldsst

sich eine Folge (¢p)n>0 tn T wihlen, sodass nlgg() |Sp — cn] = 0.

Beweis:

Nach Lemma [5.1] ist 7' abgeschlossen in C. Damit ldsst sich fiir jedes S, € T ein
¢, € T’ finden mit |S,, — ¢,| = d(S,, T"'). Angenommen |S,, — ¢, | konvergiert nicht gegen
0, dann gibt es ein ¢y > 0, sodass |S, — ¢,| > € fiir unendlich viele n. Damit ist die

Menge T'(€g) unendlich, das steht Widerspruch zur Angabe. B
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Satz 5.5 (Produktsatz von Weierstrass fiir beliebige Bereiche D C C)
Zu jedem positiven Divisor Divt : D — No mit Trager T gibt es ein Weierstrassprodukt
inC\T'" D> D.

Beweis:

Teilt man den Trager T, wie in Lemma [5.2] beschrieben, in zwei disjunkte Teilmengen
Ty und Ty auf. Dann ist die Menge T}’ = () aufgrund der Abgeschlossenheit von Ty (vgl.
Lemma [5.2]) und somit T, =T'".

1) Da T keinen Haufungspunkt besitzt, ist 77 lokal endlich in ganz C und lésst sich
dort zu dem Divisor Div] erweitern, indem wir zusitzlich noch Divy (z) := 0 setzen
fir z € C\ Ti. Nach dem Produktsatz von Weierstrass [2.9] gibt es auf ganz C ein
Weierstrassprodukt W P, zu diesem Divisor Divy .

2) Ty ist lokal endlich in C \ 7' und lésst sich in diesem Bereich auf einen Divisor
Divy erweitern, indem wir zusétzlich noch Divy (2) := 0 setzen fiir z € (C\ T') \ T.
Mit Lemma [5.2] sind alle Mengen T5(€) endlich und es gibt mit Lemma [5.4] eine
Folge (¢p)n>0 in 1o mit nh_}rgo |Sy, — ¢| = 0. Somit haben wir mit Lemma [5.3] das Ziel

erreicht und ein Weierstrassprodukt W P im Bereich C\T"’ zum Divisor Divy gefunden.

Da die Aufteilung von T disjunkt war, gilt Div® = Divy + Divy in C\ T’
und
f(z) = o Div (0)+Divy (0) H In
n>1
mit g9,_1 ist der n-te Faktor von W Py
mit gy, ist der n-te Faktor von W P,

f ist das gesuchte Weierstrassprodukt zu Div™.
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Satz 6.3 (Partialbruchsatz von Mittag-Lefller fiir beliebige Bereiche D C C)
Zu jeder Hauptteilverteilung HV : D — H, mit Triger T gibt es eine Mittag-Leffler-
Reihe in C\T' D D.

Beweis:

Teilt man den Tréger T wie in Lemma [5.2] beschrieben in zwei disjunkte Teilmengen
Ty und T3 auf. Dann ist die Menge T}’ = () aufgrund der Abgeschlossenheit von T} (vgl.
Lemma [5.2]) und somit Ty’ = T'".

1) Da T keinen Haufungspunkt besitzt, ist 77 lokal endlich in ganz C und lésst sich
dort zu einer Hauptteilverteilung HV) erweitern, indem wir zusétzlich noch HV(z) :=0
setzen fiir z € C\ Ti. Nach dem Partialbruchsatz von Mittag-Leffler [3.5] gibt es auf
ganz C eine Mittag-Leffler-Reihe M L, zu dieser Hauptteilverteilung HV;.

2) T, ist lokal endlich in C\ 7" und lasst sich in diesem Bereich auf eine Hauptteilvertei-
lung HV; erweitern, indem wir zusétzlich noch HV,(z) := 0 setzen fir z € (C\T7) \ Ts.
Mit Lemma [5.2] sind alle Mengen T5(¢€) endlich und es gibt mit Lemma [5.4] eine Folge
(Cy)v>0 in Tp' mit Uli_}rrg(} T, — ¢,| = 0. Somit haben wir mit Lemma [6.2] das Ziel erreicht
und eine Mittag-Leffler-Reihe M Ly im Bereich C \ T zur Hauptteilverteilung HV;

gefunden.

Da die Aufteilung von T disjunkt war, gilt HV = HV; + HV5 in C\ T/ und

f(z) = HV1(0) + HV>(0) + > _ g0

mit go,_1 ist der v-te Summand von M L,

mit go, ist der v-te Summand von M Lo

f ist eine gesuchte Mittag-Lefller-Reihe zu HV'.
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7 Folgerungen aus dem Produktsatz

7.1 Darstellung holomorpher Funktionen als Weierstrassprodukte

Satz 7.1
Sei f # 0 eine beliebige holomorphe Funktion im Gebiet G. Dann ldsst sich f iber ein

Weierstrassprodukt und eine Einheit uw von O(G) darstellen.

f=u-2m H E,,
n>1
Beweis:
Wir bilden zuerst den Hauptdivisor Dz’v}L := (f) von f und konstruieren wie in Kapitel
5 ein passendes Weierstrassprodukt f zu Div}“. Dieses Weierstrassprodukt f muss aber
noch nicht zwangslaufig mit der Funktion f iibereinstimmen, da die Zuordnung der
Hauptdivisoren nicht eindeutig ist. Z.B. haben die Funktionen x und 2 - x den gleichen

Hauptdivisor.

1 z=0

0 sonst

Div(z) = {

Betrachtet man aber die Funktion v := % so ist diese Funktion holomorph ohne Null-

stellen in G, also eine Einheit von O(G). Damit lasst sich f(z) = u- f(2) als Weierstrass-
produkt darstellen. Im Spezialfall (G = C) ist u von der Form u = e9 g € O(C) [9.16].
Wahlt man stattdessen z.B. G = C\ 0, dann ist z holomorph und nullstellenfrei C \ 0
und somit eine Einheit im Gebiet C\ 0. Da G aber nicht einfach zusammenhéangend ist,

lasst sich [9.16] nicht anwenden, den In(z) ist nicht einmal stetig in C \ 0.
U

Weitere Abschiatzungen des obigen Satzes fithren schliefilich zum Produktsatz von Ha-

damard.




7 Folgerungen: Darstellung meromorpher Funktionen als Mittag-Leffler-Reihen

24

7 Folgerungen aus dem Partialbruchsatz

7.2 Darstellung meromorpher Funktionen als Mittag-Leffler-Reihen

Satz 7.2
Sei m # 0 eine beliebige meromorphe Funktion im Gebiet G. Dann ldsst sich m dber

eine Mittag-Leffler-Reihe und eine holomorphe Funktion g € O(G) darstellen.

m=g+Hy+ > (H,—G,)
v>1
Beweis:
Wir bilden zuerst die Hauptteilverteilung HV,, := (m) von m und konstruieren wie
in Kapitel 6 eine passende Mittag-Lefller-Reihe m zu HV,,. Da m und m beide Lo-
sungen der gleichen Hauptteilverteilung sind, haben sie die gleichen Singularitaten und
die jeweiligen Hauptteile stimmen iiberein. Damit ist die Differenz g := m — m eine

holomorphe Funktion in O(G).
0
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7.3 Darstellung meromorpher Funktionen als Quotienten

Satz 7.3

Der Quotientenkorper des Integrititsrings der holomorphen Funktionen Quot(O(G)) ist
identisch mit dem Korper der meromorphen Funktionen M(G) auf dem Gebiet G. Mit
anderen Worten: Jede in G meromorphe Funktion f = { ist als Quotient zweier holo-
morpher Funktionen g, h darstellbar. Dabei kénnen g ung h ohne gemeinsame Nullstelle

gewahlt werden.

Beweis:
Sei f € M(G) mit f # 0. Mit dem Produktsatz von Weierstrass gibt es eine holomor-
phe Funktion A dessen Nullstellenmenge N(h) mit der Polstellenmenge von f auf G

iibereinstimmt, sowie der jeweiligen betragsméaffigen Ordnung.
N(h)=P(f) in G ordy(z) = —ords(2) Vze P(f)NG.

Die in G meromorphe Funktion g := f - h besitzt daher nur hebbare Singularitédten und
ist deshalb analytisch. Somit haben wir f = ¢, wobei aufgrund der Konstruktion die

Nullstellenmengen von g und h disjunkt ist.

O
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7.4 Anschmiegungssatz von Mittag-Leffler

Satz 7.4
Sei T wieder eine lokal endliche Menge in einem beliebigen Bereich D C C. Zu jedem

Punkt T, € T sei eine in C\ T konvergente Reihe der Form

R,(z) = Z ayn(z—T,)"
mit m, € N vorgegeben (also auch ein polynomialer Teil ist vorgegeben). Dann gibt es
eine in D\T holomorphe Funktion h, deren Laurententwicklung um T, die Funktion R,
als unteren Teil enthdlt, d.h. op,_g, (T,) >m, VYT, €T.

Beweis:

Nach Satz [7.1] lasst sich ein f € O(D) wahlen, sodass o¢(T,) =m, +1 VT, € T. Sei
H V% die Hauptteilverteilung der Funktion % in D. Nach dem Satz von Mittag-Leffer
gibt es eine Funktion g € O(D \ T') mit genau dieser Hauptteilverteilung H V% . Damit
ist h := f - g die gesuchte Funktion. Denn A ist holomorph in D \ T, da sowohl g als

auch f dies sind und fir 7, € T gilt:

ordp_g,(T,) = ords.y_g,(T,) = ordf.(g_%)(Tv)

wegen der Wahl von g ist
g-— % holomorph in T

> ordg(T,) = my, + 1
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8 Beispiele fiir Weierstrassprodukte

8.1 Beschrankte Funktionen im Einheitskreis

Im folgenden Kapitel betrachten wir beschrankte, holomorphe Funktionen f in der Ein-
heitskreisscheibe E. D.h. fiir ein a € R ist |f(2)|g < a fiir alle z € E. Ziel des Kapitels

wird es sein, den folgenden Identitéitssatz zu beweisen.

Satz 8.1 (Identitétssatz fiir beschriankte, holomorphe Funktionen in E)
Die folgenden Aussagen sind fir Divt > 0 mit dem Trager T # 0 in E dquivalent:

1. Div" ist der Divisor einer in E beschrankten, holomorphen Funktion f # 0.

2. Die Blaschke-Bedingung § [Divt(Sy,) - (1 —|Su])] < 00 mit S, € T ist erfiillt.
n=1

3. Es ewistiert ein Blaschke-Produkt T b(z, S,) P 50) zum Divisor Div'*.

n=1

Beweis: (1.) =>(2.)

Wir konnen wieder von einem unendlichen Trager ausgehen, da die Aussagen fiir den
endlichen Fall trivial sind. Wenn f(0) = 0, dann betrachten wir anstelle von f die Funk-
tion g(z) = % € O(E) und fithre den gleichen Beweis mit ¢® durch. Wir kénnen
also annehmen, dass f(0) # 0 ist. Angenommen °,,~; [Div"(S,) - (1 — [S,])] = oo, dann
wird der Limes nh_)rgo |Divt(S)- Sy Divt(Sy)-Sa-...- Divt(S,)-S,| gegen 0 gehen wobei
jede Nullstelle S; im Produkt so oft vorkommt wie ihre Ordnung Div™*(.S;) angibt.

v vt € R gilt v
. . . : , S| —1
0 < lim nlzlo [Dzv+(5n) |Sn|} t g%’f—l Jim. nlzlo {DZUJF(Sn)e }

= Tim exp (Z [ Divt (S,)(1Sa| - 1)]) = lim exp (- 3 [ Divt(S,)(1 - ysnp})

V—00
n=0 n=0

i [DivF (Sn)(1 = [Sal)] = o0
n=0 — 0

Nach der Jensenschen Ungleichung [9.17] folgt somit f(0) = 0, das steht im Widerspruch

zur Annahme.

O

®g ist auch in O(E) und wegen des Maximumprinzipes beschrinkt in E. AuBierdem gilt offenbar
g # 0 (Trédger von f war unendlich) und g(0) # 0.
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8 Beispiele fiir Mittag-Leffler-Reihen

8.2 Hauptsatz der ldealtheorie fiir holomorphe Funktionen in einem
Gebiet G

Es folgen Definitionen wichtiger Grundbegriffe fiir dieses Kapitel.

Definition 8.2 (Ideal eines kommutativen Ringes R mit Einselement 1)
Eine Teilmenge ) # I C R, die abgeschlossen beziiglich R-Linearkombinationen ist, wird
Ideal des Ringes R genannt. D.h. Fir alle a,b € I undr,s € R gilt: ra+ sb € I.

Definition 8.3 (erzeugende Systeme und Hauptideale)
Ist M # () eine Teilmenge von R, so ist das von M erzeugte Ideal (M) die Menge aller

endlichen Linearkombinationen.
(M) ={rimi+...+r,m,| 7€ R,m; € M}

(M) ist das kleinste Ideal in R, das die Menge M enthdlt. M wird auch als erzeu-
gendes System bezeichnet. Ideale I, die ein endliches, erzeugendes System M besitzen,

werden endlich erzeugbar genannt. Besteht M aus nur einem Element, dann wird (M)

als Hauptideal bezeichnet.

Um den Hauptsatz der Idealtheorie fiir holomorphe Funktionen in einem Gebiet G zu

beweisen, bendtigen wir noch folgendes Lemma.

Lemma 8.4 (Wedderburn)
Seien zwei teilerfremde, holomorphe Funktionen u und v in dem Gebiet G gegeben. Dann

lasst sich die Eins durch zwei weitere holomorphe Funktionen a,b € O(G) darstellen.

au+bv =1
Beweis:

Weil v und v teilerfremd sind und wegen des Identitétssatzes fiir holomorphe Funk-
tionen, konnen wir davon ausgehen, dass uv nicht die konstante Nullfunktion ist. Die

1 1

Polstellenmenge von -~ ist die disjunkte Vereinigung der Polstellenmengen von . und

%, da u und v teilerfremd waren.
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Beweis: (3.) =>(1.)

Definition 8.5 (Blaschke-Faktoren)
Es sei b(z,0) := z und fir 0 # S, € E

1 Sn_: 1 Sn_; 1 Z_é_Sn"i_é
b(z S,) = —— ) [ - 5 5
SRR N () lsnl( ) lsnl( ERp
1 [z=5) 1 z—S, _ Su S, <2—5n>_ 1S, |? <z—5’n>
_ 1Sl [ 2= 5n
S, \S.2—1

Definition 8.6 (Blaschke-Produkt)
Sei nun ein positiver Divt > 0 in E gegeben mit Trager T. Dann ist das Produkt

S, — L
EO( 1STL)
5

ein spezielles Weierstrassprodukt, wenn es normal in E (und damit sogar in C\ OE)

n

1 oo Divt(Sy)
b(z) == [ b(z,Su)P" ) =b(z,00P" O — ]

SneT bT n=1

n=1

konvergiert. Es wird Blaschke-Produkt zum Divisor Div™ genannt.

Die Funktionen b(z, S,,) sind holomorph in E, da b(z, S, # 0) nur einen Pol in Szln hat.
Da das Produkt b(z) normal konvergiert, ist b(z) € O(E). Auerdem sind die b(z, S,,)
nullstellenfrei in E\ S,, und im Punkt S,, ist eine Nullstelle erster Ordnung. Bildet man
daher den Hauptdivisor von b so stimmt dieser mit Div™ tiberein (Beweis analog zu [2.5]).
Die Faktoren b(z,S,) sind auch als Automorphismen von E bekannt ([Rem02][Kapitel

2.3.3]). Daraus schlieBen wir, dass [b(z,S,)|[g < 1 © sowie |b(z2)[g < 1 ist. 0

Anstelle zu zeigen, dass der Ausdruck kleiner gleich eins ist,

) _ | 1Sn z—Sp _
|b(Z, Sn)|]E - S (?nzi> ‘ - S a1
zeigen wir |z — S, |2 < [S,z — 1|%. Dies ist aber offensichtlich richtig, da (1 — [S,]?)(1 — |2]?) > 0
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Beweis:

Mit Satz [7.2] ldsst sich - als normal konvergente Partialbruchreihe darstellen, die
aufgrund von Aussage [23] beliebig umsortiert werden darf. Wir sortieren u—lv SO um,
dass a, in z € N(v) Pole der Ordnung —o,(z) und b, in z € N(u) Pole der Ordnung
—0,(2) hat.

1
— = ay + by, ay, by, € M(QG)
uv

Mit a :=v-a, und b :=u - b, folgt au+bv=v-a, -u+u-b, v = (a,+b,)uv =1 mit

a,b € O(G). 0

Wir benétigen noch eine Aussage aus der Teilbarkeitslehre von O(G). Hierzu sei nochmal
daran erinnert, dass f € O(G) ein Teiler von g € O(G) ist, wenn g = f-h mit h € O(G)
gilt. Einheiten sind Teiler der Eins und Primelemente sind von der Form: u - (z — ¢) mit

¢ € G und u ist eine Einheit in G.

Satz 8.7 (Existenzsatz des ggT im Ring O(G))

Jede Menge {0} # S # 0 im Ring O(G) besitzt einen grofiten gemeinsamen Teiler ggT.
Wahit man f € O(G), sodass (f) = min{(g) : g € S,g # 0} gilt, dann ist f ein ggT
von S. Dafir missen wir zwei Sachverhalte zeigen:

1) f teilt alle g € S

2) Jeder andere gemeinsame Teiler von S ist ein Teiler von f.

Beweis: 1)
Sei g € S, dann gilt (f) < (g). Damit ist 0%(2) = 04(2) —of(2) > 0 fur alle z € G. Es

gilt also § € O(G) und somit teilt f die Funktion g. 0

Beweis: 2)
Sei f ein gemeinsamer Teiler von S, d.h. f teilt alle ¢ € S. Damit muss aber wiederum
(f) < (9) gelten. Mit der Definition von f gilt dann (f) < (f) < (g). Analog zum

Beweis 1) folgt dann die Aussage. B

Damit sind wir beim Haupttheorem des Kapitels angelangt.
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Beweis: (2.) =>(3.)

Jedes Kompaktum K in E ist in einem Ball B,.(0) mit € (0, 1) enthalten. Nach Aussage
(22) miussen wir also die kompakte Konvergenz fiir jedes z € B,(0) zeigen.

Sei r € (0,1) und S,, € E\ 0, dann gilt:

Sn + 1Sul2 = |Su|Sn — |Sal*2

S.l(z—S,)+ S, —S,S,z
b(2,80) — 1]B,0) = || I )

Sn(Snz — 1) B,(0) Sn(Snz — 1) 5.0)
Sn + |Snlz |Snz — 1] >1— |z fir S, €E Sy (1 4 15nl2)
<Jo-1sDg : (=180 5 =Py
Sl
< (1 - —onl 1 — s 1

Damit ist 3 [Div*(S,) - [b(=. 5,) — 15,0] =
n=1

2.5 [Divt(S,) - (1— |S])] < .
D.h. das Blaschke-Produkt konvergiert normal in E.

n=1

O
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Satz 8.8 (Hauptsatz der Idealtheorie fiir O(G))

Sei I ein beliebiges durch die Funktionen fi,..., f, € O(G) endlich erzeugtes Ideal in
O(G). Dann lasst sich I durch eine einzige Funktion f € O(G) erzeugen, wobei f ein
grofiter gemeinsamer Teiler der Menge { f1,..., fn} ist (d.h. I ist ein Hauptideal).

Beweis:

Wir wollen die Gleichheit der beiden Mengen I = {r - f| r € O(G)} zeigen.
HIc{r-fl reO(G)}

f wurde als groiter gemeinsame Teiler der Funktionen {fi,..., f,} gewéahlt. Daher
teilt f jede einzelne dieser Funktionen und es gilt somit { f1, ..., f,} € {r-f| r € O(G)}.

Q) ID>{r-f| reO(G)}
Dafiir miissen wir zeigen, dass es Funktionen ay, ..., a, € O(G) gibt mit
f=afi+t.. . tanfn

Induktionsbeweis:
n = 1 offensichtlich
n—-n+1
Induktionsannahme: f = a@ifi + ...Gnf, wobei f der grofte gemeinsame Teiler der
Menge {fi,..., fu} ist. Sei f der ggT von f und f,,1, dann sind die Funktionen v := I

f

und v = f"T“ teilerfremd, wére dies nicht der Fall, dann ware f nicht der ggT. Nach

Wedderburn [8.4] gibt es a,b € O(G) mit 1 = au + bv. Setze also a,+1 := b und

a;, =a-a; fur 1 <i<n. 0
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9 Anhang

9.1 Bekannte Sachverhalte
9.1.1 Unendliche Produkte und Reihen [RS07][Kapitel 1.1]

Definition 9.1 (Partialprodukt und -summe)

Sei (a,) eine Folge komplexer Zahlen, dann besteht das n-te Partialprodukt P, (bzw.
Partialsumme S,,) aus den ersten n Gliedern dieser Folge. Das nullfreie Partialprodukt
Px besieht dabei aus allen nicht Nullfaktoren.

P,=1la,=a1-a-... a,

k=1
% n

P = 11 ax
k=1
CLk;éO
n

S, =Y a=a1+a+...+a,

k=1

Definition 9.2 (Konvergenz von Reihen)

Eine unendliche Rethe Y ap konvergiert, wenn die Folge der Partialsummen einen

k=1
Limes a hat.
lim S, =a
n—oo

Wiirde man diesen Konvergenzbegriff fiir das Produkt [] aj iibernehmen, so hétte man

k=1
Paradoxien in der Nullkonvergenz und bei den Nullfaktoren geschaffen. Daher muss der

Konvergenzbegriff eines Produktes die untengenannten Sonderfille ausschliefien.

e Das Produkt ]O_O[ a konnte Null werden, auch wenn kein einziger Faktor a, Null
k=1
ist (z.B. wenn |a,| < ¢ < 1).

e Fin Produkt ware schon konvergent mit Wert Null, sobald nur ein Folgenglied

ay = 0 ist.

Definition 9.3 (Konvergenz von Produkten)

FEin unendliches Produkt ]O_O[ ay konvergiert, wenn nur endlich viele Faktoren ap = 0
sind und wenn die Folge dke:rl nullfreien Partialprodukte einen Limes von 0 verschieden
hat.

lim P* #0

n—oo
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9.1.2 Zusammenstellung wichtiger Konvergenzbegriffe [Rem02][Kapitel 3.1]
9.1.2.1 GleichmaBige Konvergenz

Definition 9.4 (Gleichméaflige Konvergenz)

Fine Funktionenfolge f, : X — C heifst gleichmdjfig konvergent gegen f : X — C,
wenn zu jedem € > 0 ein ny(e) € N existiert, sodass gilt:

|fu(z) — f(2)] <€ Vn > ng(€e) und Vo € X

Die Funktionenfolge f,, konvergiert lokal-gleichmdf$ig, wenn es zu jedem Punkt x € X
eine offene Umgebung U, gibt, sodass f, eingeschrinkt auf U, gleichmdf$ig gegen die
Finschrinkung f auf U, konvergiert. Eine Reihe Y f, konvergiert (lokal) gleichmdfsig

in X, wenn die Folge der Partialsummen (lokal) gleichmdfig konvergiert.

9.1.2.2 Kompakte Konvergenz

Definition 9.5 (Kompakte Konvergenz)

FEine Folge oder Reihe von Funktionen wird kompakt konvergent genannt, wenn sie in
jeder kompakten Teilmenge von X gleichmdf$ig konvergiert. Aus der lokal-gleichmdfSigen
Konvergenz folgt die kompakte Konvergenz. Die Umkehrung gilt aber nur in lokalkom-

pakten Rdumen.

9.1.2.3 Normale Konvergenz [RS07][Kapitel 1.2]

Ein stérkerer Konvergenzbegriff, der auch die Konvergenz aller Teilreihen (bzw. -
produkte) und aller umgeordneten Reihen (bzw. Produkte) sicherstellt, ist die normale
Konvergenz. Auflerdem sollen die Eigenschaften wie Stetigkeit und Holomorphie der
Summanden (bzw. Faktoren) auf die Grenzfunktion tbertragen werden, weshalb wir
die lokal-gleichméBige Konvergenz aller Teilreihen (bzw. -produkte) und aller umgeord-
neten Reihen (bzw. Produkte) fordern. Diese Bedingungen fassen wir in dem Begriff

der Normalen Konvergenz einer Reihe (bzw. eines Produktes) zusammen.

Definition 9.6 (Normale Konvergenz einer Reihe)
Sei X ein beliebiger topologischer Raum. Die Reihe
> fn von Funktionen f, : X — C, fn € C(X) heifst normal konvergent, wenn es

zu jedem x € X eine Umgebung U, von z gibt, sodass Y sup | fn(x)| < oo ist.

Definition 9.7 (Normale Konvergenz eines Produktes)
Das Produkt [] f,, heifst normal konvergent, wenn die Reihe > (f, — 1) normal konver-
giert in X.
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Eigenschaften von normal konvergenten Reihen (bzw. Produkten®):

e Jede in X normal konvergente Reihe ist dort auch lokal-gleichméfig konvergent
([Rem02][Kapitel 3.3.1]). Aus der lokal-gleichméBigen Konvergenz folgt wiederum
die kompakte Konvergenz ([Rem02][Kapitel 3.1.3]). Daraus ergibt sich: (19)

—Ist f =X f, fo € C(X), normal konvergent in X, so ist f stetig in X
(Stetigkeitssatz [Rem02][Kapitel 3.1.2]). (20)

—Ist f =3 f. fo€ O(X), normal konvergent in X, so ist f holomorph in
X (Weierstrass’scher Konvergenzsatz [Rem02][Kapitel 8.4.2]). (21)

— Fiir holomorphe Funktionen f,, in einem beliebigen Bereiche D C C gilt auch
die Umkehrung, d.h. konvergiert " | f,|x < oo fiir jedes Kompaktum K in D,
so ist Y f, normal konvergent in X. Diese Charakterisierung wird haufig ver-
wendet um die normale Konvergenz einer Reihe zu zeigen ([Rem02][Kapitel
3.3.2]).

(22)

e Jede Teilreihe einer in X normal konvergenten Reihe ist normal konvergent in X.
Auflerdem bleibt durch eine beliebige Umordnung der Reihenglieder die normale

Konvergenz unberiihrt (Umordnungssatz [Rem02][Kapitel 3.3.1]). (23)

e Linearkombinationen sowie das Produkt normal konvergenter Reihen sind wie-

derum normal konvergent (Reihenproduktsatz [Rem02][Kapitel 3.3.2]). (24)

e Seien f, # 0 holomorphe Funktionen im Gebiet G, dann ist die Nullstellenmenge
und -ordnung des normal konvergenten Produktes f =[] fn:
f#0, N(f)=UN(fn) und of(c) =Y oy,(c) Vee G
(Nullstellensatz [RS07][Kapitel 1.2.2]) (25)

®Zur besseren Lesbarkeit wird im Folgenden immer nur Reihe geschrieben, auch wenn die Eigenschaf-
ten ebenso fir die Produkte gelten.
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9.1.3 Logarithmische Ableitung [RS07][Kapitel 1.2.3]

Definition 9.8 (Logarithmische Ableitung)

Sei m # 0 eine meromorphe Funktion in G, dann ist % € M(G) die logarithmische
Ableitung von m. Falls m im Punkt a eine Nullstelle (bzw. Polstelle) n-ter Ordnung
hat, so gilt

Resa% =n (bzw.—n).

Satz 9.9 (Differentiationssatz)
Sei G ein Gebiet in C und h =[] h, ein in G normal konvergentes Produkt holomor-
pher Funktionen h,, dann ist Y Z—% eine in G normal konvergente Reihe meromorpher

Funktionen und es gilt:
k=i e M)

9.1.4 meromorphe Funktionen [Rem02][Kapitel 10.3.1]
Definition 9.10 (meromorphe Funktion)
Sei U # 0 eine offene Menge in C. Eine Abbildung

f:U—C=CU{oc0}

heifit meromorph, wenn
o die Menge Ty = {z € U|f(z) = 0o} der co-Stellen lokal endlich ist,

e in jedem Punkt aus Ty sich ein Pol befindet (keine wesentlichen Singularititen

erlaubt). Ty ist somit die Polstellenmenge und
o fauf U\Ty holomorph ist.

Da die Polstellenmenge lokal endlich ist, gibt es zu jedem Punkt p € T eine Kreis-
scheibe B,.(p) in U, die aufler p keinen weiteren Pol enthélt. Nimmt man die punktierte
Kreisscheibe B,(p) \ {p}, so lasst sich f dort in einer Laurent-Reihe entwickeln, wobei
m die endliche Ordnung des Poles p sei (ord;(p) = m).

B (07 aq
f(z)_i(z—p)m—f_“'_’_z—p

+ ap(2)

a,(z) ist hierbei eine in z — p konvergente Potenzreihe. Die Laurent-Reihe ohne den

Potenzreihen-Anteil a,(z) wird als Hauptteil von f im Punkt p bezeichnet.
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9.2 Bekannte Satze
9.2.1 Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen

Satz 9.11 (Identitdtssatz fiir holomorphe Funktionen)
[Rem02][Kapitel 8.1.]

Folgende Aussagen tiber zwei in einem Gebiet G C C holomorphe Funktionen f, g sind

aquivalent:
i)f=y
ii) Die ,Identititsmenge“ {w € G : f(w) = g(w)} hat einen Haufungspunkt in G.

iii) Es gibt einen Punkt ¢ € G, sodass gilt: f™(c) = g™ (c) fiir alle n € N

9.2.2 Lokal endliche Mengen

Satz 9.12 (Lokal endliche Mengen)
[Rem02][Kapitel 7.5.4]
Fiir jede Menge A C D sind folgende Aussagen dquivalent:

i) Jeder Punkt von A hat eine Umgebung U, sodass U A endlich ist. A ist also

eine lokal endliche Menge.

it) A ist abgeschlossen in D, und jeder Punkt p € A ist ein isolierter Punkt von A
(d.h. hat eine Umgebung U mit U N A = {p}).

i) Fir jedes Kompaktum K C D ist KA endlich.

9.2.3 Ausschopfungseigenschaft offener Mengen in C

Satz 9.13 (Ausschopfungseigenschaft offener Mengen in C)
[Rem02][Kapitel 0.2.5]
Jede offene Menge D in C ist die Vereinigung von abzdihlbar unendlich vielen kompakten

Teilmengen von D.

9.2.4 Folgerung aus dem Konvergenzfortsetzungssatz von Weierstrass

Satz 9.14 (Folg. aus dem Konvergenzfortsetzungssatz von Weierstrass)
[Rem02][Kapitel 8.5.4]
Es sei A diskret in G und f, € O(G) eine Folge, die in G\ A kompakt konvergiert,

dann konvergiert die Folge f, bereils in ganz G kompakt.



9 Anhang 34

9.2.5 Cauchysche-Ungleichung fiir Laurententwicklungen

Satz 9.15 (Cauchysche-Ungleichung fiir Laurententwicklungen)
[Rem02][Kapitel 12.1.3][Kapitel 12.2.2]
Jede im Kreisring A um ¢ mit den Radien s, S holomorphe Funktion fist in A eindeutig

in einer Laurent-Reihe der Form
o0

fe)= > a(z—c)"

V=—00

entwickelbar, die in A normal gegen f konvergiert. Es gilt:
r’|a,| < M(r) :=max{|f(2)|: z € 0B.(c)} Vs<r<S, vel

9.2.6 Existenzsatz fiir holomorphe Logarithmen

Satz 9.16 (Existenzsatz fiir holomorphe Logarithmen)
[Rem02][Kapitel 9.5.3]
Ist D homologisch einfach zusammenhdngend, so besitzt jede in D holomorphe und dort

nullstellenfreie Funktion einen holomorphen Logarithmus.

9.2.7 Jensensche Ungleichung

Satz 9.17 (Jensensche Ungleichung) [RS07/[Kapitel 4.3.5]
Es sei f € O(E) und Sy, S, ...S, € E paarweise verschiedene Nullstellen von f. Dann
gilt:

FO)] < Jos(81) - S1 - 04(S3) - Sa -+ 07(Su) - Sul - ]z

wobei jede Nullstelle S; im Produkt so oft vorkommt wie thre Ordnung o¢(S;) angibt.
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Symbolverzeichnis

D beliebiger Bereich in C
G beliebiges Gebiet in C
(f) Hauptdivisor von der Funktion f; siehe Definition 2.2

Div siehe Definition 1.2
Divt  positiver Divisor; Divt : D — Z*

C Menge der komplexen Zahlen
Cx Menge der komplexen Zahlen ohne Null
E Einheitskreisscheibe

O(D) Menge der holomorphen Funktionen im Bereich D
M(D) Menge der meromorphen Funktionen im Bereich D
h holomorphe Funktion

m meromorphe Funktion

HV siehe Definition 3.1

1 imaginédre Einheit
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B,(a) offene Kreisscheibe um a mit Radius r

on(z)  Gibt die Ordnung der holomorphen Funktion h # 0
an der Stelle z an. op,(2) := min{v € N: f®)(2) £ 0}
Ist die Funktion h meromorph, dann ist die Ordnung
im holomorphen Teil wie oben definiert nur an den
nicht hebbaren Polstellen ¢ gilt:
op(c) :=min{v e N: (z — )" f(2)
ist beschrankt um c}. Polordnungen sind also auch
positiv.

N(f)  Nullstellenmenge der Funktion f

P(f)  Polstellenmenge der Funktion f

Glossar

diskret
Eine Menge A ist diskret, wenn jeder Punkt x € A eine offene Umgebung U
besitzt, sodass U (| A nur den Punkt x enthélt. Die Menge A darf somit keinen
Héaufungspunkt besitzen.

Divisor
siehe Definition 1.2

Hauptdivisor
siehe Definition 2.2

Hauptteilverteilung
siehe Definition 3.1

lokal endlich
Eine Menge A ist lokal endlich, wenn jeder Punkt von A eine offene Umgebung
U besitzt, sodass U () A endlich ist.

Trager
Der Trager T einer Funktion ist die abgeschlossene Hiille der Nichtnullstellen-
menge. T := {x € Definitionsbereich | f(x) # 0}




