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1. Bruchterme, ahnliche Dreiecke, Satzgruppe des Pythagoras

Den einfachsten Bruchtermen begegnet man bei dhnlichen Dreiecken. Aus der Win-
kelsumme im Dreieck folgt, dass die Hohe h. eines rechtwinkligen Dreiecks (v = 90°)
dieses in Dreiecke teilt, die zum Ausgangsdreieck ahnlich sind. Daher gelten folgende
Gleichungen zwischen einfachst moglichen Bruchtermen:

a P he
1 _—= — = —
(1) b h .
b q  he
2 _= = = —
. c b a
3y G_P_le
c a b

Eine wichtige Aquivalenz-Umformung einer Gleichung zwischen zwei solchen Bruchter-
men besteht darin, die Gleichung mit dem Produkt der Nenner zu multiplizieren. Das
verbindet obige Ahnlichkeitsrelationen mit der Satzgruppe des Pythagoras:

Die zweite Gleichung in (1) liefert den Hohensatz p-q = (h.)?.

Die erste Gleichung in (2) liefert eine Hilfte des Satzes von Euklid: b* = q - c.
Die erste Gleichung in (3) liefert die andere Halfte des Satzes von Euklid: a? = p-c.
Aus dem Satz von Euklid folgt der Pythagoras: a? +b% = (p+q) - ¢ = 2.

Dieser Beweis hatte wohl nicht zur Bertihmtheit dieses Satzes gefiihrt. Ich glaube, die
Beriihmtheit beruht auf den vielfiltigen, reizvollen Flachenverwandlungen, die den
Satz des Pythagoras beweisen. Trotz dieser Vielfalt sind mir keine Anwendungen, die
auf der Flachenformulierung beruhen, bekannt. Die ja haufigen Anwendungen beruhen
alle darauf, dass der Satz aus der Lange der Katheten die Lange der Hypotenuse
ausrechnet. Das kommt in dem Ahnlichkeitsbeweis offenbar auch nicht vor und wenn
man nur diesen Beweis kennt, dann wiirde der Satz wohl lauten:

In einem rechtwinkligen Dreieck teilt die Hohe auf der langsten
Seite das Dreieck in zwei zum Ausgangsdreieck ahnliche Dreiecke.
Mit der Umkehrung:

Falls die Hohe auf der ldngsten Seite das Ausgangsdreieck D in
zwei zu D ahnliche Dreiecke teilt, so ist auch D rechtwinklig.

Das reicht natiirlich nicht an die Schonheit der antiken Flachenformulierung heran.
Umgekehrt liefern Flachensitze Bruchgleichungen: 2F = ah, = bhy < a: b= hy : h,.

Einfache Bruchterme treten auch in der Prozentrechnung auf, vgl. Text T2. Ganz
ahnlich ist bei den meisten Rechnungen das Dividieren unvermeidlich, daher kommen
Bruchterme auch vor, wenn die Ausgangsformeln noch ohne Briiche sind.

Eine erste physikalische Anwendung einfacher Bruchterme gehort zum
Ohmschen Gesetz



2. Bruchterme und Ohmsches Gesetz

Wenn eine Spannungsquelle die Spannung U liefert und dann durch einen angeschlosse-
nen Stromkreis der Strom I flielt, dann sagt man
Der Stromkreis hat den Widerstand R = ~

Betrachtet man den Stromkreis als fest und die Spannung als regelbar, so ist R eine
Konstante. Das ergibt eine lineare Beziehung zwischen Strom I und Spannung U,
das Ohmsche Gesetz: U=R-1I

Nun soll ein Stromkreis betrachtet werden, in dem der Strom von der Spannungsquelle
wie in der Zeichnung durch zwei parallel geschaltete Widerstande Rq, Ro zuriick zum
anderen Pol der Spannungsquelle flief3t.

Frage: Wie kann man den Widerstand dieses Stromkeises aus R; und Ry ausrechnen?

Durch jeden der beiden Widerstande flief3t

|
der Strom nach dem Ohmschen Gesetz: 1 R1
U U
| [ = —. [, = —
also 1 R’ 2 R I2 Rz .
mit dem Gesamtstrom 17 + I5. T
U
Gesamtwiderstand: R = , +1
v I + 1 1 2
U U U Ry Ry Ry Ry i 1 1 1
also R = =4+ 1" = , meist: — = — + —.
I + I (RQ R%) Ri-Ry Ri+Rs ' R R R

Ein trauriger Zusatz

Ich habe eben die Formeln

U U

U=R-I, R=—,1=—

1 R
als “offensichtlich aquivalent” benutzt. Auflerhalb des Gymnasiums in einer Situation,
in der es nicht um symbolisches Rechnen und Formelverstandnis ging sondern um
haufiges Benutzen dieser Aqulvalenz wurde das schon vor dem Jahr 2000 so erklart:

Das Ohmsche Dreieck
Will man wissen, wie eine dieser Groflen von den bei-
den anderen abhangt, so halt man diesen Buchstaben zu. U
Dann liest man ab, ob die beiden anderen Buchstaben
nebeneinander stehen (also zu multiplizieren sind) oder
ibereinander stehen (also durcheinander zu teilen sind). R I
Inzwischen wird diese “Erklarung” sogar in der MNU fiir
das Gymnasium empfohlen.
Ein schones Beispiel fiir argumentationsleere Rezeptlehre — statt Mathematik.




3. Rechtecke mit rationalen oder irrationalen Seitenverhaltnissen

Rechtecke mlt den rationalen Seitenlangen L k kann man offenbar mit Quadraten der
Seltenlange = pflastern. Falls j und k einen gememsamen Faktor haben, kann man
auch mit groﬁeren Quadraten pflastern. Die grofite mogliche Seitenlange ist %(J’).
Es ist nicht notig, dass die Seitenlangen selbst rational sind, es kommt nur auf deren
Verhaltnis an. Ist etwa e eine Strecke mit irrationaler Lange, so 148t sich ein Rechteck
mit den Seitenlangen j-e, k- e offensichtlich mit j -k Quadraten der Seitenlédnge e pfla-
stern. Die grofit-moglichen pflasternden Quadrate haben die Seitenlange ggT (7, k) - e
Man braucht den gg'T nicht auszurechnen, denn: Verkleinert man ein Rechteck R; zu
einem Rechteck Rs, indem man ein Quadrat abzieht, dessen Kanntenlange gleich der
kleineren Kantenlange von R; ist, so gilt:

Quadrate, mit denen man Ry pflastern kann, pflastern auch Ro und umgekehrt,

denn: Sei t die Seitenlange von Quadraten, mit denen man R; pflastern kann. Dann
hat R; ganzzahlige Vielfache von t als Seitenlangen, etwa s; = ny -t > so = no -t. Die
Seitenlangen von Ry sind dann: s — so = (ng —ng) -t =n) - t, so =ng - t.
Und das kann man wiederholen: In dem gezeichneten Rechteck mit den Seitenldngen
s1, So kann man zweimal ein Quadrat der Seitenldnge s, wegnehmen, bis ein Rechteck
entsteht, dessen grifiere Seite die Lange s hat. Dann ist die kleinere Seitenlange
s3 = 81 —2s2. Von dem sy X s3-Rechteck kann man wieder zwei Quadrate Wegnehmen
Ubr1g bleibt ein Rechteck, das mit drei Quadraten der Seitenldnge sy = so — 2s3
gepflaster werden kann.

Gezeichnetes Beispiel: S
S1—2-83=253< 52 3
S9g— 283 =84 < 83 55
s3—3-54=0

Quadrate der Seitenlange s4 pfla- [ Fa

stern das s; X so - Rechteck. Es 51
Es gilt: s3 = 3s4, s9 = 283 4+ s4 = 754, S1 = 259 + 53 = 17s4.

Daher ist s1 : 5o =17 : 7 und s4 = 589 — 251, 5-7— 217 = ggT(17,7).

Dies geometrische Verfahren, das schon aus der Antike stammt, bendtigt nicht, dass
die Seitenlédngen s1, sy selber rational sind. Nur ein rationales Verhéaltnis ist wichtig.
Das Verfahren ahnelt sehr genau der algorithmischen Berechnung des ggT. Es kann
deshalb auch als Erinnerungsstiitze fiir den ggT-Algorithmus betrachtet werden. Bei
einem rationalen Seitenverhiltnis s; : so = m : n endet das Verfahren immer mit
einem Quadrat der Seitenlange s., fiir die gilt: s1 : s2: s, =m :n:ggT(m,n).



Falls das Seitenverhéltnis irrational ist, kann dies \@ 1
Abziehen von Quadraten natiirlich nicht zu einem /
Ende kommen. Kann es trotzdem niitzlich sein?
Wir probieren das am DIN-Format aus. Die Defini-
tion der DIN-Rechtecke ist, dass beim Zusammen- 1
falten auf die Halfte ein dhnliches Rechteck entsteht, 2 — /9
also:

-
-

0.5
2% 2B. sy =1, 8 =V2

$1 82 V2:1=(2-v2): (vV2-1)

Man sieht im Bild: Verkleinert man das (v/2 x 1)-DIN-Rechteck zunichst um das
rotliche Quadrat, so entsteht ein Rechteck, das schmaler ist als ein DIN-Rechteck.
Verkleinert man weiter um das blaue Quadrat, so entsteht das weifle Rechteck,
das ahnlich zu dem Ausgangsrechteck ist.
Beim weiteren Wegnehmen von Quadraten passiert dasselbe immer wieder, das Ver-
fahren bricht nicht ab wie bei rationalen Verhaltnissen.
Wir sehen also einen geometrischen Irrationalitatsbeweis vor uns!

Ein beriihmtes Verhaltnis, dessen Irrationalitat schon in der Antike bekannt war und
das in der Baukunst viel verwendet wurde, ist der goldene Schnitt. Er ist definiert als
Teilung einer Strecke, sodass gilt

Gesamtlinge : grofferem Abschnitt = gréfserer Abschnitt : kleinerem Abschnitt
Ein goldenes Rechteck hat entsprechend ein Seitenverhaltnis

1
g:=81:8=s52:(51—82) © g-(9g—1)=1 < g:§(1—|—\/5).

Fiir das gezeichnete goldene Rechteck bedeutet das: Nimmt man das rotliche Quadrat
weg, so ist das iibrig bleibende blaue Rechteck dhnlich, also wieder ein goldenes
Rechteck. Wieder kann das Wegnehmen von Quadraten nicht nach endlich vielen
Schritten enden, wie es bei rationalen Verhéaltnissen der Fall ist.

Wair sehen einen weiteren geometrischen Irrationalitatsbewets vor uns.

E D

1

Fvs-1 ~C
Florenz Goldener Schnitt

Sind dies isolierte Beispiele oder kann man mit Termumformungen die Situation all-
gemeiner verstehen?



Als erste allgemeine Situation gehen wir von einem ¢ x 1 - Rechteck aus, also mit den
Seitenlangen s; = ¢ > so = 1. Wir nehmen an, dass nach Abzug von n nebeneinander
liegenden Quadraten (mit n < ¢ < n+ 1) ein dghnliches sy X s3 - Rechteck entsteht
mit s3 = (¢ —n) < s3. Was folgt daraus fiir ¢7 Erstens: ¢ ist nicht rational. Zweitens:

s s 1 n In?
o5 %2 S ¢-ng=1=qg=—-+4/—+1>1
1 S9 S3 q—n _— 2 4
Wir sehen, dass ¢ Losung der unterstrichenen quadratischen Gleichung ist.
Den goldenen Schnitt erhélt man mit n = 1 und n = 2 liefert ¢ = 1 + /2.

Wir nehmen nun an, dass das im ersten Schritt erhaltene 1 x (¢ —n) - Rechteck nicht
ahnlich zu dem ¢ x 1 - Rechteck ist, aber dass wir nach Abzug von m nebeneinander
liegenden Quadraten der Seitenldnge (¢ —n) ein dhnliches Rechteck erhalten, sodass ¢
irrational sein muss. (Wie im ersten Schritt zichen wir zuerst von der lingeren Seite
so oft Quadrate ab, bis sie die neue kiirzere Seite ist.) Wir haben dann

Bedingung an m m-(g—n)<l<(m+1)-(g—n)
Neue kiirzere Seite S4=8—m-s3=1—m-(qg—n) < s3
Ahnlichkeit T _ % a—n = ¢ ist irrational

1 s 34:1—m-(q—n)

n
Quadratische Gleichung ¢—m-¢*+mn-¢g=q—n < ¢ —ng= — .
m

Wieder folgt, dass ¢ irrationale Losung einer quadratischen Gleichung ist!

Das Beispiel des DIN-Formats zeigt, dass man im zweiten Schritt mehr Moglichkeiten
hat. Dort wurde nur ein Quadrat abgezogen und ein ahnliches Rechteck erreicht, die
fiir m formulierte Bedingung gibt aber m = 2 und dann kein ahnliches Rest-Rechteck.
Fiir kleinere m, also falls (m + 1)(¢ — n) < 1 gilt, ist s4 = s5 — m - s3 > s3 und das
Seitenverhaltnis des Rest-Rechtecks kann mit s; : s = ¢ : 1 so verglichen werden:

1—m-(q—
s4 m - (q n):g(:)q%r(m_n)q:urmn_
53 q—n 1

Hier gibt n = 1,m = 1 wie erwartet ¢ = v/2, das DIN-Format.

Statt weiterer Rechnungen (bei denen in Z&hler und Nenner nur in ¢ lineare Terme
auftreten, also quadratische Gleichungen fiir ¢ liefern) hier noch Bilder zweier geome-
trischer Irrationalitatsbeweise:

Iq :1=(29-3):(2-q) = q = \/31 |q ‘1=(3-2q):(3g-4) = q = (1+J10)/3|
1 q-1 2-q 1 q-1
2-q
-1
1 1 g
2g-3
3-2q 39-4




4. Diinne Linsen, Modellierung, Abbildungsformeln

Eine diine Linse ist ein rotationssymmetrischer Glaskorper, durch den parallel zur
Rotationsachse von links kommende Lichtstrahlen (rot) so gebrochen werden, dass sie
durch den rechten “Brennpunkt” Fj; gehen. Ebenso werden von rechts kommende, zur
Rotationsachse parallele Lichtstrahlen (blau) so gebrochen, dass sie durch den linken
“Brennpunkt” F» gehen. Strahlen durch O werden nicht gebrochen (schwarz). Der
Abstand f der Brennpunkte von der Linse charakterisiert die Linse.

Péirallglstrahlen von links

Parallelstrahlen von rechts

-
-
-2
P

-
-
-
-

.
e PR
. P

" _.~gebrachen durch F,

Linse ~~._

gebrochen dureh\F}

Solche Linsen erzeugen die Bilder in Fotoapparaten und korrigieren als Brillen Seh-
fehler. Fiir diinne Linsen gibt es ein einfaches geometrisches Modell, in dem die genaue
Form der Linsenoberflichen gar nicht vorkommt:

Die geometrische Optik beschreibt die Ausbreitung von Licht mit Lichtstrahlen.

Die Abbildung durch diinne Linsen
(griiln) wird durch deren Symmetrie-

ebene, die optische Achse und die sym- L

metrisch zur Linse liegenden Brenn-
punkte Iy, F5 so modelliert:

Strahlen durch den Mittelpunkt der

Hauptebene| =
Symmetrieepene der Linse
Parallelstrahl |H P

o

auptstrahl Brennstrahl

F)

Linse (“Hauptstrahlen”, blau) gehen
ungebrochen durch die Linse. Strah-
len senkrecht zur Hauptebene (rot)
werden so gebrochen, dass sie durch
den Brennpunkt gehen.

Optische Achse =
Rotationsachse

g = |[LH|, G = [HO|

Durch diese einfachen Regeln ist das Abbildungsverhalten der Linse vollstandig
modelliert. Das (geometrische) Bild R(echts) eines Gegenstandspunktes L(inks)
bekommt man als Schnitt des Hauptstrahls (blau) von L durch O mit dem

Parallelstrahl-Brennstrahl (LHR, rot).

AuBler dieser zeichnerischen Konstruktion brauchen wir die sogenannte Linsenformel,
die die Abbildung L — R mit einfachen Bruchtermen beschreibt.



Diese Linsenformel der Physik folgt aus den d@hnlichen Dreiecken HOL und QQ RO sowie
HOF; und RQF, wobei man aus der Physik nur die Bezeichnungen kennen muss:

g = Gegenstandsweite = Abstand des Gegenstandspunktes L von der Hauptebene,
also g = |HL|,

G = Gegenstandsgrofle = Abstand des Gegenstandspunktes von der optischen Achse,
also G = |HO|,

f =|OF;| = |OF5;| = Brennweite der Linse,

b = Bildweite = Abstand des Bildpunktes R von der Hauptebene,

also b = |QO|,

B = Bildgrofle = Abstand des Bildpunktes von der optischen Achse,

also B = |QR)|.

@)

Ahnliche Dreiecke

Damit findet man die Linsenformel als Eigenschaft dhnlicher Dreiecke:

Ahnlichkeit HOL ~ QRO B:G=b:g
Ahnlichkeit HOFy ~ RQFy,  (b—f):f=B:G

b b

daher (b—f):f=b:g oder — =1+ —

f g
o N 1 1 1
nach Division durch b die Linsenformel : ? =3 + -
g

b- . b
und aufgelost nach f,b, g f= ﬁ, b= ngg’ g= bf——f

Die Linsenformel zeigt b,g > f. Das bedeutet: Der Gegenstandspunkt L muss
grofleren Abstand als die Brennweite von der Hauptebene haben, damit der Bildpunkt
R existiert. Und auch R ist weiter als f von der Linse entfernt.

Natirlich gehen vom Gegenstandspunkt nicht nur die beiden zur Konstruktion be-
nutzten Strahlen aus. Das beschriebene Linsenmodell ist nur gut, wenn alle vom
Gegenstandspunkt L ausgehenden (und die Linse treffenden) Strahlen so gebrochen
werden, dass sie auch durch den Bildpunkt R gehen, dort also auch im Experiment ein
sichtbares Bild liefern. Die modellierte Linsenabbildung L — R ist als Abbildung von
Punkten definiert. Es ist ihr nicht unmittelbar anzusehen, dass sie das gewiinschte
Verhalten hat. Dies nachzurechnen verschiebe ich auf einen anderen Text.
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5. Rationale Punkte auf dem Einheitskreis

Da die dezimalen Taschenrechner mit Briichen nicht korrekt umgehen, ist es interes-
sant, auszurechnen, dass die rationalen Punkte auf dem Kreis so dicht liegen wie auf
der z-Achse. — Waihle auf der Tangente im Punkte 7" = (0,1) an den Einheitskreis
den rationalen Punkt R = (2r,1). (Die Verwendung von 2r statt r fithrt zu tiblichen
Formeln.) Verbinde R mit Z = (0, —1) und schneide die Strecke Z R mit dem Kreis in
P = (z,y). Berechne z,y (ohne quadratische Gleichung, warum siehe *) unten) so:

Kreisgleichung;:

T=(0,1) = (2r, 1)
1+y)(1—y) =2
Strahlensatz:
2r:2=ux:(1+7y) (x, y)
x=r-(1+y)
In Kreisgleichung einsetzen (1,0)

und durch (1 + y) # 0 kiirzen:
l—y=r-x
x .
l+y=—(=0in 2)
T

Addiere, multipliziere mit "5

2r 1 — 72 =(0.-1
= — = 1 — . = . Z - ( ' )
. 1—1—7“2’y n 1472
Fiir jedes rationale r sind damit auch x,y rational. Mit
' k
x:la y=—, jakanEN
n n

hat man das Pythagoreische Tripel
2
j2+k* =n?, Beispiel: r = 3 = (,k,n) = (12,5,13).

Umgekehrt liefert jedes Pythagoreische Tripel j, k,n € N natiirlich einen rationalen

Punkt P = (2,y) = (£, £) auf dem Einheitskreis. Die Strahlensatzformel oben zeigt,

dass dann auch 2r = 2z : (1 + y) rational ist. Man erhélt also alle Pythagoreischen
Tripel auf diese Weise. (Mehr zu Pythagoreischen Tripeln: Text T4.)

Siehe auch Text A6, S.2: Addition von Kreispunkten mit den Additionstheoremen.

*) Man kann sich fragen, warum der Punkt P bestimmt werden konnte, ohne eine
quadratische Gleichung zu l6sen. Der Wurzelsatz von Vieta beantwortet diese Frage.
Jede Gerade durch zwei rationale Punkte Z, R kann durch eine Gleichung ax+by+c = 0
mit rationalen Koeffizienten a, b, ¢ beschrieben werden. In unserem Fall kommen keine

horizontalen Geraden vor. Daher ist a # 0 und wir kénnen z = —%,y in die
Kreisgleichung einsetzen. Das ergibt eine quadratische Gleichung y? + py + ¢ = 0 mit
rationalen p,q. Da Z auf dem Kreis liegt, ist eine Losung y; = —1 bekannt. Nach

Vieta (y1 - y2 = q, y1 + y2 = —p) ist die andere Losung yo = —q¢=—p+1 € Q.



Wie bei den quadratischen Termen mochte ich mit einem Ausblick auf die Behand-
lung von Funktionen enden — unter Benutzung binomischer Formeln und einfacher
Bruchterme.

Tangenten an den Graph von f(z) = 1/x durch Vergleich mit Kreisen

Wir wollen zeigen, dass der Graph
von f(z) =1/z an jeder Stelle
P =(a,1/a)

zwischen dem roten Kreis und der
blauen Kreistangente ta verlauft.
Der Kreis beriihrt daher den Gra-
phen besser als seine eigene Tan-
gente! Das berechtigt uns, diese
Gerade auch

Tangente des Graphen
zu nennen.

& 05 1 15 /z 25 3 35 4 45—

Zuerst suchen wir eine Gerade durch den Punkt P, die unterhalb des Graphen verlauft.
Das Bild legt nahe, dass die rechtsseitigen Sehnen flacher, die linksseitigen steiler sind
als die gesuchte Gerade. Wir berechnen also zunéchst diese Steigungen.

ljz—1 -1 -1
rechtsseitig r>a>0 = M-%:_

T —a ar axr ~ a?®
1/a—1 -1 -1
linksseitig 0<.€c<a:>u-%:—<—2
a—2x ar  ax a
-1 1
Testgerade:  ta(z) = — (v — — LBeh
estgerade a(zx) - (x —a)+ p— .
, 1 1 -1 1 5 (z — a)?
Differenz: 5—5—?@—@):@( —GZC‘F.T(SC—G)):WzO

Wir wahlen den Kreismittelpunkt M als Schnittpunkt zwischen der Normale in P und
der Symmetrieachse x = y. Wir entnehmen der Elementargeometrie:
Das Produkt der Steigungen zu einander senkrechter Geraden ist —1.

1
Normale: na(z) =a®- (z —a) + —,
a
1—a?)(1+ a?
vy =na@,) = @, (1—a?) =+ —at = LZOE)
a a
1 1 1
Mittelpunkt M: z,, = —+a=1y,,. Radius® = (z,, _a)2+(3JM __)2: —2—|—a2.
a a a
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Ein Punkt liegt auflerhalb eines Kreises, wenn sein Abstand zum Mittelpunkt grofier
als der Radius ist. Dann rechnet man am besten Abstand? — Radius® > 0. Das muss
also fiir die Punkte (z,y = 1/x) des Graphen nachgerechnet werden, vorwirts und
rickwarts mit binomischen Formeln, in die einfache Bruchterme eingesetzt werden:

(:L'—:L'M)2+(1/:L'—yM)2—a2 —a® =
1 1
2 2 2 2
_9 - o2y - 2 - S22 =
-2t )+ e S 2 D Do L

(:c—i—é)Q—Q(a:—i—i)(a-i—é)—l—(a-l—é)z:

((wi)—(wé))g 0.

Damit kein Missverstandnis entsteht:

Wir haben keine Grenzwertiiberlegungen angestellt. Wir haben nur mit Hilfe der bi-
nomischen Formeln festgestellt, dass der Graph von f(z) = 1/x sich an jeder Stelle
(a,1/a) zwischen einem Kreis und dessen Tangente hindurchzwéngt. Da wir vor dieser
Rechnung (und der entsprechenden fiir die Parabel) Tangenten nur von Kreisen ken-
nen, wird durch diese Vergleichsrechnung eine Ausdehnung des Begriffs “Tangente”
ermoglicht, schon ehe Begriffe der Analysis eingefithrt werden. Das sollte nicht zu
sehr verwundern, weil die Tangenten dieser Kurven schon in der griechischen Antike,
also lange vor der Erfindung der Differentialrechnung, bekannt waren.
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