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Es ist Gauf3’ Entdeckung, dafS die Determinante der Weingartenabbildung, also das Produkt
der beiden Hauptkrimmungen, durch die Riemannsche Metrik bestimmt ist. Dies ist sein
Theorema Egregium. Wir hatten nachgerechnet, daf fiir die geoddtische Krimmung in
Parallelkurvenscharen t — c(t;€) gilt

d

ang(t; €) + kg(t; €)? = —det(9).

Auch diese Formel zeigt, daf$ det(S), die sog. Gauf3’sche Kriimmung, nur von der Rie-
mannschen Metrik abhdngt. In den folgenden Aufgaben sollen die Weingartenabbildung und
die Gauf’sche Krimmung fur einige explizite Flachenklassen berechnet werden.

Aufgabe 13.1 (Gauf3’sche Kriimmung fiir Rotationsflachen)

Die Hauptkriimmungen von Rotationsflichen ebenso wie die geodétische Kriimmung der
Parallelschar ihrer Breitenkreise waren schon in fritheren Aufgaben berechnet (7.1, 8.1,
9.1). Sie konnen also det(S) und &, + 2 leicht berechnen und das Theorema Egregium
verifizieren.

Aufgabe 13.2 (Weingartenabbildung fiir Graphen)

Jede Flache kann lokal als Graph iiber Threr Tangentialebene parametrisiert werden. Be-
trachten Sie daher F'(u,v) := (u,v, f(u,v)) mit grad f(0,0) = 0. Berechnen Sie die Wein-
gartenabbildung und ihre Determinante in (0,0) aus der Hesseschen von f.

Beobachten Sie, dafl daher eine Flache lokal auf einer Seite ihrer Tangentialebene bleibt,
wenn det(S) > 0 ist ("lokal konvex”), und dafl sie die Tangentialebene schneidet, wenn
det(S) < 0 ist (”Sattelfliche”).

Aufgabe 13.3 (Weingartenabbildung fiir manche Regelflichen)

Flachen, auf denen eine Schar von Geraden liegt, heilen Regelflachen. Wir betrachten zwei
Typen, die durch eine mit der Bogenlinge parametrisierte Raumkurve ¢ : I — R3 definiert
sind,

(a) die Tangentenflachen, parametrisiert als F' : (s,t) — c(t) + (s — t)c/(t), und

(b) Normalenflichen, die von einem minimal rotierenden Normalenfeld v(t), fiir das also
lv(t)| =1, v(t) L (), v'(t) =al(t) (t) gilt, so erzeugt werden: F': (s,t) — c(t)+s-v(t).

Zeigen Sie, dafl die Geraden auf diesen Flachen Kriimmungslinien sind. Natiirlich haben
sie dann die Hauptkriimmung 0 und es folgt det(S) = 0.

Da die t-Linien senkrecht zu den Geraden sind, sind sie einerseits ebenfalls Kriimmungsli-
nien, andererseits eine Parallelkurvenschar. Berechnen Sie die geodatische und die Normal-
Krimmung dieser Kurven.






