SEMINAR: GITTER UND KUGELPACKUNGEN, SOSE 2022,
(S1G1)

G. MARTIN

Das Problem, den R™ moglichst dicht mit gleich grolen Kugeln auszufiillen, tritt
in verschiedenen Wissenschaften auf, zum Beispiel in der Chemie (Kristallographie)
oder der Informatik (fehlerkorrigierende Codes). Die bestmdgliche Dichte einer Ku-
gelpackung ist bekannt in den Dimensionen n = 1,2, 3,8 und 24: In Dimension 1 ist
diese Dichte 1 und in Dimension 2 wird sie realisiert durch die hexagonale Packung
(vgl. Bienenwaben). In Dimension 3 wurde die von Kepler aufgestellte Vermutung
fir die dichteste Kugelpackung im R3 erst kiirzlich von Hales mit Computerhilfe
bewiesen. Ein eleganter Beweis fiir die optimale Kugelpackungsdichte in den Dimen-
sionen 8 und 24 wurde 2016 durch Viazovska gegeben, aufbauend auf Arbeiten von
Cohn und Elkies. In jeder dieser Dimensionen wird die optimale Dichte realisiert
durch eine Kugelpackung, bei der die Zentren der Kugeln eine diskrete Untergruppe
von R"™. Solche Untergruppen nennt man Gitter.

Ziel des Seminar ist es, die Begriffe Kugelpackung und Gitter zu formalisieren
und deren grundlegende Eigenschaften zu studieren. Insbesondere werden wir dieje-
nigen Gitter kennenlernen, deren assoziierte Kugelpackungen die optimale Dichte in
Dimension 1,2, 3,8 und 24 haben. Auf dem Weg dorthin werden wir (ganzzahlige)
quadratische Formen, Codes und besondere Beispiele von Gittern (z.B. Wurzelgitter)
kennenlernen.

square packing hexagonal packing

ABBILDUNG 1. Beispiele fiir Gitter-Kugelpackungen im R? und R3

Organisation. Von allen Teilnehmenden wird eine intensive Beschéftigung mit
den Themen des Seminars erwartet und nicht nur mit denen des eigenen Vortrags.
Jeder Vortrag soll von einer Zweiergruppe erarbeitet und dann gemeinsam in ca.
80 Minuten vorgestellt werden. Dabei soll auf die beiden Teile des Vortrags gleich
viel Zeit entfallen. Insbesondere soll jede teilnehmende Person zwei ,,halbe“ Vortrige
halten. Jeder Vortrag sollte mindestens eine Ubungsaufgabe enthalten, fiir die zum
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néchsten Termin auch eine Musterlésung von den Vortragenden bereitgestellt wird.
(Eine schriftliche Ausarbeitung der Vortrige wird hingegen nicht erwartet.)

Vorbesprechung und Themenvergabe: Die Anmeldung zum Seminar erfolgte
bis zum Freitag, den 21. Januar. Die Vorbesprechung findet am 4. Februar um 12:00
Uhr via Zoom statt (der Zoom-Link ist auf BASIS zu finden). Bei der Vorbesprechung
werden wir das Programm gemeinsam durchsprechen, sodass Sie danach einen ersten
Eindruck aller Themen haben. Bitte schicken Sie mir bis Ende Februar eine Liste mit
Thren 5 Lieblingsthemen sortiert nach Préferenz per Email an gmartin@math.uni-
bonn.de. Anfang Mérz werde ich daraufhin die Themen vergeben.

Vorbereitung der Vortrige: Die folgende Beschreibung der einzelnen Vortrige
ist so detailliert, dass eine weitgehend eigensténdige Vorbereitung mdoglich sein sollte.
Spiétestens zwei Wochen vor dem eigentlichen Vortrag werden wir das Grundkonzept
Thres Vortrags und offene Fragen diskutieren.

eCampus-Kurs und Forum: Ab 7. Februar wird es einen eCampus-Kurs zum
Seminar geben. Dort wird ein Forum zu finden sein, welches Sie gerne zur Kommu-
nikation mit mir und Ihren Mitstudierenden nutzen kénnen. Ankiindigungen zum
Seminar werden ab dann nicht mehr per Email, sondern via dieses Forums stattfin-
den.

1. GITTER UND KUGELPACKUNGEN

In diesem Vortrag werden Gitter und Kugelpackungen eingefiihrt. Insbesondere
wird die Dichte einer Kugelpackung definiert und gezeigt, dass die optimale Kugel-
packungsdichte durch periodische Kugelpackungen approximiert werden kann.

(1) Man definiere Kugelpackungen und deren Dichte (siehe [7, Definition 1.8.1],
mit A = Kugel).

(2) Man definiere (volle) Gitter (siehe [0 Definition, S.1]). Eine durch ein Gitter
gepackte Kugelpackung heifit Gitter-Kugelpackung.

(3) Man definiere Basis, Fundamentalparallelotop, Volumen und duales Gitter
(siehe [6, S.2]).

(4) Eine Kugelpackung, welche als Vereinigung endlich vieler Translate einer
Gitter-Kugelpackung entsteht, heifit periodisch. Man zeige: Die Dichte einer
beliebigen Kugelpackung kann durch periodische Kugelpackungen approxi-
miert werden (siehe z.B. [2 Anhang A)).

(5) Man beweise die Formel fiir die Dichte von periodischen Kugelpackungen
(siehe B, S.2]).

Als Beispiele sollte man mindestens eine Nicht-Gitter-Kugelpackung angeben. Man
erklire die definierten Begriffe anhand der Gitter Z™ C R™ und A,, C R" (siehe [3,
Kapitel 4, Abschnitt 5 und 6.2]).

2. DIE DICHTESTE KREISPACKUNG

Ziel dieses Vortrags ist es zu zeigen, dass es keine Kugelpackung in R? gibt, welche
dichter als die As-Kugelpackung (auch hexagonale Kreispackung genannt) ist. Wir
folgen dem Beweis von Chang und Wang [I].

(1) Man erklire (kurz!), warum die zu Z C R assoziierte Packung die dichteste
1-dimensionale Packung ist.
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(2) Man definiere saturierte Kugelpackungen.

(3) Man definiere Delaunay-Triangulierungen. Man zeige, dass eine diskrete Teil-
menge P C R?, welche eine Kugel in eine saturierte Kugelpackung packt, eine
solche Triangulierung besitzt (z.B. via Voronoi-Diagramme).

(4) Man zeige Lemma 1 und 2 in [I] und folgere daraus, dass die hexagonale
Kugelpackung die eindeutige dichteste, periodische Kugelpackung im R? ist.

3. DAs KEPLERPROBLEM FUR GITTER-KUGELPACKUNGEN

Ziel dieses Vortrags ist es zu zeigen, dass es keine Gitter-Kugelpackung in R? gibt,
welche dichter als die Az-Kugelpackung ist. Wir folgen [4, Kapitel 18.4}.E|

(1) Man berechne das minimale Volumen eines Gitters im R3 mit fixierter mini-
maler Lénge.

(2) Man folgere daraus, dass die As-Kugelpackung die eindeutige dichteste Gitter-
Kugelpackung im R? ist.

(3) Man gebe unendlich viele periodische Kugelpackungen im R? an, welche die
selbe Dichte wie die As-Kugelpackung besitzen, und welche sich nicht durch
lineare Transformationen ineinander tiberfiihren lassen (siehe z.B. [3, Kapitel
1, Abschnitt 1.3]).

4. GANZZAHLIGE GITTER

FEine spezielle Klasse von Gittern, welche besonders gut vom algebraischen Stand-
punkt aus studiert werden konnen, sind ganzzahlige Gitter. Ziel dieses Vortrags ist
es, ganzzahlige Gitter abstrakt einzufithren und zu bestimmen, wann man solche
ganzzahligen Gitter in den R” einbetten kann. Auflerdem werden einige interessante
Eigenschaften solcher Gitter definiert und an Beispielen studiert.

(1) Man definiere den Begriff einer symmetrischen Bilinearform b auf einem Mo-
dul S idber einem Ring R [0, S.3]. Ist R = Z, so heifit (S,b) ganzzahliges
Gitter. Man definiere positive/negative Definitheit sowie Isomorphismen und
Automorphismen von Gittern.

(2) Man zeige: Ein ganzzahliges Gitter bettet genau dann kompatibel mit dem
euklidischen Skalarprodukt ( , ) in den R™ ein, wenn es positiv definit ist. Die
Gitter A im R"™, welche man auf diese Weise erhiilt, sind genau die, sodass
(x,y) € Z fiir alle z,y € A gilt. [6, Proposition 1.1].

(3) Man definiere (primitive) Untergitter und das orthogonale Komplement eines
Untergitters, sowie die orthogonale direkte Summe von Gittern. [6l, S.4]

(4) Man definiere Diskriminante, gerade Gitter und unimodulare Gitter. [0}, S.4,5]

(5) Man erkldre, wie man zu einem Graphen ein Gitter assoziiert und definie-
re so die Gitter A,, Dy, E¢, E7r und Eg ([0, Fig. 1.7]). E| Man berechne die
Diskriminante dieser Gitter. Insbesondere erkldre man in den Dimensionen
1,...,8, welche der Gitter A,, D,, Fs, E7 und Eg am dichtesten sind (siehe
auch [3, Table 1.1]).

IMan beachte, dass wir hier, im Unterschied zu Vortrag 2, nur Gitter-Kugelpackungen betrachten.
Die Frage nach der optimalen Dichte einer allgemeinen Kugelpackung in R? ist das in der Einleitung
erwéhnte (allgemeine) Keplerproblem.

2Dass diese Gitter auch positiv definit sind, nehmen wir vorerst ohne Beweis an.
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5. KLASSIFIKATION VON WURZELGITTERN

FEine spezielle Klasse gerader ganzzahliger Gitter bilden die sogenannten Wurzel-
gitter. In diesem Vortrag zeigen wir, dass solche Wurzelgitter durch Dynkindiagram-
me klassifiziert werden, welche in verschiedensten Bereichen der Mathematik eine
fundamentale Rolle spielen (z.B. in der Theorie algebraischer Gruppen).

(1) Man definiere Wurzelgitter und zeige, dass die Gitter A,,, D, Eg, E7 und Eg
Wurzelgitter sind ([6, Kapitel 1.4]).

(2) Man beweise, dass jedes Wurzelgitter eine Basis (e1,...,e,) aus Wurzeln e;
besitzt mit (e;,e;) € {0, —1} fiir i # j [6, Theorem 1.1]. Aquivalent dazu ist
zu zeigen, dass die Menge aller Wurzeln in einem Wurzelgitter ein Funda-
mentalsystem besitzt [6, Proposition 1.4].

(3) Man gebe den Beweis fiir die Klassifikation von Wurzelgittern [6, Theorem

1.2].f

6. THETA-REIHEN UND HOLOMORPHE FUNKTIONEN

Die Theta-Reihe eines Gitters kodiert, im Sinne erzeugender Funktionen, die An-
zahl der Gitterpunkte mit fixiertem Abstand zum Ursprung. Ziel dieses Vortrags
ist zu zeigen, dass die Theta-Reihe als komplex differenzierbare (d.h. holomorphe)
Funktion auf der oberen Halbebene H der komplexen Zahlen aufgefasst werden kann.

(1) Man definiere die Theta-Reihe 0, eines Gitters A [0, S. 33] und, allgemeiner,
die Theta-Reihe 0p einer periodischen Packung P [3], S.45].

(2) Man definiere den Begriff holomorph. Man erwihne, dass Summe, Produkt,
Verkettungen und Quotienten (wo definiert) holomorpher Funktionen wie-
der holomorph sind. Auflerdem erkldre man, dass Potenzreihen innerhalb
des Konvergenzradius holomorph sind. Man folgere daraus, dass 6, und 6p
holomorphe Funktionen auf H definieren (siehe [0, S.33]).

(3) Man definiere die Theta-Funktionen 62 := 07/, 3 := 6z und 4. Man gebe
Oz und 0p, als polynomiellen Ausdruck in den 6;.

(4) Man formuliere [6l, Proposition 2.1], welches eine Relation zwischen 65 und
Oa+ gibt. Die Formel wird im n#chsten Vortrag bewiesen.

(5) Man folgere, dass der Rang eines ganzzahligen, positiv definiten, geraden,
unimodularen Gitters durch 8 teilbar ist [0, Theorem 2.1].

7. FOURIERTRANSFORMATION UND POISSONSCHE SUMMENFORMEL

Ziel dieses Vortrags ist ein Beweis der Poissonschen Summenformel. Daraus folgern
wir die Relation zwischen 6; und 6+, welche im vorherigen Vortrag benutzt wurde.

(1) Man definiere die Fourier- Transformierte einer integrierbaren komplex-wertigen
Funktion auf dem R™ [6], S.37].

(2) Man definiere die Fourierreihe einer stetigen und periodischen komplex-
wertigen Funktion auf dem R™ [6], S.38].

(3) Man beweise die Poissonsche Summenformel [6, Theorem 2.3]. Die Formel
fiir die Summation {iber Translate von Gittern soll nur formuliert und nicht
bewiesen werden [2, Gleichung 2.1].

(4) Man beweise damit die Relation zwischen 65 und €~ in [6, Proposition 2.1].

3Die Existenz haben wir bereits im vorigen Vortrag geklart.
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8. DIE COHN-ELKIES SCHRANKE

In diesem Vortrag soll die Cohn—Elkies Schranke fiir die optimale Kugelpackungs-
dichte im R™ bewiesen werden. Das wichtigste Hilfsmittel hierfiir ist die im Vortrag
zuvor bewiesene Poissonsche Summenformel.

(1) Man definiere Schwartz-Funktionen auf R™ [5, S.9].

(2) Man erinnere daran, dass die optimale Kugelpackungsdichte durch periodi-
sche Packungen approximiert werden kann und beweise die Cohn—Elkies
Schranke wie in [5, Theorem 3.1].

(3) Man erklédre, dass man die selbe Schranke erhilt, wenn man nur radiale
Schwartz-Funktionen f mit f(0) = 1 erlaubt [5, S.10].

(4) Man stelle den Inhalt von [2, Abschnitt 8] vor, in dem erklidrt wird, dass
die Existenz bestimmter Schwartz-Funktionen impliziert, dass jede dichteste
periodische Kugelpackung in Dimension 8 bzw. 24 durch ein ganzzahliges,
gerades, unimodulares, positiv definites Gitter mit quadrierter Minimalldnge
2 bzw. 4 realisiert wird.

9. MODULFORMEN UND VIAZOVSKAS FUNKTION

Ziel des Vortrags ist es, Viazovskas Konstruktion einer “optimalen” Schwartz-
Funktion in Dimension 8 zu erklidren [8]. Die Existenz des 24-dimensionalen Analo-
gons aus [9] wird nur erwéhnt.

(1) Man definiere Modulformen von Gewicht k [0, S. 36]. Man zeige, dass die
Menge der Modulformen von Gewicht k einen C-Vektorraum M} bilden und
dass die Menge aller Modulformen mit beliebigen Gewichten eine C-Algebra
M bildet.

(2) Man definiere die Eisensteinreihen Ej fiir & > 4 und gebe ohne Beweis an,
dass SLo(Z) = (S,T), Ex € My und M ~ C[Ey, Eg] gilt. Man definiere auch
Es.

(3) Man zeige, dass die Theta-Reihe eines unimodularen Gitters von Rang 2k eine
Modulform von Gewicht k definiert und folgere daraus, dass das Eg-Gitter
das eindeutige, ganzzahlige, gerade, unimodulare, positiv definite Gitter von
Rang 8 ist [6, Proposition 2.5].

(4) Man formuliere [8, Theorem 3| und erinnere daran, dass daraus folgt, dass
die Fg-Kugelpackung im R® optimale Dichte hat [8, Theorem 1].

(5) Man gebe Viazovskas Funktionen an, welche die Bedingungen von Punkt (4)
aus Vortrag 8 erfiillen (siehe [5], insbesondere Table 1 dort).

10. CODES

Das Problem, Informationen méglichst 6konomisch und gleichzeitig moglichst feh-
lerresistent iiber einen Informationskanal zu iibertragen, kann als Kugelpackungspro-
blem in F§ interpretiert werden. Das soll in diesem Vortrag, in dem (lineare) Codes
definiert und konstruert werden, prézisiert werden. Wir folgen [6, Abschnitt 1.2, 1.3].

(1) Man definiere den Begriff eines (binéren, terniren, g-dren, etc.) Codes.

(2) Man definiere Hammingabstand und -gewichte sowie den Minimalabstand
und die Informationsrate eines Codes. Man beschreibe das Problem, einen
Code im Fy mit fixiertem Minimalabstand und mdoglichst grofier Informati-
onsdichte zu finden, als Kugelpackungsproblem in Fy.
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(3) Man definiere den Hammingcode H und berechne dessen Minimalabstand

und Informationsrate.

(4) Man definiere lineare- und [n,k,d]-Codes. Man definiere das duale eines li-

nearen Codes und erklére, wann ein binérer Code doppelt gerade heifit.

(5) Man definiere den erweiterten Hammingcode H und zeige, dass H selbst-dual

und doppelt gerade ist.

(6) Man erkldre, wie man zu einem binfiren Code ein Gitter assoziieren kann.

Man zeige, dass das resultierende Gitter genau dann ganzzahlig und gerade
ist, wenn der Code doppelt gerade ist.

(7) Man zeige: Das Es-Gitter ist das via obiger Methode zu H assoziierte Gitter.

11. GoLAY-CODE UND LEECH-GITTER

Ziel dieses Vortrags ist Konstruktion und Studium des Leech-Gitters Asy, welches
das eindeutige ganzzahlige, gerade, unimodulare, positiv definite Gitter von Rang
24 ist, das keine Wurzel enthélt. Nach Vortrag 8 und 9 ist die Dichte der zu Agy
assoziierten Kugelpackung optimal. Das Leech-Gitter kann mithilfe des erweiterten
bindren Golay-Codes, welchen wir zuerst studieren werden, konstruiert werden.

(1) Man definiere den erweiterten bindren Golay-Code G, wie in [6, S.58-59]

beschrieben, und zeige, dass G ein selbst-dualer, doppelt gerader [24,12]-
Code ist.

(2) Man konstruiere das Leech-Gitter Ay aus G, wie in [6, S.60-61] beschrieben.

Man zeige, dass A9y gerade und unimodular ist und quadrierte Minimalldnge
gleich 4 hat.

(3) Man folgere mithilfe der Resultate aus Vortrag 8 und 9, dass die zu Agy

1]
2]
8]
4]
(5]

(6]

assoziierte Kugelpackung das Kugelpackungsproblem in Dimension 24 16st.
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