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Préface et avertissement

Ce document présente quelques idées de développements que j’ai préparées
en 2017-2018 en vue de l'agrégation externe de Mathématiques. Cependant, le
lecteur ne doit pas s’attendre & trouver une famille totale de développements,
une surjection d’un ensemble de couples de développements vers ’ensemble des
legons, ou méme une liste de développements “préts a 'emploi” qui pourraient
étre consommeés aprés seulement quelques minutes dans le micro-ondes...

Tout d’abord, ne sont rassemblés ici que quelques uns de mes développe-
ments. Ceux-ci sont choisis parmi ceux qui me semblent les moins courants ou
ceux dont la découverte m’a procuré le plus de plaisir. Ce ne sont donc pas des
considérations “stratégiques” qui ont guidé le choix du contenu de ce texte. Il
ne s’agit pas de savoir si tel développement a déja subi ’épreuve du feu, ou
s’il peut étre “recasé” dans une grande variété de lecons avec un minimum de
mauvaise foi. Il ne s’agit que d’une chose : tenter de trouver des Mathématiques
intéressantes.

Ensuite, les Mathématiques dans leur habitat naturel ne vivent pas dans
le cadre restreint de quinze minutes ou d’un programme prédéfini. Ainsi, bon
nombre des développements de ce texte ont nécessité un certain travail d’adapta-
tion pour rentrer dans le format demandé aux oraux de I’agrégation. Et ce travail
n’est pas terminé! Certaines des démonstrations sont un peu trop longues, ou
reposent sur un lemme dont la démonstration ferait dépasser I'exposé des quinze
minutes réglementaires. Et le tout a un aspect assez expérimental, puisque seule-
ment deux de ces preuves (le théoréme de la dimension de Tate et la non-
dérivabilité partout de la fonction de Weierstra!) ont été exposées devant un
véritable jury d’agrégation.

Terminons cet avant-propos en disant quelques mots sur la forme de ce texte.
— Les développements sont précédés d’une référence bibliographique, lorsque
que j’ai connaissance d’un ouvrage ou il peuvent étre trouvés. Cependant,
il arrive que certaines démonstrations ne me sont parvenues que comme
des exercices de colle, de TD, ou des morceaux de cours. Je ne me suis

1. Pour les legons sur les interversions de limites et d’intégrales et sur les représentations
linéaires des groupes finis.



pas alors systématiquement démené pour trouver un livre qui pourrait
les contenir.

— Les démonstrations sont aussi complétes que possible. Dans un oral sur
un sujet spécifique, certaines parties pourraient étre omises ou abrégées
afin de mettre I’accent sur les point les plus pertinents.

— Chaque section se termine par une ou plusieurs remarques supplémen-
taires qui fournissent des précisions, des extensions, ou simplement un
peu de contexte.

Sur tout cela, j’espére que le lecteur pourra trouver dans ce texte autant de
plaisir que j’ai eu a ’assembler. Je lui souhaite une excellente lecture !

D. C.
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1 Un modéle pour I’équation de transport

Le contenu de cette section est adapté du remarquable cours de Francois
Castella sur les problémes de transport donné a I’ Université de Rennes 1 en
2016-2017.

Théoréme 1. Soit d > 1 et f : RY — R? une fonction de classe C* dont la
différentielle est bornée ||V f|| L < 400. Soit (2, A, P) un espace de probabilité
et Xo : Q — R? une variable aléatoire de loi jg. Pour t € R, on note X; la
solution du systéme différentiel suivant :

{;txt =1 Q
Xi—0 = Xo
lequel admet des solutions globales?. Alors la loi u, de X, vérifie
jtut +f -V +div(f)us =0  dans D'(RY). (2)
Ici, %Nt est la distribution (bien définie) donnée par :
vo e DRY, (s ) = 5 (e, ®)

Démonstration. On se munit de ¢f : R? — R? le flot du systéme différentiel (1).
Soit U C R? un borélien. Alors, pour ¢ € R,
P(X; € U) = P(ph(Xo) € U) = P(Xo € ¢}(U))
~ [Lecsordnn@) = [ Lumevdiote) = [ 100 @u(a). @)

On a donc
/ o) dpuy () = / b 0 ob () dpo(2), (5)

d’abord pour toute fonction ¢ étagée positive, puis pour toute fonction ¢ €
D(RY). Fixons ¢ € D(R?). Alors,

& [ = [ So0db@an( = [ 196510 dhdm(e).  ©)

Mais la relation (5) nous assure que ce dernier terme a précisément pour valeur

/¢> e /f Vo(@)du(z) = (. f - Vo) (7)

d d
—Z pes FuOk®) = > (frbe, @) = — > (Ok(frpe), 0) (8)
k=1 k=1

d
Z Ok frtie + fruOkpue, @) 9)
P

—(div(f)pe + f - Vi, o) (10)

2. Le champ de vecteurs est globalement lipschitzien.



Ceci assure que %ut est bien définie en tant que distribution et termine la
preuve de 1’énoncé. O

Remarque 2. On aurait pu voir dés le départ que % ¢ est bien une distribution.
En effet, si ¢ € D(R?),

d _

ce qui fait que l'on a la limite

Hi+h — [t d /(Rd
. o dans D'(R%). (12)

On conclut en se souvenant que toute limite de distributions (dans D’(R?)) est
également une distribution.

2 Un ensemble de Sidon

Le contenu de cette section est adapté de [10], chapitre 5 section IV sur les
ensembles de Sidon pp. 206-210.

Soit U = R/27Z le cercle unité et ¢ > 3 un nombre entier. On note A =
{¢*,k > 0}.

Théoréme 3. Soit f € L>=(U) telle® que Sp(f) = Supp(f) C A. Alors

+oo
Y 1f )] < Callfllp=, (13)

ot C'p < 2 est une constante qui ne dépend que de q.

Démonstration. Soit (ag)kea € I°°(A) une suite bornée. On va montrer l'exis-
tence d’une mesure positive p sur U telle que :

1. Les coefficients de Fourier de p sont égaux & a sur A :
Vke A, k)= /U e~ Fdu(t) = ay (14)
2. La masse totale de p est majorée par la norme [*° de a :
Il = [ dn < Calal- (15)

Supposons —temporairement— acquise 'existence d’une telle mesure pour
chaque a € [*°. Alors nous pouvons conclure :

YR = sup > anf(k)| < sup | D jalk)f(k) (16)
keA llallice <1 |32 el <SCA |en
= sup  [fxp(0)] < Callfllre= < +oo. (17)

lull <Ca

3. L’espace L (U) est I’espace des classes de fonctions mesurables bornées 27-périodiques.
Notons que c’est bien un espace de Banach, mais il n’est pas séparable.



Ici, le produit de convolution f * p est défini par :

f*mm:[ﬁ@fwwm. (18)

Il nous reste & montrer I'existence d’une telle mesure pu.

Tout d’abord, on peut supposer ||a||; < 1/2, et nous chercherons alors u de
masse totale ||u|| < 1. Posons, pour n > 1,

n

P,(t) = H (1 +aped"t + a‘kefiqkt) = H (14 2|ak|cos(g"t + ¢x)),  (19)
k=1 k=1

ou les ¢ € R sont des phases choisies de sorte a ce que ’égalité soit vérifiée. Ces
polynomes trigonométriques sont des produits de Riesz. Puisque ||a||; < 1/2,
ce sont des fonctions positives P, > 0. Par ailleurs, leur spectre est exactement

Sp(P,) = {zn: ernd®, e €{-1,0, 1}}. (20)
k=1

Comme ¢q > 3, chaque N € Sp(P,) admet une unique décomposition g-adique
de la forme N = Y, x¢". On en déduit que P,(0) = 1" = 1 et que P,(¢") =
ar1™"! = a;, pour k > 0. La positivité de P, fournit alors

1Pl = [ 1Pl = [ PatgE =1 (2)

En particulier, P,, définit une mesure de probabilité sur U.
Pour conclure, nous nous servons du lemme suivant :

Lemme 4 (Compacité séquentielle faible). Soit E un espace normé séparable
et Ty, ..., Ty, ... € E' une suite bornée de formes linéaires continues ||T,||g < 1.
Alors il existe une suite extraite (Ty))r et T € E' telles que :

Vr e E, T¢(n) :) T(IL‘) (22)

Appliquons le lemme aux formes linéaires suivantes, continues sur I’espace
séparable C°(U) :
T . C°(U) —C
g [y 9(t)P,(t)dt/2m

Ainsi il existe une forme lindaire continue 7' : C°(U) — C telle que, quitte &
extraire dans la suite (T5,),

(23)

Vfec®U), T.f — Tf. (24)

n—-+oo

La forme linéaire T" hérite de certaines des propriétés des T,.

1. Elle est positive, c’est & dire que si f > 0 est une fonction continue sur
Ualors Tf > 0.

2. L’image de la fonction constante de valeur unité est T'(1) = 1.



En particulier, T' définit une mesure de Radon positive p de masse totale 1. Ses
coeflicients de Fourier se calculent de la fagon suivante :

ar = Po(g") = /Ue*iq’“tm)ﬂ - /Ue’”ktdw):ﬂ(qk), (25)

271‘ n—-+oo
ce qui assure que p est une mesure satisfaisant les conditions désirées. O

Remarque 5. Les ensembles A vérifiant la propriété (13) sont des ensembles de
Sidon. On dispose alors d’un isomorphisme bicontinu C% (U) ~ I(A) (ou CY est
Pespace des fonctions continues dont le spectre est contenu dans A) :

CRU) — I (A)
f—rf

En particulier, toute fonction mesurable bornée dont le spectre est contenu dans
A est continue. Remarquons enfin que le théoréme de Banach-Steinhaus assure
que si toute fonction continue de spectre contenu dans A a une série de Fourier
absolument convergente alors A est un ensemble de Sidon.

iAgt

(26)

Remarque 6. Les séries de Fourier ), aye vérifiant la condition Ap41/Ax > ¢
avec ¢ > 1 sont dites lacunaires. Elles ont de nombreuses propriétés particu-
lieres : entre autres, (voir [15] chapitre V, paragraphes 6 et 7, et chapitre VI,
paragraphe 6)

— Si deux fonctions définies par des séries lacunaires coincident sur une
partie de U de mesure non nulle, elles sont égales presque partout.

— Le théoréme de Hadamard assure qu’une série entiére lacunaire n’a au-
cun point régulier sur son cercle d’incertitude. Le développement sur la
fonction de Weierstra8 (plus bas) fournit un bon exemple de ce compor-
tement.

— Dans le méme esprit, le “high indices theorem” de Hardy et Littlewood
(1926) assure que la condition a, = o0 () du théoréme de Tauber (1897)
sur les séries entiéres ) a,z™ peut étre remplacée par une condition de
lacunarité sur les coefficients.

Preuve du lemme. La séparabilité de E permet de fixer X = {x1,x9,...} une
partie dense. Pour chaque k, |T,(zr)] < 1 et on peut fixer une extraction
#N — N telle que (75, (n)(2r))n converge dans C. On pose alors (extraction
diagonale)

{¢><n> =100 du(n) 27)

Y = limn_H_oo T¢(n)((£k)

Soit x € E. Montrons la convergence de Ty, (x). Soit ¢ > p entiers et € > 0.
Fixons k tel que ||z — x| < e. Alors,

|T¢(q)(m) - T¢(p)(33)| < HT¢(q) - T¢>(p)||E'||3C — x| + |T¢(q) (z1) — T¢(p)($k2| )
28

< 26 + |Ty(q) (@r) — T(p) (Tn)] < 3e (29)

dés que ¢ > p > N avec N assez grand. Enfin, la continuité de T résulte de
To(ny (@) < [ Tpmllllz]l < Iz, (30)
et donc [Ty, (z)| — |T(z)] < [|z]|. O



3 Théoréme d’Uchiyama

Le contenu de cette section est extrait de [4] chapitre V exercice 2 p. 135
pour l'essentiel et [10] chapitre 0 section IV pp. 28-29 pour les inégalités de
Khintchine.

On note encore U = R/27Z le cercle unité que I’on munit de la mesure dz /27
déduite de celle de Lebesgue.

Théoréme 7 (Uchiyama, 1965). Soit N > 1. Il existe une partie A C {1,2,..., N}
telle que

1 . 1
Card(4) > oN et > e > ZW' (31)
neA L(tev)

Démonstration. Pour montrer I'existence de A, nous allons utiliser un argument
probabiliste. Soit €1, ..., €y des variables aléatoires indépendantes de méme loi de
Rademacher * R(1/2) sur un méme espace de probabilité (€2, .4, P). On regarde
I’espérance suivante :

N N
E Ze et = Ze (w)e™ gdP(w). (32)
n=1 ! QJU =1 ! 2m

Le théoréme de Fubini® permet I'interversion des intégrales® :

Li(tev)

N

, 1 [ N ,
E Zenemt =5 / Zen(w)emt dP(w)dt. (33)
TJo Jal|,o

n=1 L1 (teV)
Nous utilisons ensuite le lemme suivant :

Lemme 8 (Inégalités de Khintchine). Soit aq,...,any € C et X = areq + -+ +
anen. Alors :

1. Pour p > 2 entier, | X||r0) < V/EIX|r20)-
2. Ona: %HXHLz(Q) < ||XHL1(Q)-
Remettons la preuve de ce lemme & plus tard et montrons comment il nous

permet de terminer la preuve. On a, pout ¢t € R, en vertu du deuxiéme point du
lemme et de I'indépendance des ¢,,

2\ 1/2

N 1 N
int - int
E|D en(w)e 5E n; en(w)e (34)

n=1

vV

1 Y2y
=3 [E (Z emene“”m)‘f)] = 5\/N. (35)

m,n

4. C’est a dire que €, = £1 presque stirement.

5. Rappelons que le théoréme de Fubini assure que toutes les fonctions intervenant dans
(32) et (33) sont mesurables et que l'égalité (33) est valable pour tout représentant de
|37, en(w)et™| dans L1 (€ x U). Par ailleurs, nous pouvons appliquer ce théoréme puisque les
mesures sur 2 et U sont toutes deux finies, et donc o-finies.

6. Remarquons aussi que le théoréme de transfert assure que l'intégrale sur 2 est en fait
une somme finie, ce qui nous permettrait de nous dispenser du théoréme de Fubini. Cependant,
pour utiliser une démarche plus facilement généralisable, nous poursuivons la démonstration
en utilisant le théoréme de Fubini.



Et donc,

N
‘ 1
E wnt > .
> ene > 2\/N (36)
n=1 L1(teV)
Il existe donc un w € € tel que
al 1
Z n(w)e™ > ix/ﬁ (37)
n=1 L'(tev)
On pose alors a,, = €,(w) et
By ={1<n<N,a,=1}, B_={1<n<N,aqa, =-1}, (38)
frt)= D ™ fo) =) e (39)
neB+ neB_

de sorte que || f1 — f— |21 > 3V/N et donc || f4 |22 > VN ou || f-|z1 > £VN.

Soit A € {By, B_} choisi tel que

§ eznt

neA

VN. (40)

>

Li(teU)

1
4

Alors le cardinal de A s’obtient avec I'identité de Parseval :

1 2m )
Card(A) / Z et
0

T or
neA

2
dt, (41)

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit

1 o int
Card(A) > (27r/0 Z e

neA
Preuve du lemme. Etape 1 : Commencons par montrer le premier point.
Ecrivons p = 2¢ et commencons par supposer que les a,, sont tous réels.

dt 22 lx/NQ:EN. 42
) (3vF) =3 (2

La quantité | X|P = XP est alors la puissance d’une somme : nous pou-
vons abandonner toute subtilité et développer en utilisant la formule du

multinéme.
N p !
_ : a]‘ e aN al ... aN
E [(;anen> 1 =E |Z a1!~~aN!a1 ayN €] e ], (43)
= ol=p

oil la somme est pris sur les multi-indices @ € NV de longueur |a| =
ay + -+ ay = p. L’indépendance des ¢,, donne alors

p! « o (0% «
E(XPP) =D m%l aE(er) - E(e}Y). (44)
laj=p " )



Seuls les termes ot tous les a,, sont pairs contribuent de fagon non triviale
a la somme, ce qui nous permet d’écrire

20X) = 3 g A @9

Nous allons chercher & nous ramener a une formule du multindéme pour
la puissance g. Tout d’abord, (2k)! > 2¥k! pour tout k£ > 0 et donc

P) (a2) ... 2y8v = PO oL e
E(XI) < |2q Il; Byl ﬁN D)7 (ay)™ = 120 (at+--+an)?
(46)
Il nous reste & majorer le terme (112!3);. Nous nous servons de l'inégalité
suivante : (29)!
q)!
g Lt (20) < (29)7 = 2" (47)
si bien que (2 Q) <q?et
E(IX17) < ¢ X7z, (48)

p
X1 < 21Xz (19)

Etape 2 : On ne suppose plus que les a, sont tous réels. On décompose
alors X en partie réelle et partie imaginaire : X = A 4+ iB. Alors,

1/2

1/2
X[ = 4% + B2, < (|| A2l o + [ B2 or2) (50)
1/2
= (1A% + [1BIZ.)" (51)

Comme A et B sont des combinaisons & coefficients réels des ¢, nous
pouvons leur appliquer 'inégalité (49).

p 1/2 p
Xl <[5 (141 +1B15:) 77 = \[21X0. (52)

Etape 3 : Deuxiéme inégalité. On se sert de la premiére inégalité dans le
cas p = 4. On pose Y = | X|"/2 et alors

[¥llee < VIV (53)

1

X2 < IXllsr. (54)
O

Remarque 9. Les inégalités de Khintchine sont vraies pour tout exposant p > 2,
mais avec une constante moins bonne que 1/p/2. Pour s’en assurer, il s’agit de
prendre ¢ > 1 entier et 0 < 6 < 1 tels que p = 2¢(1 — ) + (2¢ + 2)6. On utilise

10



ensuite 'inégalité de Holder avec les exposants conjugués 0%1 + W =1
pour se ramener au cas d’exposants entiers pairs :

0 1-6
X1, = [ xpo-oxeenae < ([ xeeae) ([ xiae)
Q Q Q
(55)
0(2g+2 2¢(1-6
= [|IX S 74 . (56)
Quelques majorations rapides donnent alors

[ XMz < v/plIX| 22 (57)

Remarque 10. Les inégalités de Khintchine assurent que toutes les normes || . || »
sont équivalentes sur le sous-espace de dimension infinie F' = Vect{e, €2,...} C
L>(Q). En fait, puisque les valuations 2-adiques des nombres réels 0 < z < 1
permettent de construire une telle suite de variables de Rademacher, un tel
sous-espace existe dans L>°(0, 1).

Remarque 11. Indiquons en quoi le résultat d’Uchiyama est notable. Le noyau
de Dirichlet Dy est connu pour avoir une norme L' assez grande : ||Dy||z: >
Ctelog(N). Ce mauvais comportement est en fait une caractéristique générale

des sommes d’exponentielles : si A\ < --- < Ay sont des entiers alors on a
également
N
Z etAnt > Ctelog(N). (58)
k=1 L (teU)

Ce résultat, conjecturé en 1948 par Littlewood, n’a été démontré qu’en 1981 par
d’un coté Konyagin, et de 'autre McGegee, Pigno et Smith avec deux preuves
différentes et difficiles (voir [4] chapitre IX pour I'histoire et une démonstration
de la conjecture de Littlewood). Ce qu’indique le théoréme d’Uchiyama est que
lon peut faire “encore pire” que log(N) si I'on choisit bien les fréquences A,,.

Remarque 12. En utilisant des méthodes trés différentes, on peut montrer (voir
[4] chapitre VIII, en particulier le corollaire 2.15 p. 225) qu’un exemple de partie
A réalisant une inégalité du méme type que celle du théoréme d’Uchiyama est,
si N =n?

Z etk > CteN'/4, (59)

2
k2<N L1(tev)

4 Théoréme de la dimension de Tate

Le contenu de cette section provient de [13]| pp. 43-47. Ici, toutes les repré-
sentations de groupes sont complexes et de dimensions finies.

Théoréme 13 (Tate). Soit G un groupe fini et G Uensemble des représentations
irréductibles de G (identifiées a isomorphismes de représentations pres). Alors,
st Z(G) est le centre de G,

VRe G, dim(R)| G ans 2. (60)

11



Démonstration. Ce théoréme est une extension du fait suivant, que nous mon-
trerons a la fin de cette section :

Lemme 14. Pour tout groupe fini G et R € G, dim(R) | |G].

Nous allons appliquer ce lemme & un groupe et une représentation bien choi-
sis. Fixons R € G et notons pr : G — GL(R) et xr : G — C le morphisme
et le caractére associés.

Etape 1 : Soit n > 2. On considére la représentation suivante de G™ :

G" — GL(®"R)

(91, -s9n) — pr(g1) @ - @ pr(gn) (61)

p:

ol ®" R est le produit tensoriel R® ---® R (n fois). Alors ®” R muni du
morphisme p est une représentation irréductible de G™. En effet, la norme
L?(G™) du caractére y associé est, puisque le caractére d'un produit
tensoriel est le produit des caractéres,

1
Xz = > X1 gn) (62)

(915,90 ) EG™

=T | g X st | =1 (63)
k=1

geqG

Etape 2 : Soit n € Z(G). Alors pgr(n) : R — R est un automorphisme
de la représentation R. En effet,

Y(g,z) € G x R, g¢g.(n.x) = (gn).x = (ng).z = n.(g.x), (64)

ou lon a noté g.x = pr(g)(z). Le lemme de Schur assure que pr(n) =
A(n)idg, ou A(n) € C*. On définit ainsi un morphisme de groupes A :
Z(G) — C*.

Etape 3 : On pose

T, = {(gla ---agn) € Z(G)nv H 9k = 1} . (65)
k=1

C’est un sous-groupe distingué T,, < G™. Par ailleurs, si (g1, ..., 9n) € Tn,

p(g1s s Gn) = ®)‘(gk)idR =A (H 9k> idgng = idgnRg. (66)
k=1

k=1
On en déduit un morphisme quotient g qui définit une représentation
. G" n
pi — GL(®"R). (67)

n

Cette représentation est toujours irréductible puisque si W C ®™R est
une sous G™ /T),-représentation alors W est aussi une sous G"-représentation.
Le Lemme 14 assure alors que

G"

=———— dans Z (68)

. n . ni |G"
dim(®"R) = dim(R)" | ‘T Z(G)

12



Cette derniére égalité découle du fait que 'on dispose d’une bijection
Z(G)"™' — T, donnée par : (g1, ..., gn1) = (g1, s Gn1,97 - G0 1)-

Etape 4 : Nous avons montré que

Gl

| ZGT dans Z. (69)

Vn > 2, dim(R)

En outre, nous savons déja que dim(R)||G|. Posons a = dirlni(lR) et b=

|Z(G)| et montrons que b|a.

Quitte a décomposer a et b en facteurs premiers, on peut supposer que
a =p" et b =p° ol p > 2 est un nombre premier. La relation (69)
assure alors que p""~("=D$ ¢ N pour tout nombre entier n > 2, d’ou
n(r —s)+s >0 pour n> 2 et r > s, ce qui conclut la preuve.

O

Preuve du lemme. La preuve du lemme repose sur quelques propriétés des en-
tiers algébriques sur C : c’est 'ensemble A des nombres complexes racines d’un
polyndme unitaire a coefficients entiers. Ces nombres bénéficient des propriétés
suivantes : (voir [13] aux pages mentionnées plus haut ou a peu prés n’importe
quel ouvrage d’algébre pour les démonstrations de ces points)

1. L’ensemble A est un sous-anneau de C.
2. Tout polynoéme P € A[X] a ses racines complexes dans A.
3.0naANQ =2

Nous allons construire une matrice M a coefficients dans A dont |G|/ dim(R)
est une valeur propre. Le théoréme de Cayley-Hamilton appliqué au polynéme
caractéristique de M donnera alors |G|/ dim(R) € ANQ = Z.

Plus précisément, nous allons montrer que xg * Xg = #(‘R)X R, SOit encore
vhe G S xalhg xXr(s) =~ xa(h) (70)
dim(R) ’

geG

ce qui s’écrit Bx = dir‘ng(lR)x avec Bpg = xr(hg™') et = (xr(9))gec- La ma-

trice B est bien a coefficients dans 'anneau A puisque les yr(hg™!) sont des
sommes des valeurs propres des pr(hg™!), ces valeurs propres étant racines du
polynéme annulateur unitaire X!l — 1 € Z[X].

Etablissons que xgp*xr = %JR) X r- Pour ce faire, il est commode de prendre
la transformée de Fourier des deux membres. Celle-ci définit un isomorphisme
de C-algébres”

(C[G],%) — Tsee £(5)
f— (deg f(g)ps(g)) .

seG

F: (71)

7. On note C[G] la C-algebre des fonctions a valeurs complexes sur G munie du produit de
convolution *.
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de sorte que F[xr * xr] = F[xr]? Nous calculons donc F[yg]. Soit S € G.
Alors, comme xr € C[G] est une fonction centrale, > . Xr(9)ps(g) est un
automorphisme de la représentation S. En effet, si h € G,

ps(h) Y xr(9)ps(9) = > xr(9)ps(hg) =D xr(hgh™)ps(hgh™")ps(h)

geq geG 9€qG
(72)
= ZXR(hgh_l)pg(hgh_l) ps(h) (73)
geG

= Y xr(9)ps(9) | ps(h). (74)

geG

Le lemme de Schur assure alors que

S xnl9)ps(0) = =T | 3 xao)ps(o) | ids (75)
= dim(5) =
G G

_ . idg = 7115 cidg, 76

dim(g) 5 KRz s = GorgyLres-ids, - (76)
ol S* est la représentation duale de S et 1r~g+ vaut 1 si les représentations
R et S* sont isomorphes et 0 sinon. On se souviendra que la représentation
duale S* est également une représentation irréductible puisque HXSH%2(G) =

[l xs

%2(0) =1L

On déduit de ceci

et le résultat. O

5 Groupe orthogonal d’un plan quadratique

Soit K un corps de caractéristique Car(K) # 2 et (E,q) un plan quadra-
tique non dégénéré sur K. Notons f : E x ' — K la forme polaire associée & q.

On se propose de déterminer O(q) le groupe des isométries de E et SO(q)
le groupe des isométries de E de déterminant 1.

Premier cas : la forme quadratique ¢ est isotrope.

Munissons nous d’une base hyperbolique B = (eq,es) de E, c’est a dire
telle que la matrice de ¢ dans cette base soit

o= (1§ g )- (78)
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Soit g € O(q). Alors
0

) 79
0 (79)
et donc nécessairement

{ou bien g(e1) € K*ey et g(ea) € K *eq, (80)

ou bien g(e1) € K*ey et g(ez) € K™ ey.

Dans le premier cas, on peut fixer A, € K* tels que g(e1) = Xej et

glea) = piea, et puisque g est une isometrie, f(g(e1), g(ea)) = Muf(er, €2) =
f(e1,e2) =1 et donc Ap = 1. La matrice de g dans la base B est

Moo = (5,0 ). (s1)

Dans le deuxiéme cas, on considére h € O(g) dont la matrice dans la base
B est

Ma(h) = < D ) (82)

Alors hog(e1) € K*ey et on peut fixer A € K* tel que

wo- (1) 8)-(10) @

On en déduit les groupes O(q) et SO(q) :

o(q){(g Agl), /\GKX}u{<())\ A;), AEKX}.

(84)
SO(q)={<g Aol), )\EKX}:KX. (85)

Concluons I’étude de ce premier cas en remarquant que le groupe O(q) a
une structure de produit semi-direct : si (h) est le groupe engendré par
l'isométrie de (82), on a :

(h) N SO(g) = {idg}, SO(q)<O(q), (h).5O(q) =O(q).  (86)
et donc O(q) = SO(q) x (h) ~ K* XoZ/pz ot o : Zjo7 — Aut(K*)
est le morphisme de groupes tel que a(1) = (: A — A71).

Deuxiéme cas : la forme quadratique ¢ est anisotrope.

Munissons-nous d’un discriminant —§ € K* de ¢. Le théoréme d’exis-
tence des bases g-orthogonales permet de supposer que E = K2, que
q(z,y) = ax? + by? et que ab = —c?§ avec a,b,c € K*. Quitte & poser
q(z,y) =a"1q (z, %y), on peut encore supposer que ¢(z,y) = 2% — 5y

On se munit d’un corps de rupture de X? —§ € K[X]. Posons

K[X]

L:m.

(87)
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On note V6 = X € L si bien que L = K[V/§]. Pour z =z + 3§ € L, on
pose
z=x—yVs, N(z)=z2z=a1>-7 (88)

Les K-formes quadratiques ¢ : E — K et N : K[\/§] — K sont iso-
métriques si bien que nous pouvons nous contenter de mener I’étude de N.

L’anisotropie de la forme quadratique ¢ se traduit de la maniére suivante :
pour tout z € L, si z # 0 alors N(z) # 0. Comme N est de plus multi-
plicative (c’est & dire que N(ab) = N(a)N(b) pour a,b € L), elle définit
un morphisme de groupes N : L* — K*. Soit Uy C L* le noyau de ce
morphisme.

Alors on dispose d’'un morphisme de groupes

UL—>SO((]) (
o: L—L . 89)
)\)—>[' zH)\z}

Ce morphisme est injectif puisque A = ¢(N)(1z). Montrons qu’il est
également surjectif. Soit g € SO(q) et X := g(11) € Ur. Les vecteurs
g(\V/3) et p(N\)(V8) sont K-colinéaires dans L puisqu’ils sont tous deux
N-orthogonaux a A, et ils sont nécessairement égaux puisque det(g) =
det(¢(A)) = 1. On en déduit que les deux endomorphismes de L coin-
cident sur une base et que g = ¢(A) € Im(¢). On a bien SO(q) ~ Uy.
Soit h : L — L 'endomorphisme associé a la conjugaison h(z) = z. On
dispose d’une bijection

Ur — O(q) — SO(q)

Y s (6N oh s f:é : (90)

Ces deux applications déterminent entiérement les groupes O(q) et SO(q).

Concluons comme avant en montrant que le groupe O(g) a une structure
de produit semi-direct. On a :

(h) N SO(q) = {idr}, SO(q)<O(q), (h).SO(q) = O(q).  (91)

Et donc O(q) = SO(q) x (h) = UL xoZ/pz ot a: Z /o7 — Aut(Ur) est
le morphisme de groupes tel que a(1) = (: A — A).

Remarque 15. 1l résulte en particulier que le groupe SO(q) est toujours commu-
tatif et que le groupe O(q) est toujours résoluble via la suite {idg} C SO(q) C

6 Théoréme de Springer

Soit K un corps de caractéristique Car(K) # 2 et K C L une extension.
Sig: K™ — K est une forme quadratique, on note ¢z, : L™ — L la forme
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quadratique étendue®, de méme matrice dans la base canonique via 'injection
M, (K)cC M,(L).

Théoréme 16 (Springer). Soit ¢ : K™ — K une forme quadratique aniso-
trope. Supposons lextension L/K finie de degré impair. Alors la forme quadra-
tique qr, : L™ — L est également anisotrope.

Démonstration. On raisonne par l’absurde : supposons le théoréme faux en vue
d’obtenir une contradiction. Parmi tous les d > 3 impairs tels qu’il existe une
extension et une forme quadratique niant 1’énoncé, choisissons parmi ces de-
grés d > 3 minimal. Il existe alors une extension L/K de degré d et une forme
quadratique anisotrope ¢ : K™ — K telle que la forme étendue ¢y, soit isotrope.

Etape 1 : Il n’existe pas d’extension intermédiaire stricte K C L; C L.

En effet, dans le cas contraire les extensions L; /K et L/L; sont de degrés

impairs en vertu du théoréme de la base télescopique : [L : K] = [L :

L4][L; : K] est impair. Alors,

— La forme quadratique ¢qr, est anisotrope puisque 'extension L;/K
est de degré impair [L; : K] < d.

— La forme quadratique q;, = (g, )1 est également anisotrope puisque
lextension L/L; est de degré impair [L : L] < d, ce qui est absurde.

Etape 2 : L’extension L est isomorphe a une extension quotient K[X]/(P).

Soit € L — K et P € K[X] son polyndéme minimal. On a alors une tour
d’extensions

Kc 2 L Kkl c L. (92)

Chacune de ces extensions est de degré impair puisque le théoréme de la
base télescopique fournit

o= oSl TR . (93)

Le point précédent force alors L = K[z] ~ K[X]/(P).

Etape 3 : Le théoréeme d’existence des bases g-orthogonales permet de
supposer que ¢ est de la forme q(x1,...,2,) = a123 + -+ + a,x2 avec
a1, ...,a, € K*. Puisque g est supposée isotrope, il existe des poly-
nomes P, ..., P, € K[X] tels que

{P|a1P12+-~-—|—anP3 =@ dans K[X], (94)

V1<k<mn, deg(Py)<d.

Etape 4 : Soit D un diviseur premier de @) distinct de P et de degré im-
pair. Alors la forme quadratique ¢ étendue a Ly := K[X]/(D) est annulée

8. Un autre moyen d’étendre une forme quadratique q : E — K est de considérer le
produit tensoriel de K-espaces vectoriels E/ = L @ E qui est naturellement muni d’une
structure de L-espace vectoriel. On pose alors ¢’ (A ® x) = A2q(z) € L.
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par ((Py mod D),..., (P, mod D)) € LY. Par ailleurs, Ly /K est une ex-
tension de degré impair [Ly : K] = deg(D) et ce degré est strictement
inférieur a d, comme DP | Q et donc deg(D) +d < deg(Q) < 2(d —1).

On en déduit que gz, est anisotrope et donc que P, = 0 mod D pour
1<k<n.

Quite & prendre P, = P/D,.., B, = P, /D et a réitérer 'opération pour
tous les diviseurs de @ distincts de P et de degrés impairs, on peut sup-
poser qu’il n’existe pas de tel diviseur.

Etape 5 : Le polynéme @ est de degré impair.

Soit @ = P“Rf ! ~-~R§p une décomposition de @ en diviseurs premiers
de K[X]. Le point précédent nous permet de supposer que tous les Ry
sont de degrés pairs. Par ailleurs, ad = deg(P?%) < deg(Q) <2(d—1) et
donc o = 1.

On en déduit 'imparité de deg(Q),
deg(Q) = d + S1deg(R1) + - - - + Bpdeg(R,)  est impair. (95)

Etape 6 : Le polynéme @) est de degré pair, ce qui est absurde.

Soit p = maxy deg(Py) et x € K le coefficient de X? dans Pj. Alors
deg(Q) < 2p et le coefficient de X2 dans Q est

15+ = gl ) %)

et ce coefficient est non nul puisque ¢ est anisotrope sur K et que les x
sont non tous nuls. On en déduit que deg(Q) = 2p.

O

Remarque 17. Le résultat est faux pour les extensions de degrés pairs, comme
le montre '’exemple de R C C et g(x,y) = 22 4+ y%.

Remarque 18. Le théoréme a une traduction en termes de groupes de Witt : si
L/K est une extension finie de degré impair alors le morphisme W (K) — W(L)
induit sur les groupes de Witt est une injection.

7 Dérivées faibles des fonctions lipschitziennes

Au cours de l'année de préparation a l'agrégation, certains murmuraient
contre les espaces L°°, sous-entendant qu’ils ne “servent a rien”, puisque ’on ne
se servirait en “pratique” de la norme uniforme ||. ||~ que sur des espaces de
fonctions continues.

C’est bien-str faux. Et, dans une tentative de rendre justice a L (et ce
malgré le fait que ce respectable espace de Banach n’ait nul besoin de mon aide
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maladroite ?, puisqu’il sait, lui, toute la valeur et I'utilité qu’il a), j’ai ajouté ce
développement & ma liste...

Théoréme 19. Soit f : R — R une fonction continue et f' sa dérivée faible
(c’est a dire au sens des distributions). Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1. La dérivée de f est une fonction bornée f' € L>°(R).
2. La fonction f est lipschitzienne.
Démonstration. Commencons par supposer que f est lipschitzienne de constante

de Lipschitz K > 0. Munissons-nous de ¢ € D(R) et de h # 0.
D’une part, un changement de variables donne

<f(m+h]if > /fx+h f(x) /f x+h})L o),
(o7
- [ @)@ = (7@, ota). 08)

D’autre part, on a

(DR I PR ESLC I

et donc, en faisant h — 0,

V¢ € DR), [(f',¢)| < Ko 11 (100)

Puisque D(R) est dense dans L (R), la distribution f’ se prolonge ° en une forme
linéaire continue sur L!(R). Le théoréme de représentation (de Riesz) des formes
linéaires sur ces espaces assure ’existence d’une fonction bornée g € L= (R) telle
que [[g]lLe < K et

dz < K||¢[zr,  (99)

V¢ € DR), [(f,¢) = (g,9)- (101)
et donc f' € L>°(R).

Réciproquement, supposons que [’ € L*°(R) et montrons que f est lipschit-
zienne. Plus précisément, nous allons montrer que, pour = € R,

= Cte + /I f(t)dt. (102)
0

Pour faire cela, nous allons montrer I’égalité des dérivées distributionnelles des
deux membres. Soit donc ¢ € D(R). On a :

(3 | roaeow) = ([ roaow)

—/ fl(t ( )10<t<zdtd$+/ f/(t)qﬁ/(ﬁ)lmgtgodtdl'. (103)
xER >0

zeR

9. Travailler dans I’espace L est absolument indispensable dans, par exemple, la théorie
des ondes de choc dans les équations de conservation scalaires. Pour plus, on pourra consulter
le chapitre 11 de [8] (pp. 609-658).

10. Ceci se fait en vertu du théoréme de prolongement des applications uniformément conti-
nues que 'on peut appliquer puisque les formes linéaires sont des applications uniformément
continues & valeurs dans le corps des scalaires, qui est complet.
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Le théoréme de Fubini donne alors :

< % /Ow f'(t)dt,¢(x)> =— /t . f(t) /w :)O ¢ (z)dxdt+ /KO F(¢) / t_oo &' ()dzdt

= | Jf(Het)dt ={f"¢). (104)

teR

Comme les deux fonctions de (102) sont continues, on a

Vz eR, f(z)= f(0+/: f/(t)de. (105)

On en déduit que f est || f'|| Le=-lipschiztienne :

V{E,yéR, ‘f(‘r)_f(y)‘:

/ f’(t)dt\ <IFlewlz =yl (106)

O

Remarque 20. Un théoréme de Rademacher affirme que toute fonction lipschit-
zienne est dérivable en presque chaque point. En fait, de ce que nous avons
déja montré au théoréme de Rademacher, il n’y a qu’un (gros) pas : montrer la
dérivabilité presque partout de

f(@) = £(0) + / " P, (107)

Celle-ci résulte du théoréme de différentiation de Lebesgue ([11] théoréme 7.10.
chapitre 7 p. 174), dont la démonstration est plus longue.

Remarque 21. Dans le sens 2. = 1. nous avons montré que ||f'||L~ < K pour
toute constante de Lipschitz K de f. Et le sens réciproque assure que || ||z
est une constante de Lipschitz de f. On en déduit que la meilleure constante
de Lipschitz de f est ||f'||p~. Reformulons : si 'on munit l'espace Lip(R) des
fonctions lipschitziennes de la norme

, fz) = fly
¥f € LipR). 1flls = FO)] +sup [ LT gg)
alors on dispose d'un isomorphisme isométrique

Lip(R) — C x L*(R) (109)

= (f(0), /)

8 Une majoration pour les partitions d’entiers

Le contenu de cette section vient du trés excellent cours de Denis Choimet,
donné au Lycée du Parc dans 'année 2014-2015.

Pour n > 1, on note p(n) le nombre de moyens d’écrire n comme somme
d’entiers positifs non nuls. Par exemple,

5=14+14+1+14+1=24+14+14+1 =242+1=3+14+1=34+2=44+1=5 (110)
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et donc p(5) = 7. Il est possible de calculer explicitement chaque p(n) a l'aide de
formules de récurrence, mais il est extrémement difficile de donner une formule
close pour p(n) en fonction de n. Ici, nous allons utiliser un argument de séries
entiéres pour donner une majoration non triviale de p(n).

Théoréme 22. On a :

Vn>1, p(n) <exp (TF 23n> . (111)

Pour établir ce théoréme, nous allons nous intéresser a la série génératrice
des p(n). Posons p(0) =1 et

= Zp(n)x” < 400 (112)

pour x € R;. Le calcul de la série génératrice F' a été fait par Euler :

Théoréme 23 (Euler). Pour 0 <z <1, on a

oo

> )" =[] ﬁ < +oo0. (113)
n=0

Preuve du théoréeme d’Euler. Soit N >1et 0 <z <1 fixé. On a :

N

1 N fe'e]
11 = kl:[l (2}#’“) (114)

k=1

et, en faisant le produit de Cauchy de ces N séries entiéres convergentes, on

obtient N

ot pn(n) est le nombre de partitions de n dont les “atomes” sont dans {1, ..., N} :

pn(n) = Card {(ml, omy) € NV, Z kmy = n} (116)

Bien entendu, px(n) /' p(n) lorsque N — +00 si bien que le théoréme de conver-
gence monotone assure que

N s}
1
LS e S (117)
k=1 n=0 N—=+o0, 0
et donc
oo . oo 1
;::Op(n)x = kl;[l T dans Ry U {400}. (118)

Mais ce produit est convergent dés que |z| < 1 (son logarithme est une série
absolument convergente). On en déduit la finitude de la série pour z < 1. O
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Occupons-nous & majorer la fonction F. Le plus naturel est de prendre le
logarithme de la relation d’Euler pour se ramener & un probléme de séries. Soit
0 <ax<1fixé.

km
T
1 _ — ]
og F(z E log(1 — 2" E E - (119)
k>1m>1
Permutons ces deux sommes & 'aide du théoréme de Fubini-Tonelli.

log F(x ZZ— = 71—xm (120)

m>1k>1

Pour majorer ceci, nous comparons les termes 1 — 2™ a la somme partielle d'une
série géométrique finie :

m—1
l—a™=(1-2)) a7 > 11— 1), (121)
7=0
et donc )
1 =z ™
log F' < — = — 122
o8 (I)_mzzonﬂl—x 6 1—a’ (122)
Vre[0,1], F(z)<e v (123)
X
€ ) ) p 61—1’

Pour obtenir une majoration de p(n), nous procédons de maniére aussi bru-
tale que terriblement efficace : nous majorons le terme isolé p(n)x™ par l'en-
semble de la série définissant F :

(n)a" < F(x) < ex 12 ’ (124)
b - =P 12/
Alors, en posant z = et avect >0,
2 —t 2 1

p(n) < exp (nt + % 1 i ) = exp (nt + 7;<':*t—1> . (125)

L’inégalité de convexité e — 1 > ¢ donne alors
2
YVt >0, p(n)<exp (nt + 6t> (126)

et il nous reste & optimiser ¢ pour obtenir la meilleure majoration possible. Le

choix optimal est t = 7 ce qui donne

1

6n 7’
2n

Vn>1, p(n)<exp (71' 3) . (127)

Remarque 24. Ce sont hardy et Ramanujan qui ont, les premiers, trouvé un
équivalent de p(n). Celui-ci est remarquablement proche de la majoration que
nous avons démontrée :

1 2n
p(n) ~ mexp (71’ 3) . (128)
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Mais I'obtention de cette approximation ne peut se faire au moyen des tech-
niques élémentaires que nous avons employé ici. Nous nous sommes contentés
d’évaluer log F(z), ce qui améne & des estimations bien moins précises que si
nous avions étudié F' directement. Cette étude directe, Hardy et Ramanujan la
font en utilisant les propriétés de la fonction © de Jacobi et I’équation fonction-
nelle qu’elle vérifie, afin de simplifier 'expression intégrale de p(n)

1 2m

YO<r<1, p(n)= Sy F(re')e™mtdt (129)
0

en mettant en valeur le role joué par les “singularités” de F' qui ornent le bord du
disque unité. Au bout de leurs efforts, ils obtiennent un développement asymp-
totique —non convergent, comme le prouve Lehmer en 1937— avec un nombre
arbitraire de termes. Rademacher modifie leurs travaux pour obtenir en 1937
un développement convergent p(n). On pourra consulter avec profit le huitiéme
chapitre de [5] pour plus de détails, ou encore 'appendice A. de [14]. Le livre [9]
de Hardy consacré & Ramanujan contient également un chapitre dédié a I’étude
asymptotique des partitions d’entiers.

9 Traces, polyndmes caractéristiques et extensions
de corps

Ce qui suit est adapté du texte [7] de Yves Coudéne.

Théoréme 25. On considére py,pa, ..., pr des nombres premiers distincts. Alors

la famille (\/p1, ..., \/Dr) est Q-libre.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons utiliser des outils de 1'algébre li-
néaire dans le Q-espace vectoriel de dimension finie L = Q (\/pT s e \/pT,) La
structure de corps de cet espace vectoriel nous donnera des informations impor-
tantes sur les polynémes minimaux et caractéristiques que nous serons appelés
a manipuler.

Définition 26. Soit K C L un extension finie de corps. Pour x € L, on pose

L— L
yr—zy

Ga (130)

C’est en endomorphisme K-linéaire de L. On notera Tr(x) sa trace et x, € L[X]
son polynoéme caractéristique.
Théoréme 27. Dans le cadre de la définition précédente, on a

1. Le polynéome minimal de ¢, est égal au polynome minimal de x sur K.
En particulier, ce polynome m, = my, est irréductible dans K[X].

2. Le polynome caractéristique de ¢, est une puissance du polyndme mini-
mal de x. Il existe a > 1 tel que xz = 5.

Démonstration. Le point 1. vient du fait que tout polynéme annulateur de z
est un polynéme annulateur de ¢,, et réciproquement.
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Le point 2. est un peu plus délicat. Tout d’abord, le théoréme de Cayley-
Hamilton assure que X, est un polyndéme annulateur de = et donc m,|x, dans
K[X]. Soit o > 1 maximal tel que x, = 7¢Q avec @ € K[X].

Montrons que @ est un polynéme constant, ce qui terminera la preuve. Sup-
posons le contraire et fixons A € K une racine de @ dans la cloture algébrique
K.

Alors, comme 7y, et x, partagent les mémes racines dans K (sans comp-
ter leur multiplicités), A est également racine de 7. Le polyndme 7, étant le
polynéme minimal de = sur K, c’est en particulier un polynéme irréductible
annulateur de A. C’est donc le polynéme minimal de A, m) = 7.

On en déduit ¢y, dans K[X], ce qui contredit la maximalité de . [

Nous appliquons ce théoréeme & K = Qet L =Q (, /D1y eees /pr). L’extension
L/K est finie car engendrée par un nombre fini d’éléments algébriques. On
introduit en outre la matrice symétrique (de Gram)

G = (Tr\/[T])j>ij € M,.(Q). (131)

Soit = € Q". Etudions le nombre ‘zGx € Q.

D’une part , on a
trGr = in,xj”[‘r,/pipj, (132)
,J
ce qui nous incite a calculer les Tr,/p;p;. Si ¢ = j alors ¢,, est une
homothétie de rapport épi, ot d = dimg(L). Si i # j, le polynome
minimal de ,/p;p; est X? — p;p; € Q[X], et donc

Xypms = X = Try/pip; X714 - (133)
= 1% = (X7 —pipy)? = X —pip; X2 4o (134)

On en déduit la nullité de la trace Tr,/p;p; = 0, d’out
1 T
t _ 2,
xGx = y 2_1 I p;. (135)

D’autre part , la linéarité de la trace donne

- 2
tyGa = Tr inxjw/pipj =Tr (le\/pT> . (136)
i=1

(2%

Nous sommes préts a conclure. Soit . A;\/p; = 0 une combinaison linéaire
nulle & coefficients rationnels \; € Q. Alors, si A = (\;); € Q",

2
T 1 T
i=1

i=1
La positivité des A2p; assure que les \; sont tous nuls, d’ott la liberté de la
famille.

Remarque 28. La dimension de Q(,/p1, ..., /Pr) sur Q est 2".

Remarque 29. Le polynéme minimal d’un endomorphisme linéaire n’est pas en
général irréductible, et donc le polyndéme caractéristique n’est pas en général
une puissance du polynéme minimal.
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10 La fonction de Weierstra

Le contenu de cette section provient du cours de Denis Choimet, donné au
Lycée du Parc en 2013-2014, et se trouve également dans son livre [4] au cha-
pitre VII, exercice 1 p. 199.

En cherchant des exemples de fonctions continues dérivables nulle part,
Weierstra/3 propose en 1861 ’exemple suivant :

1 )

W(z) = Z on OXP (2mit) . (138)
n=1

Il est élémentaire de voir que W n’est pas dérivable en 0. Pour cela, il suffit

de voir que la partie imaginaire Im(W) n’est pas dérivable en 0. Fixons ¢t > 0.

Alors, une inégalité de convexité donne

(W (£)) = Z sin(2”)t+ Z sin(2™)t (139)

27L 2"7,

2nt<r/2 2> /2

2 T sin(2™)t
> 2tC { >1, 2n <7} s e 14
e ardqn >1 2t_2 + Z on (140)

2> /2

2 ™ sin(2™)t
=2 gy (T[4 3T N "

“tlos2 (5 ) ]| T Z on (141)

2nt>m/2

Or, pour t — 07, on a

sin(2" > sin(27 ()
) ;i L IL)JH S _ o0, (42)

2nt>7 /2 2|-10g2(2t 2n

n=0

Le taux d’accroissement autour de 0 vérifie donc

B > 2 iogy (1)] +0(1) — 4o (143)

En revanche, ’étude de la dérivabilité de W en d’autres points est plus dif-
ficile. On peut se convaincre rapidement que I'emploi de quelques formules de
trigonométrie ne suffit pas a transporter le résultat obtenu en 0 ailleurs. I1 faut
changer de méthode.

C’est par I’analyse harmonique que nous allons obtenir ce que nous voulons.
En regardant les coefficients de Fourier de W, qui ne décroissent pas plus vite
que 1/n, on peut déja voir que W ne peut étre de dérivée continue par morceaux.

Plus précisément, nous allons isoler les harmoniques de W en utilisant des
“filtres” et ensuite les conséquences d’une éventuelle dérivabilité de W sur les

coefficients de Fourier. Cette méthode est due a M. Riesz.

Nous notons S la classe de Schwartz et nous considérons ¢ € S telle que

supp(¢) C B,Q] et ¢(1) =1. (144)
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On pose encore, pour p > 1, ¢,(x) = ¢ (2%) Les fonctions ¢, vérifient
supp(¢,) C [2P71,2PT1] et ¢, (2P) =1, (145)

de sorte que ¢,(2™) = 6y, pour p,m > 1.

Puisque la transformée de Fourier définit un isomorphisme F : S — S de
la classe de Schwartz sur elle-méme, nous pouvons fixer une fonction ¢ € S telle
que ¥ = ¢. Alors, un changement de variable donne

+0o0 T +oo )
() = w(t)exp(—it—)dt = op ¥ (2Pt et (146)

2p t/2P—t oo

Les fonctions ¢, sont donc des transformées de Fourier ¢, = z/;p avec ¥, (z) =
2P (2P ).

Calculons les produits de convolution W * 1. Pour x € R,

+oo

W)= [ S uy(t) gy exp (@it — 1)t (147)
X p=1

- 1 2"z e n;

=y T Vp(t) exp (—2"it) dt (148)
n=1 -0

= 3 e 0 (2) (149)
n=1

= 2% exp(2Pit). (150)

Ici, linterversion des symboles Y — [ est justifiée par le théoréme de Fubini,
puisque est remplie la condition

oo +o0
Uy(1) g exp (2" — t))‘ dt = (Z an) [ ol < oc.

(151)
Maintenant, fixons x € R et supposons la dérivabilité de W en z. Nous allons
voir que cela a une conséquence sur la forme de W s ¢, ().

n=1

On peut écrire
W(t) =W(x)+ (t —2)W'(z) + (t — z)e(t), (152)

ou € est une fonction continue bornée telle que e(z) = 0. Alors le produit de
convolution W x ¢, () s’écrit

+oo
W sy (z) = L (W(z) —tW'(x) — te(z — t)] Pp(t)dt (153)
+oo +oo +oo
— W) [ wtd =W [ i [t v 0
(154)
+oo
= W (2)6,(0) — W(2)),(0) / te( — ), (t)dt. (155)



Mais souvenons-nous que supp(,) C [217*1, 217“]7 ce qui implique que ¢,(0) =
¢,,(0) = 0. Ainsi,

+oo
Wk, (x) = — /_ te(x — t),(t)de (156)
oo+oo
Y / te(x — by (2Pt)dt (157)
+oo
= 72% e (x - ;p) b(1)dt. (158)

Le théoréme de convergence dominée assure alors que

/m e <g: _ ;p) Y(t)dt —> 0, (159)

o p——+oo

et donc que
1 or 1
2—pe2 =W s,(z) =0 <2p) : (160)
C’est ’absurdité que nous cherchions!
Remarque 30. On peut facilement déduire de ceci que I’ensemble des fonctions
continues C°[0, 1] dérivables en aucun point de ]0, 1] est dense dans C°[0, 1]. Pour
voir ceci, on approche f € C°[0, 1] d’abord par p € C[X] tel que ||f — P| =~ <,
puis on a ||f — (P + eW)|r~ < 2, la fonction P + eW n’étant dérivable en
aucun point.

Remarque 31. Le résultat que montre Weierstraf est que si 0 < a < 1 et
ab>1+ 37” alors la fonction

W(z) = i a"™ cos(b™x) (161)
n=0

n’est dérivable en aucun point. Hardy étend en 1916 ce résultat 4 0 < a < 1 et
ab > 1.

Remarque 32. Avant que Weierstra3 ne donne son exemple de fonction continue
nulle part dérivable, Riemann propose en 1860 la fonction suivante :

> sin(n?
R(z)=_ % (162)

Il est élémentaire de voir que R n’est pas dérivable en 0, mais la dérivabilité
en les autres points est pendant longtemps restée mystérieuse. Les travaux de
Hardy et Littlewood (1914 et 1916), puis de Gerver (1968) montrent que R
est dérivable en x € R si et seulement si z est un nombre rationnel qui peut
s’écrire comme le quotient de deux entiers impairs. Le chapitre VII de [4] est
entiérement consacré a la fonction R de Riemann.

11 Théoréme des phases de Salem

Le contenu de cette section provient du chapitre V de [4], pp. 116-120.

Ici, on note U = R/27Z.
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Théoréme 33 (Salem). On considére des amplitudes p1,...,pn > 0. Alors il
eriste des phases ¢1,...,on € R telles que

N 1/2

< Cy/log(N) (Z pi> ., (163)

k=1

N
Z pr cos(kt + ¢r)
k=1

Lo (teU)
ot C est une constante numérique.

Démonstration. L’idée générale de la preuve est d’utiliser le fait que les normes
LP et L*° sont approximativement égales pour p assez grand. Puisque la norme
LP a un comportement plus régulier que la norme L°°, il sera plus facile d’ajus-
ter les phases ¢y afin d’obtenir un minimum.

On considére donc un entier pair p > 2 que nous prendrons “assez grand”
dans la suite. Pour 2 = (z1,...,xx) € RY, posons

N

Fla,t) = prcos(kt + z) = falt). (164)

k=1

Etape 1 : optimisation de || fz||zr-

Posons
1 27

vz € RN, F(z) f(z, t)Pdt. (165)

= g ;
Il ressort du théoréme de dérivation sous le symbole intégral que la fonc-
tion F est de classe C* sir RY. De plus, elle prend toutes ses valeurs
sur le compact [0, 27]V. Elle admet donc un minimum en un v € [0, 27]V.

La matrice hessienne V2F (1)) est alors symétrique positive, et ses valeurs
propres sont des réels positifs (ou nuls). Ainsi, la trace Tr[VZF(¢)] =
AF (1) est positive ou nulle, puisque c’est la somme des valeurs propres.
Calculons cette trace. Pour 1 < k < N,

oF 1 [ o1 ,
(@) = 5 / pf(a, )" [ppsin(kt + z)]dt (166)
O?F 1 [ P
G @ =5 [ plo = D0 2o s it )
k 0

1 27

- — pf(x,t)P " py cos(kt — xp)dt, (167)
2m Jo

en sommant sur k et en évaluant en 1,

_plp=1) [ 2 (N 2 i
AFR@W) === | J@,07 D pksin® (Kt + i) | dt
k=1

P 2
_ = p
|, f(,t)Pdt > 0. (168)

28



En majorant sin? par 1, nous obtenons I'inégalité suivante :

||f(1' t)“Lp(teU) (Zpk> 0 f 1/)7 )p72dt. (169)

Etape 2 : majoration de la norme LP.

Si g € L*>(U) alors I'inégalité de Holder assure que la fonction : g —
llgllza est croissante. On en déduit

1

o f(w, P2t = || full 2 < I fulltn (170)

et, en combinant ceci avec (169),

N
1fsll2s < (- 1) <Z ,o) (171)
k=1
1/2
1llr < /o - (Zpk> . (172)

Etape 3 : comparaison avec la norme L.

Tout d’abord, remarquons que si g(t) = Z,iw:_ 1 axe’Ft est un polynome
trigonométrique, 1'inégalité de Cauchy-Schwarz dans CM fournit

M M /2 , 1/2
=D kage™| < (Z W) (Zk) < Mg
-M -M -M
(173)
19/ [l < CM*2||g|| o, (174)

ou dans ces deux inégalités, C' > 0 est une constante numérique.

Munis de cette majoration, utilisons I’inégalité des accroissements finis
pour minorer |fy| au voisinage d’un maximum. Soit ¢y € U tel que

| fo(to)l = |Ifpllee = A (un tel ty existe puisque fy, est continue et
prend toutes ses valeurs sur le compact [0, 27]"V). Alors, pour t € R,
[fo () = Al < | fy ot —to] < C@N)Y2| fyllpeet —tol.  (175)

Et donc, pourvu que |t — to| < W, on a |[fy(t) — Al < 3A et

|f(t)] = FA. Ceci nous permet de minorer la norme L? par la norme
oo

1 [ 1 [otcanse P
— Pt > — p >7 -
m | petrar= o [ popars o (G100 ) i

2c(2N)3/2
(176)
1/p
I follz <2 (20CC@NY2) " | £l (177)
[fplle < 2(C'N)Z | fy |1, (178)

ou C" > 0 est (une autre) constante numérique.
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Etape 4 : conclusion.
Les inégalités (172) et (177) donnent ensemble

1/2 ; Ny 12
Ifollz= < 2(CN)2\/p—1 (Z Pk) =2y/p—1lexp (2plog(CN)> (Z Pi) .

k=1
(179)

Choisissons p comme étant le plus petit entier pair tel que % log(CN) <
1. Alors on a effectivement

1/2
| £yl < Ctey/log(N) (Zm) ~ (180)

O

Remarque 34. Le terme +/log(N) dans le théoréme est optimal, c’est a dire qu’il
ne peut pas étre remplacé par un terme de croissance plus lente. Il y a plusieurs
fagons de voir ceci. Par exemple, [4] remarque que 1’égalité est atteinte pour

M
t) =" cos(3" + ). (181)

En effet, le spectre A = {3* k > 1} de f forme un ensemble de Sidon (voir
section 2). Ainsi, si N = 3™ est le degré de f, quelque soient les phases ¢y,

1/2
M =logs(N) < Ctel|f||z~ < Ctey/log(N) <Z pk) = Ctelogs(N). (182)

Remarque 35. 1l existe un moyen beaucoup plus élémentaire de voir 'optimalité
e y/log(N). Considérons un signal de la forme

vt € R, INGE zn:cos(/\kt + o), (183)

k=1

oll A > 2 est un nombre entier. Nous allons montrer ’existence de deux constantes
numériques C7,Cy > 0 telles que

VA Z 027 ||f)\||Loo Z Cln. (184)

On obtient, en posant définissant N comme étant le degré du polynome (183),
c’est a dire N = A",

Il fxllze n
> Cte—= = Ctey/log(N). 185
Al = m ) (185)

Démonstration de l’inégalité (184). On procéde par récurrence sur n > 1. On
écrit

t) = Z cos(A* + o) + cos(\"by,) 1= g (t) + cos(\"¢y,). (186)

k=1
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L’idée générale est que, comme gy est constitué de fréquences inférieures & A"~ 1,
cette fonction sera “presque constante” sur une période de cos(A\™ + ¢,,). Par
conséquent, on s’attend a ce que

[fallze = llgallzes + 1. (187)

Rendons rigoureux cet argument. Par hypothése de récurrence, nous savons
déja que ||gallr > Ci(n — 1) dés que A > Cs. Fixons tg € R tel que ||ga||r~ =
lga(to)| > 0. La fonction gy est en effet non identiquement nulle, par indépen-
dance linéaire des monoémes trigonométriques. Posons

s = min {t >to, cos(A"t+ dn) = g)‘gog } <to+
A(to

2T
an’

(188)

Le nombre s est la valeur du paramétre de temps la plus proche de ty qui fasse
contribuer le cosinus a une augmentation de “presque 1”7 & || fx|| Lo . Ecrivons-le.

Ifa(s)] = |ga(s) + Zigg; ‘ = |ga(to) + |§i$$| + gx(8) — ga(to) (189)
> [oatto) + 2008~ gl o — o (190)

En calculant explicitement la dérivée de g, et en majorant brutalement, on
trouve que

n—1
A1l N
e Y A=) < . 191
llgxllz ; o1 S (191)

Nous pouvons, en reprenant U'inégalité (190), effectuer notre minoration :

2r A"
[llze = llgallpe +1 = o ~— (192)

AP A —1"
Ceci montre qu’il est possible de choisir comme constantes

2

Cr=1=+7

(193)

et (7 suffisamment grande pour avoir Co > 0. Comme ces constantes sont
indépendantes de n, on peut les utiliser & chaque étape de la récurrence pour
avoir ||fa]lre > nCi, ce qui achéve la démonstration.

O

12 Théoréme de Kolmogorov sur la convergence
de séries aléatoires

Le contenu de cette section provient de [2], chapitre 22, pp. 296-299.

Nous nous intéressons & la convergence se séries dont les termes sont des
variables aléatoires centrées indépendantes.
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Théoréme 36 (Kolmogorov). Soit (22, A, P) un espace de probabilité et X1, Xo,..., X;, ... €
L?(Q2) des variables aléatoires centrées mutuellement indépendantes. Si Zj>1 Var(X;) <
+oo alors la série Y, X; converge presque-sdrement. -

Démonstration. La preuve de ce fait repose sur une inégalité maximale, elle
aussi due & Kolmogorov.

Lemme 37 (Inégalité de Kolmogorov). Avec les mémes notations, pour tout
n>1,

1< 9
Ve > 0, max. .ZXk >e| < = Z Var(X5) (194)
= —
Admettons provisoirement ce lemme et concluons. Nous allons montrer que
X nie le critére de Cauchy avec probabilité nulle. Fixons e > 0. L’inégalité
J

de Kolmogorov fournit, pour n,r > 1,

n+k r
Joax. AZ Xj|ze) <- ‘Z Var(X) (195)
j=n+1 j=n-+1
1 (oo}
<5 > Var(X;). (196)

j=n+1

La continuité croissante des mesures de probabilité permet de faire r — 400
dans cette inégalité en obtenant

n+k o)

sup Z Xj|>e€ %2 Z Var(X;). (197)

k2115 —nt1 j=n+1

Ensuite, comme pour tout p > ¢ > N > 1 entiers,

P P N+E
doxii=] ) X Z X; <2sup > Xj| < oo, (198)
Jj=q j=N+1 j=N+1 ZHj=N+1

nous déduisons de (197) que, pour N > 1,

N+k

1
P sup ZX >e| <P |sup Z X;| > ce (199)
p>q>N T, k2105 50 2
4 oo
<= ; :
<3 42 Var(X;) . — 0 (200)
j=N+1
Enfin, la croissance de la mesure donne, pour chaque M > 1,
p p
P sup X:|>el <P sup X:|>e€ — 0 (201)
]Q1P>Q>N qu ’ p>q>M qu ’ M—+o0
P
Pl () swp |D X;|>e]|=0. (202)
N>1PZN =g

32



et donc, par o-sous-additivité,

P

Pl U ﬂ sup ij >e| =0, (203)

ceQy N21P7 >N [y
ce qui conclut la preuve. O
Démonstration du lemme. Posons S, = X1 + -+ - + X pour k > 1 et notons
A= (S <e)n(|Sel<e)n---N(|Sk — 1] <€) N (|Sk| > ¢€), (204)

de sorte que les A; soient disjoints avec P (41 U --- LU A,) = P (maxi<j<n |Sj| > €).
On a donc

E(S?%) > zn:/ Sy (w)2dP(w) = Zn:/ (S7+5;—52)dpP (205)
Jj=1 Aj j=1 Aj

= Zn:/ [S7 + (Sn — 8;)(Sy + ;)] dP (206)
j=1"4

= i/ (S +25;(Sn = Sj) + (Sn — 5;)*] dP (207)
j=1"4

e i/ [S7 +28;(Sn — 55)] dP. (208)
A.

J

<.
I
—

Nous allons maintenant utiliser I'indépendance des X;. On a :

Sj S O'(Xl,X27...,X]‘)
Aj S O'(Xl,XQ,...,Xj) . (209)
Sn — Sj S O—(XjJrl, ,Xn)

On en déduit que les variables aléatoires 1 A, S; et S, —S; sont indépendantes.
En particulier,

/ S; (S, — S;)dP = E [14,5;(S, — 5;)] = 0. (210)
Aj

Nous pouvons terminer la preuve :

E(S2?) > Z/ S2dP (211)

1<j<n

> 2P |_| Aj | =€P < max |S;| > e) . (212)

O

Remarque 38. En particulier, si €1, €s, ... sont des variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi de Rademacher R(1/2) sur un méme espace de probabilité,

alors la série c
Z 7 (213)

est presque stirement convergente pour tout € > 0.
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Remarque 39. Le résultat de convergence que nous venons de montrer admet
une réciproque partielle (voir [10] chapitre 1, théoréme II1.4 pp. 22-23) : si
X1,X5, ..., X0, ... : & — R sont des variables aléatoires indépendantes (pas
forcément centrées) et uniformément bornées par une constante C' > 0, alors la
convergence presque-sire de la série 3 X; implique que -, Var(X;) < +oo.

13 Inégalité d’Etemadi et convergence de séries
aléatoires

Le contenu de cette section est tiré de [2], chapitre 6, pp. 297-299.

Théoréme 40. Soit (2, A, P) un espace de probabilité et X1, ..., X, ... : 2§ — R
des variables aléatoires indépendantes. La série Y, X, converge presque-strement
si et seulement si elle converge en probabilité.

Démonstration. Puisque la convergence presque siire implique la convergence en
probabilité ([2] chapitre 4, théoréme 20.5 p.274), il nous suffit de montrer que
si la série > X,, converge en probabilité alors elle converge presque siirement.

Nous utilisons I'inégalité maximale suivante :

Lemme 41 (Inégalité d’Etemadi). Avec les mémes notations, sin > 1 et € > 0

k k
P lrgnka%(n .ZXj >4e | < 411Snka%(np .ZXj >el. (214)
Jj=1 Jj=1
Nous prouverons ce lemme aprés avoir démontré le théoréme. Nous allons
montrer que ) X; nie le critére de Cauchy avec probabilité nulle. Soit € > 0
fixé.
Notons S : 2 — R la limite en probabilité de S,, = X7 + -+ + X,,. Alors,
pour n,j > 1,

1 1
P(|Sn+; —Snl =€) <P (|Sn+]‘ -S| > 26) +P <|Sn -S| > 26) . (215)
de 14,

SUp P(|Sy 15— Su| > €) < supP (snﬂ- 8> ;) P (sn 8> ;) (216)

Jj=1 Jj=21
et, comme S,, — S en probabilité,

ngrfoo 21111) P(|Sn+; — Snl > €) = 0. (217)

L’inégalité d’Etemadi fournit par ailleurs, pour & > 1,

1
P N > < P R > -
(féljagxk [Sn+j — Snl e) 4 11%?2(1« <|Sn+J Snl 46) (218)
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et, par continuité croissante, lorsque k£ — 400 dans cette inégalité,

1
P (sup |Sntj — Sn| > e) <4supP (SnH -S| > e> (219)
Jj=1 Jj=1 4
P (ISuss — Sul > 2e) — 0 (220)
n+J = 46 n—+oo
Enfin, si p > ¢ > N sont des entiers,
D D q—1 N+k
ZXj = Z Z X;| < 2sup Z X; —25up\SN+k—SN|
i=q j=N+1 j=N+1 k>1 1 N
(221)
et donc
u 1
Pl sup Xj|>e€e] <P <sup|SN+k — Sn| > e) — 0. (222)
p>q>N |0 k>1 2 ) No+oo
La croissance de la mesure donne ensuite
P
Pl () swp |D X;|=e]=0 (223)
N21p>q>N’j:q

et la o-sous-additivité de la mesure donne enfin

P

Pl U ) sw D Xj|=e| =0 (224)

Qs N>1PN iy

Démonstration du lemme. Posons, pour k > 1,
B = (|51] <4e)n--- N (|Sk—1| < 4e) N (|Sk| > 4e) (225)

de sorte que les By sont des événements disjoints tels que P(B; U --- U B,) =
P(maxi<k<n |Sk| > €). Alors, la croissance et la o-sous-additivité de la mesure
donnent ensemble :

P( max |Sk|>¢€) =P ((énlggn |Sk| > 46) N[(|Sn] = 2€) U (|Sn] < 26)})

1<k<n

(226)
<P(|Sn|>2€)+P< 1S, | < 2¢) N |_|Bk> (227)
=P (|Sn] > 2¢) + )y P(B), N[|S,| < 2¢€]) (228)

k=1

n—1
P (|Sn| > 2¢) + P(Bk N [|Sn — Sk| > 2¢]). (229)

k=1
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en effet, |S,| < 2¢ et [Sk| > 4. impliquent |S,, — S| > 2¢. Nous nous servons
maintenant de I'indépendance des X;. Nous avons

{Bk € o(X1, Xa, .., Xi) (230)

Sn_k: (S O'(Xk+1, ~-~,Xn)

ce qui implique que les événements By et |S, — Sk| > 2¢ sont indépendants.
Ainsi, en convenant que Sy = 0,

n—1
P(1I§n1§§n |Sk| > 4e) <P (|Sn| > 2¢) + kz_l P(Bk)P([|Sn — Sk| > 2¢€]) (231)
< — >
< [Ogglgg_lmsn Skl > 2e>] (1 +;P<Bk>> (232)
< — > .
< 20;1?27}5—1 P(|Sy, — Sk| > 2¢) (233)
En appliquant l'inégalité (233) a la suite Y; = X,,_;4+1, nous obtenons une
inégalité symétrique :
P( max |S, — Sk| > 26) < 2 max P(|Sk| > 2e). (234)
0<k<n—1 1<k<n

La combinaison des inégalités (233) et (234) donne le résultat :

P(lrgnkagn |Sk| > 4e) < 20;1?27}5—1 P(|Sy, — Sk| > 2¢) (235)
< 2P <O<r]£1<ar>l(1 |Sn — Sk| > 2€> (236)

<4 max P(|Sk| > €). (237)

O

Remarque 42. Le théoréme que nous venons de montrer a pour conséquence le
théoréme de Kolmogorov sur les séries aléatoires (section 12). En effet, si les
X vérifient i>1 Var(X;) < 400, alors la série ) X; converge en probabilité :
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev fournit :

p p
1
E > < — E ; .
P par X] =~ € S 62 par Var(X])p>qZTL+OOO (238)

Par ailleurs, I'inégalité d’Etemadi implique celle de Kolmogorov, & un facteur
64 prés, toujours via 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

14 Alternative de Fredholm

Le contenu de cette section provient du Chapitre 6 de [3].

Dans tout ce qui suit E est un espace de Banach dont on note | . || la norme.

36



Lemme 43 (de Riesz). Soit F' C E un sous-espace fermé strict. Alors, pour
chaque € > 0, il est possible de fixer u € E de norme unitaire ||u| = 1 tel que
du, F) > 1 —e.

Démonstration. Bien sir, on peut supposer 1 —e > 0 et F # {0}. Soit v € F
avec v ¢ F. Alors, puisque F' est fermé, d(v, F') > 0. Soit fy € F tel que

d(v, F
d(w. F) < o - foll < XD (239)
Alors le vecteur de norme unitaire
v—fo
Uy=—— (240)
v — foll
vérifie, pour f € F,
v — fo 1
o= 1= | 22 = g = o= o+ o= DI )
lv = foll lv— foll
d(v, F)
> 7 >1—ec (242)
[v— foll
Ceci conclut la preuve. O

Remarque 44. Le théoréme de Riesz, qui assure qu’un espace normé est de di-
mension finie si et seulement si sa boule unité est compacte, est une conséquence
directe de ce lemme.

Théoréme 45 (Alternative de Fredholm). Soit T : E — E un opérateur com-
pact. Alors

1. On a dimker(I = T) < +o0,
2. Le sous espace Im(I —T) est fermé dans E,

3. L’opérateur I — T est injectif si et seulement si il est inversible.

Remarque 46. Soit A € C*. Le premier point affirme que le sous espace propre
associé & A est de dimension finie (éventuellement nulle). Le troisiéme point
affirme que A est une valeur spectrale de T si et seulement si c’est une valeur
propre.

Démonstration. Montrons le premier point. Notons F' = ker(I — T). Clest le
sous-espace des points fixes de 'opérateur 1. Alors, si By est la boule unité
fermée de F' et By celle de E, on a Bp C T(Bg) ce qui implique que B est
une partie compacte de E, donc de F'. Le théoréme de Riesz assure que F' est
nécessairement de dimension finie.

Montrons le deuxiéme point a ’aide de la caractérisation séquentielle de la
fermeture. Munissons nous d’une suite de points y,, € Im(I —T') qui convergent
dans E vers une limite y et montrons que y € Im(I — 7).

Pour chaque n > 0, on peut fixer x, € E avec y, = x, — Tx,. Ensuite,
comme ker(I — T') est de dimension finie, il existe un wu,, € ker(I — T) tel que

d(xp, ker(I = T)) = ||2n — uy| (243)
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Alors, comme T'u,, = uy, on a
Yn = (Tn — uy) — T(xp — uy). (244)

Distinguons deux cas.

1. Supposons que ||z, — u,|| reste borné. Alors, puisque T est compact,
quitte & extraire, on peut supposer la suite T'(x,, — u,) convergente de
limite w € E. Comme y,, — y, la relation (244) implique que

Ty — Uy —> Y+w:=1I, (245)
n—-+o0o
et, par continuité de T, on a T(z, — u,) — TIl. Comme par ailleurs
T(x, — u,) — w, Uunicité de la limite fournit 7! = w, et donc y =
I —w=1—-"TI, dou le résultat.
2. Supposons maintenant que ||z, —uy, || ne soit pas borné. Quitte a extraire,
on peut supposer |2, — u,| — +00. Posons
Ty — U
wy = (246)
|20 — ynll
Comme les w,, sont de normes unitaires, quitte a extraire, on peut suppo-
ser la suite T'w,, convergente de limite z € E. La suite (y,, ) est convergente
donc bornée. Ceci implique que

Yn

wy, —Tw, = —— —
lZn — un| no+too

0, (247)

et donc w,, — z. L’élément z satisfait donc z =Tz et z € ker(I —T). 11
en découle
w, — z€ker(I-T) (248)
n—+o00

et, en particulier, d(wy,ker(I —T)) — 0. Or, comme u,, € ker(I —7T),

d(wn, ker(I — T)) = d (M ker(I — T)) (249)
=d (”xnun”,ker(l - T)) (250)
_d(zp,ker(I =T))
= =L (251)

ce qui est absurde.

Le deuxiéme cas ne peut étre vérifié, ce qui implique que le premier cas ’est
automatiquement et conclut la preuve du deuxiéme point.

Montrons le troisiéme point. Tout d’abord, si I — T est inversible alors il est
nécessairement injectif. Supposons que I — T est injectif et supposons qu’il n’est
pas surjectif !! en vue d’obtenir une contradiction.

Posons F1 = Im(I —T). C’est un sous espace fermé strict de F stable par T
On peut considérer la restriction T = T By - FEy — Ei. Montrons que T} vérifie
les mémes propriétés que T

11. Le théoréme d’inversion de Banach assure que, puisque I — T est injectif, il est non
inversible si et seulement si non surjectif.
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1. L’espace E; est fermé dans ’espace de Banach F, donc est aussi un espace
de Banach.

2. L’opérateur T est la restriction de l'opérateur compact T'. C’est donc
aussi un opérateur compact.

3. L’opérateur T7 n’est pas surjectif. En effet, si By = Im(/ —T31) = ( —
T)?(E), l'injectivité de I — T fournit Ey & Fj.

En raisonnant par récurrence, on construit ainsi une suite de sous-espaces fermés

G B CE,G  CEGE GE. (252)

Le lemme de Riesz permet alors de fixer, pour chaque n > 1, un élément u,, € F,,
tel que ||u,|| = 1 et d(uy, Epy1) > 1/2. Montrons que la suite T'w,, ne peut avoir
de suite extraite convergente, ce qui fournira la contradiction convoitée. Pour
p>q,ona:

Tup — Tug = —(up — Tup) + (ug — Tug) + up —ug. (253)
—~—
€EEpt1 Eqt1 Epta

92 . _
Comme F, 1 C E, C E4y1, cela permet d’écrire Tu, — Tug = wpq — Ug avec
Wpq € Fqq1. Par construction de w4, on a alors

[Tup — Tugl| = llwpg — ugll 2 1/2, (254)
ce qui interdit l’existence d’une suite extraite convergente. O

Remarque 47. Les exemples d’opérateurs compacts ne manquent pas. Par exemple,
les opérateurs a noyaux

1
Tf(z) = /O FOK(,z)dt (255)

définis sur L2(0,1) (ott K :[0,1] x [0,1] — C est continue) sont des opérateurs
compacts. Mais ce ne sont pas les seuls! Les réciproques de certains opérateurs
différentiels elliptiques sont compactes : par exemple, I'opérateur réciproque du
Laplacien sur un ouvert borné 2 de classe C', A : H%(Q) N H}(Q) — L*(Q),
définit un opérateur compact 12 A= : L2(Q) — L%(Q).

15 Théoréme du point fixe de Brouwer dans le
plan

Le contenu de cette section provient de la Section 6 du Chapitre 25 de [1].

Nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréme 48 (du point fixe de Brouwer). Soit D C R? le disque unité fermé
et f: D — D une application continue. Alors f admet un point fize.

12. Certes, on pourrait répliquer que ’opérateur résolvante A~ est un opérateur & noyau,
ce noyau étant une fonction de Green associée & ) avec des conditions de Dirichlet sur 9S2.
Il n’en reste que le Laplacien est d’abord un opérateur différentiel dont nous observons a
posteriori qu’il a un résolvante s’écrivant sous la forme d’un opérateur a noyau.
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Remarque 49. Tout compact convexe du plan est homéomorphe au disque unité.
Le résultat s’étend donc aux fonctions continues définies sur de tels compacts.

La preuve de ce théoréme repose sur un résultat de théorie des graphes, le
lemme de Sperner. C’est lui qui permet de trouver une suite de points ayant
comme valeur d’adhérence un point fixe de f, valeur d’adhérence dont I’existence
est garantie par la compacité de D.

Démonstration. Tout d’abord, le disque unité fermé est homéomorphe au tri-
angle A de R? bati sur les vecteurs de la base canonique e; = (1,0,0), es =
(0,1,0) et e3 = (0,0,1). Nous pouvons donc nous ramener au cas f: A — A.

Avant d’énoncer le lemme de Sperner, disons quelques mots sur la notion de
triangulation.

Définition 50. Soit 7 C R? un triangle fermé du plan.

1. On nomme triangulation de T un ensemble fini de triangles fermés plans
d’intérieurs non vides et disjoints 7 = {71, ..., T,,}, dont 'union est exac-
tement T' et tel que chaque coté d’un T} est partagé par au plus deux
triangles de 7 (dont T). En particulier, un triangle peut partager ses
sommets avec plusieurs triangles, mais ne partage ses cotés qu’avec au
plus trois autres triangles de la triangulation.

2. Les sommets V de la triangulation sont les sommets des triangles T} et
les arétes E de la triangulation sont les arétes de ces triangles, définissant
ainsi un graphe (V, E).

3. Enfin, on note §(7) la longueur de l'aréte la plus longue de la triangula-
tion.

F1GURE 1 — Une coloration vérifiant le lemme de Sperner. Les triangles dont les
sommets sont colorés de trois couleurs différentes sont grisés.

Lemme 51 (de Sperner). Soit T un triangle fermé du plan bati sur les sommets
Vi, Vo et V3 et soit T une triangulation de T. Munissons chaque sommet d’une
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“couleur” choisie™® dans l’ensemble {1,2,3} telle que (la figure 1 fournit un
exemple d’une telle triangulation)

1. chaque V; prend la couleur ¢, pour 1 <i < 3,
2. pourl <i# j <3 et pour chaque sommet V élément du segment [V;, Vj],
la couleur du sommet V' est soit i soit j.

Alors il existe un triangle T' € T dont les sommets sont colorés de trois couleurs
différentes.

Preuve du lemme. Nous allons montrer qu’en fait le nombre de triangles dont
les sommets sont colorés de trois couleurs différentes est impair (donc non nul).

Considérons le nouveau graphe G = (V/, E’) suivant :

1. Les sommets de G sont V = {T1,...,T,,} U {R? — T'}. Chaque face de
la triangulation est une sommet de G, ainsi que la face “a l'extérieur”
RZ-T.

2. Deux sommets de G sont reliés par une aréte si et seulement si leur
intersection est une aréte de la triangulation dont les sommets portent
les couleurs distinctes 1 et 2.

Le graphe G est représenté par la figure 2.

FIGURE 2 — Représentation du graphe G.

Aucun sommet intérieur de G (c’est a dire différent de R? — T') ne peut étre
de degré'* 3 et les seuls sommets intérieurs de degré 1 sont les triangles dont
les sommets sont colorés de trois couleurs différentes. Il s’ensuit que les seuls

13. Plus précisément, on se donne une application : V. — {1, 2, 3}.

14. Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes le reliant & d’autres sommets. Rappelons
que, comme chaque triangle T' € T partage ses cotés avec au plus trois autres triangles, les
degrés des sommets de G sont majorés par 3.
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sommets intérieurs de degré impair sont les triangles tricolores.

Cependant, le sommet “extérieur” R? — T de G est nécessairement de degré
impair. En effet, il ne peut y avoir qu’un nombre impair de changements entre
1 et 2 le long de l'aréte [V1, V5] du triangle T'.

Enfin, le nombre total de sommets de G de degrés impairs est nécessairement
lui-méme pair puisque,

2E'| = ) deg(v). (256)

veV’

(Cette relation traduit simplement le fait qu'une aréte lie deux sommets.) Le
nombre de triangles tricolores est donc nécessairement impair.
O

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théoréme de Brouwer. Nous
voyons le triangle A C R? comme faisant partie du plan, isométrique a R?, qu’il
engendre.

On considére une suite 71,72, 73, ... de triangulations de A telle que, pour
k > 1, la triangulation 711 est la triangulation barycentrique de Ty (voir la
figure 3). Alors 6(7x) — 0.

FIGURE 3 — La triangulation barycentrique d’un triangle.

Si I'une des arétes de la triangulation 7 est un point fixe de f, la preuve
est terminée. Dans le cas contraire, pour chaque k > 1, nous définissons la
coloration suivante : si v est un aréte de la triangulation 7, on pose :

A(w) = min{i, fi(v) < v}, (257)

ou f;(v) et v; sont les i-iémes coordonnées des vecteurs f(v) et v. Le nombre
A(v) est le plus petit indice ¢ pour lequel la i-iéme coordonnée de f(v) — v est
strictement négative. Assurons nous que cette coloration est bien définie.

Tout d’abord, par choix de A C R3, chaque z € A vérifie 1 + 29 + 23 = 1
et donc ), (fi(v) — v;) = 0. Comme nous avons supposé qu’aucune des arétes
de la triangulation 7 est un point fixe, cela implique que I'une au moins des
coordonnées f;(v) —v; est strictement positive tandis qu’une autre au moins est
strictement négative. La coloration A est donc bien définie.
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Vérifions que la coloration A satisfait les hypothéses du lemme de Sperner.
Tout d’abord, le sommet e; de A prend nécessairement la couleur ¢ puisque 7 est
la seule coordonnée négative de f(e;) —e;. De plus, si v est une aréte de la trian-
gulation qui se trouve sur le coté de A opposé a e;, alors v; = 0 et donc A(v) # i.

Le lemme de Sperner assure que, pour chaque k > 1, il existe un triangle
Ty, € Ti “tricolore” dont les sommets a, b, ¢ vérifient

/\(CLk) = 1, )\(bk) = 2, )\(Ck) =3. (258)

C’est ici qu’intervient de fagon cruciale la notion de compacité. Puisque A
est compact, la suite (ay) de points admet une suite extraite convergente. Quitte
& extraire, nous pouvons la supposer convergente de limite z € A. Montrons que
z est un point fixe de f.

Comme 6(7x) — 0, on a aussi by — z et ¢ — z. De plus, comme A(ay) = 1,
on a fi(ar) < ax,. La continuité de f fournit alors f1(z) < z;. On montre de la
méme maniére que fo(z) < 22 et f3(z) < z3. Alors, la relation ) . (fi(2) —2;) =0
force fi(z) = z; et donc f(z) = z. O

Remarque 52. Le théoréme de Brouwer s’inscrit dans une certaine opposition
au théoréme du point fixe de Picard-Banach. En effet, le théoréme de Brou-
wer requiert une hypotheése topologique forte (la compacité et la convexité) sur
I’ensemble sur lequel la fonction f agit et une hypothése faible sur cette fonc-
tion (la continuité), alors que le théoréme de Picard-Banach demande que f
soit contractante alors que I’ensemble sur lequel elle agit n’a besoin que d’étre
complet.

Remarque 53. Le théoréme de Brouwer reste vrai pour des compact convexes
de R™ avec n > 2.

16 Meéthode d’optimisation d’Armijo

Ce paragraphe est inspiré d’un texte de “modélisation” utilisé a l'oral de

calcul scientifique de I'agrégation.

On considére d > 1 et une fonction f : R — R de classe C' que I’on cherche
a minimiser. Si f est C' avec Vf localement Lipschitzienne, on peut utiliser
une méthode de gradient a pas fixe

Tnt1 = Ty — aV f(z,), (259)

qui converge dés que o > 0 est assez petit. L’ennui inhérent & cette méthode
est que, sans information globale sur f, on ne sait pas & quel point le pas «
peut étre petit, ce qui fait que la convergence est potentiellement trés lente.
La méthode d’Armijo est une descente de gradient a pas variable qui fournit
une réponse partielle & ce probléme, en ce qu’elle garantit, & chaque pas, une
certaine décroissance.

Soit 0 < 8 < 1 un paramétre fixé et (al(n)) une suite de pas “initiaux”, qui
peuvent peut dépendre éventuellement de x,. On considére encore une raison
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0 < r < 1 fixée. La suite (z,,) est définie par récurrence de la maniére suivante :

Tn4+l = Tp — O‘nvf(xn)

an = o (n)rk)

bn) = min {k € N, [ = ai()r*V f(@a)) < f(za) = Bas(m)r |V (@a) ).
(260)

Proposition 54. La méthode d’Armijo est bien définie dés que f est une fonc-
tion C'. Plus précisément, pour tout x € R?,

fle = aVf(@)) = f(z) = aB|Vf(2)* <0 (261)
dés que o > 0 est assez petit.

Démonstration. C’est une conséquence simple de la formule de Taylor-Young
qui fournit

fle—aVf(@) = f@)=alVf@)]+o(e), (262)

—0t

d’ou
fle—aVi@) = f@) —aBlVI@)? = a((8=DIVI@)?+o(1)), (263)
ce qui est strictement négatif pour « assez petit, en vertu du fait que § < 1. O

L’intérét de la méthode d’Armijo réside dans le théoréme suivant, qui fournit
une sorte de “garantie” sur son comportement asymptotique.

Théoréme 55. Supposons, en plus des hypothéses précédentes, que V[ soit
~v-lipschitzienne pour un certain v > 0. Alors au moins 'un des deux énoncés
sutvants est vérifié :

1. f(mn) ——n—0+ —O0,
2. Vf(xn) —n_o+ 0 (en fait, il apparait clairement dans la démonstration
que Vf(z,) € 12(n >0), ce qui implique la convergence).

Démonstration. Supposons que le premier énoncé ne soit pas vérifié : la suite
des f(x,) est minorée. La condition

F@ns1) < fzn) = Bas(n)r®|V f(an)? (264)

force la suite des f(x,) & étre décroissante. Elle est donc convergente, ce qui
implique, en utilisant & nouveau 'inégalité (264), que a, |V f(z,)? — 0F|. Pour
arriver a nos fins, il suffit donc de montrer que les «,, sont uniformément minorés.

Par définition de «,, = ai(n)r’f(”), le pas ay,/r ne vérifie pas la condition
(264), c’est a dire que

£ (o0 = 22V @) = flwn) = S8V ()| (265)
Une formule de Taylor & ’ordre zero donne
f (xn - %Vf(l‘,))
! e
= f(zn) —|—/O <Vf (xn - THtVf(a:n)) ’

Iy f(a:n)> dt (266)

r
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et donc

1
o
819 = [ (f (o0 = 2eV5(@n)) [V}t (207
0 T
Comme V f est 7-lipschitzienne, nous pouvons écrire

‘Vf (mn - %tw(mn)) V()

<V f(a)| 22, (268)

ce qui permet d’approcher le produit scalaire dans l'intégrale de (267) par

<Vf (x - %Nf(zn)) ’Vf(xn)> (269)
= (Vf (20 = 24V F(@a) ) = VE(@a) [V (0) + [V @) 2 (270)
> |V f(@a) 2 =V £ (@n) P72 (271)
= [V a)? (1= 1) (272)

En utilisant cette derniére inégalité dans (267), on trouve que, ou bien V f(x,,) =
0, ce qui implique que la suite x,, est constante & partir du range n, et cela
termine la preuve, ou bien,

r(1=5)
-

Ceci montre que les oy, sont bien uniformément minorés. L’affirmation V f(z,,) €
12 découle de ce que l'on puisse sommer l'inégalité (264), obtenir une somme
télescopique et en déduire :

B>1-

soit encore oy > 2

)an
T ( )

f(wo) =B VI (@r)[* > f(wngr) = inf f(wp) > o0 (274)

k=0

Le fait que les ay, soient uniformément minorés permet de conclure.

17 Inégalités de Cheeger pour les graphes

Ce long développement a son origine du chapitre 3, pages 29-32, du livre
[6] consacré au spectres de graphes. Je suis également trés redevable & Bruno
Colbois pour m’avoir initié aux problémes de théorie spectrale géométrique qui
ont inspiré ces quelques paragraphes.

On considére un graphe connexe fini non orienté G = (V| E) ne contenant
aucune boucle simple, c’est a dire que {i,i} ¢ E pour tout sommet i € V.

Définition 56 (Laplacien discret). Le Laplacien discret A est la matrice M)y |(R)
associée a la forme quadratique

vz eRY,  q(z)= Z (x(i) — 2(5))° (275)

dans la base “canonique” de RY. Dans la somme précédente, on note i ~ j
si deux sommets i,j € V sont adjacents dans G. Chaque couple de sommets
adjacents i ~ j est donc compté deux fois.
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Définition 57 (Constante de Cheeger). La constante de Cheeger de G est
définie par

oﬁ@A:{e:{i,j}éE, ieAetjgéA}, (276)

et ol 'infimum porte sur toutes les parties A C V' telles que |A| < |V|.

La constante de Cheeger mesure & quel point il est possible de couper le
graphe en deux morceaux reliés par un étroit passage. Si h(G) = |0A||A|~! est
petite, alors il existe un découpage du graphe V- = ALI°A tel que |A| < |©A], et tel
que les deux parties soient reliés par un passage A qui soit petit (relativement
a |Al).

Cette propriété peut représenter, par exemple, le point auquel le sommets
du graphe sont “reliés” entre eux par des “lignes de communication” solides : si
h(G) est faible, alors il suffit de bloquer un petit nombres d’arétes, celles de 0 A,
pour que le graphe ne soit plus connexe.

De fagon alternative, on peut voir ce probléme, comme la plus part des
problémes liés & un opérateur “Laplacien”, du point de vue des transferts de
chaleur. L’équation de la chaleur sur G se raméne a une EDO

u'(t) = Au(t) avec  u(0) =uy € RY. (277)

La répartition de température u(t) sur le graphe évolue suivant un processus
“diffusif”, c’est & dire que la température d’un point augmente ou diminue sui-
vant I’écart de température avec les points adjacents. Dire que la constante de
Cheeger est petite, c’est dire que le temps de relaxation de ce processus diffusif
est grand. Si V = AU “A avec 0A relativement petit, alors on peut imaginer
que la température initial uy soit grande sur A et faible sur ¢A. Comme les
deux parties ne peuvent s’équilibrer que par des échanges impliquant une mince
interface A, on s’attend & ce le processus prenne longtemps a atteindre un
équilibre ug = cte.

Cette intuition de la constante de Cheeger en termes de dynamique d’un
systéme différentiel (277) indique que h(G) risque d’étre lié aux valeurs propres
de la matrice A, et plus précisément a la plus petite valeur propre non nulle,
qui dicte la vitesse de la dynamique. C’est ce que formalise le théoréme suivant.

Théoréme 58. Awvec les notations introduites précédemment, on note 0 = A\; <
Ao <o < Ay le spectre de A dont les éléments sont comptés avec multiplicités.
Alors,

h(G)? .
s <A 2(G), k= max{deg(m), ze v}. (278)
K

Démonstration. On utilise le principe du min-max (de Courant-Fischer). Si A €
Sn(R) est une matrice symétrique ayant pour spectre p; < pg < -+ < pp, (les

valeurs propres étant comptées avec multiplicités) alors

A

U = min  max (Aelz) (279)

dim(F)=kzeF—{0} |||z]||? "

Dans ce qui précéde, le maximum porte sur les sous-espaces F' C R" de dimen-
sion k.
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Tout d’abord, la matrice A est évidemment positive avec (1,1, ...,1) € ker(A),
ce qui implique que A; = 0.

Ensuite, on considére V' = A U B une partition non triviale de ’ensemble
des sommets, choisie de maniére a ce que |A| < |B|. Posons

Bl :=b sixz € A,

_ 280
/(@) {—A| '=—a sizeB. (280)

Alors f L (1,...,1) si bien que, d’apreés le principe du min-max (279), on a

1%

Az < ,
2= HE

(Aflf) = (281)

Hfll2

ou df € RV est un vecteur de norme
. N2
ldfl? =D (F() = £(0)™ (282)
inj
Un calcul direct montre que

2
|df||*  |0A|(a+b)? |8A| a+b \8A\ (1 n %) '

Ao < —
2=0f12 T abla+0) Al b |A]

(283)

Puisque l'on a choisi notre partition de maniére a ce que |A| < |B|, on obtient
la premiére des deux inégalités :

s < 20(G). (284)

Montrons I’inégalité réciproque, qui est la plus difficile des deux. Soit f € RV
un vecteur propre unitaire de A associé a la valeur propre Ay. On considére
I’ensemble de sommets suivant

A:={f>0}. (285)

Quitte & changer f en —f, on peut supposer que [A| < 1|V|, ce qui rend A un
ensemble admissible pour (279). On note f; = fT, c’est a dire que f; = f sur
A et fi = 0 partout ailleurs. Posons encore

S = Z|f1 2= A6 (286)

ZNJ

L’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit

S < Z|f1(l) | Z|f1 + f2(j | (287)

i~] i~]
= ||df1 |l Z}fl + f2(j ‘ . (288)
inj
Pour majorer le terme dans la racine 1, on utilise I'inégalité (z+y)? < 2(z2+y?).
On obtient
S <l [2 (@2 + £1()?) < lldfllv2] fill (289)
inj

15. Un grand merci & Benjamin Boutin pour son aide avec cette étape de la preuve!
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Ensuite, on note 0 = ag < a; < --- < a, les éléments de I'ensemble fZ(V).
Pour tout entier 0 <[ < r, on pose A; = {fZ > 1}. Alors,

S = Z (fl(i)Q - fl(j)Q) = Z(al —a;-1), (290)
invg, f1(3)> f1(5)
ou chaque terme a; — a;_1 de la deuxiéme somme est compté autant de fois
qu'il y a d’arétes {i,j} € E telles que f1(i)2 > a; et f1(4)? < aj_1, c’est a dire
exactement |0A4;| fois. On a donc

S=> " [0All(a — ar_y). (291)

1=1
Par définition de la constante de Cheeger, on a |0A;| > |A;|h(G), puisque |4;] <
|A| < %|V| Ainsi, on a une minoration, que I’on peut réarranger de la maniére
suivante

r

S >hG) (ar—ai-1)| Al (292)

=1
= (G arl A = apal A + a1 Aroa] = araAra 4o} (293)

= h(G){arlArl +ar—1 (|41 — |Ar]]) + -+ } (294)

=&)< Y. AT+ D A+ (295)

f1(i)%=a, f1(é)2=ar_1
=h(G)Y_ f1())* = h(G)| 1] (296)
eV

On combinant cette minoration de S avec la majoration (289), on obtient une
nouvelle inégalité :

WG| 1] < S < Vx| dfl| ], (297)
d’ou
Lh(G) < ldll (298)

V25 Al
Il nous reste & établir un lien entre f; et la valeur propre Ao, en utilisant le
fait que f; est un “morceau” de vecteur propre du Laplacien A. On a encore

S (1602 - A6 =Y (A6 - 2860 A6) + L)) (299)

=2) [ (f16) = [())- (300)
i€A j~i

Par ailleurs, si e; est le vecteur de la base canonique de RV correspondant a
laréte i € V, nous pouvons calculer, pour tout z € RV,

(eilAz) =" (dix — 6a) (x(k) — =(1)) (301)

k~1
==Y (a(k) —2() + D (x(i) — =(1)) (302)
k~i I~
=2 (x(i) — x(k)). (303)
k~1
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A la lumiére de cette identité, nous pouvons reformuler (300) de la maniére
suivante :

(AlAR) =2 1@ ([ = AG)) (304)

iCA i

=23 f()_ (f6)* = f1(5)?) (305)
iCA i

<2)f6) Y (F6)? = F()P), (306)
iCA i

cette derniére inégalité découlant du fait que —f(j) > 0 dés que j ¢ A. En
retragant nos pas, nous obtenons

(AlAf)Y <D F6) (2D (F6)? = £(G)?) (307)

i€A ji

=" FOAFE) =2 Y F(0)? (308)
i€A i€A

= Xl full%. (309)

Ceci, avec l'inégalité (298), nous donne enfin le résultat attendu :

1 o _ (filAf1)
R TATE

< . (310)

O

Remarque 59. Les inégalités de Cheeger ont d’abord été écrites pour étudier le
spectre du Laplacien sur des domaines de R? ou des variétés Riemanniennes.
Dans le cas d’une variété compacte sans bord, la démonstration des inégalités
de Cheeger est fortement analogue a celle que nous venons d’exposer.

Remarque 60. La condition |A| < 1|V| qui porte sur les parties A C V ad-
missibles pour le calcul de la constante de Cheeger est absolument nécessaire.
En effet, dans le cas ou A couvre ’ensemble des sommets privé d’un singleton
A=V —{v}, le quotient [0A|/|A| = deg(vo)(|V] — 1)~! peut étre trés petit
sans que cela soit significatif pour la géométrie de G.

Remarque 61. Si le graphe G n’est pas connexe, alors h(G) = 0. De maniére
plus générale, le nombre de composantes connexes de G est dimker(A).

Remarque 62. Tout ce qui précéde s’adapte sans mal au cas ou le graphe G est
muni d'un “bord”, c’est a dire d’une partie Vy C V sur laquelle de Laplacien
discret est muni de “conditions de bord”. Dans ce cas, le Laplacien de Dirichlet
Ap est défini comme étant la matrice de la restriction de la forme quadratique ¢
a4 RY~v . La constante de Cheeger est modifiée en conséquence, on des inégalités
similaires peuvent étre établies (voir [6]).

18 Flots Hamiltoniens

Cette démonstration provient du cours de Philippe Chartier, portant sur les
équations différentielles, donné (et requ avec grand plaisir!) a ' ENS Rennes en
2015-2016.
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Dans tout ce qui suit, d > 1 est la dimension de ’espace “physique” et
f : R?* — R?? est une fonction de classe C' et globalement lipschitzienne. On
note ¢:(y) le flot de I’équation différentielle autonome

v =fy) (311)

On notera df(y) = g—g(y) la différentielle d’une fonction de la variable y € R??.

Définition 63 (Systéme Hamiltonien). On dit que le systéme différentiel (311)
est Hamiltonien s'il existe une fonction H € C?(R%4) telle que

Vy e R = J7IVH(y), ouJ= 0 —la) (312)
Iy 0
la matrice J étant donnée par blocs d X d. La fonction H est I’hamiltonien du
systéme.

Le systéme hamiltonien typique provient de la mécanique classique. Si ¢(t) €
R est la position d'une particule (de masse unitaire) soumise & une force déri-
vant d’un potentiel V(g), les équations du mouvement peuvent prendre la forme

d’un systéme différentiel
/
=-V
{p (9)) (313)

q/:pa

ce qui est un systéme hamiltonien avec H(p,q) = 3p® + V(q). Les systémes
hamiltonien sont trés agréables & étudier, tant dans la théorie que la pratique,
puisqu’ils possédent de nombreuses quantités conservées. Par exemple, dans tout

systéme hamiltonien (312), la quantité H(y(t)) est indépendante du temps.

Définition 64. Un application différentiable ¢ : R?¢ — R2? est dite symplec-
tique si
Vy € R*, t <g§(y)> Jg—j(y) =J. (314)

La forme bilinéaire antisymétrique (p,q) — ¢[p, ¢]J[p, q] est nommée forme
symplectique.

Notons qu’une application symplectique ¢ préserve le volume : si ¢ est éga-
lement un difféomorphisme, alors |U| = |¢(U)| pour toute partie mesurable
U C R%, en vertu du fait que le determinant jacobien associé & U soit constam-
ment égal & 1. Notons qu’on peut voir facilement qu’il en est de méme du flot
¢¢ d’un systéme hamiltonien, puisque div,H = 0. Ce n’est pas un hazard.

Théoréme 65. Le systeme différentiel y' = f(y) est hamiltonien si et seulement
si le flot ¢; associé est symplectique pour chaque t € R?,

Démonstration. Supposons d’abord que le systéme y’ = f(y) soit hamiltonien.
Il existe H € C%(R??) telle que f = J~'VH.

[TRAVAIL EN COURS...]
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19 Notations

Fonctions périodiques : on note U = R/27Z le cercle unité et, par exemple,
L?(U) Pespace des classes de fonctions : R — C qui sont 27-périodiques
et intégrables sur [0, 27].

Distributions : on note D(U) I'espace des fonctions test C°° a supports
compacts sur un ouvert U C R% On note D’(U) I'espace des distribu-
tions associées. La classe de Schwartz est notée S(R?) et l'espace des
distributions tempérées associé est noté S'(R%).

Ensembles : si A et B sont des ensembles, on note B—A ={be€ B,b¢ A}
la différence des ensembles.

Intégration : on note dz ou |.| la mesure de Lebesgue sur R munie de
la tribu de Lebesgue '8 Sans d’avantage de précision, les intégrales sont
toutes sur R ou R?.

Transformée de Fourier : si f € L'(R), on définit sa transformée de
Fourier Ff = F' € C°(R) par

—+o0

VeeR, f(z)= / f(t)e~=tde. (315)

— 00

Matrices : on note A la transposée d'un matrice A € My(K) (ou de
Papplication linéaire associée dans la base canonique).

16. La tribu complétée de la tribu borélienne.
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