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Aufgabe 53 (Integration)

a) Berechnen Sie die folgenden Integrale:
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b) Seien n,m € N*. Berechnen Sie [z"(1 — z)™dx.
0

c) Zeigen Sie (z.B. mittels partieller Integration) fur n € N* die folgende Identitéat:

Aufgabe 54 (Integration)

a) Seien a,b,c,e € R und e # 0. Zeigen Sie mit Hilfe einer geeigneten Substitution,
dass
b+c

/f :B+cd:)3—/f /bf(er)drzéfebf(t)dt

a+c

b) Seit: R — R differenzierbar und fur alle x € R gelte t(x) # 0. Zeigen Sie, dass
F(z) := In|t(z)| eine Stammfunktion zu f(z) = t((x)) ist.

c) Bestimmen Sie moégliche Stammfunktionen zu den Funktionen
3

fit) = texp(®), fo(a) i= 2 cos(32°), folw) = s,
filw) = xlnl(x) (wobei z > 1), fi(z) = VI, folz) = Sml(x).

Uberpriifen Sie Ihre Resultate durch Ableiten Ihrer Stammfunktion.



Aufgabe 55 (Konvexe Funktionen)

Seien a,b € R. Sei f : R — R konvex, d.h. fur z,y € R, A € [0, 1] gelte:

FOz+ (1 =Ny) < Af(x)+ (1= f(y).
a) Zeigen Sie, dass fur z1,zo,z € R mit z; < x < x5 die folgende Ungleichung gilt:

Tr — T

f(x2).

- To — X1 To — I
Interpretieren Sie diesen Zusammenhang geometrisch.

b) Folgern Sie daraus, dass fur z;,z,,z € R mit z; < x < x5 die folgenden Unglei-
chungen gelten:

f(x) — f(z1) < f(x2) — f(x1) < f(932)—f(93).

Tr — T To — X1 To — X

Interpretieren Sie auch dies geometrisch.

c) Zeigen Sie, dass fur zy,...,z, € Rund A, ..., A, € [0,1] mit >~ \; = 1 gilt:
7j=1

f(Z Ajj) < Z Aj f (x5).

d) Folgern Sie aus Aufgabenteil b), dass f stetig ist, also insbesondere, dass [ auf
[a, b] integrierbar ist.

b
e) SchlieBen sie mit Hilfe der vorherigen Teilaufgaben, dass f (%) < ;L [ f(z)dx.

Aufgabe 56 (Gleichmallige Konvergenz)

a) Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen auf gleichmaflige Konvergenz:
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b) Seien a,b € R. Die Funktionenfolge f, : [a,b] — R konvergiere gleichméfiig gegen

eine Funktion f : [a,b] — R. Fir alle n € Nund z € [a,b] gelte |f,(z)] > ¢ > 0.

Zeigen Sie, dass dann g,(z) = fnl(x) im Intervall [a,b] gleichm&Rig gegen die
Funktion ﬁ konvergiert.




