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Aufgabe 49 (gleichmäßige Stetigkeit)

Bei dieser Aufgabe geht es darum, Beispiele von gleichmäßig stetigen Funktionen ken-
nen zu lernen.

a) Sei f : (0,∞) → R die Wurzelfunktion x 7→ √
x. Zeigen Sie, dass f gleichmäßig

stetig ist.

b) Sei g : (0,∞) → R die Quadrierungsabbildung x 7→ x2. Zeigen Sie, dass g nicht
gleichmäßig stetig ist.

c) Seien a, b, c, d ∈ R. Seien f : [a, b] → [c, d], g : [c, d] → R gleichmäßig steti-
ge Funktionen. Zeigen Sie, dass dann auch die Verknüpfung g ◦ f : [a, b] → R

gleichmäßig stetig ist.

d) * Sei f : R → R gleichmäßig stetig. Zeigen Sie, dass f höchstens wie eine lineare
Funktion wächst. Zeigen Sie also, dass eine Konstante C existiert mit

|f(x)| ≤ C(1 + |x|).

Aufgabe 50 (Differentiation und Grenzwerte)

a) Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

• f1 : (0,∞) → R mit f1(x) = xx,

• f2 : (0,∞) → R mit f2(x) =
√

exp(sin(
√
x)),

• f3 : (0,∞) → R mit f3(x) = sinh(x) cosh(x),

• f4 : (0,∞) → R mit f4(x) = tanh( x
1+x2 ),

• f5 : (−π
2
, π
2
) → R mit f5(x) =

tan(x)
x4+1

.

b) Sei n ∈ N∗. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

lim
x→∞

ln(x)

x
1

n

, lim
x→0

x
1

n ln(x), lim
x→0

ln(1 + x)

x
, lim

x→0
x ln

(

1 +
1

x

)

, lim
x→0

exp(x)− 1

ln(1 + x)
.



Aufgabe 51 (Integration)

Sei D : [0, 1] → R definiert durch

D(x) :=

{

1 für x ∈ R \Q,

0 für x ∈ Q.

Sei ferner f : [−1, 1] → R durch f(x) = x2 gegeben.

a) Zeigen Sie, dass D auf [0, 1] nicht integrierbar ist.

b) Begründen Sie, dass f auf [−1, 1] integrierbar ist.

c) Berechnen Sie
1
∫

−1

f(x)dx, zunächst ohne den Hauptsatz zu verwenden, d.h. be-

trachten Sie eine geeignete Zerlegung und berechnen Sie damit das Integral.
Überprüfen Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe des Hauptsatzes.

Aufgabe 52 (Integration)

Seien a, b ∈ R.

a) Sei f ∈ T [a, b] und xj = a+ j

n
(b− a). Zeigen Sie, dass dann

1

b− a

b
∫

a

f(x)dx = lim
n→∞

1

n

n
∑

j=1

f(xj).

b) Folgern Sie mit Hilfe der Monotonie des Integrals und durch Einschachtelung von
f durch Treppenfunktionen, dass die Identität

1

b− a

b
∫

a

f(x)dx = lim
n→∞

1

n

n
∑

j=1

f(xj)

auch für stetige Funktionen f : [a, b] → R gilt.

c) Berechnen Sie eine Stammfunktion zu f(x) = x2 + 3x+ 1
x2

−2x+2
.


