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Dieses Aufgabenblatt dient der Wiederholung des Vorlesungsstoffs. Alle Aufgaben wer-
den mit jeweils 5 Punkten bewertet. Diese Punkte werden als Zusatzpunkte gewertet.

Aufgabe 37 (Operationen auf R)

SeiAeR, A #0undseix:RxR— Rdurch (z,y) — z xy =z +y + 5 gegeben.
a) Zeigen Sie, dass fir x das Kommutativ- und das Assoziativgesetz gelten.
b) Bestimmen Sie das 1-Element beztiglich x.
c) Beweisen Sie fur n € N, n > 2, die Gleichung

Ty ko kT, = N A) (2 FA) - (1, A) = A

Aufgabe 38 (Komplexe Zahlen)
Sein € N.

a) Bestimmen Sie den Real- und Imaginarteil der folgenden komplexen Zahlen:

1+1_2 5420 (1 -

—+ =1 = .

2"73") 1y \2 7

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion alle komplexwertigen
LOsungen zu

X"-3=0.
Beschreiben Sie diese geometrisch.
c) Bestimmen Sie alle Losungen von 2* = —S8.
d) Bestimmen Sie alle Haufungswerte der Folge (%)n

e) Ist C ein angeordneter Kérper? Begrinden Sie Ihre Behauptung!



Aufgabe 39 (Induktion)

Seienn € N, n > 2, a,b € R. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
n—1 1 j n
? J‘l;[l <1+5) =

b) Seien f, g : (a,b) — R n-mal differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie die folgende
Verallgemeinerung der Produktregel

190 = Y ()79

k=0

Aufgabe 40 (Suprema/Infima)

Seien

|z x
M, = eER, My = >—15,
! {1+\x|‘x ? 1+x‘x

1,1
M; = {x+5‘§<x§2}, My = {z| (z+1)>+5y° <4und (z,y) € R*}.

a) Skizzieren Sie der Mengen M, M,, M3, M, und bestimmen Sie ihre Suprema und
Infima.

b) Handelt es sich auch um Maxima und Minima?

Aufgabe 41 (Exponentialfunktion)

Seien a,b,z € Rund n € N.

a) Zeigen Sie, dass exp(2 + t) < o2@ieal),

b) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte

o lim (1--2)",

n—o00 n—4

o lim (1+2)V",

n—o0

» Im (1+:5)"

Aufgabe 42 (Grenzwerte)

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte



1—cos(x?)
x2 sin(z2)?

o Iy
o) Jim (145"

C) lim VIn2+2n+4
n

n—oo

d) lim v2n3 —nZ + 1 — v/2n3,

n—oo

&) lim (-1 — ),

sl =z 1—a3
f) lgrolx (1 + %)

Aufgabe 43 (Stetigkeit)
Sei f: R — Rmit f(x) = R gegeben.
a) Zeigen Sie, dass f stetig ist.
b) Zeigen Sie, dass f streng monoton wachsend ist.
c) Zeigen Sie, dass f injektiv ist.
d) Bestimmen Sie die Umkehrfunktion zu f.

e) Ist f differenzierbar? Beweisen Sie Ihre Behauptung.

Aufgabe 44 (Stetigkeit I1)
Sei f:(0,00) = Rmit f(zy) = f(z) + f(y) fur alle z,y > 0.
a) Zeigen Sie, dass f(1) = 0.
b) Zeigen Sie, dass f(z") = nf(x) fur alle n € N*.
c) Sei0 <a #1,sodass f(a) = 1. Zeigen Sie, dass f(a”) = x fur alle x € Q.

d) Sei f zusatzlich stetig in z = 1. Zeigen Sie, dass dann f im gesamten Intervall
(0, c0) stetig ist.

Aufgabe 45 (Differenzierbarkeit)

Seien a,b € R, a,b > 0.

2
e—az

a) Berechnen Sie die Ableitung von f : (0,00) — R mit f(z) = {5



b) Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = sin(z) — e~ im Intervall [0, 7] eine Nullstelle
besitzt.

c) Beweisen Sie, dass dies die einzige Nullstelle im angegebenen Intervall ist.

Aufgabe 46 (Vermischtes)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen richtig oder falsch sind. Beweisen
bzw. widerlegen Sie die Behauptungen:

a) Die Menge M = {(z1,...,z,)| n € N,z € N} aus allen endlichen Tupeln naturli-
cher Zahlen ist abzahlbar.

b) Die Menge M = {(xy,...,z,,...)| xx € N} aller Folgen natirlicher Zahlen ist ab-
zahlbar.

c) Seicos(z) := w. Dann ist die Menge {cos(z)| z € C} beschrankt.
d) Furalle z,y € R gilt | exp(z + iy)| = exp(x).
) [324] —

Aufgabe 47 (Folgen)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen richtig oder falsch sind. Beweisen
bzw. widerlegen Sie die Behauptungen:

a) Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn jede ihrer Teilfolgen eine konvergen-
te Teilfolge besitzt.

b) Jede Folge enthalt eine monotone Teilfolge.

c) Seien (a,)nen, (bn)nen FoOlgen mit b, = a,1 — a,. ISt (b,).en KOnvergent, so ist es
auch (a,)nen-

d) Seien (a,)nen, (bn)nen Folgen mit b, = a,1 — a, + 2a,12. 1St (a,),en kONvergent,
so ist es auch (b,)en-

e) Mit (a,)nen konvergiert auch (b,,),cny Wobei b, = |a,|.

Aufgabe 48 (Satze)

Formulieren Sie den Satz von Bolzano-Weierstrass, den Mittelwertsatz und den Zwi-
schenwertsatz. Beweisen Sie den Zwischenwertsatz.

Wir winschen Ihnen schoéne, erholsame Weihnachtsfeiertage und
ein gutes, erfolgreiches neues Jahr 2014!



