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2.04.2019

1 Einleitung

1.1 Partielle Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen (abgekiirzt 'PDG’ oder nach dem englischen
'partial differential equations’ als 'PDE’ bezeichnet) sind Gleichungen, die
eine Funktion mehrerer Variablen, sowie deren partielle Ableitungen ent-
halten. Die Ordnung der Differentialgleichung ist die Ordnung der hichsten
Ableitung, die in der Gleichung auftaucht.

Es sei nun Q C R? offen und u : Q — R eine reellwertige glatte (d.h.
fiir uns, dass alle Ableitungen, die wir benétigen, existieren und stetig sind)
Funktion auf 2. Wir benutzen die folgenden Notationen fiir partielle Ablei-
tungen. Die i-te partielle Ableitung von u ist gegeben durch

u(z + he;) — u(z)

=1 ) 1,... . 1.1
o= M h , 1€{l,...,n} (1.1)
und wird auch mit
amiua aiu7 Di“‘? Ug, Uq

abgekiirzt. Ebenso schreiben wir partielle Ableitungen zweiter Ordnung als

0? 9 9 .
9207, u, Oy, u, Oty Ugya,, uij, i, j € {1,...,n}. (1.2)
Allgemein definiert man fiir einen Multiindex o = (o, ..., ), a; € N, mit

Ordnung |o| = > o
D%u(z) = 0%u(x) = 0y ... 0 u (1.3)

Fiir spéatere Zwecke fithren wir hier noch die Notation a! = Hle a;! ) sowie
z® = [, z3" ein. Mit

DFu(z) = Du(z); o] = k (1.4)

bezeichnen wir die Menge aller partiellen Ableitungen der Ordnung k. Wich-
tige Spezialfillle sind die (totale) erste Ableitung

Du = (0y,u, . ..,0zu),

und der Gradient,

Vu = : , (1.5)
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sowie die Hesse matrix

8§1x1u 6§nxlu
8:%1%“ 8§nwnu

Der Satz von Schwarz impliziert dass die Hessematrix symmetrisch ist falls
u zweimal stetig differenzierbar ist.
Eine partielle Differentialgleichung k-ter Ordnung 148t sich nun schreiben
als
F(D*u, D*tu,... ,u,z) = 0. (1.7)

Als wichtigste Beispiele werden wir im néchsten Abschnitt die Warmelei-
tungsgleichung, sowie die Poisson-Gleichung, etwas ausfiihrlicher motivieren.
Weitere bekannte Beispiele sind

(i) Die Helmholtz-Gleichung Q € R%, u: Q — R
—Au+ pu =0, weR,

wobei

d
Au = Z@%Z%u (1.8)
i=1

(ii) Die Minimalflichengleichung Q € R?, u : Q — R
Vu
SV IVeE
wobei divy = 2?21 O;v;.
(iii) Die Wellengleichung @ C R x R% u: Q — R
uy — Au = f.
(iv) Die (viskose) Burgers-Gleichung @ C R x R, w: Q@ — R mit v > 0
Ut + Uy = Vlgy, wobei v > 0.
(v) Die Korteweg-de-Vries Gleichung Q CR xR, u: Q2 — R

U — Uy + Uger = 0.
(vi) Die stationire Schrodingergleichung in R?. Gegeben V € C(R?) und
AeC,
—Au+Vu=Au

5 [8. JuLr 2019]



1.2 Ein wichtiges Beispiel: die Warmeleitungsgleichung

Die Warmeleitungsgleichung ist die einfachste Gleichung, welche die Aus-
breitung von Stoffen durch Diffusion beschreibt. Sei 2 C R? offen und be-
schréinkt. Sei u : (0,7) x © — R die Massendichte eines Stoffes (d.h. u(t, z)
ist die Dichte im Raumpunkt z € Q zur Zeit t). Sei

7:(0,T)xQ—R3 (1.9)

die FluBidichte des Stoffes, d.h. der Gesamtflu} des Stoffes durch eine Hy-
perfliche A mit Normale v ist durch [ 4J - vdS gegeben. Sei schlielich
f:(0,T) x Q — R die Produktionsrate des Stoffes. Dann gilt fiir jedem
Ball B,(z) C Q und jedes ¢

d udy:_/ j-udS+/ fdy (1.10)
dt By (z) B, (x) Br(z)

wobei das linke Integral die Gesamtmasse in B, (x), das linke Integral auf der
rechten Seite den MassenabfluB und das zweite Integral die Massenproduk-
tion in B, (z) beschreibt. Mit dem Satz von Gauss (und der Vertauschung
von Integration und Differentiation) folgt

/ updy = / (—divj+ f)dy. (1.11)
By (x) By ()

Da dies fiir alle Bille mit B,.(x) C Q gilt, folgt (firu e C* ,j€Ct, feC

)
du+divi—f=0  €(0,T)x (1.12)

Diese Gleichung heifit Bilanzgleichung oder Erhaltungssatz, weil sie die Er-
haltung der Masse bzw. die Massebilanz beschreibt. Diese Bilanzgleichung
gilt unabhéngig von dem konkreten Stoff, den wir betrachten. Um eine Glei-
chung fiir u zu gewinnen, fehlt noch eine Beziehung zwischen j und u (diese
hingt von dem konkreten Stoff ab). Im einfachsten Fall ist j zu Vu propor-
tional,

j=—DVu. (1.13)

Die Konstante D heifit Diffusionskoeffizient. Es gilt D > 0, da der Flufl von
Gebieten hoher Massedichte zu solchen niedriger Massedichte erfolgt. Setzt
man der Einfachheit halber D = 1 so ergibt sich die Gleichung

Ou—Au=f (1.14)

Losungen der Gleichung —Awv = f entsprechen gerade stationdren Massever-
teilungen, d.h u(t,x) = v(x) ist eine Losung von Statt der Diffusion
von Stoffen kann man auch die zeitliche Entwicklung der Temperatur in
einem Stoff betrachten. In diesem Fall ist u die Temperatur, j der Wéarme-
fluB und f die Warmezufuhr. Die im Ball B,(z) gespeicherte Energie ist
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/. By (z) U dy, wobei die Konstante ¢ die spezifische Warmekapazitit (Ener-

gie/ Temperatur x Volumen) des Stoffes ist. Die zugehorige Bilanzgleichung
ist

O(cu) = —divj+ f (1.15)
und mit j = —DVu und ¢ = 1, D = 1 ergibt sich wieder (1.14]). Im

den folgenden Kapiteln werden wir uns zunéchst mit gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen, dann mit der Gleichung —Awu = f , der sogenannten
Poisson-Gleichung, beschéftigen und insbesondere zunéchst mit dem Spezi-
alfall f =0.

2 Harmonische Funktionen und die Poisson Glei-
chung

2.1 Einfiihrung

Die Poissongleichung

Au=f

ist das wichtigste Beispiel elliptischer Differentialgleichungen. Beispiele sind

(i) Voll nichtlineare elliptische Gleichungen
F(D?*u, Du,u,z) =0 in U c R?

wobei F' eine stetig differenzierbare Funktion auf eine offenen Menge
d(d+1)

VcR 2z xR?xR x R?ist. Die Strukturannahme der Elliptizitiit
ist
DAF(A,p,u,z)B > c| B

fiir alle positiv semi definiten Matrizen B. D 4F bezeichnet die totale
Ableitung nach der ersten Komponenten (die eine d x d matrix ist).

(ii) Die Helmholtzgleichung und die Minimalflichengleichung sind ellipti-
sche Gleichungen.

(iii) Weitere Beispiele sind die Monge-Amperegleichung
det D?u = f

wobei V' die Menge der positiv definiten Matrizen ist und f > 0. Eine
Variante ist die Gleichung der vorgeschriebenen Gaulkriimmung

det D?u = f(1 4 |Dul?)%?

Der Graph der Losung hat die GauBkriimmung f(z) im Punkt (z, u(x)).
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(iv) Das elektrische Potential u eines stationéren elektrischen Feldes im
Vakuum ist harmonisch, d.h.

Au=0

(v) Wir identifizieren C mit R2. Eine lineare Abbildung R? — R? ist genau
dann komplex linear, wenn es eine Drehstreckung ist:

axb=(ReaReb—Imalmb)+i(Realmb+ ImaRebd)

Rea —Imb
:<Imb Rea>(Reb Imb).

Sei U € C =R? > (z,y) offen, u : U — C sei stetig differenzierbar mit
komplex linearer Ableitung, d.h. die Jacobimatrix

_ (0zReu 0OyReu
Du_(ByImu 8yImu>

ist eine Drehstreckung, i. e. es gelten die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen

Oz Reu = 9yImu, 0y Reu = -9, Im u.

Dann sind sowohl Reu wie auch Imu harmonische Funktionen. Wir
zeigen dies unter der zusétzlichen Annahme, dass u zweimal stetig
differnzierbar ist. Dann ist

2 Reu + 85 Reu = 0,(0y Imu) — 0y(0; Imu) = 0.

Das Studium der Poissongleichung ist ein erster wesentlicher Schritt zum
Verstidndnis einer grofien Klasse von Gleichungen.

2.2 Maf, Integration und der Satz von Gauf
In diesem Abschnitt betrachten wir Grundlagen aus der Analysis I-III.

(i) Ein Mafiraum (X, A, u) ist eine Menge X mit einer Sigmaalgebra A
von Mengen von X und einem Maf p: A — [0, o0].

(ii) Eine mefibare Funktion ist eine Abbildung X — [—o0, 00| fiir die {x :
f(z) >t} € Afiir alle t € R.

(iii) Fiir nichtnegative mefibare Funktionen g ist das Integral durch

[ tan= [ T s >
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(vi)

(vii)

definiert. Eine mefSbare Funktion heifit integrierbar, wenn [ |f|du <
oo. In diesem Fall definieren wir

/deuz/Xmax{f,()}du—/Xmax{—f,o}du.

Das Integral ist linear, additiv in der Integrationsmenge und es gelten
eine Reihe von Konvergenzsatz: Satz Beppo Levi, Lemma von Fatou
und der Konvergenzsatz von Lebesgue.

Das Lebesguemafl m? ist das eindeutig bestimmte vollstindige Maf
auf R?, das translationsinvariant ist, das auf jeder offenen Menge (und
daher auf jeder Borelmenge) definiert ist, mit m<?([0,1)%) = 1.

Es gilt fiir den Ball mit Radius R um Null, Br(0) C R,

m(BR(0)) = R'm?(B1(0))

Ist f integrierbar auf R%+92 so ist x9 — f(x1,x2) fiir fast jedes 7 in-
tegrierbar m? integrierbar, z; — [f (z1, 29)dm® ist m? integrierbar
(die Nullmenge ist irrelevant) , und es gilt

/ f(ml,ajg)dmd2(x2)dmd1(:n1):/ f(a:l,mg)dmd(acl,mg)
]Rdl RdQ Rd

Mit diesen Eigenschaften 148t sich das Mafl der Einheitskugel bestim-
men:

/e'xzdmd(x):/ o f? ef|x2|2dmd2(a;2)dmd1(a:1)
R4 R4 Rd2

_/ e—|x1|2dmd1(x1)/ 122l gy (1)
Ré1 Rd2

o) 1
/]Rd " dm? () :/0 m({z: e " > 1) :/0 md(B(_lnt)%(O))dt
1
—md (B, (0)) / (—Int)2dt

0

:md(Bl(O))/ sie~Sds
0
d+2

—=m(B1(0))1(—)

Es folgt
/ el gm? = . / P el 4y = 3.
R2 R R4

T(1/2) = %r(g/g) — /x.

9 [8. JuLr 2019]



(viii)

(ix)

(xii)

Die Transformationsformel. Ist U € R%, ¢ € C'(U,R?) injektiv so gilt

/ F(y)dmi(y) = / f o d(y)| det Do(a)dmi(z)  (21)
o(U) U

Hausdorffmafl und Integration iiber Untermannigfaltigkeiten. Das s
dimensionale Hausdorffmafl H?® ist ein translationsinvariantes Maf§ auf
den Borelmengen. Im Fall s = d stimmt es mit dem Lebesguemaf
iiberein. Auf n dimensionalen Untermannigfaltigkeiten M™ ist die Fin-
schrankung ein Mafl auf der Untermannigfaltigkeit, das ein Integral

fdH"
M’I’L
definiert.

Die Areaformel. n > d und ¢ € C1(U;R") injektiv so gilt
/ fdHd = / f o ¢(det DT D)z dL? (2.2)
o(U) U

Damit kann man das Mafl des Einheitsballes mit Hilfe von Polarkoor-
dinaten bestimmen.

Die Coareaformel. Ist ¢ € C*(U,R™) mit d > n so gilt
/ f(det DpDT)2dm? = / / f()dHEdm™(t)  (2.3)
U nJom1(t)

Genauer: Ist f(det D<Z5D¢T)% integrierbar, so ist fiir fast alle ¢ f auf
¢~ L(t) HO™ integrierbar.

Beispiel: n =d — 1, ¢(z) = |z|, D®D®T =1 und

1 1
d _ n _ d—1 d—1 n—1
m?(B,(0)) = /0 HY (OB, (0) = HE (S /O mla(2.4)

und daher
HIH(SIY) = dm?(B1(0)).

Insbesondere ist die Léinge des Einheitskreises 2. Hier kann man al-
ternativ Polarkoordinaten verwenden und erhéalt diese Identitdt mit
der Transformationsformel und dem Satz von Fubini.

Der Satz von GaufB. Sei U C R? eine offene beschrinkte Menge, de-
ren Rand OU eine C' Untermannigfaltigkeit M9~ enthilt. Q liege
lokal immer auf einer Seite von M. Es gelte H41(0U) < oo und
HEHOU\MP1) = 0. Sei v die #uBere Einheitsnormale. Ist F €
CHU,RY) N C(U,RY) mit div F integrierbar, so gilt

/ div Fdm? = / F-vdH® L (2.5)
Md—1
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Wir schreiben in der Regel

/...dx
U

fiir das Integral bzgl. des Lebesguemasses.

Definition 2.1. Sei (X,S,u) ein Mafraum, E € S mit 0 < u(E) < oo, u
integrierbar. Dann definieren wir:

éudu:@/Eudu. (2.6)

2.3 Eigenschaften harmonischer Funktionen
2.3.1 Definition

Definition 2.2. Sei Q C R? offen, u € C?(Q). Die Funktion u heifit har-
d
82
monisch wenn Au = 0 auf Q. Dabei Au = Wu
o
i=1 "
Beispiele:

(i) Sei A € R¥™4, Die Funktion x + x - Az ist genau dann in RY harmo-

nisch, wenn Tr A = 0 (die Spur von A). Insbesondere sind = > 2% — 3

und x — z129 in R harmonisch.

(ii) « ~ In|z| ist in R?\ {0} harmonisch, fiir n > 3 ist  — |z|>7¢ in
R4\ {0} harmonisch.

2.3.2 Mittelwerteigenschaft
Satz 2.3 (Mittelwerteigenschaft). Sei Q C R? offen, u € C%(Q), B,(x) C Q.

(i) Falls Au =0 in Q, dann gilt
u(x) :][ wdH4 = ][ udx . (2.7)
OBr(x) By (x)
(ii) Falls —Au <0 in Q, dann gilt

u(z) < ][ wdH! (2.8)
OBy (x)

und

u(x) < ]{3 RLaLs (2.9)
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(11i) Falls —Au < 0 in Q, dann gilt
u(z) < ][ uwdH! (2.10)
OBy (x)

und

u(z) < ][ u(y) dy . (2.11)
By (x)
Beweis. Wir beweisen zuerst (2.8]). Sei ¢ : [0,7] — R durch
o0 = ule+pz)dHi () (2.12)
9B1(0)

definiert. Die Funktion ¢ ist stetig (Konvergenzsatz von Lebesgue), ¢(0) =
u(z) und fir p > 0 gilt

wmzf u(y) AHL(y) (2.13)
0Bp(z)

Die Funktion ¢ ist in allen p € (0, r) differenzierbar (Differenzenquotient,
Konvergenzsatz von Lebesgue oder gleichmissige Konvergenz des Differen-
zenquotienten), und

i = u(x 2) - zdH (2

a7 ) —]éBl(O)D (x +p2) - 2dHT(2) (2.14)
- (ot 02) + p dHA1( 2
~ HH(9B1(0)) /BB1(0)D @+ p2) v dH™(z) (2.15)
L — u)(z + pz) dx . .
~ HI-1(0B1(0)) /Bl(o)(A )@+ pz)dx >0 (2.16)

Hier wurde den Satz von Gaufl benutzt, und

0
; %Diu(w + pz) = pZ DiDiu(x + pz) = pAu(z + pz) (217)

)

gerechnet. Aus —Au < 0 folgt, dass ¢ monoton wachsend ist. Da ¢ stetig

ist, folgt u(x) = p(0) < (r) und (2.8)) ist bewiesen.
(2.9) folgt mit der Coareaformel (2.4) mit ¢(z) = |z| im ersten und

letzten Schritt
/ udx :/ / udH L ds
B (x) 0 JOBs(x)

> u(x) /01“ HE Y (OB,(x))ds
= u(z)m?(B,(x))

Der Beweis impliziert (iii) indem wir jeweils < durch < ersetzen. Fiir (i)
wenden wir (ii) auf v und —u an. O
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Satz 2.4. Sei Q C R? offen, u € C?(Q). Die drei Eigenschaften

(i) w ist harmonisch, d.h.,
Au =0 1in Q,

(ii) w erfillt die sphirische Mittelwerteigenschaft, d.h.,

fiir alle (x,7) mit B.(x) C Q,

(i5i) w erfillt die Ballmittelwerteigenschaft, d.h.,

fiir alle Bille B,(x) C €,
sind dquivalent.

Beweis. (i)=(ii) folgt aus Satz
(il)=-(iii) folgt aus

/ udy :/ (/ ud?—[d_1> dct(p)
By(x) [0,r] \/OBy(x)

—/[0 ]del(aBp(CC))u(x)dﬁl(p) — u(x)[’d(BT(x)).

(vel. (2.4)) .

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(iii)=(i) wird durch Widerspruch bewiesen. Sei = € €2, so dass Au(x) #
0. Wir kénnen oBdA annehmen, dass Au(x) > 0 (sonst betrachten wir —u).
Dann gibt es ein r > 0, so dass By(z) C © und Au > 0 in B,(z). Dann folgt

aus Satz [2.3(iii)], dass

u(z) < ][ udy,
By ()

entgegen der Annahme.

2.3.3 Regularitiat
Die Funktion f auf R

1
_Jee fallsz >0
J@) = { 0 falls x <0

ist beliebig oft differenzierbar. Damit ist auch

g(x) = f(1 - 4|z]*)

(2.23)

O
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beiliebg oft differenzierbar mit Tréger B1(0). Die Funktion g ist positiv im
2
Inneren. Wir definieren

_ g(@)
Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar, mit Triager in Bi(0), radial,
radial fallend, mit Integral 1. Wir definieren die Funktion

[N

ny = r~n(x/r) (2.24)
deren Integral wieder 1 ist.

Lemma 2.5. Die Funktion u sei integrierbar und erfille die Mittelwertei-
genschaft, d.h.,

u(z) = ][ udy (2.25)
r(z)
fiir alle x € Q und alle r > 0 mit B.(x) C Q. Dann folgt
u(@) = (wsn,)(@) (2.26)
fir alle By(xz) C Q.

Beweis.

(wxn) (z) = /Q w(y)e (= — y) dy

nr(x—y)
— [Lutw) [ aray
R4 0
-/ u(y)dm ™ (3,1
(t,z):0<t<n,(z—y)}

:// L Ddm(y)dt (2.27)
{nr(x—y)>t

— u(x) / ml({y ez — ) > t))dt
:u(:):)/n,«dy
= u(x)

wobei wir mehrfach Fubini und in der fiinften Gleichung die Mittelwertei-
genschaft verwendet haben. O

Satz 2.6. Sei Q C R? offen, u : Q — R integrierbar . Falls

u\xr) = u md .
(x) ][T@) a (2.28)
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fir alle Bille By(x) C Q, dann gilt w € C*°(Q) und
Au=0in Q. (2.29)
Insbesondere ist jede harmonische Funktion beliebig oft differenzierbar.

Beweis von Satz[2.0. Sei z € , r > 0, so dass Ba,(z) C Q. Dann gilt
uw) = [ un -y (2.30)
Bay(z)

fir alle y € B,(z). Aus 1, € C§° folgt (mit Differenzenquotienten und dem
Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz) , dass u differenzierbar ist
und

_ o x—y _
o) = [ wtyr @y <07 [ ool e,

(2.31)
Wir kénnen das Argument iterieren und sehen, dass u beliebig oft differen-
zierbar ist. Insbesondere ist u zweimal stetig differenzierbar und erfiillt die
Mittelwerteigenschaft. Nach Satz ist 4 harmonisch.
Da jede harmonische Funktion auf einer kleineren Menge integrierbar ist
konnen wir die erste Aussage auf harmonische Funktionen anwenden.

O]

Satz 2.7 (Liouville). Sei u € C2(R?) harmonisch und beschrinkt. Dann ist
u konstant.

Beweis. Sei M = sup |u|(R?). Nach (2.31) gilt

osula)| <7 [ oidylulo
Da r beliebig ist, folgt Du(x) = 0. O

2.3.4 Maximumprinzip

Definition 2.8. Eine offene Menge U C R? heifst zusammenhingend, wenn
fiir alle offene Mengen A,B C U mit ANB =0 und AUB=U gilt: A=10
oder B = ().

Bemerkung. Eine offene Menge U in R? ist genau dann zusammenhin-
gend, wenn zu jedem Paar z,y € U eine Kurve ¢ € C([0, 1], U) existiert, so
dass ¢(0) = x und ¢(1) = y. Die Kurve darf auch in C*° gewihlt werden. Je-
der Punkt einer offenen Mengen liegt in einer maximalen zusammenhéngen-
den offen Teilmenge. Derartige Teilmengen heiflen Zusammenhangskompo-
nenten.
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Satz 2.9 (Schwaches Maximumprinzip). Sei Q C R? offen, beschrinkt. Sei

u e C(Q), so dass
u(zr) < ][ udy fir alle By(xz) C Q. (2.32)
Br()
Dann qult

u(z) < maxu(0f) fir alle x € Q

Insbesondere nehmen harmonische Funktionen das Maximum auf dem Rand
an.

Beweis. Das ist eine Konsequenz der Mittelwerteigenschaft. Sei xg ein Punkt
im Inneren in dem ein Maximum angenommen wird. Nach der Mittelwert-
eigenschaft gilt

mmsﬁmﬂmwwm+éwwwwmwy

und damit
[ Jutw) ~ ula)ldy =0
B (x)
Insbesondere gilt das auch fiir den maximalen Ball in €2, der den Rand
beriihrt. Aufgrund der Stetigkeit folgt die Behauptung. O
09.04.2019

Bemerkung. Falls u harmonisch ist, dann gilt auch
min u(Q) = min u(09Q) . (2.33)
Satz 2.10 (Eindeutigkeit). Sei () C RY offen und beschrinkt, u,v € C?(Q)N
C(92), so dass
Au = Av in Q (2.34)
u=uv auf 0. (2.35)
Dann gilt uw = v.
Beweis. Die Funktion w = u — v ist harmonisch, und gleich null auf 0.
Deshalb gilt w = 0 in 2. O

Satz 2.11 (Starkes Maximumprinzip). Sei Q C R? offen, beschrinkt, zu-

sammenhdngend. Sei w € C(2), so dass
u(z) < ][ udy fir alle By(xz) C Q. (2.36)
B, (z)

Dann gilt entweder
(1) u(x) < maxycan u(y) fir alle x €
oder

(ii) Die Funktion u ist konstant auf Q.
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Bemerkung. Falls u € C?(Q), dann kann die Annahme (2.36) durch
—Au <0 in Q ersetzt werden (Satz [2.3(ii)]).

Beweis. Sei M = maxu(Q), V =QnNu (M) ={r € Q:ulx)= M}

Sei x € V, By(x) C Q. Aus der Mittelwerteigenschaft folgt, B,(z) C V.
Deshalb ist V' offen.

Da u stetig ist, ist auch die Menge Q\ V = {x € Q : u(z) # M?}) offen.
Da Q zusammenhéingend ist, gilt V' = () (Option (i)) oder V = Q (Option
(ii)). O

Zur Vereinfachung der Notation sei

Wqg = md(Bl (0)) = (2.37)
Satz 2.12 (Harnack-Ungleichung). Sei Q C R? offen, V nichtleer, offen,
beschrinkt, zusammenhingend, mit V. C Q. Dann gibt es eine Konstante
c=1c(Q,V), so dass

supu(V) < cinfu(V) (2.38)

fiir alle u € C%(Q) die Au= 0 und v > 0 auf Q erfiillen.

Beweis. Sei )
r=7 min{dist (V,00) > 0,1} . (2.39)

Da V kompakt ist kénnen wir es mit endlichen vielen Billen B, (z;), 1 <
j < N iiberdecken. Wir betrachten zuerst zwei Punkte x,y € B,(x;), mit
|x — y| < r. Aus der Mittelwerteigenschaft, B,(z) C By, (y) C Q und u > 0
folgt

1
u(x) = udy = / udy 2.40
@ ﬁ»(x) wart J g, () (240
=,
< udy 241
(JJde BZr(y) ( )
=24 ][ udy = 2%u(y) . (2.42)
Bar(y)

Aus der Stetigkeit von u folgt die gleiche Aussage fiir
u(z) < 2%u(w) fiir z,w € By(z;) N V.
Seien x,y € V. Dann existiert eine Folge (jm,)o<m<m mit M < N und
x € Br(wjy),y € Br(wj,), Br(@j,40) 0 Br(w,,) # { }-

Das sehen wir, indem wir € V wihlen, und W C V als die Menge alleﬁr
y wéhlen, fiir die eine derartige Kette existiert. Diese Menge ist offen in V'
und offensichtlich auch abgeschlossen, und daher ganz V.
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Iterativ sehen wir
u(x) < 2V%(y). (2.43)

O

Satz 2.13. Sei Q@ C R? offen, u : N — C2%(Q) eine Folge harmonischer
Funktionen, die in L'(Q) eine Cauchy-Folge ist. Dann gibt es u, € L'(Q),
so dass:

(i) uj — us in L1(Q);
(ii) us € C°(Q) und Au, = 0;

(111) D*u; konvergiert punktweise gegen D*u fir alle o € N, insbesondere
ist die Funktion us, harmonisch.

(iv) Falls K C Q kompakt ist und o € N¢, dann konvergiert D%uj — D%uy
gleichmdfig in K.

Beweis. Sei x € Q, B.(z) C Q. Aus

1
ward

1
oy —nl() < g [ g 0y < gl vl @
folgt, dass j — wu;(x) eine Cauchy-Folge ist (wir schreiben wq = m"(B1(0))).
Wir definieren u.(z) = limu;(z). Da u; eine Cauchy-Folge in L'(9) ist,
existiert eine integrierbare Funktione @, gegen die u; in L' konvergiert. Eine
Teilfolge konvergiert fast iiberall, also folgt @ = wu, fast iiberall, und damit
auch u; — u, in L1(Q).
Aus

us(z) = lim uj(z) = lim ujdy = ][ Uy dy (2.45)
By (x) B (x)

folgt, dass wu,. die Mittelwerteigenschaft erfiillt. Deshalb (Satz ist us
harmonisch.
Sei K C € kompakt, r = dist (K, 9)/r. Fiir alle € K gilt B,(x) C Q

mit 7, wie oben
0% (1 (%) — ue ()] =[(uj — us) % O%ny ()]
:’ / (uj (y) = we ()0 nr(z — y)dy (2.46)
<[luj — wal[ 2 [[ 0% || sup
Es folgt, dass
lim max |9%(uj — us)| = 0. (2.47)

j—oo K

Das beendet den Beweis. O
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Satz 2.14 (Weyl’s Lemma). Sei Q C R? offen, u integrierbar. Falls

/uAgo =0 (2.48)
fir alle ¢ € C(2), dann gibt es & € C*°(2) mit & = u fast iberall und
Ad=0inQ. (2.49)

Beweis. Sei n, wie in Lemma B = Bpr(zy) eine Ball mit Bag(z,) C Q.
Wir definieren, fir r € (0, R), u, = u*n, € C*°(B). Dann

Aun(z) = Aus ) = ux (An.) = / W) An(z—y)dy =0 (2.50)

Deshalb Au, = 0. Da u, — u in L' (1, definiert eine Diracschar), folgt die
Aussage aus Satz [2.13] O

2.4 Explizite Losung der Poissongleichung

Definition 2.15. Fir k > 1 bezeichnet C*(Q) die Menge der Funktionen
u € C*(Q) so dass 0%u eine stetige Fortsetzung auf Q fiir alle o mit || < k
besitzt. Analoges gilt fiir C*(Q; R™). Wir bezeichnen den Raum aller Funk-
tionen in C*(Q) mit 0%u beschrinkt fiir || < kmit Cy(Q).

Wir bezeichen den Raum der C*(Q2) Funktionen mit kompaktem Trager
mit C fir k € NU {oo}.

Bemerkung. Die Fortsetzung von Du auf dem Abschluss 2 ist eindeutig.
Ck(Q) c C*(Q).

2.4.1 Fundamentallésung, Laplacegleichung im Ganzraum

Definition 2.16 (Fundamentallssung). Man definiert ® : R* — R durch
1
o In |z| falls d =2
O(z) = T (2.51)

1 1
A(d = 2)org [2]12 falls d > 3

und ®(0) = 0.
Bemerkung. Im Beispiel in Abschnitt haben wir gesehen, dass
AP =0 auf R?\ {0}. (2.52)

Ist Q eine Menge mit C! Rand und duBerer Einheitnormalen und u € C*(Q)
dann definieren wir d,u als die Richtungsableitung in Richtung v.
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Lemma 2.17. Fir alle r > 0 gilt
/ AP dH = —1. (2.53)
8B, (0)

Beweis. Man rechnet Vx| = z/|z|,

1 =z
(z) = ———— 2.54
Vo(z) dg @ (2.54)
und
1
/ 8,® dHI~! = —/ Z - (2.55)
8B,.(0) 0B, (0) 2| dwa ||
[
11.04.2019
Satz 2.18. Seid > 2, f € C2(R?), u= f x ®, d.h.,
u@) = [ @@ =)y, (2.56)
Dann gilt u € C?(R?) und
—Au=f. (2.57)

Definition 2.19. Sei Q C R? offen. Man bezeichnet mit L}, () die Menge
der messbaren Funktionen f : 0 — R, die auf jeder kompakten Menge K C 2
integrierbar sind.

Gegeben sei eine Funktionenfolge f : N — L}OC(Q) und eine Funktion
fv € L} (Q); man sagt dass f; — f« in L} (Q) wenn fir jede kompakte

loc loc

Menge K C Q) gilt:
lim / |fj — feldy=0. (2.58)
K

Jj—o0

1
loc

Bemerkung. f € L
R >0 f; = f«in L}OC(Rd) genau dann, wenn fixBp0) — f«XBg(0) N
LY(RY) fiir alle R > 0.

(RY) genau dann, wenn IXBg(o) € LY(RY) fiir alle

Beispiele. L'(Q) c L] (Q) und C() C L,.(Q). Insbesondere ist fiir
jedes j € N die Funktion f; : R — R, f;(x) = |z[2/j, in L} (R?); diese

loc
Folge konvergiert gegen 0 in L} (R9) (aber nicht in L!!).
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Bemerkung. Die Fundamentallosung ®, in Def. eingefiihrt, erfiillt
@ € L, (RY).

Lemma 2.20. Sei Q C R¢ offen.

(i) C(Q) C Ljo();
(ii) Fiir f € CO(RY) und g € L}, .(R?) ezistiert fiir jedes x € R? die Faltung

(f*9g)(x / flz—v)g(y)dy, (2.59)

und f * g € Cp(R?).

(i) Falls zusitzich f € CHR?), dann f+ g € CY(RY) und D(f * g) =
(Df) *g.

Beweis. (i): Jede stetige Funktion ist auf einer beliebigen kompakte Menge
integrierbar.

(ii): Sei R > 0, so dass supp f € Bgr(0). Sei z € R% Dann gilt f(z —
y)g(y) = 0 fiir alle y ¢ Bgr(z), deshalb existiert das Integral.

Sei x; — x. Dann ist Br(xj) C Bpryi(z) fiir alle j grofl genug. Mit
dominierter Konvergenz folgt

lim ﬂ%yM@Myz/ lim f(z; — )g(y)dy  (2.60)
Bry1(x) Bry1(x)

J]—00 J—00

:/ f(x — y)g(w)dy, (2.61)
Br+1(=)

deshalb ist f * g stetig.
(iii): Man rechnet, fiir i € {1,...,n} und h € (—1,1) \ {0},

(f * g)(@ + hei) — (f = g)(x) :/B ()g(y)f(fwrhei—z)—f(w—y)dy'

h
(2.62)
Da f € CL(R?), gilt
hei —y) — f(z —

gleichméfig in y. Mit g € Llloc, und der Stetigkeit von D f folgt, dass fxg €
C! mit

D(fxg)=(Df)*g- (2.64)

O
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Beweis von Satz[2.18. Aus Lemma folgt, dass das Integral existiert,
u € C' und

Oz;u=® %0y, f. (2.65)
Eine weitere Anwendung von Lemma zeigt dass Du € C' und
07 pu=%00 , f. (2.66)

Deshalb gilt « € C%(R?), mit Au = ® * Af.
Sei R > |z|, so dass supp f € Br(0). Wir rechnen

Au(r) = /Rd O(y)Af(z —y)dy (2.67)
= / S(y)Af(z—y)dy (2.68)

Br(z)
= lim O(y)Af(z —y)dy. (2.69)

e=20J Br(x)\B:(0)

Die letzte Gleichung gilt, weil y — ®(y)Af(z —y) in L (Bg(z)) liegt, und
XB.(0) — 0 punktweise fast iiberall. Wir wenden jetzt den Satz von Gaufl
zweimal an; dabei nehmen wir an, dass B.(0) C Br(x) (wenn nicht, kénnen
wir R durch R + |z| 4 1 ersetzen).

/ (y)Ayf(z —y)dy (2.70)
Br(z)\B:(0)
d
- 0y; (2(y)y, f (& = y))d 2.71
/BR(w\Be(mj; (2(y)0y, f(z —y))dy (2.71)
T / ()9, f (& = y)dH" (y) (2.72)
0B:(0)
/,BR(:E)\BE Zaya‘b @ —y)dy.  (2.73)

Die Integrale auf 0Br(x) konnen weggelassen werden, weil f(z—y) = 0 und
Df(x —y) = 0 fiir alle y € 0Bgr(x). Hier und im Folgendem ist schreiben
wir 0, f(xz — y) fir (Dyf(x —y))v(y) — d.h., das Differential der Funktion
f wird im Punkt z — y entlang der Normale v(y) im Punkt y ausgewertet.
Dabei ist v(y) = y/|y| die &uBere Normale auf dem Rand von B.(0) (diese
ist zeitgleich die innere Normale auf dem Rand von Bpg(z) \ B:(0), daher
das Minuszeichen).
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Die zweite Anwendung von Gauf} liefert

/ B(y) Ay (x — y)dy (2.74)
B—R(z)\B:(0)

S / ®(y) 0y, f(x — y)dH" " (y)
dB.(0)

(2.75)
+[ a0 - i)+ [ AD() £z — y)dy
9B (0) Br(2)\B:(0)
(2.76)
Da A® = 0 auf Br(z) \ B:(0), folgt:
/ P(y)Af(z —y)dy (2.77)
Brg(z)\B:(0)
[ @At -0ewie- i),
8B (0)
Man iiberpriift, dass
i | [ a()0,f(e - )it )| =0 (2.79)
e=01J0B.(0)

(die Funktion 0, f(x — y) ist beschrinkt, der Rest wird explizit integriert).
Deshalb gilt:

Au(z) = lim d,®(y) f(x —y)dHI 1 (y). (2.80)
e—0 dB.(0)

Mit dem Variabelwechsel y = ez folgt

Au(z) = lim o0 D, ®(2) f(x — ez)dH(2). (2.81)

Da f(x — ez) beschrénkt ist und punktweise gegen f(x) konvergiert, folgt
mit dominierter Konvergenz und Lemma dass

Buw) = fla) [ ae@aH ) = 1) (282)
9B1(0)
Damit ist der Beweis beendet. O

2.4.2 Greensche Funktion

Der Satz von Gau$ gilt fiir C'-Polyeder, d.h. fiir beschrinkte offene Mengen
Q c R?, deren Rand 99 von endlichem H"~! Ma8 ist, und fiir die eine C!
Mannigfaltigkeit M in 0f2, so dass 2 immer auf einer Seite von M liegt, und
HLH(OQ\M) = 0.
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Definition 2.21. FEine beschrinkte offene Menge, die den Bedingungen des
Satzes von Gauf gentigt, nennen wir C* Polyeder.

Definition 2.22. Sei Q C R? eine offene Menge. Eine Funktion G : QxQ —
R heifit Greensche Funktion fir das Gebiet 1 falls fir jedes x € (1 eine
Funktion ¢, € C*(Q) N CY(Q) ewistiert, so dass

Ap, =0 in Q (2.83)
vz(y) = ®(y — x) fiir alle y € 09, (2.84)

und G(z,y) = ®(y — x) — vz (y).

Bemerkung. Das bedeutet, dass G(x,y) = 0 fiir alle (z,y) € Q x 0Q und
dass A(G(z,) —@(-—x)) = 0.
Sei f € D:=C§°, mit supp f € Q und g € L} (). Wir schreiben

loc

A= [ srds
Dann gilt fiir alle z €

= AAG(z,) (f) = =Ahg(—0)(f) = DA, (f) = f(=). (2.85)
Man schreibt auch suggestiv, fiir uns aber im Moment nicht rigoros definiert

—A,G(z,y) = 6, in D', fiir alle x € Q fest (2.86)
G(z,-) = 0 auf 09 (2.87)

Bemerkung. Fiir beschrinkte Mengen () ist die Funktion ¢, falls exis-
tent, eindeutig. Deshalb ist auch G in diesem Fall eindeutig.

Bemerkung. G : X Q — R, fiir alle z € Q ist G(x,-) € C*(Q\ {z}) N
CHOQ\ {}).
Satz 2.23. Sei Q2 C R? ein beschrinktes C-Polyeder mit H"1(99) < oo,

G eine Green’sche Funktion fir Q, f € C2(R%), g € C(09Q) und u € C?*(Q)N
CL(Q) eine Losung von

{—Au —f inQ (258)
u=g auf 0€).
Dann gilt fiir alle x € Q
uw) =~ [ oG W)+ [ Gafod. (28
o0 Q
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16.04.2019
Beweisidee: Mit dem Integralsatz von Gauf folgt

/ (uAG — GAu) dx = / (ud,G — GO, u)dH T, (2.90)
Q R19)

wobei AG distributionell (d.h. wie in (2.85))) interpretiert werden sollte. Mit
AG(x — ) = 65 und G = 0 auf dem Rand folgt die Aussage.

Beweis. Sei x € , € > 0 so dass B.(x) C Q, V; = Q\ Bs(x). Dann gilt
G(z,-) € C*(V:) N CY(V.), deshalb

/ [u(y)AG(x, ) — G(z,y) Au(y)] dy = (2.91)

£

/8 | [()0,Gley) = Gla),uly)] ). (292)

Mit AG = 0in V; und G(z,-) = 0 auf 99 reduziert sich diese Gleichung auf

G(z,y) Auly)dy = /a )Gl )i () (2.93)

Ve
- / ()9, G, ) — Gla, y)duly)] dH (1)

9B (x)
(2.94)

Da Q beschrinkt ist, ® € L1 jo.(R?) und ¢, € C(Q) gilt G(z,-) € L1(Q) und
deshalb

lim - [ G(z,y)Au(y /nyAu dy—/Ga:y
e—0 V.
(2 95)
Wir werden unten zeigen, dass
lim — [u(y)0,G(x,y) — Gla,y)du(y)] dH (y) = u(x).  (2.96)

e—0 9B, (x)

Mit (2.93)), (2.95) und (2.96)) ist der Beweis beendet.
Es bleibt, (2.96]) zu beweisen. Sei G(z,y) = ®(y — ) — ¢(y). Aus dem
Beweis von Satz folgt

lim [w(y) 0@ (y — x) — Dy — 2)dyu(y)] dH" ' (y) = —u(x) . (2.97)
=0 JoB. ()

Der Term mit ¢, wird partiell integriert (d.h. mit dem Satz von Gauf}):

/ ()0 (y) — 0a(y)Duly)] AH (1) (2.98)
0B:(z)

= / (uAQy — @z Au)(y)dy . (2.99)
Be(z)
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Mit Ap, = 0 und

/ L peul)dy) < max{lea)] € Brnfe)} mx(8uty)] +y € Byl e’
(2.100)
folgt
lim - [w(y) 0y 22 (y) — 02 (y)Du(y)] dH ™ (y) = 0. (2.101)
Mit ist der Beweis beendet. ]

Satz 2.24. Fir alle z,y € Q gilt G(z,y) = G(y, ).

Beweis. Seien x,y € (1 fest. Wir brauchen nur den Fall x # y zu betrachten.
Wir definieren zwei Funktionen v,w : Q — R,

v(z) = G(z,2) (2.102)
w(z) = G(y, z). (2.103)

Dann ist v(z) = w(z) = 0 fiir z € 9Q und Av =0in Q\ {z}, und Aw =0
in 0\ {y}.

Sei ¢ > 0, so dass B.(z) U B-(y) € Q und B.(z) N B:(y) = (. Sei
Ve =Q\ B:(z) U Bs(y). Dann gilt

d
/ (wAv — vAw) dz :/ Z 9, (wd;v —vd,w) dz (2.104)

€ e j=1
:/ (wd,v — vd,w) dHI (2.105)
oVe
und deshalb
0= / (wd,v — vd,w) dHI (2.106)
OB (2)U0B:(y)
Wir betrachten die Rénder der zwei Bélle getrennt. Der erste ist
/ (wd,v — vd,w) dHI (2.107)
OB:(x)
= / (w(2)8,G(x, z) — G(z, 2)B,w(z)) dHI L. (2.108)
OB:(x)

Da w € C?(B:(x)), folgt aus (2.96)

liné r (w(2)8,G(z, z) — G(z, 2)d,w(z)) dHI ™t = —w(z).  (2.109)
=0 /9B, (2)
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Analog,

lim (wd,v — vd,w) dHI

e—0 9B.(y)

—tim [ (G 2)0() — 0(2)8,G(y, 2)) M = u(y) .
e—0 9B.(y)

Deshalb gilt
Gy, z) = w(z) = v(y) = G(z,y),

und der Beweis ist beendet.

2.4.3 Spezialgebiete
Erinnerung: Aus Def.

~5- In |z| falls d = 2
™
®(x) = 1 1
falls d >

A= Dyg o2 2l d=3,

folgt
1 =z
D(z) = —— .

Ve dwq |4

Halbraum

Definition 2.25. Die Greensche Funktion fiir das Gebiet
RY ={z eR: 24 >0}

st
G(z,y) = ®(y — x) — ®(y — Px),

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

(2.115)

wobei Px = (x1,...,24-1,—2q), d.h., P =1d — 2e4 ® eq. Man nennt K :

R? x 0RY - R, K = —0,G,

0G(z,y) 2xq 1
K = - = —
(@) ya dwg |z — yl|*

der Poissonkern des Halbraumes.

(2.116)

Lemma 2.26. (i) Fiir alle v € RY ist K(z,-) € C(ORL) N LY (9R%).

(ii) Fiir alle y € ORY gilt K(-,y) € C*(R%L) und

d
i=1
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(iti) Fiir alle x € RY gilt

K(z,y)dy =1. (2.117)
ORY.
Beweis. Stetigkeit folgt aus |z — y| > |zq — yq| = x4 > 0. Integrabilitit
folgt aus der Tatsache dass |K(x,-)| < C/|y|? fiir alle y groB genug.
|(ii)} Folgt aus der Definition und A® = 0 auf R\ {0}.
(iii)t Seiz € RY, ¢ € (0,24), R > 2|z|. Dann ist y — ®(y—z)—®(y— Px)
harmonisch in Q. = Br(0) NR% \ B.(z), und mit dem Satz von Gauf} folgt

A, [®(y —z) — By — Px)]dH¥ (y) = 0. (2.118)
00
Aus Lemma folgt
/ 0,D(y — z)dH (y) = —1, (2.119)
9B ()

und mit A®(y — Px) = 0 auf B.(z) folgt

/ d,®(y — Px)dH¥  (y) =0. (2.120)
OB.(x)
Deshalb gilt
/ D, [®(y —x) — ®(y — Px)]dH¥ 1 (y) = —1. (2.121)
d(RY NBRr(0))
Aus )
y—x
D®(y —x) = D® < 7 > R (2.122)
und dem Variablenwechsel y = Rz folgt
/ D, ®(y — x)dH¥ L (y) = / By B(z — S)dHI 1 (2).
OBR(0)NRE 9B1 (0)NRY R
(2.123)
Da |z|/R < 1/2 gilt |[D®(z — xz/R)| < max|D<I>\(B%(O) \ B%(O)) fiir alle z

und R, und mit dominierter Konvergenz folgt

lim [0,®(y — x) — 0,®(y — Px)] dH" (y) (2.124)
R=00 JoBR(0)NRL
= lim [81,(1)(2 5 8,0z — Px)] dH" 1 (z2) (2.125)
R—oo 831(0)QR1 R R
= / lim [8,,@(2’ — E) —0,®(z — Px)] dH"1(2) =0. (2.126)
8Bl(O)QRi R—o0 R R
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Es folgt, dass

oy [®(y —x) — B(y — Px)| dH¥ 1 (y) = —1. (2.127)
R4

Hier v ist die &uflere Normale, v = —ey, deshalb —0, = 0/0yq. O

Satz 2.27. Sei g € CY(OR%) (d.h., beschrinkt und stetig) und sei

u(z) = {fami K(z,y)g(y) falls z € R

(2.128)
g(x) falls x € ORY. .

Dann gilt w € C®(RL) NCYRE), Au=0 inRL und u =g auf IRL.

Beweis. Teil 1: wir zeigen u € C*(R%) und Au = 0. Sei z* € R% fest,
e = 273/2 > 0. Die Ableitungen DK, D?K sind auf (z,y) € B.(z*) x OR%
beschriinkt und gleichmiflig in y integrierbar. Deshalb gilt u € C?(B.(z*))
und
Au(zx) = AK(z,y)g(y) =0. (2.129)
IR

Teil 2: wir zeigen u € C(R%). Fiir z, € ORY und x € RY gilt

u(z) - u(z,) = K (z,9)g(y) dH (y) — g(=.) (2.130)

= |, K@)l ~g(.) A (y). (2.131)

Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass |g(y) — g(z«)| < e fur alle
y € Bas(z,) NORYL.

/ K (. 9)(9(y) — g(a2))dH (y) (2.132)
ORLNBys ()
<e / K (2, )| dH* (y) = ¢ (2.133)
R4
und
/ K (. 9)(9(y) — g(a))dH" (1) (2.134)
5Ri\325(1’*)
< 2max |g]| |K (z,y)|dH (). (2.135)

8Ri\325($*)
Fiir © € Bs(z,) und y € ORY \ Bos(2) gilt |z —y| > |y — @] — |2 — 24| >
ly — x| — 9, und deshalb

1 1
ly —2|? ™ (Jy — 2] = 0)*

(2.136)
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wobei die letzte Funktion auf RY~!\ Bys(x,) integrierbar ist. Mit dem Kon-
vergenzsatz von Lebesgue folgt

2Q?d 1

lim il dHT () (2.137)

224 | ord \ By (z.) dwd |z — y|d

2 1
:/ lim 4 _dH N (y) = 0. (2.138)

OR4\ By () T dwq |z — y|
Deshalb gibt es ein ¢’ < §, so dass
lu(z) —u(x™)] < 2e (2.139)
fiir alle z € By (2.) NR%L. Da g in , stetig ist, gibt es ein §” < §’ so dass
(2.139) fiir alle z € Bg/(z4) N 8]1%1 gilt. Das beendet den Beweis. ]
23.04.2019

Satz 2.28. Sei u € C*(R%) N Cy(RYL). Dann gilt

sup u(x) = sup uy)
mGRi yGBRi
Beweis. Sei u wie im Satz, M = SUP,cpd u(z), m = SUP, e R u(y). Offen-
sichtlich gilt 0 < m < M < oo und wir wollen M = m zeigen. Fiir ¢t > 1 ist
die Funktion
‘1)((0’ _t)T) B (I)(:E B (07 _t)T)
[2((0, —t)T)]

w(xz)=(M—m+e)

harmonisch, nichtnegativ in R‘i mit

lim w(z) > M —m+e.

|x|—o00

Sei R > 0 so dass
w(x) > M —m (2.140)

fiir [z| = R. Sei v = w+m—u und Ug = R4 N Br(0). Dann ist v harmonisch
in Ug, stetig auf Ugr und > 0 auf OUgr. Mit dem Maximumprinzip folgt

v>0 in Ug
und damit (ausserhalb folgt das aus und der Konstruktion)
u(z) <m+w(z).
Wir betrachten nun die Abhéngigkeit von ¢ und schreiben wy(x). Da
M—-—m+e 1

< < (M- t t
|Vwe(z)| < 0 B(—teg)w = (0, —OT[T = (M—m+e)t™ = 0ast— oo
und
w(0) =0
folgt
wi(z,t) =0 mit ¢ — 0o
in RY. Damit folgt u(z) < m fiir alle x. O
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Bemerkung. Wie friither folgt, dass u in Satz die einzige harmonische
und beschriankte Funktion ist, die mit g auf dem Rand iibereinstimmt.

Der Ball

Lemma 2.29. Die Greensche Funktion fir B,(0) ist

Dy —az)— @ (Zy— o Il 0
G(z,y) = -2) ( r '”f‘x) Jalls @ # (2.141)
O(y) — P(req) falls z =0.
Beweis. Fur y € 0B,(0), x # 0,
2 2 2
P R R L P P oy P
ro x| r ]
(2.142)
deshalb gilt G(x,y) = 0 falls |y| = r. Man rechnet AyG(z,y) = Ay®(y —
X 2 X r
Fir |y| = r gilt
Yy y || || r 1 r2—2?
LG(zy) =2 Vol —z) - 2 pey (X - )= T
%G(w,y) r Vely —x) r r( )<’I“y |x|x dwg |z — yld
(2.143)
Definition 2.30. Der Poissonkern fiir den Ball B,(0) ist
1 72 —|z|?
K =——. 2.144
BT(O)(xay) dwdr|x—y|d ( )
Fiir den Ball By (x.) ist er gegeben durch
1 72— (v —x,)?
K = 2.145
By(x*)(l'ay) duwg T|.CE' — y|d ( )
Satz 2.31. Sei g € C(0B,(z0)), u: By(x9) = R durch
K(x,y)g(y) dH" " (y)  falls = € By (o)
u(x) = /83T(x0) (2.146)

g(x) falls x € 0B, (x0)

definiert. Dann gilt u € C%(B,(w0)) N C(B(z0)) und Au = 0 in B,(zo).

Beweis. Wie in Lemma zeigt man, dass A, K = 3,02 K = 0. Wie in
Satz folgt, dass u in B,(z() harmonisch ist.
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Es bleibt zu zeigen, dass v auf dem Rand stetig ist. Da v = 1 harmonisch

ist, folgt aus Satz dass faBr(ggo)K(a:,y) dH" Y(y) = 1 fiir alle z €
Br($0).
Sei . € B, (x), € > 0. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass

1
l9(y) = g(@.)| < 5 fiiralle y € 9B, (w0) N Bas () - (2.147)

Sei x € By(x0) N Bs(x,). Dann gilt:

lu(z) — u(zs)| = /aB( )K(ﬂc,y)(g(y) — g(a*)dH" " (y) (2.148)
< / K (2, 9)lg() — g(a*)| dH () (2.149)
0By (z0)
< §+ 2 max |g| K(z,y)dH"  (y). (2.150)
OBy (z0)\Bas(zx)

Aus |y — x| > 20 und |z — x| < § folgt |z — y| > 6, K(z,y) < (r? — |z —
zo|?)/(dwyqd?) und

2 2
lu(z) — u(zy)| < g + did max |g|r ’Ed ol (2.151)
Deshalb gilt:
limsup |u(x) — u(zy)| < = (2.152)
T 2
fiir alle € > 0, da € beliebig war, ist die Aussage bewiesen. O

Wir haben insbesondere folgendes bewiesen: Sei Q € R offen, B,.(z) C

Q, u € C(Q). Dann gibt es genau eine Funktion v € C(Q2), so dass gilt:
v=uin Q\ By(x) (2.153)
Av =0in B,(z). (2.154)

Die Funktion v wird harmonische Fortsetzung von u genannt und ist explizit
durch

o(e) = {u(az) falls = € Q\ B (z0)

. (2.155)
f@BT(z) KBT(mo) (xvy)u(y)dH l(y) falls z € Br(xO)

gegeben.

Definition 2.32. Sei Q C R? offen. Wir nennen v € C™(Q) analytisch,
falls fiir alle xg € Q ein R > 0 existiert, so dass

u(z) = Z Z aaf(!CUO)(x — 20)®

(0%

m:() |a|:m

fir x € Br(xo).
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Beispiele: Polynome sind analytisch. Wir betrachten allgemeine Potenz-

reihen -
Z Z ao(r — x0)“

m:0 |a|:m

und definieren

R™! =limsup sup |aa]1/m € [0, o0].

m—r0o0 |o¢|:m
Sei jetzt r < R, |(x — z9);| < r fiir jede Komponente, r < R — ¢ und
laq < C(R—g)7 ol
Dann ist
m
S faae - a0) |<Zcm ( ) < oo
m=0|a|=m

und die Potenzreihe konvergiert in x¢ + [—r,7]¢. Umgekehrt folgt aus der
Konvergenz in zo + [—r,7]¢ dass R > r, wie in einer Dimension.

Satz 2.33. Harmonische Funktionen sind analytisch.

26.04.2019

Beweis. Es gniigt, die Situation u € C?(B,(x.)) N C(B,(0)) zu betrachten.
Ohne Einschrankung sei x, = 0 und r = 1. Dann gilt mit dem Poissonkern
fir |z| <1

- 11— |zf? d—1
u(x) = Km,yuyd?—[dl:/ _— u(y)dH .
(=) /8B1(0) (@ )uly) 9B, (0) dwa [T —y|? )

Mit der geometrischen Reihe gilt (da |y| = 1) mit ¢ = (2(z,y) — |=|?)

1 1 >

o0
ey M AR )

m=0

falls |z| < & und damit || < 1. Das Produkt von Potenzreihen mit Kon-

vergenzradius 1 hat wieder Konvergenzradius < 1 (mit Cauchysummation).

Also ist o
‘l' _ ’271 Z amq Z am(2<$7y> - ‘$|2)m
m=0

mit .
lim sup |ay,|m < 1.
m—0o0
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Also existiert fiir jedes € > 0 ein C' > 0 so dass
lam| < Ce(1+e)™

Damit ist

Z am / — Jal?) " u(y)dH )

31(0)

wobei die Summanden Polynome vom Grad 2m sind, die gleichméssig kon-
vergieren, falls |z| < % Wir betrachten nun die Taylorpolynome Ty (z) . Der
Glied der Reihe mit Potenz m hat Terme vom Grad zwischen m und 2m.
Das Taylorpolynom vom Grad N ist die Summe aller Terme mit 2m < N,
und einem Teil der Summanden nach Ausmultiplizieren fiir m < N. Da

m

@ y) — [Py =3 @) (2, )| P

=0

und daher

m

— m 2 1
@ y)— )" Z( ) 2o Pl = 2" < (G =

Damit folgt

1

Fe <C. Z 1+g Cg%((ua)z)NH =0

_7 9
m=M+1 1 9

fir N — oo. Damit ist
Tyu(x) = ][ T]\fyyu(y)al’}-ldf1
9B1(0)

und

9 T\ N+ ~
)~ Tvu@l < 5(5) T f e

Damit ist u analytisch. Ist d ungerade, dann nehmen wir eine Dummyva-
riable dazu.
O
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2.5 Existenz von Losungen

Definition 2.34. Sei Q C R? offen, u € C(Q). Die Funktion u heif$t sub-
harmonisch, falls

u(zr) < ][ wdH L fir alle Bille mit B,(x) C Q (2.156)
9B, (z)
und superharmonisch, falls

u(x) > ][ wdHY  fiir alle Bille mit B,(x) C Q. (2.157)
OBr(x)

Lemma 2.35. (i) Eine Funktion u € C*(Q) ist genau dann subharmo-

nisch, wenn
—Au<0 inQ. (2.158)

(i1) Eine Funktion uw € C() ist genau dann subharmonisch, wenn —u
superharmonisch ist.

(i1i) Eine Funktion uw € C(2) ist genau dann harmonisch, wenn u sowohl
subharmonisch als auch superharmonisch ist.

Beweis. in Satz [2.3(i1)| (Mittelwertsatz) wurde gezeigt, dass —Au < 0
impliziert. Die Gegenrichtung wird wie in Satz bewiesen: Falls
ein x € Q mit —Awu(x) > 0 existieren wiirde, dann gébe es ein r > 0, so dass
—Au > 0 auf B,(r) und B,(x) C Q. Dann wiirde aus folgen

u(z) > ][ udy, (2.159)
By ()

gegen die Annahme.
es reicht, —u in der Definition einzusetzen.
eine harmonische Funktion erfiillt

u(z) = ][ wdH1  fiir alle Bille mit B,(z) C Q (2.160)
OBy (x)

und ist damit sowohl subharmonisch als auch superharmonisch. Die Gegen-
I‘iChtlElg wurde in Satz bewieseg (fir alle z, € Q gibt es ein 7, > 0, so
dass B(zs,r) C Q, dann u € Li(B(z4, 7)), und daraus folgt Au = 0 in
T O

Lemma 2.36. (i) Sei Q2 C R? offen, beschrinkt und zusammenhdingend,

u,v € C(£2), u subharmonisch, v superharmonisch. Falls v < v auf
09, dann gilt entweder v < v auf Q) oder u = v auf €.
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(ii) Sei u € C(Q) subharmonisch, B.(x) C Q, und sei v : Q — R die
harmonische Fortsetzung von u auf By(x), ndimlich,

~July) falls y € Q\ B, ()
v(y) =

faBr(w) Kp, () (¥, 2u(z)dH*(2)  fallsy € By(x).
(2.161)
Dann gilt v € C(Q), v ist subharmonisch und u < v.

(iii) Seien wuy,...,ux € C(Q) subharmonisch. Dann ist u =
max{ui,...,ux} ebenfalls subharmonisch.

Beweis. Die Funktion v — v ist subharmonisch, und v — v < 0 auf 0f2.
Die Aussage folgt aus dem starken Maximumprinzip, Satz

Aus v € C(B,(x)) und u € C(Q\ B-(x)) mit u = v auf dB,.(x) folgt
v e C(Q).

Die Funktion v ist in B,(z) harmonisch und auf 0B, (z) gilt v = v. Aus
folgt, dass u < v in B, (z). Deshalb gilt u < v auf Q.

Sei Br(y) C Q. Falls y ¢ B,.(x) dann gilt

=u ulz d-1 z v(z d—1 z). .
o(y) = @’S]gBR(y) (2) dH <>s]gBR(y) (2)dHTN(z).  (2.162)

Falls y € B,(z), betrachten wir die Funktion w : Q — R,

w(z) = {v(z) falls z € Q\ Br(y)

= B (2.163)
Jony.r) KB (2, )0(t) dHP1(t)  falls 2 € Br(y).

Aus der Definition folgt
w(y) = ][ w(t)dHT () = ][ v(t)dHI(t). (2.164)
OBR(y) OBR(y)

Falls
v(y) < w(y) (2.165)

folgt
v < f ot
dBRr(y)

und fiir alle R mit Br(z) C © damit auch

o(z) < ]fg R

fiir alle derartigen Bélle. Damit ist der Beweis beendet.

Es bleibt, zu beweisen. Die Funktion u ist subharmonisch und w
ist harmonisch in Bg(y), aus u < v = w auf dBg(y) und dem Maximum-
prinzip folgt u < w auf Bg(y).
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Die Funktion v—w ist harmonisch in B, (z)NBg(y), und v—w = u—w < 0
auf (0B,(x)) N Br(y) € B(y,R) und v — w = 0 auf BRr(y). Deshalb gilt
v—w <0 auf O(B,(z) N Br(y)) und damit auch in y € B,(z) N Br(y).

(i)} Sei w = max; uj, By(z) C Q, p € {1,..., K}, so dass u(x) = u,(z).
Aus u, < u folgt

u(z) = up(r) < ][ up dH! < ][ udH (2.166)

O]

Definition 2.37. Sei Q@ C R? offen und beschrinkt, g € C(95). Dann
definieren wir:

Sy ={v € C(Q) : v subharmonisch und v < g auf ON} . (2.167)
Satz 2.38. Sei Q C R? offen und beschrinkt, g € C(99), u: Q — R durch
u(x) = sup{v(z) : v € Sy} (2.168)

definiert. Die Funktion u ist wohldefiniert und harmonisch.

Beweis. Die Menge S, ist nicht leer, weil die konstante Funktion z
min g(0Q) in Sy liegt.

Fiir alle z € Q0 ist die Menge sup{v(z) : v € S,} beschriinkt, weil v(z) <
max g(09Q) fiir alle v € S,;. Deshalb ist u wohldefiniert.

Sei y € Q, {vr}ren C Sy eine Folge, so dass vg(y) — u(y). Wir kénnen
oBdA annehmen, dass v, < vgy1 (sonst betrachten wir die Folge max{vg, vy,
Sei B,(y) C Q, wy, die harmonische Fortsetzung von vy auf B,(y), d.h.,

w(z) = {vk(z) falls z € Q\ By (y) (2.169)

faBT(y) KBT(y)(Za t)vk(t)dH”_l(t) falls z € B, (y) .

Aus Lemma folgt, dass w; subharmonisch ist und v, < wy, insbe-
sondere wy, € Sy. Deshalb gilt v, < wy, < u, insbesondere konvergiert wy,(y)
gegen u(y). Aus der Monotonie der Folge vy folgt leicht die Monotonie der
Folge wy.

Aus der Monotonie der Folge wy, folgt, dass wy gegen eine harmonische
Funktion U gleichméBig in B, j»(y) konvergiert. Beweis davon: Wir wissen,
dass wy(y) eine Cauchy-Folge ist. Sei k < h. Da wy, — wy, > 0, und A(wy, —
wy) = 0 auf B, (y), folgt aus der Harnack-Ungleichung (Satz [2.12)), dass

max(wp, — wg)(Br/2(y)) < Cmin(wp, — wy)(B/2(y)) < Clwn(y) — wi(y)) .

(2.170)

Deshalb ist wy, eine Cauchy-Folge in C(B,/5(y)) und konvergiert gleichméflig

gegen U. Da U die Mittelwerteigenschaft hat, ist sie harmonisch (Satz
oder Lemma [2.35(iii)]). Ferner, U(y) = u(y) und U < u auf B, /5(y).
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Es bleibt zu zeigen, dass U = u auf B, 5(y). Falls nicht, dann gébe es
ein p € B, /5(y), so dass U(p) < u(p). Dann gébe es ein V' € Sy mit

U(p) < V(p). (2.171)

Sei ¥, = max{V,wy}, und - wie oben -

Bu(2) = {27k(z) falls z € Q\ B,(y)

N _ (2.172)
Jom.() KBow) (2. )TR(O)AHTH(¢)  falls 2 € By (y).

Die Folge wy ist monoton, und wx(y) — wu(y). Deshalb konvergiert wy,
gleichmiBig auf B(y,r/2) gegen eine harmonische Funktion U. Aus wy, < @y,
folgt U < U auf B(y,r/2), mit U(y) = U(y) = u(y) folgt (starkes Maxi-
mumprinzip oder Harnack) U = U, insbesondere V(p) < U(p) = U(p), ein

Widerspruch zu (2.171]). ]

30.04.2019
Wir wenden uns den Randwerten zu.

Definition 2.39. Sei Q C R? offen, z,. € 0Q. Eine Funktion w € C(Q)
heiffit Barriere in x, wenn:

(i) w(zy) =0 und w > 0 auf Q\ {z.};
(11) w ist superharmonisch in 0, d.h., gilt.
Ein Punkt x, € 0 heifit requldr, wenn eine Barriere in x, existiert.

Lemma 2.40. Sei Q C R? offen und beschrinkt, g € C(09), v : @ — R
durch

u(x) = sup{v(z) 1 v € Sy} (2.173)
definiert. Ist x, € 0N) requldr, so gilt
li_}m u(z) = u(zs) = g(xy) - (2.174)

Beweis. Sei w eine Barriere fiir x,. ei € > 0. Dann gibt es ein § > 0 so dass
gilt:

lg(x) — g(xy)| <e  fur alle z € Bs(x,) NOQ. (2.175)
Sei
_ 2max]|g|(9%)
© minw(Q\ Bs(z.)) (2.176)

Dann gilt, fiir alle z € 912,
l9(z) — g(zs)| < e + Cw(z), (2.177)
und deshalb

9(z) — Cw(z) — e < g(x) < g(xs) + Cw(z) + ¢ fiir alle x € 0. (2.178)
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Die erste Funktion ist subharmonisch und deshalb in S, enthalten, es folgt
dass
g(zs) — Cw(x) —e < u(x) fiir alle x € 0. (2.179)

Die Funktion z — g(z.) + Cw(x) + € ist superharmonisch. Fiir alle v € S,
gilt

v(z) < g(z) < g(zs) + Cw(z) + ¢ fiir alle z € 9. (2.180)
Mit Lemma [2.36{1)| folgt
v(z) < g(zy) + Cw(z) + ¢ fur alle z € Q (2.181)

und aus der Definition von u folgt
u(z) = supf{v(z) : v € Sy} < g(xy) + Cw(x) +¢ furalex e . (2.182)
Deshalb gilt:

limsup |u(z) — g(z.)| < e+ lim Cw(z) =¢ (2.183)

T—Tx T—>Tx
fiir alle € > 0. O

Satz 2.41. Sei Q C R¢ offen und beschrinkt. Das Dirichletproblem

{Au =0 inQ (2.184)

u=g in 0N

ist genau dann fiir beliebige g € C(0Q) losbar, wenn alle Punkte x, € OS)
requldr sind.

Beweis. Falls alle x, € 0§ reguliir sind, wurde Existenz in Satz und
Lemma bewiesen.

Falls das Dirichletproblem I6sbar ist, und x, € 02, dann ist die Losung
von Au = 0, u(z) = |z — x| auf 0N eine Barriere in z,. O

Definition 2.42. FEine offene Menge Q C R? erfiillt die dufSere Sphdrenbe-
dingung in x, € 0Q wenn y € R, r > 0 existieren, so dass

By(y) NQ = {z.}. (2.185)

Lemma 2.43. Fulls die offene Menge Q@ C R% in x, € 0 die duflere
Sphdrenbedingung erfiillt, dann ist x, ein requldrer Punkt.

Beweis. Sei
u(z) = ®(zy —y) — ®(z —y). (2.186)

Dann gilt u > 0 auf Q, und u ist auf Q harmonisch. O
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Beispiel. Jede konvexe Menge erfiillt iiberall eine Sphérenbedingung, so-
wie jede Menge deren Rand C?-regulir ist.

Lemma 2.44. Fin Punkt x € 0X) ist genau dann requldr, wenn er als Rand-
punkt von B,(x) N § requldr ist.

Beweis. Sei x € 09 reguliar, w € C(Q) eine Barriere. Dann ist die Ein-
schrinkung von w auf QN B,(z) auch eine Barriere.

Sei jetzt w als Randpunkt von QN B,(x) reguldr, und sei w € C(B,(z)N
Q) superharmonisch, nichtnegativ, w = 0 genau bei z. Falls 9B, (z) NQ = 0,
dann kann man w = 1 auf Q\ B,(z) setzen. Sonst gilt m = min w(dB,(z) N
Q) > 0, und man definiert

( ):{m falls y € Q\ B,(x),
Y min{m,w(y)} fallsy e QN B,(z).

(2.187)

Aus dieser Definition folgt leicht, dass w € C(Q), w(x)
alle y € Q\ {z}.

Es bleibt zu zeigen, dass w superharmonisch ist. Sei B,(y) C Q. Falls
y & By(z) dann gilt:

0, w(y) > 0 fiir

m = 1w(y) :][ mdH" ! > ][ wdH" (2.188)
8B7‘(y) aBr(y)

weil w < m iberall.

Falls y € B,(x), sei z die harmonische Fortsetzung von w auf B, (y). Es
reicht zu zeigen, dass z(y) < w(y). Auf B,(y)NB,(z) ist W superharmonisch,
und z = w auf dem Rand.

O

Lemma 2.45. Sei Q C R? offen und beschrinkt. x, € 0 ist requlir, falls
r >0 und n € R? mit |n| = 1 existieren so dass

Ty +1tn g Q fir0o <t<r.
Beweis. Ohne Einschrinkung sei 2, = 0 und n = —(1,0)?. Wir definieren
w(z) = Revay + iz

O
Bemerkung. Die Sphirenbedingung ist nicht notwendig. Ein Punkt z, €
O erfiillt eine duBlere Kegelbedingung, wenn ein offener Ball B, (y) existiert,
so dass conv({z,} U B,.(y)) NQ = {z,}. (fiir A C R? ist conv A die kleinste
konvexe Menge, die A enthilt). Die duflere Kegelbedingung reicht, und ist

insbesondere in jedem Gebiet erfiillt, deren Rand Lipschitz-stetig ist. Die ist
aber ebenfalls nicht notwendig.
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Lemma 2.46. Seia > 0, C = {x = (¢/,2,) e R" I xR : |z| < 1,2, <
alz'|}. Sei Q C R? offen. Falls z. € OS) so ist, dass ein v > 0 existiert, so
dass B(r,x,) NQ C z, + QC, wobei Q € SO(n) eine Rotation ist, dann gibt
es eine Barriere in x.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass x, = 0 und @ = Id. Wir werden
eine Funktion u auf C' konstruieren. Es ist leicht zu sehen, dass alle Punkte
x, € 0C \ {0} die duBere Sphirenbedingung erfiillen.

Sei g(x) = |z|, g € C(8C), und u = sup Sy wie in Satz [2.38 Dann folgt
0 <u<1und Au =0 in C. Mit Lemma [2.40] folgt u = g on C'\ {0} und
ue C(C\{0}).

Aus Lemma [2.36(1)| folgt, dass u < 1 in C.

Sei w = C'N Byjy, v : w — R durch v(z) = u(2z) definiert. Sei a =
max u(C N dBj ;). Dann ist 1/2 < a < 1. Da v = 1 auf C N8By, und
u= %v auf (Qw) N By sz, folgt u < av auf Jw.

Wir zeigen jetzt, dass v < av in w. Fiir € > 0 sei we = av +¢®. Da u
und av beschrinkt sind, gibt es § > 0, so dass u < w,. auf w N IBs. Mit
u,ws € C(w\ By) folgt u < w, in w\ Bs. Da ¢ beliebig war, folgt u < av in
w.

Wir haben gezeigt, dass fir k e N, k > 1

supu(C N By—x) < asupv(C N By-x) = asupu(C N By—e—1y).  (2.189)

Daraus folgt sup u(C N By—«) < a¥. Mit u > 0 folgt, dass u(0) = 0 und u im
Punkt 0 stetig ist. Aus dem starken Maximumprinzip folgt, dass v > 0 in
C'. Deshalb ist u eine Barriere. O

03.05.2019

Lemma 2.47. Es gibt eine beschrinkte, offene Menge Q C R3 und eine
stetige Funktion g € C(9S2) so dass das Problem Au = 0 in Q, u = g auf
09, keine Losung u € C*(Q) N C(Y) hat.

Beweis. Sei w = B1(0)\ ([0,1] x {0}?) C R3,

1
u(z) = 477/ O(x — tey)tdt tdt . (2.190)
0

1 1
_/o V(= 21)? + 23 + 3

Dann gilt u € C*°(£2) und Au =0 in Q. Da

d|:\/ . t—xq t

— t—x) 2+ 22 +22—=2 arsmh( )}:

g [V m) ety x5 + 23 V(z1 — )% + a3 + 23
folgt

1—:131 |l’1|
\/:pg—i—xg \/x%—}—x%
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Aus
In(x + V22 + 1) = arsinh(x)

folgt
1— _
u(r) =|z — ez|* — |2* — 21 In( vt |o 61‘)+|x1,1n (M)

Vs + a3 Va3 + a3

=z —es” —[a]® — a1 In(1 — 21 + |z — e1]) + |z In(jer| + |2]) — (21)4 In(aF + 23)

Wir schreiben

() = {U($) —z1In(23 +22)  falls 21 >0 (2.191)

v(x) falls 1 <0

wobei v beschrénkt und stetig ist.
Daraus folgt insbesondere, dass u nicht stetig ist. Es gilt sogar: In jeder
Menge B,(0) N {z1 > 0} N3 + 23 > 0 hat

—x1 In(z3 4 22)

ganz (0, 00) als Wertebereich.

Sei k > 2supv(B1(0)). Sei @ = B1(0) N {u < k}. Sei g : 92 — R durch
g = u auf 00\ {0}, und ¢(0) = k definiert. Aus u = k auf 0Q N By \ {0}
folgt g € C'(092).

Wir wollen zeigen, dass keine Losung w € C(Q) N C?(Q2) von Aw = 0
und w = g existiert.

Sei w eine solche Losung. Fiir € > 0 sei we = w + €®. Da u auf
beschriankt ist, & > 0 iiberall, und lim,_,o ®(z) = oo, gibt es § > 0 so dass
we > w auf 9(2\ Bs). Da w, —u auf Q\ Bs harmonisch und auf Q2 \ Bs stetig
ist, folgt w. > w auf Q\ Bs. Da ¢ beliebig war, folgt w > u auf Q. Analog
(mit w — e®) zeigt man w < w. Deshalb w = u. Das kann aber nicht sein,
weil w in € stetig ist, u nicht. O

2.6 Harmonische Polynome und Kugelflichenfunktionen
2.6.1 Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten
Wir schreiben 971 = 9B;(0) c R%

Definition 2.48. Wir sagen, f : S™' — R ist k mal stetig differenzierbar,
wenn

f(z) = f(z/lx]) € CHRN\{0})

Der Laplace-Beltramioperator von S* ' ist die lineare Abbildung
Ag: C*(STh — o8t
Asf(z) = Af(x).
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Wir bezeichnen die radiale Ableitung mit 9,., d.h.

fiir x # 0 und f differenzierbar.
Ist f € CF(R?!) dann ist definiert fiir jedes r» > 0 f,.(z) = f(rz/|z|)
eine Funktion in C*(S?1). Wir definieren fiir f € C?(R%\{0})

Sd 1f(z) = (A gd— Lfr)(z/7)
mit r = |z|.

Lemma 2.49 (Laplace in Polarkoordinaten). Sei f € C?(R4\{0}). Dann
18t

—1
Afz@ferdT@rvar_QAquf

Beweis. Das folgt mit einer Rechnung: Sei |zg| = r9 > 0

Af(zo) =(A(f = fro))(@0) + Afr(z0)
d
=93 (f = fro)(@o) + 15 (Agar f) (o)
j=1
und
890]' (f = fro)(0) :(aarjf - 3mjf(7”096/\37|))|xo
=04, (20) — Oa, f () + 8a:]f(ﬂfo)

)
_T'O arf(x[))
sowie mit r = |z|
d . R
Do (Fof) =0+ (=D 20,10,
j=1 j=1

=2+ o ().

Fiir d = 2 erhalten wir mit z = (r Cf)s ¢>
rsin ¢

Af:83f+%8rf+r‘28§f
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Fiir d = 3 verwenden wir Kugelkoordinaten o < 8 < 7, 0 < ¢ < 27,

r sin 0 cos ¢
x = | rsinfsin¢
r cos 6

und berechnen

0?2 cosf 1 9?2

2ty )

d—1
Au = *u+ —=0, -2 il —
u=0u+ " Oru+1%( " 0u+sin296¢2u

und erhalten fiir den Laplace-Beltramioperator

82u+cos0 1 92

002 sin ou+ sin? 6§ Wu (2.192)

As2u ==

Ahnliche Formeln kann man mit mehr Miihe fiir beliebige Dimensionen
erhalten.
2.6.2 Harmonische Polynome

Definition 2.50. Wir nennen f : R\{0} homogen vom Grad m € R, falls

fAx) = A" f(x).

Wir nennen das Polynom p homogen vom Grad m € N, falls es homogen
vom Grad m ist.

Lemma 2.51 (Euler). Sei f € CY(R?\{0}). f ist genau dann homogen vom
Grad m falls gilt

d
> w0 f =mf (2.193)

j=1

Beweis. Sei f homogen vom Grad m. Dann ist
d d d
> w00, f () = L)l = S (" F@) o1 = mf(a)
j=1

Umgekehrt gelte (3.15). Dann folgt mit g(z) = |z|" f(x)

. t —
T 9(tz) =0
und damit ist ¢ homogen vom Grad 0 und f homogen vom Grad m. O

Ein homogenes Polynom vom Grad m lésst sich eindeutig als Summe
von Monomen z¢ mit |a| = m schreiben. Der Homogenitétsgrad ist immer
in N. Wir bezeichnen den Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad
m mit P,,.
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erdfl)

Lemma 2.52. Die Dimension des Vektorraums PS ist ( i1

Beweis. Wir miissen die Multiindizes einer festen Lénge zéhlen. Fiir d = 1
erhalten wir immer 1. Das ist der Induktionsanfang. Die Formel gelte in
Dimension d — 1. Dann zéhlen wir

i (m—j—l—d—l) B <m—|—d—1>
= d—2 d—1
mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks. O

Definition 2.53. Wir bezeichnen den Raum der harmonischen Polynome
in PS mit HY.

Lemma 2.54. Seip € P{,. Wir schreiben p(z) = |z|™ f(z/|z|) mit f(z) =
p(x) fir x € SL. Dann gilt

Aga-1f + m(m+d—2)f=0.

Ist f € Hﬁfll und g € HE  mit my # mo then

2

fgdHI ™t =0 (2.194)

§d71

Beweis.
o d—1 —2 —2 d—1
0=Ap=20p+ T(‘)errr Aga-1p =1 “(m(m—1)+(d—1)m)p+Ag™ p.

Der zweite Teil folgt mit dem Satz von Euler und dem Satz von Gauf:

d
my [ fodHi = /§ (w0 gdH
j=1

§d—1

[ (wgvant
8B1(0)

[ V(s
B;(0)

:/ Vf-Vgdx
B1(0)

=my fgdHaL.

§d—1

hence f§d_1 fgdH! = 0. O
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Interpretation: —Ag hat die Eigenwerte

m(m +d-2) = (m+ 27 - (L2

Wir definieren auf P¢ ein Skalarprodukt durch

<xa,x6> _ { 0 fallsa#p

a!  sonst
Wir betrachten die linearen Abbildungen
T: Pl — Pi.y T(p) = |z[’p(x)

und

A:PL P
Lemma 2.55.

(Tp,q) = (p, Aq)

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir Monome zu verifizieren. Seien « ein

Multiindex. Da .
Tx% = Z x?xo‘
j=1
und
(Tx®, 52%) = (x5, 272%) = (a; + 2)(a;j + 1)(z®,2%) = (%, Az*t?%).
O

Satz 2.56. Die Teilriume HE_ , und TP sind orthogonal in P2 _,. Sie
spannen PY ., auf.

Beweis. Orthogonalitit folgt aus Lemma Sei jetzt w € P;;i@ 9 orthogonal
zu TPZ. Dann ist wieder mit Lemma Aw = 0. O

07.05.2019

Korollar 2.57. Die Dimension HY, ist (m:[_dl_l) - (m;lr_dl_?’).

o d=2 (") - ("N =m+1-(m—-1)=2,
(Re(z1 +iz2)™, Im(x1 + ixa)™)

ist eine Basis.
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e d=3: (m2+2) —(3) =3((m+2)(m+1) —m(m —1)) = 2m + 1. Eine

Basis fiir m = 0 ist 1, fiir m = 1 ist (21, z9, 23) und fiir m = 3

2 2 2 2
T122,T1T3,L2L3, X1 — Lo, T] — I3

bzw
Re(xy+ize)?, Im (21 +ize)?, Re(xy +ize) w3, Im (21 +izg)? 23, Re(z1+ize) (303 — (23 +23)),
Im(zy + ix9) (323 — (23 + 22), 523 — 3(2? + 23)x3
Satz 2.58. Die harmonischen Polynome sind dicht in LP(S) fir1 <p < oo

Beweis. Aus der Analysis ITI wissen wir, dass stetige Funktionen in LP(S?~1)
dicht sind. Sei f € C(S%"!). Nach dem Approximationssatz von Weierstrass
existieren Polynome, die in S¢' gleichmissig gegen f konvergieren, und
damit auch in LP(R%). Nach Lemma konnen wir jedes Polynom in P%
auf S als Summe homogenen harmonischer Polynome schreiben (|z| = 1).
Daraus folgt die Aussage. O

2.6.3 Orthonormalbasen in Hf,l1

Die Vektorrdume H¢, versehen wir mit dem Skalarprodukt von L?(S). In
jedem Raum konnen wir eine Orthonormalbasis wéhlen und erhalten eine
Orthonormalbasis von L?(S9~1, H4-1).

Die Einschrankung der harmonischen homogenen Polynome auf die Sphére
werden Kugelflichenfunktionen genannt.

Wir beschrinken uns auf den Fall d = 2, 3.

2.6.4 Der Fall d =2
Eine Orthonormalbasis in H¢, ist durch (mit w = x1 + i)

1 1
ﬁRewm,ﬁImw

Wenn wir S mit (cos @, sin o) parametrisieren, dann hat die Basis die Form

m

— cos(ma), —= sin(ma)

VT va

—L_ fiir m = 0 gegeben.

Ver

fir m > 1 und
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2.6.5 Der Fall d =3 und m > 1.

Wir machen den Ansatz
(Rew™, Tmw™, Re(w™ 1)p" 1 (t), Re(w™ 2)p™=2(t), ... pm(t))  (2.195)
mit Funktionen pj, fiir eine Basis. Wir berechen mit Hilfe von [2.192

Pin(t) = Qi (6)

cos 2

2 n n _ n o _
GQp + S nQp + (mlm +1) = )@ =0

sin @

und daher mit ¢ = cos(#)
(

0)0pr, 05 Qn, = (1 —t*)0py, — Oy,

0pQ,, = —sin
and
n2
(L= ) ()" = 26p5) + (mm+ 1) = 77— o =0 (2.196)
Die Gleichung mit n = 0,
d
A=) )} +m(m+ Dpm(t) = 0 (2.197)
heiflt Legendredifferentialgleichung.
Lemma 2.59. Die Legendrepolynome
m(t) = ————[(t2 = 1)™
pnlt) = g [ = 1))

losen die Legendredifferentialgleichung. Sie geniigen pp, (1) = 1.

Beweis. Die Fall m = 0 ist trivial. Wir schreiben die Legendredifferential-
gleichung als

t
(2 = 1)pl, = m(m + 1)/ DPm(s)ds
1
und verifizieren mit f,,, = (2 — 1)™
(8 = DS = m(m + D

Dazu beobachten wir
(t2 - 1)f7/n = 2tmfm

was wir m mal differenzieren.

(12 — 1) fmHY) pome ) (”;) fim=1) = opm flm) 4 om?2 fim=1),

O]
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Wir machen den Ansatz mit der sogenannten erzeugenden Funktion

1

F(t,u) = V1= 2tu+ 2

und verifizieren
at((1 —2)9,F(t, u)) +ud? (uF (¢, u))

1—t*)u 1—tu
= o) )
(1 —2tu + u?)2 (1 —2tu + u?)2

3(1 — t2)u? — 2tu(l — 2tu + u?) n 3(1 — tu) (tu — u?) — tu(l — 2tu + u?)

(1—2tu+u2)g (1—2tu+u2)g
(1 —t2)u? — tu(l — 2tu + u?) + (1 — tu) (tu — u?)
(1 — 2tu + u2)3

=3
=0

Dann ist

P(tu) =Y pm(t)u™
m=0

und py, 16st die Legendredifferentialgleichung. Da

1 [e.¢] 1 (o ¢]
— n — _1nn
PP
n=0 n=0

gilt p(1) = 1.
Lemma 2.60.
Pm(t) = Pm(t)
Beweis. Mit Hilfe der Wronskideterminante kann man sehen, dass es keine
zweite linear unabhéngige Losung in einer Umgebung von +1 gibt: Seien f

und g Losungen der Legendredifferentialgelichung und W (t) = f(¢)g'(t) —
f'(t)g(t). Dann ist

W'(t) = f(t)g"(t) — f'(t)g(t) = ——

und
2T

W(t) = cexp(—/o )

wobei

/t T g /t L ol o4+ +m -
———d7 = 7=In n(l—
0 (T+1)(T—1) 0T—|—1 T—1
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und
1

Ist f = P, (und g linear unabhéngig, also ¢ # 0) so erhalten wir

j
/ m
g="g+tc——.

Dap/,(1) # 0 kann g nur das triviale Polynom sein. Also ist p,, ein Vielfaches
von p,,. Die Werte in ¢ = 1 stimmen iiberein. ]

Lemma 2.61. Die zugeordneten Legendrefunktionen
dn
P = (1" = )2

dtn
sind Losungen von (2.196)).

Wir erhalten Polynome fiir die Kugelflichenfunktionen.
Beweis. Aufwendige Rechnung. O
Satz 2.62. Sein > 0. Die Funktionen

U (1) = \/ s EZ . Z;: PL(1)

fiir 0 < n < m bilden eine vollstindige Orthonormalbasis von L*((0,1)).

Beweis. Da Polynome dicht in L?((—1,1)) sind und der Grad von ,,, fiir
n gerade m — n ist bilden diese Polynome eine Basis fiir alle Polynome. Ist
n ungerade, so miissen wir die Argumentation leicht dndern und beziiglich
(1 — t?)dm integrieren.

Sie sind orthogonal, aufgrund von Lemma Die Aussage folgt aus

1 m n):
[ o= 5 2 (2.19%)

Wir zeigen zunéchst

1 am dr 1
/ T (87 = 1) (87 = 1)t = / (£ = 1ym)mam(1 — ¢2)mat
1
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was Null ist, falls n > m und 227 (2n)! fll(l — t3)ndt fiir n = m.

I, :/1 (1—tH"dt = (n—1) /11 2t(1 — %) 2(t — ét?’)dt

1 —

:2(71_1)/1(1—752)"%#—4(”3_1)/1 (1_t2)n—1dt+4(713_1)/1(1_752)71—26175

3 1 —1 —1
2(n—1 4(n—1 4(n —1
= ( 3 )In— ( 3 )Infl_ ( 3 )In72
und damit

0=(2n—5)1, —4(n — V)Ih_1 — 4(n — 1)In_y

woraus sich das Integral rekursiv bestimmen 1a8t.
Fast genauso sieht man fiir my # mo

1
/ p%lp"m2dt =0.
1

[ym%

ist mithsam und wird nicht durchgefiihrt.

Die Auswertung von

10.05.2019
Lemma 2.63. Je zwei Funktionen in (2.195)) sind orthogonal in L*(S).

Beweis. Wir parametrisieren S? bis auf eine Nullmenge durch

V1 —t2cos ¢
(“1,1) % (0,21) 3 (t,6) - ¥(t,6) = | VI~ Psing
t

und berechnen

\/%cosgzﬁ —V1 —t2sin¢
Dy = \/%sinqﬁ V1 —t2cos ¢
1 0

und
—z 0
Dyl Dy = 0
1—¢2
Mit
nm = Pm(23) Re(z1 + ix9)"
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und '
= Pm(73) Im (21 + d22)"

erhalten wir

27
L B B 4? = / | P 00,0 costmas) cos(mag) o

21
_ / P (O ()t [ cos(m ) cos(mao) o
1

9

2w
/ CcosN1¢ cosnopdp =

{0 falls nq # no
0

7 fallsny = n9

0 falls ny # no
7 fallsny = n9

)

2w
/ sinni ¢ sinnapdg = {
0

2
/ cos ny¢sinnapdp = 0
0

erhalten wir nur dann etwas von Null verschiedenes wenn nq1 = ns. In diesem
Fall folgt die Aussage aus Lemma [2.62
O

2.7 Holomorphe Funktionen und komplexe Differentialglei-
chungen

2.7.1 Wege und Zusammenhang

Sei A C RY. Ein parametrisierter Weg in A ist eine stetige Abbildung eines
Intervals I nach A. Die Bildpunkte (y) = {7(¢) : ¢ € I nennen wir die
Bahn des Weges. Sind I, J Intervalle ® : J — I ein monoton wachsender
Homo6omorphismus, v : I — A ein Weg, dann ist yo¢ : J — A ein Weg mit
(7) = (v o ¢). Die Wege unterscheiden sich nur durch die Parametrisierung.

Ein Weg ist Aquivalenzklasse von parametrisierten Wegen, die sich nur
durch die Parametrisierung unterscheiden.

Jeder Weg wird in einer Richtung durchlaufen. Wir bezeichnen die Rich-
tung auch mit Orientierung.

Sind 71 : [a1,b1] — A und 2 : a2, bo] Wege mit y(b1) = y(az), so kénnen
wir die Wege zu dem parametrisierten Weg

’73(t) _ { ’yl(t) te [al,bl]
72(15 — b+ az) t e [bl,bQ — a2 + bﬂ

zusamimensetzen.
Die Menge A heifit wegzusammenhéngend, wenn es zu x,y € A einen
parametrisierten Weg ~ : [a,b] — A gibt mit v(a) = x und ~(b) = y.
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Ist I = [a,b] und 7 ein parametrisierter Weg mit y(a) = v(b), so nennen
wir den Weg geschlossen. Wir identifizieren geschlossene Wege mit Aquiva-
lenzklassen von stetigen Abbildungen S' — A.

Wir sagen, A ist einfach zusammenhéngend, wenn es zu jedem geschlos-
senen Weg v € C(S!, A) eine stetige Abbildung 4 € C(B1(0)) gibt mit
A(z) = (x) fiir [2] = 1.

Lemma 2.64. Sternférmige Mengen sind einfach zusammenhdngend.

Beweis. Sei A sternformig bezgl. 29 € A und 7 : S — A ein geschlossenener
Weg. Wir definieren

Y(y) = zo + yl(v(y/|y]) — 20) € A.
0

Wir nennen einen Weg k£ mal stetig differenzierbar, wenn es eine £ mal
stetig differenzierbare Parametrierung v mit v/(¢) # 0 gibt. Wir betrachten
in diesem Fall Aquivalenzklassen, wobei ¢ dann ein monotoner wachsender
C* Diffeomorphismus ist.

Ist U C RY offen und einfach zusammenhingend, v : [0,27] — U ein
geschlossener Weg mit 7/(0) = +/(27), so existiert ein 4 € C1(B1(0)) mit
v(x) = A(x) fir |z| = 1: Da U einfach zusammenhiingend ist, existiert
0 € C(B1(0)). Sei € > 0. Mit dem Approximationssatz von Weierstrafl
existiert ein Polynom 41 mit [Jo(z) — 41(z)| < /2 fur |z| < 1. Sei n € C°
monoton wachsend, n(t) = 0 fiir ¢ <0 und n(t) =1 fiir ¢ > 1 (Analysis III).
Wir definieren fiir A grofl

$(@) = (1 = A1 = JaD)A(/lal) + (1= (L= A1 = [2]) )1 ()

wobei wir z = (cost,sint)T mit ¢ identifizieren. Dann ist ¥ € C1(B;(0)),
das Bild liegt in U falls ¢ klein ist und 4(x) = y(x) fiir |z| = 1. Eine analoge
Aussage gilt fiir stiickweise C' Wege. Bei der Umkehrung der Orientierung
dndert sich das Vorzeichen.

Ist U € R?offen, F' € C(U;R?) ein stetiges Vektorfeld und v € C*([a, b]; U).
Dann ist das Wegintegral durch

p d
[ Faz= [ 3" EG) @
i a j=1

definiert. Dieses Integral héngt nur vom Weg und der Orientierung, aber
nicht von der Parametrisierung ab. Es ist linear im Integranden und additiv
unter der Zusammensetzung von Wegen.

Definition 2.65. Ein Vektorfeld F € C'(Q;RY) heift rotationsfrei, falls

8ijk(a:) = 890ij($)
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Satz 2.66. Sei Q) C R? offen, zusammenhingend und einfach zusammenhdingend
und F € CY(Q;R?Y) rotationsfrei. Dann sind Integrale diber geschlossene
stiickweise C' Wege immer Null. Es existiert eine Stammfunktion ® €
C?(%2), d.h.

Oz, ®(z) = Fj(x).

Beweis. Sei v € C'([a,b]) ein geschlossener Weg. Da ) einfach zusam-
menhiingend ist existiert (x) € C'(B1(0)) wie oben. Mit der Konstruktion
ist 70,7 € C*(B1(0))

Sei v, (t) = 7((r cos(t),rsin(¢))?) und

Fr) = / Pdi

Wir differenzieren nach r, verwenden den Satz von Schwarz um die Ablei-
tungen zu vertauschen (Wir hatten nicht angenommen, dass (r,t) € ~,(t)
zweimal stetig differenzierbar ist, aber (r,t) — r0,7, ist stetig differenzier-
bar, was ausreicht), und integrieren partiell, und verwenden am Ende die
Wirbelfreiheit.

o d
£ =4 [ X Fnanon. b
j=1

_ /j’f

d
(020 F5) (1 (0) 0y 186 + ) FyOrpyrjt

d
j=1 k=1 j=1
on d d d
=/ Z Z 02, Fj0rvr kO vrj — Z(at(Fj 0 ) Opyr jdt
0 j=1k=1 j=1
on d d d
:/ Z aszjar’YT,kat'Yr,j - Z(axj Fk)at'YT,jarfYT,kdt
0 o1 k=1 j=1
=0

Das gleiche Argument funktioniert fiir stiickweise stetig differenzierbare We-

ge.
Die erste Aussage folgt mit lim,_q f% Fdz =0:

/ Fdz
Tr

B (t) = B (r(cos t,sint)T) = rD( (1) (

2
= s PO [ oo

0<t<2mw

und

— sin(t)

cos(t) ) —0 firr—0

gleichméssig in ¢.
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Wir fixieren zg. Fiir alle z € Q existiert v € C'*([0,1]; Q) mit v(0) = x
und (1) = 2. Wir definieren

B(z) = A Fdi

Ist v1 € C'([0,1];Q) ein zweiter Weg von g nach z, so ist

_ (t) telo,1]
() = { 71(2175) te(1,2]

ist dann ein geschlossener stiickweise C! Weg. Damit ist

0:/ Fdf:/Fdf—/ Fdz.
V2 v V2

Sei 1 < j < d. Wir wihlen einen Weg, der zuletzt in Richtung der j Achse
mit Geschwindigkeit 1 verlduft. Dann ist mit dem Hauptsatz

Oz, ®(z) = Fj(x).

Korollar 2.67. R?\{0} ist nicht einfach zusammenhingend.

(H8)
cos(t)

sin(t)

Beweis. Das Vektorfeld

ist wirbelfrei (Rechnung). Sei v(t) = < > fir t € [0,27]. Das ist ein

geschlossener Weg. Dann ist

[rar= [TC) oty =20

Wiire R?\ {0} einfach zusammenhingend, so miifite dieses Integral verschwin-

den.
O

14.05.2019

2.7.2 Holomorphe Funktionen
Wir beginnen mit

Satz 2.68. Stetig differenzierbare holomorphe Funktionen sind analytisch.
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Beweis. Ist f zweimal stetig differenzierbar und holomorph, so sind Real-
und Imaginarteil harmonisch, und damit analytisch. Ist f nur einmal stetig
differenzierbar, so glatten wir mit einer Diracschar. Die gegléitteten Funktio-
nen sind holomorph und zweimal stetig differenzierbar, und daher sind Real-
und Imaginérteilt harmonisch und analytisch. Auf kompakten Mengen ist
die konvergenz gegen f gleichmésssig. Gleichméssige Limiten harmonischer
Funktionen sind glatt und harmonisch. O

Satz 2.69. Sei U C R? offen, u € C*(U) sei harmonisch. Dann ist f =
Oz, 4 — 10z, u holomorph.

Beweis. Wir iiberpriifen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
6§1u = —a§2u
Oy Op,u = — 0y, (—0p,u)
O

Sei U C C offen und zusammenhiingend, f € C!(U, C) holomorph. Dann
ist F(z1,72) = (Re f(x1 +ix2), — Im f(21,i12))T wirbelfrei:

0z, F1 = 03, F>

aufgrund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Ist U zusétz-
lich einfach zusammenhéingend, so existiert ®; mit

8551@1 = Re f(:L’l + im’g), 831;2(1)1 =—Im f(CCl + iCCQ).

Genauso existiert @9 mit d,, P2 = Im f(z;+ixs) und 0., P2 = Re f(z1+ix2).
Es folgt
al’lq)l - 81‘2(1)278w2(1)1 - _82:1(1)2

und & = &1 +i®P5 geniigt den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
und es ist holomorph. Dann ist

_(Ref —Imf
D(I)_<Imf Ref)

und @' = f. Wir erhalten

Satz 2.70. Jede stetig differenzierbare holomorphe Funktion auf einer ein-
fach zusammenhdngenden Mengen besitzt eine Stammfunktion.

Lemma 2.71. Sei U C C einfach zusammenhingend, w € C?(U) harmo-
nisch. Dann existiert eine harmonische Funktion v so dass u+1v holomorph
ist. v ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. v heifst konfugiert har-
monische Funktion.
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Beweis. Wir suchen v mit
02,V = —0y,yU, Op,v = Oy, U,

der Gradient der gesuchten Funktion v ist ein wirbelfreies Vektorfeld. v ist
bis auf eine reelle Konstante eindeutig bestimmt. Sei w = u+iv. Wir wollen
zeigen, dass w die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt. Das
gilt aber aufgrund der Definition. O

Lemma 2.72. Ist u harmonisch und f holomorph, so ist uwo f harmonisch.

Beweis. Sei v die konjugiert harmonische Funktion. Dann ist (u + iv) o f
holomorph und der Realteil harmonisch. 0

Satz 2.73. Gleichmdssige Limiten holomorpher Funktionen sind holomorph.

Beweis. Es sei f, eine gleichmissig konvergente Folge holomorpher Funktio-
nen. Nach Satz 2.13 sind die Limiten von Realteil und Imaginérteil wieder
harmonisch, die Ableitungen konvergieren und damit erfiillt der Limes die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. O

Definition 2.74. Sei U C C offen, zusammenhingend, einfach zusam-
menhdngend beschrinkt mit C' Rand. Dann definiert OU einen positiv ori-
entierten geschlossenen C* Weyg, fiir den U stets links liegt, den wir mit OU
bezeichnen.

Bemerkung 2.75. Wir dirfen annehmen, dass der Rand lokal durch ~(t)
mit 7' (t) # 0 parametrisiert wird (Analysis II). Dann definiert v'(t) einen
Tangentialvektor von OU in ~(t). Wir sagen, v ist positiv orientiert, wenn
iv'(t) nach innen zeigt, d.h. wenn e > 0 existiert, so dass y(t) +1isy'(t) € U
fiir 0 < s < e. Details in komplexer Analysis und Einfihrung in Geometrie
und Topologie.

Definition 2.76. Wir definieren das komplexe Wegintegral mit

A fdz = / i

fiir holomorphe Funktionen f. Ist U C C beschrinkt, zusammenhdingend und
einfach zusammenhdngend, so identifizieren wir OU mit dem oben beschrie-
benen Weg.

Offensichtlich gilt

Re[yfdz = /ab(Re A —Tm foh f)dt = /Fdf

v
[ Ref
F= (—Imf)
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Ist v injektiv und v # 0 so gilt

b b
/ (Firl + Fayy)dt = / (G| |dt = / (G, nydH!
a a ot

_ |1 'Yé >
n =[] (71
_( B
G- (_F1> |

Ist f holomorph und F = (Re f,Im f), so ist G wirbelfrei aufgrund der
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

wobei

and

Satz 2.77 (Cauchysche Integralformel). Sei U C C offen, zusammenhdingend
und einfach zusammenhdingend, , f € CY(U;C) holomorph in U, zy € U.

Dann ist ) 0)
feo) = g | Hoac

Beweis. Wir betrachten U, = U\B,(2p), r klein. Mit dem Satz von Gauss
und den obigen Bemerkungen erhalten wir

1, 1), [ FE) =S feo)
I /BBT(O) a /81340) I +/a dz-

oU # — 20 zZ—20 zZ—20 B, (0) # — %0

Der erste Term geht gegen Null mit » — 0, und der zweite ergibt 27if(zp).
O

2.7.3 Holomorphe Differentialgleichungen

Eine Abbildung © — C¥ heiit holomorph, wenn jede Komponente holo-
morph ist. Ist Q2 C C% so nennen wir f € C'(€2;C") holomorph, wenn die
Ableitung D f eine komplexe lineare Abbildung definiert.

Sei U ¢ C x CV, (tg,20) € U und F € C1(U;C"). Wir betrachten das
Anfangwertproblem
%z = F(t,2);2(ty) = 2o0.
Wir 16sen die Gleichung iterative: Wir bilden % : B,(z) — C¥ holomorph
mit Z(tg) = zo auf z ab, wobei z die Stammfunktion von f(¢, 2) auf B, (t)
ist mit f(tp) = z0. Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen wollen wir
in

X = {z: B,(tp) — CV holomorph ;sup |z(t)| < R}

mit der Supremumsnorm losen. Der Raum X ist ein komplexer Vektorraum
mit der Supremumsnorm. Da gleichméssige Limiten holomorpher Funktio-
nen wieder holomorph sind ist X ein Banachraum. Mit den gleichen Ar-
gumenten wie bei reellen Differentialgleichungen erhalten wir eine lokale
Losung.
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Satz 2.78. Sei Q C C offen, F € C*(Q x R% C%) holomorph und ty € Q
und ug € C%. Dann existiert r > 0 und genau ein z € C1(B,(2); C%) so
dass

%z SR A1), (t) = 20,

(Analysis 2, Kapitel 14)
17.05.2019

Ist v € C*((a,b); U) so erhalten wir fiir jede Losung der obigen Differen-
tialgleichung mit z(s) = z(v(s)) die gewohnliche reelle Differentialgleichung

L =7(5)(52)(1(5)) =+ () P2 (5), a(5)).

Diese hat immer eine lokale Losung, die mit der Losung der komplexen
Differentialgleichung kompatibel sein muss.

Satz 2.79. Sei U C C offen und einfach zusammenhingend, A € CY(U, C¥*4)
eine holomorphe Abbildung in die komplexen d x d Matrizen, tg € U und

20 € C?. Dann existiert genau eine holomorphe Abbildung z € C1(U;C%),

die Lisung des Anfangswertproblems

z2=A(t)z, z(ty) = 20

18t.

Beweis. Wir betrachten wieder die Abbildung der Picarditeration, die die
holomorphe Funktion z auf J(z) = Z, die Stammfunktion von A(¢)z(¢) mit
Z(to) = zo abbildet. Diese existiert da U einfach zusammenhéngend ist. Fiir
Jeden C! Weg erhalten wir eine reelle lineare Differentialgleichung (mit der
Identifkation C% = R??, die immer eine Losung auf der ganzen Definitions-
menge hat. Die Iteration

Zny1 = J(2n), 20(t) = 20

konvergiert auf jedem Weg (nach Analysis IT) und zwar gleichmissig auf
kompakten Teilmengen (siehe die Abschétzungen in Analysis IT) gegen eine
Losung.

Diese ist auf allen Wegen eindeutig, also iiberhaupt eindeutig. O

Der Losungraum ohne Anfangswert ist ein komplexer Vektorraum der
Dimension d. Eine Basis heifit Fundamentalsystem.
Beispiele:
(i) d =1, U einfach zusammenhéngend
d

P a(t)z, z(to) = 2o

Sei A eine Stammfunktion von a. Dann ist
z(t) = exp(A(t) — A(0))zo

die eindeutige holomorphe Losung.
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(ii) Sei jetzt A eine feste d x d Matrix. Wir betrachten

d
P Az, z(to) = 20

Dann ist
exp((t —tg)A)20

die Losung;:

d d ZOO 1 ZOO 1, ..
& eXp tA df Z ; tA A - E(tA) = A eXp(tA)
und damit

£ exp((t — to)A)z0 = Aexp((t — to)A)z

(iii) Sei A wieder eine feste Matrix, U = C\{0}. Wir betrachten

d 1

—z=—-A(t

a” = 1AWz

Die Menge ist nicht einfach zusammenhéngend. Sei U' = C\{—7: 7 >
0}. Dort existiert ein Logarithmus. Wir schreiben s = Int. Dann ist
z(t) genau dann eine Losung, wenn

d d dt 1

252 (10)) = (5.2)(s(1)) 7 = t(; A2(s(t)) = Ax(s(2))

und die Losung ist
exp(In(t/t) A)zo
Wir definieren die Matrizwerttige holomorphe Abbildung

t4 := exp(IntA)

Sei nun
1

s
Satz 2.80 (Bolibruch, 1990). Sei U eine einfach zusammenhdngende Teil-
menge von Q\{to}. Dann ezistieren eine nilpotente Matriz N und eine ma-
trizwertige holomorphe Abbildung S : U — {d x d Matrizen so dass fiir alle
t1 € U und zg € ce.

AL+ A(t)z (2.199)

2(t) = S(t)(t = to) " (t — to)V 20

dem Anfangswertproblem z(tg) = zo und (2.199)) geniigt.
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Ohne Beweis.
to heifit requldrer singuldrer oder Fuchsscher Punkt. Unendlich heifit re-
gulirer Punkt, falls die Gleichung in s = t~1 0 als reguliren Punkt hat, und
Fuchsscher Punkt, wenn nach der Transformation 0 ein Fuchsscher Punkt
ist.
Beispiele:
(i) Die hypergeometrische Differentialgleichung fiir a,b,c € C:
t(1 t)d2 +lc—( +b+1)t]d +abz =0
i Tle—(a 2 tabr=

in C\{0, 1}. Wir kénnen sie als 2 x 2 System schreiben: Sei

(%)

, 0 i
C =\|_ab 1 ¢ + a+b+1 C
it t  {i1-0 I—t

und 0 ist ein Fuchsscher Punkt. Das gleiche gilt fiir ¢ = 1. Sei jetzt
((s) = s%2(s7")

fiir ein geeignetes . Dann ist

Dann ist

d2 / / / d
s(l—s)@gW-[c —(a'"+0b +1)3]%C+abC:O

fiir geeignete a’,b’, ¢ und oo ist ein Fuchsschen Punkt.

(ii) Legendredifferentialgleichung

d d
%(1 - t2)£z —m(m+1)z=0
t = 0,1, 00 sind singuldre Punkte. Die Legendrediffferentialgleichung
a8t sich als hypergeometrische Differentialgleichung schreiben.
(iii) Besseldifferentialgleichung
d? d
2 22V, _
t @z—l—t%z—l—(t —v9)z2=0

Singuldre Punkte: 0, co. oo ist weder regulir noch Fuchsscher Punkt.
(iv) Die Airy Differentialgleichung
2

Hier ist oo werde regulédr noch Fuchsscher Punkt.
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3 Die Fouriertransformation

3.1 Die Fouriertransformation in L'(R%)

Die Fouriertrnasformation zerlegt Funktionen in ihre Frequenzbestandteile.
Sie macht aus Differentialoperatoren Multiplikation und erlaubt es, viele
Differentialgleichungen zu l6sen.

Definition 3.1. Fiir eine integrierbare Funktion f € L'(R% C) definieren
wir die Fouriertransformierte

FI6) = 5 = g [, e Sdn ¢ B
und
F©) = () = G [ S e ¢ B
Eigenschaften:
1)

1
|FfE)] < W\\f“Ll(Rd)

(2) Die Fouriertransformation ist linear.

(3) Ist f integrierbar, so ist F € Co(R?%), dem Raum der stetigen Funktio-
nen, die fiir £ — oo gegen Null gehen.

(4) Mit 7, f(z) := f(z+h) gilt F(r.f)(§) = e Ff(£) und F(e™f)(&) =
T Ff

(5) Mit mqgf(x) = f(ax) gilt F(maf)(x) = a~Ff(£/a).
(6) Fiir f € CH(R?) gilt

F(Ou, f) =& F f(E)-
(7) Fiir f € C.(RY) gilt

F(zi F)(€) = 10 F(f)(&)-

(8) F(f *g) = (2m)¥2f3.

(9) Unter geeigneten Voraussetzungen gilt
F(fo) (&) = 2m) " fxg
(10) F(e 2l (€) = 2k
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(11)

(12)

Fiir f,g € L'(R?) gilt
~ 1 —ix £
[ fade = P [ t@gte tvds = [ foas. (3
Ist f € L'(RY) und f € LY(R?) so ist

f(z) = (2m)~2 / f(e)eea

Beweis: Mit obigen Aussagen gilt

1

f<ade—§|x\2)(€) _ ke
a2
und (da (27r)d/2ade_7|m|2 eine Diracschar mit a — oo ist)

f(x) = (2m)~9? lim f« (ade_@l'ﬁ)(x)

a— 00

fiir jeden Lebesguepunkt x von f unter der Annahme, dass der Wert
an diesem Punkt mit dem Limes der Mittelwerte iibereinstimmt ( wir
hatten Lebesguepunkte fiir die Aquivalenzklasse definiert und gesehen,
dass es einen Vertreter mit dieser Eigenschaft gibt) und

/f(ﬂf)(Qﬂ')d/Zade_a;ldex - /f(l.)(Qﬂ.)d/Qea%de:E

Wir betrachten den Limes a — co. Die linke Seite konvergiert gegen
f(x) und die rechte gegen

/ f(&)de = (o).

Wir wenden diese Rechnung auf 74, f an und erhalten
£ = [ Fyeede = fin).

Fiir f € L' mit f € L' gilt
1£1lz2 = [1F]l 2
Beweis: Man sieht leicht: o
f=17
also unter Verwendung der Inversion fiir die erste und fur die
letzte Gleichung

/ffdm:/fflfdm:/fﬁzx:/ffd;g

Mit einer leichten Modifikation sehen wir fiir f,g € L'(R?) und f ,J €
LI(RY)
[ todo= [ Faac.
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21.05.2019

Beispiele.
(1) Seia >0,
0 firt>0
f(t)_{ et fiir t < 0
Dann ist

1 0 . 1
R e

Die Fouriertransformierte definiert eine holomorphe Funktion in der
unteren Halbebene. Das gleiche Argument funktioniert fiir ¢ € C mit
Rea > 0.
@) fit) = (1+3) =1 (# - t%) Sei € > 0. Mit dem Cauchyschen
Integralsatz gilt fiir R > 1 und den durch U = Bg(0)N{z+iy : y < 0}
definierten Weg

1 ,
/ e dy — 0
~ 1+ 22

folgt mit dem gleichen Argument fiir £ > 0 und Integration iiber den
oberen Halbkreis

Flr)(€) = —v/nf2e ¥

14 ¢2

0 0o
f(e_‘xl) :(27r)_1/2</ e gy +/ e_x_ixgdx)
0o 0

=(2m) (5 1z'§ * ifil)
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(4) Sei A eine positiv definite reelle d x d Matrix und B positiv definit mit
B? = A. Dann ist

}—(e—%xTAa;)(g) :(27T)_d/2/ e—%|Ba:|2e_ix-§dx
R4

—(21)~%/2(det B)~! / o~ HolP=in (379 g

=(27)"%2(det A) "2 2BEP
=(27m)"%2(det A) 2728 ATE

(5) Sei jetzt A eine positiv definite d x d Matrix und C eine symmetrische

Matrix. Dann ist
f(a:) _ e—%(xTAx—i-ixTC'x)

wieder integrierbar. Mit der Rechnung wie oben erhalten wir
£(&) = (det A)—l/Q}“(e—é\:v|2—mTB—TCB—1w> ©

Wir schreiben ¢’ = B~TCB™!. Diese Matrix ist symmetrisch, also
durch eine orthogonale Matrix diagonlisierbar. Nach einer orthogona-
len Transformation diirfen wir also annehmen, dass C’ diagonal ist.
Mit Fubini reduziert sich die Berechnen auf den Fall d = 1. Wir be-
rechnen (die letzte Identitéit mit dem Hauptsatz und der Definition
des uneigentlichen Integrals)

% |:1 /1 + ZT/ e%(1+i7)x2dw:|
7 o0 Lq1iy2

= 1— (1 +ir)|zf?) e 20FD"" gy

21+ i /oo (

$€_%(1+i7—)w2)dl‘

—_—
2Tt )
=0

Die Auswertung in 7 = 0 ist v/27, also ist
oo
/ e~ gy =\ fon(1 + iT).

. . . . 112 .
Wie bei der Fouriertransformation von e~ 21%l° erhalten wir daraus

Flexp(—5 (1 +in)a®)(©) = \/117)()5
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Insgesamt ist

Fo_ L keTasio) e
det(A +iC)

wobei die Wurzel der Determinanten als das Produkt der Wurzeln der
Eigenwerte verstanden werden muf}, was nicht immer mit der Wurzel
des Produktes der Eigenwerte ist.
3.2 Schwartzfunktionen
Erinnerung;:
e C>®(R%) sind die beliebig oft differenzierbaren Funktionen,

e C°(R%) die mit kompaktem Triger und

e Cp* die Funktionen, die mit allen Ableitungen beschréankt sind.

Definition 3.2. Ein Funktion f € C%°(R?) ist eine Schwartzfunktion, falls
fiir alle Multiindizes o, B ein co g existiert mit

|220° f| < Cagp.

Die Schwartzfunktionen bilden einen Vektorraum S(RY). Sei f, € S(R?).
Wir sagen, fn — f als Schwartzfunktionen, wenn fir alle o, 8

0P f,, — 229° f gleichmissig in RY.

Seien Cp die beliebig oft differenzierbaren Funktionen, fir die fiir jeden
Multiindex o ¢, and N, existieren, so dass

0°F| < call + |z*)>.
Jedes Polynom ist in C3.

Lemma 3.3. Schwartzfunktionen sind integrierbar. Ist f ein Schwartzfunk-
tion, o und 3 Multiindizes, so ist auch 0% f € S(R?) und 0%z f € S(R?).
Ist zusitzlich g € CX(RY),s0 ist fg € S(RY). Aus f, — f in S(RY) folgt
fng — fg in S(RY). Ist (1 + |z|>)Ng € L' fiir alle N so ist auch f xg € S
und fr, x g — fg fir f, — f in S(RY).

Beweis. Ist f eine Schwartzfunktion, so ist

sup |(1 + |z|*)2f(z)| =: C < .
x
f ist stetig und daher messbar und

/ fldz < C / (1 + [22) e < oo,
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Ist f € S so auch 0., f und damit 98 f, damit auch ;0% f und z*9P f.
Sei jetzt g € C¥(RY). Dann ist |g| < Co(1 + |z|?)N0 und

|fgl < Cosup(1 + [2*)™|f] < CoCl.
Aus g € O folgt 2°0%g € C¥ und daher auch
Ou,;(f9) = (02, £)g + f(0a,9) € S(RY)
und damit auch sup |0%(fg)| < oo und
sup [2°9%(fg)| < oo
xT
und damit fg € S(R?). Die Konvergenzaussage folgt direkt.
Ist g € L' soist f* g € Cp(RY) und mit 9%(f * g) = (0% f) * g ist auch
f*xge . Da
zi(f *g) = (x;f) x g+ [ (x;9)
folgt f *x g € S. Die Konvergenzaussage folgt wieder direkt. O
24.05.2019

Lemma 3.4. Sei f € S(RY), a > 0 und go(z) = exp(—%]mﬁ). Dann gilt
(2m) 20l f « gy — f fiir a — oo
f9a— f fira—0
in S(RY).
Beweis. Fiir jede gleichméssig stetige Funktion f gilt
(27r)_d/2adf *Gq — f fiir a — oo

gleichméssig in x. Jede Schwartzfunktion hat beschrénkte Ableitungen und
ist daher gleichmassig stetig. Da

aa(f *gs) = (aaf) * Ja

konvergieren alle Ableitungen gleichméssig. Es gilt

zi(f % 9a)(x) = (23 f) * ga + [ * (j9a)

und daher - etwas schematisch -

2 (f * ga) = (@°F) % ga+ Y _(0sf) * (459)
j

mit Monomen p; und ¢;. Wichtig ist, dass kein g; trivial ist. Der erste Term
auf der rechten Seite fiihrt zum korrekten Limes. Der Term mit f beim
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zweiten Summanden ist eine Schwartzfunktion und daher beschriankt. Die
Konvergenz folgt nun aus

2
1
/|:c°‘ad exp(—%mz)dm‘] =gl / |z exp(—i\x|2)d:z: —0 fiir a — oo.

Analog betrachten wir die zweite Aussage. Man sieht leicht, dass
fg9a — f fiir a — 0 gleichméssig in «
Fiir Ableitungen verwenden wir wieder die Produktregel. Da
lex]

|02 ga| < caa

gleichméssig in x sind nur die Terme relevant, bei denen alle Ableitungen
auf f fallen. Wir argumentieren wie im ersten Fall. O

Lemma 3.5. Ist f € Sng) so ist auch f eine Schwartzfunktion. Aus f, —
f in S(RY) folgt f, — f in S(RY). Es gilt fiir alle Multiindizes
F(z29%f) = Z‘la|+\ﬂ|a?xﬁf_

Beweis. Aus f € S folgt 2P f € S und damit 9%2°f € L'. Wie oben
sehen wir R R

}—(‘r]f) :iaﬂﬁjf? ‘F(awjf):Z§]f
und rekursiv

Fogal f = el f e oy (RY)
Also ist f € S(RY). Sei jetzt f,, — f in S(RY), a, 8 Multiindizes. Zu zeigen
ist
€20 fu — €%, fn
gleichméssig. Das folgt aber aus
foa f
gleichmiissig, was wiederum aus f, — f in L! folgt. Dieses wiederum ist
eine Konsequenz von
(L+ 2 fo = L+ [ f

gleichméssig, was aufgrund der Definition wahr ist.

Beispiele fiir Schwartzfunktionen.
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3.3 Temperierte Distributionen

Definition 3.6. Fine temperierte Distribution ist eine stetige lineare Ab-
bildung S(RY) — C, d.h. eine lineare Abbildung, fiir die N und c existieren,
so dass

T <C max suplz®d®s(x)|.
1@ <C max supla®d%o()

Wir bezeichnen den Vektorraum der temperierten Distribution mit S*(R9).
Seien T, T,, € S*(RY). Wir sagen

T, —T in S*(RY)
falls
Tn(¢) = T(¢)
fiir alle ¢ € S(RY).
Bemerkungen:

(i) Temperierte Distribution definieren stetige lineare Abbildungen von
S(R%) nach C.

(ii) Jede L' Funktion f definiert eine temperierte Distribution 7 durch

7;(¢) = [ foda,
Die Abbildung L' > f — Ty € S(RY) ist stetig und injektiv. Genauso
definiert jede L*° Funktion eine temperierte Distribution.
(iii) Das Diracma$ dg ist durch do(¢) = ¢(0) definiert.
Wir schreiben h(z) = h(—z).

Definition 3.7. Sei T eine temperierte Distribution, g € C¥ und h €
LYRY). Fir alle N > 0 sei (1 + |z|>)Vh € LY(RY). Wir definieren die
Ableitung

02, T(¢) = —T(0n,¢) 0y, T € S*(RY) (3.2)
das Produkt
gT(¢) =T(9¢),  ¢T € S*(RY) (3.3)
und die Faltung
hsT(¢) =T(h*¢), h+T € S*(RY) (3.4)
F(T)(¢)=T($) TeSRY (3.5)
FIT()=T(p) TeS*RY (3.6)

und die Wirkung der affinen Koordinatentransformationy = =Z(x) = Ax+h,

h invertierbar
ToZ(p) = (det A) ' T(po="1) (3.7)
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Bemerkungen.

(i) Die Operationen sind nach Lemmas [3.3| und Lemma (3.5 wohldefiniert

und stetig in 7.

(ii) Es gilt die Leibnizregel:

Ou; (9T)(¢) = —9T (0z;0)
= —T(90z;9)

= —T(0s,(99)) + T((Dn;9

= ((azjg)T + gaij)(gb)
(iii) Fiir die Faltung gilt

Ou; (% T)(¢) = —(h = T)(a; 0)
= —T(h* 0y;0)
= —T(0y,(h* ))
= (0:,T)(h * ¢)
= (h* 8,,T)(¢)

(iv) Ist h € S(R?) so sei
hx T(z) = T(7_zh).

Da die Translation von Funktionen in S(R?) stetig ist, ist diese Funk-

tion stetig. Da

T o 1
hfh f_/o F/(. + sh)dsh

konvergiert der Differenzenquotient in & und h =T ist differenzierbar

mit partieller Ableitung

(3.8)

0y h ¥ T
Die partiellen Ableitungen sind wieder stetig und die Funktion ist in
C*.
hxT = T
Es gilt z.B.
do * ¢(x) = Ty

und
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Lemma 3.8. Es gilt
Oz, Ty = To, 1

9Ty = Tyqg
g* Ty =Ty

F(Ty) =T}

FiTy =Ty
Diese Abbildungen sind stetig. Es gilt

FNT)=T

Beweis. Wir miissen wieder die Definitionen iiberpriifen

(00, T1)(6) = ~T3(02,0) =~ [ f0r,0d0 = [ 0, 0o =Ty, (0
9Ty (6) = Ty(99) = [ Favds = Tyy(6)
hxTp(¢) = Ty(h ) = /f(ﬁ * ¢)dr = /h * fodr = Thar(¢)
FI30) = 13(6) = [ foda = [ fods = 10)

FUPN@) = T(9) = T(9) = T(9)

28.05.2019

Lemma 3.9. Sei T € S*(RY). Dann gilt

ezl 1

mit a — 0 und s
ad(@2m)~ e 20l w5 T

mit a — co. Auferdem ist fiir alle a und b
e~ 3lal?lef? (bd@@—dme—%\b\?\xﬁ y T) € S(RY)

wobei wir die Schwrizfunktionen mit einer Teilmenge der temperierten Dis-
tributionen identifizieren.
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Beweis. Die ersten Aussagen folgen aus
e3Py 5
in S(R?), was genauso wie
ad(27r)_d/26_%“2|z|2 xO— @
in S(R?) fiir a — oo, siehe Lemma Nun ist
ad(27r)_d/2€_%a2|x|2 ¢ in CF(RY)

und N
e 2917 g e S(RY)

falls g € C'%°. Daraus ergibt sich die letzte Aussage. O

Lemma 3.10. Sei T € S*(R?) eine temperierte Distribution fir die fiir
jedes M cpy existiert so dass

T())] < eumr sup sup(1 + |z[*)~M]0%¢|. (3.9)

Dann ist fir alle ¢ € S(R?)
T € S(RY)
Die Abbildung ist stetig in ¢.

Beweis. Wir zeigen:

¢+ T(h) = T(7_10)

ist beschriankt. Da wir Ableitungen auf ¢ werfen kénnen, und die Multiplia-
tion mit Monomen sich auf beide Faktoren verteilt folgt hieraus die Aussage.
Das folgt aber aus der Abschétzung mit M = 0. O

Mit Hilfe von Lemma kénnen wir die Faltung von gewissen tempe-
rierten Distributionen definieren.

Definition 3.11. Seien S, T € S*(R%) und es gelte (3.9). Wir definieren
S*T(¢) = S(p*T).
Ubugnsaufgabe: Was ist 64, * 0z, ?

Lemma 3.12. Sei T € S*(R%). Es gelte 0,7 = 0 fir 1 < j < d. Sei
¢o € S(RY) mit [ ¢odx = 1. Dann ist

T(6) = T(d0) / pdz

Beweis: In Abschnitt 3.4.21
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3.4 Beispiele und Anwendungen
3.4.1 Ein triviales lehrreiches Beispiel

Wir betrachten fiir d =1

d

—u = 3.10

Lu=y (3.10)
fir f € S(R). Mit der Fouriertransformation erhalten wir

i€t =f

Wir wollen durch £ teilen. Dann ist aber % in keiner Umgebung von 0
integrierbar! Wir stellen uns die Frage: Existiert 7' € S*(R) mit

T = /iqﬁ(m)dm (3.11)
falls supp ¢ € R\{0}? Ein Beispiel ist
7(0) = 5 [ (6() — o(-a))ds

Die Faltung mit T" heifit Hilberttransformation. Offensichtlich ist

7(w0) = [ 6ds
und daher
T = Tl.

Die allgemeine Losung von ([3.10) ist

u(t) = / :O F(s)ds +c.

Mit
0 firt<o
H(t)_{l firt >0

erhalten wir
u=H=xf+c.

Fiir jede Funktion
g=H+c

ist
u:g*f:H*f+c/f
eine Losung. Wir sehen leicht fiir £ # 0

A 1 1
H() = ii_r}(l)f(H@_at)(f) - ilg(l) a+ 1§ B i€
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in dem Sinn von (3.11)), d.h. ist 7" die Distribution wie oben, so hat S =

H — T die Eigenschaft, dass

Sp=0
fiir supp ¢ € R\{0}. Da
d
e f=r
ist R
€S =0.

Wir werden sehen, dass dann flﬁl ein Vielfaches des Diracmasses in 0 ist:
Die Fouriertransformation von verschiedenen Wahlen von g unterscheiden
sich um ein Vielfaches des Diracmasses.

Aufgrund der Symmetrie ist

T = —LF(H = H) = —SF(2H = 1) = —ifl + 2V2rd
und daher

H =T — \/7/26.

3.4.2 Die Wirmeleitungsgleichung
Wir betrachten mit ¢ € R, z € R? das Anfangswertproblem
u— Au =0 in (0,00) x R?
mit den Anfangswerten ug € S*(R?). Eine Fouriertransformation in z ergibt
iy + €0 = 0,
was fiir jedes £ die Losung
a(t, ) = e~1a(0,¢)

ergibt, wobei
@(0,&) = to(§),
also

a(t, €) = e M g (¢)

Da e~ !* eine Schwartzfunktion ist, ist das Produkt rechts definiert fiir ug
inS*(R?%). Man iiberzeugt sich leicht, dass auch fiir temperierte Distributio-
nen das Produkt der Fouriertransformierten die Fouriertransformierte der
Faltung ist. (27)~%? mal die inverse Fouriertransformation von et st

. 2
glt,x) = (4mt) 20
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und wir erhalten
U(t, $) = g(t7 ) * UQ

wobei die rechte Seite definiert ist und fiir jedes ¢ in C'%° liegt. Man kann
sich davon iiberzeugen, dass u € C*((0,00) x R%)) liegt und

u(t) = g mit ¢t — 0

in S*(R%). Losungen mit diesen Eigenschaften sind eindeutig, was wir aber
nicht hier beweisen werden.
Da (27)~%2 [ gdx = 1 ist folgt fiir ug € LP

[ult, e < [luollLr

nach der Youngschen Ungleichung.
Ist T € S*(R?), so ist

—_~—

u(t,z) = g(t,.) « T'(z)

eine glatte Funktion von x, und auch von ¢ - da g nach ¢ differenzierbar ist,
und der Differenzenquotient in S(R?) konvergiert. Inshbsondere geniigt u der
Gleichung

u— Au =0

Beweis von Lemmal3.12 . Sei 9;T =0 fiir 1 < j < d und

u(t,x) = g(t,.)=T.

Dann ist d;;u = 0, da die Ableitung auf 7' féllt. Also héngt « nur von ¢,
es geniigt der Warmeleitungsgleichung, also ist v eine Konstante un damit
folgt die Aussage von Lemma O

3.4.3 Die Schrédingergleichung

Wir betrachten
O+ Au=0

Die Fouriertransformation fithrt auf
10yt — |€]*0 =0
und damit auf o
at, &) = e " (0, )
Da

e~ tE? — iy e~ (@—)IE?
o—0
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ist die inverse Fouriertransformation

4 __le?
(o +i)t) e Torr
was gegen
lel?
(V4it)~det e
konvergiert. Wir driicken die Lésung wieder durch die Anfangswerte aus. Es
folgt
lu(®)l L2 = lluol|r2

1
)l < ——
Ju®)l < o

Die Frage der Eindeutigkeit und der Regularitdt sind schwieriger. Diese
Losung ist jedenfalls die physikalisch relevante Losung.

|uoll 1

3.4.4 Homogene radiale Distributionen

Sei s > —d. Wir betrachten
g(x) = |z]* € Lj,.

Diese Funktionen definieren temperierte Distributionen. Wir unterscheiden
nicht zwischen |z|* und Tj,s.

Satz 3.13. Sei 0 < s < d. Dann ist

1 s—d _ ; _s

Definition 3.14. Wir sagen, T € S*(R%) ist homogen vom Grad s € C falls
T(mag) = A~*"T(¢)

fir A>0und ¢ € S. Wir nennen T radial, falls fiir jede orthogonale Matriz
OToO=T.

Zum Verstindnis der Definition: Mit y = Az gilt falls supp f € R%\{0}

/ 2] f ) = A= / 1yl* £ (y)dy.

Lemma 3.15. Sei T" homogen vom Grad s € C und radial. Dann existiert
c € C so dass fir € S(R?) mit supp ¢ € RN\{0}

T(p) = c/ |z]°p(x)d. (3.12)

Ist Res > —d so gilt diese Formel ohne die Annahme an den Triger.
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31.05.2019
Wir beweisen den Satz.

Beweis. Die durch |z|*~? definierte Distribution is offensichtlich radial und
vom Homogenitédtsgrad s — d. Da

F(mag) = X my-1

fiir ¢ € S(R?) und damit auch fiir T € S*(R?) ist die Fouriertransformierte
homogen vom Grad —(s — d) —d = —s, und radial. Nach Lemma ist
die Fourier transformierte ein Vielfaches von |z|™*. Wir miissen die Kon-
stanten bestimmen, was wir durch die Anwendung auf e~1**/2 tun. Mit der
Coareaformel bwz Polarkoordinaten erhalten wir

/|x|se_$|2/2dx:dmd(Bl(O))/ psTd=1e=1*/2 ;.
0

d+s_1

= dm?(B1(0))2 2 / £ et
0

d+s

— dmd(B,(0))2°4 1042

2

).

Daraus ergibt sich die Konstante. O

Beweis von Lemmal3.15. Sei T eine radiale temperierte Distribution vom
Homogenitéatsgrad s. Wir betrachten

T(¢) = T(lz[""¢)

fir ¢ € S(RY) mit supp ¢ C R4 {0}. Dann hat T den Homogenitiitsgrad 0
und wir kénnen T leicht auf S(R?) fortsetzen.
Fiir a > 0 definieren wir

~ a2\ Y2 a2 ~
Ty = (27r> exp(—g\xP) « T

Dann ist T~durch eine radiale und glatte Funktion gegeben, die wir ¢, nen-
nen., d.h. T'="T;,. Falls

P(rz)dH*t =0
gd—1

fiir alle » > 0 so ist offensichtlich

7o) = [ [ taretmant i =0

und damit auch im Limes
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wobel

3o) = (ML) [ ollaly)ant ).
Sd—1
Fir h € S(R) sei
on(z) = exp(—dt)h(exp(t))
mit ¢ = In|z|. Dann ist
mxon(x) = exp(—dt) A" h(exp(t + ) = A\"4¢p, (\z)

und
S(h) =T(¢n)

definierte eine translationsinvariante temperierte Distribution auf R. Offen-
sichtlich gilt %S = 0 und es existiert C' € C mit

S(h) = C’/Rh(s)ds.
Sei

h(t) _ (Hd—l(Sd—l))—ledt . (b(etaf)d'Hd_l

Zusammen erhalten wir
T(¢) =S(h) = C/ h(s)ds
-~ —0oQ
:C'/ / el o(ely)dHI dt
— 00 d—1
—c ["rt [ srant
0 se-t

=C odzx.
Rd

was ([3.12) impliziert.
Sei jetzt Res > —d und ¢ € S?~1. Sei n € C5°(R?) mit supp ¢ = B1(0),
¢ =1 auf By/5(0). Wir definieren

¢r = (1 —mn(z/r)¢
Dann existiert

tiy [ [ol*6, (2)dz = [ lafo(a)do

nach Lebesgue.
O

Wir erhalten die Fundamentallésung fiir den Laplace operator mit m = 2
fiir d > 3.
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3.4.5 Der Poissonkern
Satz 3.16. 5 )
FL(elEl —(on\¥2_= -
(e )(CL') ( 7T) dwd (1 + |l‘|2)d/2

Beweis. Wir beweisen die Aussage indirekt und betrachten das Poissonpro-
blem im Halbraum H = {z € R?: 24 > 0}:

—Au=0in Hu=gyg auf OH
fiir g € Cy(0H). Die eindeutige beschrénkte Losung ist durch

2 Tq

u(z) (y)dy.

=5 T 29
dwq Jop |z —yl?

Durch eine Fouriertransformation in den ersten d — 1 Variablen konnen wir
das Problem in
—07 i+ [¢[*0 = 0

tiberfithren und erhalten eine beschrinkte Losung durch
iz, €) = e~ €5 (€)

und ,
u(z) = (27r)_d/2.7:_1(e_xd‘5| ) *ga-1 g(z')

Ein Vergleich ergibt die gewiinschte Formel mit x4 = 1.

3.4.6 Die Poissonsche Summenformel

Satz 3.17.

FIY 6| =) domn

kezd kezd

Lemma 3.18. Sei T € S*(RY), N € N und
T =0
fir |a| > N. Dann ezistieren Koeffizienten cg so dass

T(9)= Y cg0°0(0)= Y cs(~=1)"1(876)(¢)

IBI<N IBI<N

fir ¢ € S(R?),
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Beweis. Sei ¢ € S(RY). Dann ist

1
ola) =) éa%(o)xu > '2‘,’ /0 0% f(ta) (1 — )l dta.

lal<N la|=N+1
Wir fixieren n € C2°(R?) mit n = 1 auf B1(0). Dann ist
1
T(¢) =Tne) = Y —0"¢(0)T(ns")

lo|<N

da .
/ % f(tx)(1 — t)l=1dt € C*,

0

Sei ¢ € S(RY) und

Dann ist T(¢ — ¢n) = 0 (da nach der Taylorformel jeder Summand des
Restgliedes einen Faktor ® mit |o| > N besitzt) und daher

o“f
T(6)=T(on) = 3 “LOT@").
lajl<N
Daraus ergibt sich die Aussage. O

Beweis der Poissonformel. Offensichtlich ist e>™**T = T fiir k € Z%. Dar-
aus folgt

~

TQﬂ-kT =T

fir k € Z¢ und T ist 27 periodisch in jeder Koordinatenrichtung. Genauso
ist 7,7 = T und daher
kT =T

und fir 1 <53 <d
sin(z;/2)T =0

da ‘
sin(asj/Q)/(e”fl) e C™

und 47 periodisch.
Sei n € C°((—2m,27)%) . Dann ist

zinT = (x;/ sin(x;/2))nsin(z;/2)T == 0
und daher (Lemma [3.18)) existiert ¢ € C' mit

nT(¢) = cp(0) = cdo(9)-
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Nun ist T’ 27 periodisch in jeder Koordinaten und damit

T:C Z (527”6.

kezd
Da mit
f= (@) exp(—n"x[*/4)
f = exp(—7l¢]?)
S e =T (f) = @) = 3 e =Y e
kezd ke2nzd kezd
folgt ¢ = 1.

O
Korollar 3.19. Sei f eine Schwartzfunktion. Dann gilt die Poissonsche

Summenformel )
> femk) =) fk).

kezd kezd

Beweis. Das folgt mit T'= ), 6 aus

T(f) =T(f)
O
3.4.7 Anwendung: Die § Funktion
Definition 3.20. -
o) = > e
Satz 3.21. Es gilt
1
0(t) = —0(1/t
(t) 7 (1/1)
Beweis. Wir wihlen f wie im Beweis von Satz O

4 Die Warmeleitungsgleichung

04.06.2019
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4.1 Fundamentallosung, homogene Gleichung im Ganzraum

In diesem Kapitel studieren wir die Warmeleitungsgleichung

(O —A)u=0 in(0,00) x RY (4.1)

u(0,-) = up auf {t = 0} x R? '
und ihre inhomogene Variante

(O —A)u=f in(0,00) x RY (4.2)

u(0,-) = ug auf {t = 0} x R? '

genauer. Hierbei sind ug: R — R und f: (0,00) x R? — R gegebene Funk-
tionen, an die wir zu gegebener Zeit angemessene Bedingungen stellen wer-
den.

Wir kénnen so zum Beispiel mittels der Fouriertechniken des dritten
Kapitels die Gleichung fiir ug € S(R?) lésen. Nehmen wir nimlich die
Fouriertransformation der Gleichung im Ort, dann erhalten wir die
Gleichung

{ata = —[¢Pag) in (0,00) x RY, (4.3)

u(0,-) = ug auf {t = 0} x R4

Bei festgehaltenem & ist dies eine gewohnliche Differentialgleichung, deren
Losung wir angeben konnen durch (¢, €) = e €"%45(¢). Da ug € S(RY),
folgt somit nach Fourierinversion (im Ort):

u(t,z) = F ' (e P a5(6). (4.4)

Wir wollen nun einen etwas anderen Blick auf die Identitét geben und
die Analogie mit den gewohnlichen Differentialgleichung stérker herausar-
beiten.

Angenommen, wir betrachten fiir A € R"*" die gedhnliche Differential-
gleichung

(4.5)

{jtu(t) = Au(t)  in (0,00),
u(0) = up(€ R™).

Dann wissen wir aus Analysis 2, dass die Losung zu diesem Problem gegeben
ist durch

u(t) = eug, >0, (4.6)

Wir schreiben nun (etwas nachléssig) (4.3) als

(4.7)

%u(t) = Au(t) in (0,00) x R,
w©,) =uy  in{t=0} xR,
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wobei A = A. Geméif} unserer Analogie mit (4.4]) sollten wir die Losung als
u(t, z) = ePug(x) (4.8)

schreiben kénnen — doch zunichst haben wir keine Kenntnis dariiber, was
et? iiberhaupt bedeuten sollte. Hier schafft (4.4) Abhilfe und suggeriert, et
zumindest fiir ug € S(R?) zu interpretieren als

By 1= Fo L (e*tlﬁlzuﬁ)(g)). (4.9)

Wir wollen diese Analogie nun nutzen, um aus dem homogenen Problem
(4.3) eine Losung des inhomogenen Problems zu konstruieren. Hierzu
erinnern wir kurz an das Prinzip der Variation der Konstanten, wie wir es
in der Analysis 2 kennen gelernt haben. Diese Strategie wird auch Duhamels
Prinzip genannt.

Zur Wiederholung des Duhamelschen Prinzips sei A € R™"*™. Wir be-
trachten die Probleme

%u(t} — Au(t) (ODEpom)
sowie
d
Jult) = Au(t) + (ODEinhom)

zu vorerst irgendwelchen Anfangsdaten. Hierzu machen wir den Ansatz
u(t) = ete(t),

wobei c: R — R¥ eine (differenzierbare) Funktion ist (in diesem variiert die
Konstante). Um ¢ zu bestimmen, berechnen wir

u'(t) = AetAe(t) + et (t) = Au(t) + et (t).

Soll also /() = Au(t) + b(t) gelten, muss wiederum e*4¢/(t) = b(t) gelten.
Hieraus kénnen wir ¢(t) berechnen als

o(t) = /O T s Ap(s)ds.

Da andererseits u(t) = e!4¢(t) angenommen wurde, schlieBen wir, dass

t t
u(t) = etA/ e Ab(s)ds = / =94 (s)ds
0 0

eine Losung des inhomogenen Problems ist. Natiirlich kénnen wir zu jeder
Losung des inhomogenen Problems ob Linearitat stets eine Lésung des ho-
mogenen Problems dazu addieren und erhalten wiederum eine Losung des

83 [8. JuLr 2019]



inhomogenen Problems. Damit kénnen wir die Menge aller Losungen zu

(IODEiphom)) schreiben als

t
{u(t):/ e p(s)ds +  d dERN}.

0 hom. Anteil

inhomogener Anteil

Unser Ziel ist es nun, dies im Hinblick auf das Anfangswertproblem (4.2)) zu
iibersetzen. Hierbei nimmt f(s,-) die Stellung von b(s) ein, und um e(*=%)4
als e#=%)2 zu interpretieren, niitzen wir (4.4). Das gibt uns

u(t,z) = /0 t Fo (e_(t_s)|5|2f(s,£))ds (4.10)

als einen Kandidaten der inhomogenen Gleichung (|4.2]). Wir wissen bereits,
wie wir durch (4.4)) als Integral schreiben kénnen — hierzu erinnern wir kurz
an den Gauflkern ®: (0,00) x R? — R, der gegeben ist durch

1 x|
O(t,x) i= —F——=e (t,z) € (0,00) x RY.

N

Damit kénnen wir nach den Ergebnissen aus dem dritten Kapitel schreiben

u(t,z) = /0 /]Rd O(t—s,x—y)f(s,y)dyds, (t,z) € (0,00) x RY,
(4.11)

und der Vollsténdigkeit halber setzen wir noch «(0,z) = 0. Bis zu diesem
Zeitpunkt war alles noch eine vage Heuristik, die wir nun rigoros machen
wollen. Hierzu bendétigen wir die nachfolgende Terminologie:

Definition 4.1. Sei @ C R? offen sowie I C (0,00) ein Intervall. Wir
setzen

C2(I x Q) = {ueCl(IxQ): Vi, j: 6mi8xju€C(IxQ)},

C%(m) _ {u c C%(I X Q): Vi, j: u, Oy, u, Oz, Or;u, Opu kbnnen stetig }’

auf I x () fortgesetzt werden

CHy(I x Q) = {u € Ci(I xQ): Vi g 1, Oy, O, Oy, Opu }

sind beschrankt auf I x Q

Wir statten den Raum C%,(I x Q) mit der Norm

lullez, (1xq) = max{llulle,rxe): 19l c,(1xa), [Vaullo,xa), IV2ull oy 1)t
aus.

Fiir zukiinftige Anwendung machen wir die folgende Bemerkung;:
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Bemerkung 4.2. (012,1;(] x Q). - ||Clzb) ist ein Banachraum.

Nun kommen wir zum ersten Hauptresultat des Kapitels:

Satz 4.3. Sei f € Cib((o, 00) x RY) und definiere u: (0,00) x R? — R durch
(4.11). Dann gilt das Folgende:

(i) Es gilt u € ﬂT>0(Cib((O=T) x RN C([0,T) x RY)).
(i) (0; — A)yu = f in (0,00) x R

Beweis. Ad Die genaue Begriindung wird nachgetragen (in der Vorlesung
geschehen, muss noch getippt werden). Damit rechnen wir

Opu(t, x) = 8,5(/(: /Rd O(s,y)f(x —y,t— s)8y85>

t
= / O(t,y) (0,2 — )0y + / / O(s,y)0i f(t — s,2 —y)Oyds
R4 0 R4

sowie
t
Ayu(t,z) = / / D(s,y) A f(t — s, — y)Oyos.
0 JRA

Ad Umzu zeigen, wollen wir &hnlich wie bei der Poissongleichung
vorgehen und damit

e partiell integrieren, um auszunutzen, dass ® in (0, c0) x R? die Wirme-
leitungsgleichung 16st.

Allerdings hat ®(-, x) in t = 0 eine Singularitét, und damit miissen wir etwas
verfeinert argumentieren. Wir schreiben hierzu geméf

@~ Aputt.0) = [ @) f0.0-9oy+ [ [ S0t s y)oyos

R4

t
- / / (s, y)Apf(t — 8,2 — y)Oyos.
0 JRA

Um nun partiell zu integrieren, briuchten wir die Zeitableitungen bzw. den
Laplaceoperator innerhalb der Integrale beziiglich der Variablen s bzw. y
anstatt ¢ und z. Hier verwenden wir, dass die Zeitableitung eine Ableitung
der Ordnung 1 und der Laplaceoperator ein Ableitungsoperator der Ordnung
2 ist — womit

Wf(t—s,x—y)=-0sf(t —s,x—vy),
Aa;‘f(t_svx_y) :Ayf(t—s,x—y)
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gilt. Hiermit kénnen wir

(0, — A)ult,z) = /

Rd

t
Bt 0.0 =)0y [ [ @50t 5.0 = 1)0y0s

t
— / / P(s,y)Ayf(t —s,x —y)Oyds =: 1 —II —III
0 JRrd
(4.12)

schreiben. Den Term I lassen wir zun&chst unverdndert. Um im zweiten
Term partiell zu integrieren, ’schneiden wir die Null” heraus und betrachten
fiir € € (0,t)

€ t
= [ [ awaft-so—noos+ [ [ els0os— s -yomos
0 JRd e JRd
=:1I; + IL,.
Fiir spéter bemerken wir, dass mit f € C'lz’b(((), o0) x R?) gilt:
< elflles, [ ®onos =ellilez, — 0. e (1

Wir beachten, dass das Zeitintervall (e, ) die kritische Sigularitét des Gauf-
kerns nicht mehr enthilt. Demnach diirfen wir partiell integrieren und finden

t
II, = —/ 0s®(s,y)f(t — s, o — y)Oyds
e JRI
P — )0
+/Rd (t,y)f(0,2 — y)dy
—/Rd®(£,y)f(t—5,x—y)8y.

Wir sehen nun, dass wiederum der Term 1 auftritt. Also folgt an dieser
Stelle, dass

t
hm(I_II) = / @Sq)(s,y)f(t—s,m—y)ay—l— hm/ (I)(€>y)f(t_€7x_y)ay
eN\0 c JRd eNo0 JRd

gilt. Nun kommen wir zum Term ITI. Hier gehen wir &hnlich vor, und splitten

£ t
III:/ / O(s,y) Ay f(t — s,m—y)dyds—i—/ / O(s,y) Ay f(t — s,z — y)dyds
0 JRrd e JRd

t
= III, + / / Ay®(s,y) f(t — s, 2 — y)dyds,
e JRA

wobei wir ausgenutzt haben, dass die bei der partiellen Integration (in y)
auftretenden Randintegrale im Unendlichen verschwinden. Wir schitzen nun
I1I; ab durch

L <e|flez, — 0. e\0.
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Fassen wir nun alles Bisherige zusammen, erhalten wir

(00 = AJu(t,) = lim (1~ 11 — T1T)

—hm/ (0s — )f(t—s,x—y)dyds
Rd

+lm | (e, y)f(t — e,z — y)dy,

zumal & die Warmeleitungsgleichung 16st. Wir miissen also nur noch zeigen,
dass fiir alle (¢,z) € (0,00) x R?

lim y D(e,y) f(t — e, —y)dy = f(t,x)

gilt. Hierzu benutzen wir, dass aufgrund von f € C?,((0,00) x R?) zu jedem
d > 0 ein p > 0 existiert so, dass fiir alle 0 < e < § und y € B,(0) gilt:

f(t—e,x—y) — f(t,2)] <9

Wir erinnern, dass fiir jedes s > 0 gilt:

/ ®(s,y)dy =1 und damit f(t,x) :/ O(e,y) f(t, z)dy
R4 Rd R4

fiir jedes € > 0. Damit erhalten wir

| #Cnst ez =iy ft.2)

/ et —ex—y) — f(t,)|dy
:/ (e, )| f(t— ez —y) — f(t,)|dy

/ eIt —ex—y) — f(t,)|dy
R4\ B, (0
IV, +IV2

Fiir das erste Integral verwenden wir die obige Stetigkeitsabschidtzung und
finden

IV, <6 D(e,y)dy = 6.
Rd
Andererseits ist

2
‘Zle dy.

1 _
V2 <2flez, [ o B9 =20 g, s / ot
, P
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Y

I . . : d
Wir fithren nun die neue Variable z = 7z ein, so dass £z = dy und

yl > p e Velzl > pe 2] > L

B

gilt. Damit folgt nach dominierter Konvergenz

2 i
IV, < Hchib /Rd XBPNE(O)(ZU)6 i dy — 0.

vV (4m)?
Damit ist der Beweis vollsténdig. O

Wir koénnen nun auch das eingangs gestellte vollstédndige inhomogene
Anfangswertproblem (4.2)) 16sen. Hierzu betrachte

(O —A)u=f in(0,00) x RY (4.14)
u(0,-) =0 auf {t = 0} x R?
mit Losung v geméss dem vorangegangenen Satz, und
— A — 3 Rd
(0 Ju in (0,00) x R%, (4.15)
u(0,-) =ug  auf {t =0} x R?

mit Losung w geméiss (4.4). Dann 16st u = v+w (4.2)) aufgrund der Linearitét
der Gleichung.
Nun noch einige Anmerkungen:

e Die Halbgruppeneigenschaft. (...)

o Wohlgestelltheit. Wir erinnern, dass Wohlgestelltheit bei partiellen Dif-
ferentialgleichungen bedeutet, dass eine Losung existiert, eindeutig ist
und stetig von den Daten abhéngt. Die Existenz von Losungen haben
wir oben adressiert; im Rest des Kapitels werden wir mit der Eindeu-
tigkeit und den Eigenschaften von Losungen beschéiftigt sein. In der
kommenden Vorlesung werden wir die Eindeutigkeit behandeln, und
wir motivieren bereits jetzt die Schwierigkeiten.

Hierzu reicht es, in (0,00) x R? = (0,00) x R das Problem (4.3 mit
ug = 0 zu betrachten. Dies hat die triviale Funktion als Losung. Wol-

len wir also zeigen, dass die Eindeutigkeit verletzt ist, reicht es, eine
nichttriviale, weitere Losung zu dieser Gleichung anzugeben.

Wir machen den Ansatz
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wobei g: R — R eine glatte Funktion ist mit ¢*)(0) = 0 fiir alle k € Ny. Ein
Kandidat hierfiir ist

1
e 2 flirt >0,
g(t) = {

0 firt <0.

Nehmen wir an, dass wir v gliedweise differenzieren diirfen, so folgt, dass v
durchaus (0; — 0z¢)v = 0 in (0, 00) x R 16st mit v(0,x) = 0 — aber natiirlich
eine nichttriviale Losung ist. Damit ist die Eindeutigkeit verletzt.

In der néichsten Vorlesung werden wir dieses Beispiel mitsamt des Nach-
weises der Konvergenz der Funktionenreihe fortfithren. Danach ist eine zen-
trale Fragen, welche Bedingungen wir an Lésungen stellen miissnen, um doch

Eindeutigkeit zu erhalten.
07.06.2019

Satz 4.4. Es gibt eine Funktion u € C®°(R x R?Y), so dass Oyu — Au = 0,
u(0,z) =0 fiir alle x, aber u # 0.

Beweis. Es reicht, den Fall d = 1 zu betrachten. Fiir g € C*°(R) definieren

wir
o0 2k dk

xr
4.1
ZO 2y arr? (4.16)
Wir setzen ,
eV falls ¢t >0
t) = 4.17
9(t) {0 falls t <0, ( )

so dass u(t,z) = 0 fiir t < 0. Es bleibt zu zeigen, dass die Reihe konvergiert.
Um die Ableitungen abzuschiitzen, betrachten wir die Funktion v : R?\
{0} = R,

o(t, 5) = Reexp <—1,) . (4.18)

(t+1s)?

Es ist klar, dass g(t) = v(t,0) fiir alle t > 0. Da z + V(z) = exp(—1/2z?) auf
C\ {0} holomorph ist, ist die Funktion v in R? \ {0} harmonisch.
Die Cauchysche Integralformal besagt

fz) = —— / J©) 4

211 9BR(2) C— z

falls f in einer Umgebung von Bp(z) holomorph ist. In diesem Fall kénnen
wir die Formel differenzieren und erhalten

f(z) = k!;ﬂf(odg
und daher .
O£ ()] < g sup [F(Q)].

Br(#)
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Sei T > 0. Mit Br/3(T,0) C R*\ {0} folgt, dass

k!
g™(T)| = 25V(T)| < WHUHC;)(BT/;),(T,O))a (4.19)
Ferner,
1
|'U(t,5)‘ S exp —m (420)
1 s —t2
— —Re—— ) = — ] . 4.21
o (e ) = o () 420
Fiir (¢,s) € Bry3((T,0)) gilt |s| <T/3 und 27/3 <t < 4T/3 und deshalb
52 —t2 - (T/3)* = (2T/3)*>  =3/9  27/289 o1
(t2+s2)2 = ((T/3)2+ (4T/3)2)2  T2(17/9)2 T2 — (51)%°
(4.22)
Deshalb gilt, fiir alle T' > 0,
kgt 1

1
Fiir T < 0 gilt ¢®¥)(T) = 0. Die Funktion h(T) = T~*e” 61? geniigt h(T) —
O0fir T — 0und T — oo. Aus

R(T) = (252T3 - kT—1> h(T)

folgt das h das Maximum in T = %\/% annimmt und damit

19" (T)| < 15%k2 k.
Als Konsequenz erhalten wir fiir R > 0

1
2k®]g(k) ()] < RZ*15%k~ 2k — 0

mit k — oo. Damit konvergiert die Potenzreihe mit allen Ableitungen gleichméssig
auf kompakten Teilmengen. Daraus folgt u € C*°((0,00) x R?), und glied-
weises Differenzieren von (4.16)) ergibt dyu — Au = 0. O

4.2 Maximumprinzip

Definition 4.5. Fir Q C R? offen und T > 0 definiert man
Qr = (0,7T] x Q c R**! (4.24)

und
I'r = ({0} X Q) U ([O,T] X 8Q) = m\ Qr C Q7. (4.25)

90 [8. JuLr 2019]



Bemerkung. I'p ist abgeschlossen, weil I'r = ({0 x Q) U ([0, T] x 0%).
Satz 4.6. Sei Q C RY offen und beschrinkt, u € C3(Qr) N C(Q7), so dass

ou—Au<0 n Q. (4.26)
Dann gilt
max u = maxu. (4.27)
Qr Ir

Bemerkung. Falls (9, — A)u = 0, dann folgt auch

minu = minw. (4.28)
Qr I'r
Beweis. Wir fangen mit dem Fall 0;u — Au < 0 an.

Die Menge Q1 ist kompakt. Sei M = U(Ty, ts) = maxg- . Falls (x,t.) €
Qp, dann gilt z, € Q und ¢, > 0. Dann folgt Dyu(z, te) = 0, Au(z, tx) <0,
Oyu(x4,ts) > 0. Insbesondere folgt (Opu — Au)(zs,t.) > 0 im Widerspruch
zur Annahme. Deshalb gilt (z,,t,) € T'r.

Sei jetzt dyu — Au < 0. Fiir € > 0 betrachten wir v.(t,x) = u(t, z) — et.
Mit dyve. — Av, < 0 und v, < u < v, + T folgt

max et +max v, = €1+ maxv. < el + maxu. (4.29)
Qr Qr Ip Iz
Da ¢ beliebig war, folgt hieraus die Aussage. O

Lemma 4.7. Sei Q C R? offen und beschrinkt, g € C°(I'y), f € CO(Qy).
Dann gibt es hichstens eine Lisung u € C3(Qr) N C%(Qr) von

{@u—Auzf mn Qr

(4.30)
u=g auf I'p .

Beweis. Falls u,v zwei Losungen sind, dann gilt (0 — A)(u — v) = 0 in
Qp, deshalb maxq, (v —v) < maxp,(u —v) = 0 und maxq, (v —u) <
maxr,. (v —u) = 0. Es folgt, dass u — v = 0 {iberall. O

Satz 4.8. Seiu € C2((0,T] x RY) N C([0,T] x RY) eine Lisung von
{atu —Au=0 in (0,7] x R? (4.31)
u=g auf {0} x R?.
wobei g € Cy(RY). Falls a, A > 0 existieren, so dass
u(t,z) < Aell® (4.32)
fiir alle z € R, t € [0, T, dann gilt

sup  u(t,x) < supg(x). (4.33)
2€R4,0<t<T @

Die analoge Aussage gilt auch fir T = oo (mit [0,00) statt [0,T] und (0, c0)
statt (0,71]).
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Beweis. Teil 1: wir betrachten den Fall 4T < 1. Wir wahlen € > 0 so dass

o< 4(T1+8) . (4.34)

Fiir 6 > 0 definieren wir v : [0,00] x RY — R durch
5 2
— % lP/A(Ttet)
v(t,z) = u(t, ) Tt e_ty e . (4.35)
Eine leichte Rechnung (&hnlich zur Rechnung in Lemma ?7) zeigt, dass
(8 — A)v =0 in R x (0,T7. (4.36)

Fiir alle r > 0, aus dem Maximumprinzip (Satz angewendet auf Q) =
B,.(0) folgt, dass
max v = maxo. (4.37)
Qr Ir
Fiir alle z € B,(0) gilt v(0,z) < u(0,z) = g(x) < sup,crd g(z).
Fiir alle (¢,z) € [0,7] x 8B,(0) gilt |z| = r, und deshalb

o(t, z) = ult,z) — (T+:—t)n/2€TZ/ (A(T+e=1) (4.38)
< Aeor® Wfl)weﬂwﬂa» . (4.39)

Aus folgt
Tlg(r)lo Ae” — (T_js)n/zeﬂ/(‘l(Tﬁ)) = —00. (4.40)

Deshalb existiert ein r > 0, so dass fir R > r

)
AeaR2 . m€R2/(4(T-‘r«‘3)) < Sﬂg})g . (441)

Mit (4.38) folgt, dass
v(t,z) < sup g(R?) fiir alle (t,z) € [0,T] x dB,(0). (4.42)

Dann folgt aus (4.37)), dass

v(y,t) <supg (4.43)
Rd
und fiir [z| < R
(t,z) <w(t,z) + ’ H < PR - (4.44)
u(t,x) <v(t,z ———eT+e—t < su —-€de .
(T +¢e—t)n/2 R})g gd/2
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fiir alle y € R? mit |y| < R, t € [0,7], § > 0. Mit § — 0 ist der Beweis von
Teil 1 beendet.
Teil 2: Sei ¢ : [0,T] — [0, 00] durch

©o(t) = sup u(t,z) (4.45)
z€RM

definiert. Fiir alle ¢, mit 0 <t <# < T und ¢’ —t < 1/(4a) folgt aus Teil
1, dass

p(t) = o(t'). (4.46)
Deshalb ist ¢ monoton fallend, und ¢(t) < ¢(0) = sup g(R?) fiir alle t. O

Lemma 4.9. Sei g € C(R?), f € C°([0,T] x Rd) Dann gibt es hichstens

eine Losung u € C2((0,T] x RY) N Cy([0,T] x RY x [0,T]) des Anfangswert-
problems

Ou—Au=f in (0,00) x ]RT;, (4.47)

u(0,2) = g(z)  fir alle z € R*,
die ,

lu(t, z)| < Ael®! (4.48)

fiir irgendwelche a, A > 0 erfillt.
Beweis. Folgt aus Satz O

4.3 Regularitit, Mittelwertformel

Analog zu Uberlegungen bei den harmonischen Funktionen definieren wir
den Begriff der schwachen Losung.

Definition 4.10. Seiw C R? xR offen. u € L} _(w) heifit schwache Lésung
der Warmeleitungsgleichung falls

/ w(@ + A)pdLmdt = 0

fir alle ¢ € C§°(w).

Jede Losung u € C%(w) ist auch eine schwache Losung, was man mittels
partieller Integration sieht.

Satz 4.11. Seiw C RY xR offen, u € Llloc(w) etne schwache Lésung. Dann
gibt es in der Aquivalenzklasse von u eine beliebig oft differenzierbare Funk-
tion (die wir mit u identifizieren), die der Wirmeleitungsgleichung geniigt.

18.06.2019
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Bemerkung. Die gleiche Aussage, mit fast dem gleichen Beweis, gilt fiir
w = Qp, mit Q C R? offen.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass u € C™((—r?/4,0] X B,/3(0)) (in dem
Sinn der Existenz einer derartigen Funktion in der Aquivalenzklasse aus)
fiir (—r2,0] x B,(0) C w folgt. Dann folgt auch

0= —/ w(0yp + Ag)dmTt = /(@u — Au)pdmT!

fiir alle ¢ € C§°(w) und damit u; — Au = 0.

Im ersten Schritt betrachten wir eine Funktion v € C3(w), die dann mit
dem gleichen Argument u; — Au = 0 gentigt.

Sei (—472,T] x Bay(x9) C w. Wir zeigen

107 00u(T, %0)| < casr™ 12l 11 (1 ar2] B (20) - (4.49)

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei T =0, g = 0 und r = 1.

Sei € C°(R x RY) eine Funktion mit § = 1 auf [~1,1] x B1(0) mit
Tréger in [—4,4] x Bs(0).

Wir definieren v : R4! — R durch v = fu auf B(0,2r), v = 0 auf
R4\ B(0,2r). Damit folgt v € C3(RIH),

8t7) = 8t(u9) = 06tu + u@te (450)

und
Av = A(ub) = 0Au+ uAb +2Du - DO . (4.51)

Sei f = u(00 + AG) — 2377, 0;(ud;6). Dann gilt
(0 — Ao =000 —Au+f=Ff. (4.52)

Insbesondere supp f C ([—4,0] x B4(0))\[—1,0) x B;1(0).
Es gilt v(-,T) = 0 fiir T' < —4. Ferner ist v beschrinkt. Da f € C?, folgt
aus Satz [£.3] und Lemma dass

v(t,z) = / /Rd Ot — s,z —y)f(s,y)dm?(s,y). (4.53)

Da ®(t — s, —y) = 0 fir t < s, kann man das Integrationsgebiet mit
R+ ersetzen. Wir haben deshalb bewiesen, dass fiir alle w € C3(w) mit
ow—Aw =20

w(t, ) :/Rde w(®(t — s,z —y) (0 + AH)
d

—w Z 0,00, ®(t — s, — y))dmat(s,y)
j=1
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fiir alle (¢,x) € (—1,0] x B1(0) gilt. Da wie Ableitungen unter das Integral
ziehen koénnen erhalten wir die gewiinschte Abschétzung unter der Annahme,
dass u € C? eine Losung der Wirmeleitungsgleichung ist.

Wir wenden diese Formel auf die Funktion w, = u* 7, an, wobei 7, eine
Diracschar mit kompaktem Trager ist.

Da Lj, . ist, konvergiert w, in L'(w) gegen u. Da ® integrierbar ist, folgt

mit dominierter Konvergenz

u(t,ac):/ Ot —s,x—y)
Bar(0)\B(0)

- (udyf 4+ uAb) — 2uDODG(t — s, x — y)dm@ (s, y)

fiir alle (¢,z) € B-(0). Fiir (t,x) € B,/5(0) und (s,y) € B2,(0) \ B(0) ist
®(t — s,z — y) beliebig oft differenzierbar, deshalb u € C*°(B,/5(0)). O

Definition 4.12. Fir (t,r) € R4 und r > 0 setzt man

E(t,x,r) = {(s,y) e RN\ {t,z}: ®(t — 5,2 —y) > d} .
r
Die Menge E(t,x,r) wird Wdirmeleitungsball genannt.

Bemerkung. E(t,z,7) C R? x (—o0,t), (t,z) € OFE(t,x,r), E ist be-
schrankt, OF \ {(t, )} regulér.

Satz 4.13. Sei w C R4 offen, u € C%(w), 0y — Au = 0, E(t,z,7) C w.
Dann gilt:

1 x —y|?
u(t,z) = 4rd/E(txr)u(&y)’(t—,s)gdmd—i_l(s’y)'

Beweis. Es reicht, den Fall x = 0, ¢ = 0 zu betrachten. Wir schreiben
E(r) = E(0,0,r) und definieren

o(r) = 1/ u(t x)@dmdﬂ(t x) = 1/ u(r’t m:)x—Qdde(t x)
47’d E(r) ’ t2 ’ 4 E(1) ’ t2 ’

(mit dem Variablenwechsel x = 72/, t = r?t'). Es ist leicht zu sehen, dass

. |z[? d+1
1 = —d t,x).
rl_I}(l)gO(T) u(0,0) /E(l) gz dm (t,z)

Wir berechnen jetzt das letzte Integral. Mit y = z+/|t| und A = {(¢,2) : t <
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0, eV > (dn|t) @2} = {(t,2) : —(e71#*/4)2/d fam < ¢ < 0} folgt

/ ‘ | 1 am d+1(t,l‘):/ XA|Z| ‘S‘d/2dmd+1(t Z)
E(1) Rn+1 4t

exp(— z|2/4)(2/d)) /4n

“J5
/'4 p(—2] /4)jwzdz.

d(4

Ferner,

/|z|2exp )dz —d/zfe

und mit partieller Integration

/1eda:—/e T

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ konstant ist. Aus v € C*! folgt ¢ € C'' und

d
2

2 —
(477) 2 /a; e 4 dy = 2d(4m)
R

2
o'(r) = 1/ ija u + 2rtdpu) (r3t, rx) 37; dm® (z,t)
E() 5

1 L
= 47"d+1 / . (Z x]aju+2tatu)(t,l')t72dm (t,l’) .

Fiir z € R% und ¢ < 0 definieren wir

jz* _d

Y(t,z) = In(ri®(—t,z)) = dlnr + ke 71 (—4rt).

Aus der Definition von E folgt, dass ¢ = 0 auf dE(r) \ {0}. Wir rechnen,

mit mehreren partiellen Integrationen,

0= d/ V(O — Au)dm®+?
E(r)

= / div(z)Ydyu — nap div Du dm®!
E(r)

= / Zx] 00 — wz%a atqunzajd)B u dmdt
E(r) =1

B /E(r

d
— Z 20590 + 20y Du + d Z x;0;905u dmt.
j=1 j=1
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Mit Fubini haben wir einmal bzgl. ¢ partiell integriert (x = 0 ist eine Null-
menge) , und fiir festes ¢t GauB in z angewandt. Mit V¢ = x/(2t) und
Outh = — o2/ (42) — dj (2t) folgt

d
< |z d 1 d+1

= — it (r).

Satz 4.14 (Die Harnacksche Ungleichung). Es existiert £ > 0 so dass gilt:
Seiu € C2((T — R?,T)| x Br(wo)) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung,
u > 0. Dann gilt

w(T, z9) > wsup{u(s,y) : T — R*/2 < s < T — R*/4,|z — y| < R/2}

Beweis. Ohne Einschrinkung sei z9p =0, T'= 0 und R = 1. Wir betrachten
den Wirmeleitungsball E(0,0,1) und wihlen a < b < 0 und ¢ so dass

la,b] x B.(0) € E(0,0,1).

Es geniigt zu zeigen: Es existiert & > 0 so dass
0
u(0,0) > Rsup{u(s,y) : ad < s < b, % < |y| < ¢}

gilt fiir nichtnegative Losungen in [—3, 0] x B, /2(0). Die volle Aussage erfolgt
dann mittels Iteration: Wir kénnen jeden Punkt (¢,z) mit —3 <¢ < 1 und
lz| < 1 durch circa 672 Punkte (t;,z;) verbinden, so dass wir diese erste
Aussage jeweils auf aufeinderfolgende Paare anwenden kénnen. Wir erhalten
§ als hohe Potenz von 4.

Mit der Mittelwerteigenschaft gilt

u(0,0) = 1/ @u(t x)dxdt
T wrd Jpoon B2 '

Wir withlen r = § so dass F(0,0,7) C (—1/2,0) x By 2(0). Dann existiert
nach der Mittelwerteigenschaft eine Konstante C so dass

1

u(0,0) > Csd2

/ u(s, 2)dLm .
(ad,b6) x (Bes (0)\Bes/2(0))

Im Beweis von Satz hatten wir gesehen dass fiir Losungen der
Wirmeleitungsgleichung fiir alle (t,2) € (—R*,0] x Bg(0) gilt:

w(t, ) =/ w(s,y)(P(t — 5,2 —y)(0:(s,y) + Ab(s,y))
By, (0)\B,(0)

- ZU(S, y) Z ang(sv y)ax]q)(t — 5T = y))dy ds
j=1
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Wir verwenden diese Formel fiir w = u(t — tg,z — xp) im Punkt ¢ = 0,
x =0 und " = §/2. Damit folgt mit &, das sich aus den obigen Konstanten
bestimmt

w(to, xo) < kw(0,0).

[
91.06.2019]
4.4 Hermitefunktionen und der Hermiteoperator
Sei u € S(R?). Wir nennen die Abbildung
u— —Au+ |z)?u =: Lu
harmonischen Oszillator oder Hermiteoperator. Dann ist
d
—Au+ |zu = Z —0s; + ) (0z; + x5)u + du
= (4.54)

d
Z@x]+:z] =0y, + zj)u —du

]:

—_

und damit

d
J =8+ Py ude = dluls + 3 10z, + o)l

j=1

Da 1 2 2

830].6_5‘96' + :):je_‘x| =
folgt

(—A + |:I:|2)e_%|9”|2 = de~zl"*,
Da
(Oz; + 2j)(=0r; + xj)u = (=0; + x;)(0; + 25)u + 2u

folgt

(=D + [2*) (=85, + 25)u = (9s; + 25)(=A + |2|*)u + 2(=0x, + z))u

und damit
\ac|2
(A + |2 (~ 8, +aj)e” 2 = (d+2)(—0y, +xj)e 112,
Rekursiv erhalten wir

2 ‘1‘2

L(=0y, + ;)% % = (d+ 2]al)(— 0y, +3;)% 7.

98 [8. JuLr 2019]



Im Fall d = 1 ist fiir m > n
/ [(-0n + 22 [(~0, + 2)"e ] di
_ / [0+ 2)(~0, + )7 2] [(~0, + 2"/
_ / (0, + 2)(@ + ) (~0, + )" e 02 (-0, ) e
42 / (0, + 2" 2] [0, + )" 1o ] d
=20 [ (-0, + 0yt 2] (=0, 2y e s

= 2”n!/e_x2/2(—8$ + a:)m_”e_‘deSU

B 0 fallsn<m
| 2"nly/7m fallsnm=m
Definition 4.15. Die multivariaten Hermitefunktionen sind durch
1 ||
ho = ————==(—0q; + 7;)% 2~

V2lelglrd/2

definiert.
Mit Fubini folgt

[0 fallsa#p
/ho‘h’gdm_{l falls « =

Satz 4.16. Die Funktionen hy, bilden eine Orthonormalbasis von L*(R?).
Sie sind Eigenfunktionen zum Hermiteoperator zum Figenwert d + 2|a|.

Beweis. Orthonormalitéit haben wir bereits gesehen. Zu zeigen ist: Falls f €

L?*(R%) und
/ma6_|m|2/2fd$ =0

fiir alle a so ist u = 0. Dazu benétigen wir, dass jedes Polynom als Linear-
kombination von Hermitepolynomen, d.h. Polynomen hae|“|2/ 2 geschrieben

|=|?
werden kann. Sei u = e~ 2 f. Dann ist e$%u(x) fiir alle ¢ integrierbar und

d
7 Z 254

g(z) = (27r)_d/2/e =t wu(z)dx

fir z € C? definiert. g ist beliebig oft differenzierbar und die Ableitung ist
offensichtlich komplex linear. Als ist ¢ in jeder Koordinate holomorph. Da
fiir alle v € R?
d
(=)™ > (0;0:,)"g(0) = (2m) =2 /(<v, 2))e 1 f(@)de = 0

J=1

99 [8. JuLr 2019]



ist g(Cv) =0 fiir ( € C und g = 0. O
Korollar 4.17. Sei 7 € N+ % Dann gilt
lull 2 < 2] = Au+ [aPu — 7ul 2

Beweis. Wir entwickeln v in der Basis der Hermitefunktionen. O

4.5 Eindeutigkeitsaussagen

Wir wollen zeigen, dass falls © und v Losungen der Wéarmeleitungsgleichung
sind mit w(T,z) = v(T, z) fiir x € R?, dass dann auch u = v fiir t < T. Wir
werden fiir diese Aussage eine schwache Wachstumsveraussetzung brauchen,
dann aber eine stirkere Aussage erhalten. Ohne Einschrinkung diirfen wir
annehmen, dass v die Nulllosung ist. Wir machen die schwéchere Annahme

1
u € C7([0,1) x B1(0)), |ug + Au| < ik (4.55)
Lemma 4.18. Sei T > 0. Dann ist
(T, )25, ) 0) TVl L2(r211% B, 2 (0) < (T2 417N ull L2 ((.37) % B, (0)
Beweis. Wir wihlen § € C®(R?) mit Triger in Bi(0), identisch 1 auf
B1/2(0). Wir definieren 6,(z) = 0(z/r) und v(t,z) = L0 (x/r)u(t, z) fir
T <t < 2T und berechnen
1d _ 1
2 dt oT |y,
> _3
= 74T Jp,
_3
4T ) B, (0

3
AT [, 0,

—/(Vn)qudx%—/Vv[%lx

3 ) / 2
> —(— +ecr u|“dx.
(o7 ) BT(O)I |

Die Aussage folgt nun mit einer Integration iiber ¢. O

v (t, x)dr = 02udx + /qutudac
(0)

u2(t,.)da:—/9rAuvda:
(0)

wldx + /(Vn)anudx+ /nVqudx

u2dx+/(Vn)qudx—/|V77]2u2da:

Satz 4.19. Seir > 0. Fiir u € C2([0,2] x B(0)) gelte

u
lug + Aul < |4t’

u(0,z) =0 fir |x| < By(0).
Dann ist u(0,z) = 0 fir x € B1(0).
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Satz 4.20. Seir > 0. Fir u € C?([0,1] x RY) gelte

fiir ein a < 8

u(0,2) =0 fir z € B,(0).
Dann ist u(t,z) =0 fir 0 <t <1 und z € R%.

Satz 4.21. Seia > 8, r > 0 und Funktion u € C%([0,00) x RY) mit Trager
in [0,1) x R, u(0,2) = 0 fir |z| <7,

lug + Au| < %|u! +f (4.56)
und
u(t, )| < Cer
Dann ist
774 5 a0 iy < SN fllaoary (450)
fir T € N.

Beweis von Satz[[.19. Wir wihlen n € C>°(R%) mit Triger in By(0), iden-
tisch 1 in B1(0) und p € C°(R) mit sup p € [—1, 1], identisch 1 of [-1/2,1/2].
Wir wenden Satz [£.21] auf

v(t, ) = u(t, x)p(t)n(z)

an. Dann ist

sup{t Te BV} = (87/e)” =: K(6)

da das Maximum in tp = == mit

8T
1
T4+ — =0
T 8t
angenommen wird.
Sei
1 1

—
(=]
|

Fur (t,7) € E(7) ist

||

2 1
t7Te” 8t > (tg/2) e 2 =2TK ()
und damit
lull 2y < 277 ull2(jo0,1x B, (0) -
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Nach Lemma folgt

1 —T
||U(1G?a Mrzs, 500 < crt/22 <Hu||L2([O,1]><B1(O) + Hvu||L2([0,1]><B1(0))>

und 1
100, )l z2(, 5 (0)) = lim HU(TGT’ Mz, =0
O
Beweis von Satz[{.20. . Zuerst folgt aus Satz dass u(0,z) = 0. Wir

nehmen v = p(t)u und erhalten etwas einfacher als oben

l=? [EI
le™ 57 ullL2((0,1/4)x By o (o)) < €277 M€ 57 ull 22 yyxmay < €277

und daher u(t,z) = 0 fiir z € R und 0 < ¢
25.06.2019

,4;\,_.
Ul

Beweis von Satz[{.21 Schritt 1: Unter den Annahmen des Satzes geniigt es,
die Ungleichung

_ _l _ =7 2 _ Ia:
6775 5wl ooy < 2875 S (e + ) 2o ey (4.58)

zu zeigen, da wir dann den Term mit % auf der rechten Seite durch die linke
Seite abschétzen konnen.

Wir nehmen zuniichst an, dass u kompakten Triiger in (0,00) x R? hat
und definieren

t=e 1 1z =2y
(s=—1lnt,y= 2%/%55) und berechnen
Ozj
Osut —&gu Z Or Ju = —4tug — 2 ij(?xju
und damit

dtu = —ug — 2 Zyjayju.
J

Etwas einfacher ist
4tAu = Ayu

und wir erhalten

At(ur + Agu) = —us + Ayu — 2 Z YOy, u.
J
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Weiter
67|y‘2/2(Ayu -2 Z Oy, u) = A(ef|y|2/2u) + de 9P/,
Yj

||

Damit erhalten wir (e 1¥*/2 = ¢~ "sr)
144 Iz _d _l=? d 9
At Taest (O + Ag)(t e st u) = (—£ + Ay — |y|7)u. (4.59)
Mit ) .
|yl
v(s,y) = e_dse_y?u(e_zls —e7 28
wird die Annahme zu
vs — Av + [y[*v = |g]

wobei ,
|

g = 4te”¥em S (up + Au).

Die Ungleichung ist dquivalent zu
4T 2)50]| 2 < 21725 (v, — Av + [y[20)]| 2

Diese letzte I{ngleichung wollen wir beweisen. Wir definieren w = e(7+2)%y
und h = e"t2)%g und erhalten

1
vs — Av + |y[*v — (7 + Q)v: h.

Wir berechnen
121172 = [1(0s — A + [ — )wl|7

— 0wl + -+ Iy~ ar)ul + 2 [ Bu(-Bw + yPuw - rw)dyds
und fiir alle y (da w nach Annahme kompakten Tréger hat)

/(ny ) wwndt = 0
R

und fiir alle ¢

wt(—Aw)dx—/lat\Vw\Qda;
Rd 2

und das Zeitintegral verschwindet. Mit Korollar [£.17] erhalten wir
1
(=05 = A+ [2* = Tywllz2 > S [lw] .

Wir erhalten
1wl L2(mxray < 2/l L2(RxRA)
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was die Ungleichung impliziert.

Wir miissen die Annahme des kompakten Trégers abschwiichen. Dazu
wiihlen wir eine Abschneidefunktion p € C®(R), p() = 0 fiir 7 < 3, p(7) =
1 fiir 7 > 1 und

- 2
ne(t,z) = p(t~ 42" /)

fiir eine kleine Konstante r > 0.
Wir setzen w durch Null auf negative Zeiten fort und wenden die obige
Abschétzung auf
nru(t — e, x)

an, wobei ¢ = r* klein gewihlt wird. Dadurch ist diese Funktion wohldefi-
niert, und wir kénnen die volle Abschétzung mit dem Limes » — 0 bekom-
men. O
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