
Einführung
in die PDGs
07.06.2019
Prof. Dr. H. Koch
Dr. F. Gmeineder
Abgabe: 21.06.2019 in der Vorlesung
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Aufgabe 1: 5 + 5 = 10 Punkte

Bestimmen Sie für A ∈ Cd×d das Integral

I =

∫
Rd
e−

1
2x
>Ax dx,

wobei

(a) A ∈ Rd×d (reelle Matrix!) positiv definit und symmetrisch ist,

(b) A = A0 + iA1 mit A invertierbar und A1 positiv semidefinit ist, A0, A1 ∈ Rd×d.

Nutzen Sie hier gegebenenfalls Fouriertransformationstechniken.

Aufgabe 2: 10 Punkte

Sei (fj) eine Folge integrierbarer Funktionen fj ∈ L1(Rd). Wir nennen bekanntlich (fj) eine Di-
racschar, falls

(a) für fast alle x ∈ Rd und alle j ∈ N gilt: fj(x) ≥ 0,

(b) für alle j ∈ N gilt ‖fj‖L1 = 1,

(c) für alle ε > 0 gilt limj→∞
∫
Rd\Bε(0) fj(x) dx = 0.

Sei nun (fj) eine Diracschar. Zeigen Sie, dass fj → δ0 in S∗(Rd), d.h. 〈Tfj , ϕ〉 → 〈Tδ0 , ϕ〉 für alle
ϕ ∈ S(Rd).

Aufgabe 3: 20 Punkte

Sei f ∈ C2
1,b((0,∞)× Rd) und g ∈ S(Rd). Zeigen Sie eine explizite Darstellungsformel (Stichwort:

Duhamelsches Prinzip/Variation der Konstanten) für Lösungen der Gleichung{
∂tu−∆u+ cu = f in (0,∞)× Rd,
u = g auf {t = 0} × Rd.

Aufgabe 4: 10 Punkte

Sei f ∈ S(R× Rd) und betrachten Sie

(∂t −∆)u = f in R× Rd.

(a) Fouriertransformieren Sie diese Gleichung unter der Annahme, dass u ∈ S(R × Rd), in der
gemeinsamen Variable (t, x). Was ist hierbei der konzeptuelle Unterschied zu der Vorgehens-
weise aus Kapitel 3?



(b) Leiten Sie direkt hierauf aufbauend eine Darstellungsformel für die Lösungen der obigen
Gleichung her (durch Fourierinversion in S ′(Rd+1)!)

Aufgabe 5: 10 Punkte

Betrachten Sie die Schrödingergleichung i ∂tu + ∆u = 0 auf (0,∞) × Rd mit Anfangsdatum u0 ∈
S(Rd). Zeigen Sie, dass

û(τ, ξ) = û0(ξ)δτ−|ξ|2

gilt, wobei δτ−|ξ|2 = f(t, ξ)Hd|{τ=|ξ|2} ist für eine geeignete Funktion f . Bestimmen Sie weiters
dieses f , und zeigen Sie, dass für einen geeigneten Vorfaktor g(t) gilt

lim
t↘0

g(t)e−
(τ−|ξ|2)4

4t = δτ−|ξ|2 in S∗(Rd).


