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Aufgabe 1: 10 Punkte

Zeigen Sie die Rotationsinvarianz der Laplacegleichung: Sei u € C?(R?) eine harmonische Funktion
und T € R¥*9 eine orthogonale Matrix. Dann ist v(z) := u(T'z) ebenfalls harmonisch.

Aufgabe 2: Maximumsprinzip. 2 4+ 8 = 10 Punkte

Sei Q C R? offen und beschriinkt, und sei v € C*(Q) N C(Q) harmonisch in Q. Zeigen Sie, dass
dann

maxu = maxu
Q o0

gilt, einmal
(a) indem Sie dies direkt aus dem starken Maximumsprinzip ableiten, und einmal,

(b) indem Sie die Funktionenschar u.(x) := u(z) + ¢|z|? fiir € > 0 betrachten und zeigen, dass
ue sein Maximum niemals an einem inneren Punkt annehmen kann (wie folgt dann daraus

die obige Gleichheit ?).

Aufgabe 3: 10 Punkte

Sei 0 C R? offen und beschriinkt, und seien f € C(Q) sowie g € C(99). Sei weiters u € C*(Q)NC(Q)
eine Losung der Gleichung

—Au=f inQ,
u=g auf 0.

Zeigen Sie, dass es eine Konstant C' > 0 gibt welche nur von 2 abhéingt, sodass

<
max [u] < O(max|g| +max|])
gilt.
Hinweis: Nutzen Sie, dass —A(u(z) + %)\) < 0 fiir ein geeignetes A > 0 gilt.

Aufgabe 4:

Beachten Sie den Zusatz ’zusammenhiingend’’. Sei Q C R? offen, beschrinkt und zusam-
menhéngend. Wir sagen, dass {2 eine innere Kegelbegingung erfiillt, falls das Folgende gilt: Es gibt
ein R > 0 und ein h > 0, sodass der Kegel

K :={(z1,.,za) :RY: 0<aqg < h, 2} + .. +23_, < R%?

IDanke an Herrn Christian Kremer fiir das Aufmerksammachen auf das Fehlen dieser Bedingung in einer fritheren
Version des Blattes.



fiir jeden Randpunkt zo € 9§ so durch eine Rotation Ty, : R? — RY transformiert werden kann,
dass xg + Ty, (K) C Q gilt. Erfiille nun € weiters die innere Kegelbedingung und sei u: € — [0, 00)
harmonisch und sei g € §2. Zeigen Sie, dass es ¢ > 0 und s > 0 gibt mit

u(zo)e H(dist(z, R\ Q)))° < u(z) < e(dist(z, R\ Q) ~*u(xo)

fir alle x € Q.



