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Definitionen
e Sei RY die Menge aller Abbildungen von N nach R.

e Sei F. := {I C N|N\7 ist endlich} der Filter der coendlichen Teilmengen von N und
U, ein Ultrafilter der F,. erweitert.

e Sei R* := RY/U, die Ultrapotenz von R iiber U.. Fiir c:N — R sei [c] die Aquivalenz-
klasse von ¢ beziiglich U.. Fiir r € R sei ¢,: N — R die konstante Abbildung ¢,(n) — r.

e Auf R* definieren wir die Operationen +* und -*, sowie die Relation <* wie folgt:

[a] +7 (0] == [a + b](= [n = a(n) + b(n)]),
[a] = [B] == [a - D](= [0 — a(n) - b(n)]),
[a] <*[b] 2 & {n e Nla(n) <b(n)} € U..

e Auferdem definieren wir —*[a] := [—a|(= [n — —a(n)]).

e Ein angeordneter Korper K heiftt ordnungsvollstéindig, falls jede nicht-leere Teil-
menge von K, die eine obere Schranke besitzt, eine kleinste obere Schranke besitzt.

Aufgabe 47
Zeigen Sie, dass U, kein Hauptultrafilter ist. (10 Punkte)

Aufgabe 48
Zeigen Sie, dass [a]+*[b], [a]-*[b], —*[a] und [a] <* [b] nicht von der Wahl der Représentanten
a, b fiir die Aquivalenzklassen [a], [b] abhingen. (15 Punkte)

Aufgabe 49
Zeigen Sie: Fiir z,y,z e Rgilt c+y =2 © [c] + )] =[c:], vy =2 & [c] F ] = [e]s
<y & [c;] <¥[ey]. (D.h. R kann man kanonisch in R* einbetten.) (15 Punkte)

Aufgabe 50

Zeigen Sie, dass (R*,+*,-* ¢, 1) ein Korper ist. Dabei ist ¢y das neutrale Element der
Addition, ¢; das neutrale Element der Multiplikation und fiir [a] € R* ist —*[a] das inverse
Element zu [a] beziiglich der Addition. (40 Punkte)

Aufgabe 51
Zeigen Sie, dass (R*, +*,-*, <* ¢g, 1) ein angeordneter Korper ist. (20 Punkte)



Aufgabe 52
1. Zeigen Sie, dass es in R* ein infinitesimales Element ungleich 0 gibt. (5 Punkte)

2. Zeigen Sie, dass es in R* ein unendliches Element gibt. (5 Punkte)

3. Zeigen Sie, dass R* nicht ordnungsvollsténdig ist. (10 Punkte)
(Hinweis: Betrachten sie die Teilmenge {[c,] |n € N}.)
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