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Vorwort

Dies ist eine Ausarbeitung meiner Vorlesungen über Funktionentheo-
rie, welche ich SS 2003 an der Universität zu Köln und im SS 2013 and der
Universität Bonn gehalten habe.

Wir setzen die reelle mehrdimensionale Analysis als bekannt voraus.
In der Analysis Vorlesung wurde insbesondere das Konvergenzverhalten
von Potenzreihen diskutiert und gezeigt, dass Potenzreihen innerhalb ih-
res Konvergenzkreises lokal gleichmäßig konvergieren und gliedweise dif-
ferenziert werden dürfen. Dies wird an dieser Stelle nicht nochmals bewie-
sen.

Von der Lebesgue Theorie machen wir nur nur sparsam Gebrauch;
es werden lediglich die einschlägigen Sätze über das Differenzieren von
Parameterintegralen verwendet.

In Analysis III wurden komplex differenzierbare Funktionen kurz dis-
kutiert. Dies soll hier jedoch wiederholt und vertieft werden.

Literatur, einige Standardbücher: Fischer/Lieb [FiLi80, FiLi88], Jänich
[Jän93], Remmert [Rem91, Rem84], Rudin [Rud87], Busam/Freitag
[BeSo62, FrBu93], Salamon [Sal11], Ahlfors [Ahl78], Titchmarsh [Tit58].

Bonn, im Frühjahr 2015, Matthias Lesch
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0. Zusammenhang und Zusammenhangskomponenten

0.1. Dieser Abschnitt gehört nicht im eigentlichen Sinne zur Funktionen-
theorie. Ich stelle hier lediglich das für die Funktionentheorie nötigste Ma-
terial aus der Topologie zusammen. Idealerweise sind die Inhalte dieses
Abschnittes aus der Grundvorlesung zur Analysis bereits bekannt und
können daher übergangen werden.

In diesem Abschnitt bezeichnen X, Y metrische Räume, in der Funk-
tionentheorie stellen wir uns darunter meist Teilmengen der komplexen
Ebene C vor. Für mich sind metrische Räume stets separiert, d. h. der
Abstand d(x, y) verschwindet dann und nur dann, wenn x = y ist. Insbe-
sondere sind einpunktige Teilmengen stets abgeschlossen.

0.2. lokal-konstante Abbildungen. Eine Abbildung f : X→ Y heißt lokal-
konstant, falls es zu jedem x ∈ X eine offene Umgebung U so gibt, dass
f
∣∣
U

konstant ist. Ist z. B. Y diskret, so ist jede stetige Abbildung f : X → Y

bereits lokal-konstant.
Als Beispiel betrachten wir die Abbildung

f : [0, 1] ∪ [2, 3] ⊂ R −→ R, f(x) :=

{
0, 0 ≤ x ≤ 1,
1, 2 ≤ x ≤ 3.

Dann ist f lokal-konstant aber nicht konstant.

0.3. Satz. Sei Y ein fest gewählter metrischer Raum mit mindestens 2 Punkten.
Dann sind für den metrischen Raum X folgende Aussagen äquivalent:

(1) Jede lokal-konstante Abbildung f : X→ Y ist konstant.
(2) ∅ und X sind die einzigen Teilmengen von X, welche sowohl offen als

auch abgeschlossen sind.
(3) Ist X = A∪B eine disjunkte Zerlegung in offene Teilmengen A,B ⊂ X,

so ist bereits A = ∅, B = X oder A = X,B = ∅.
Erfüllt X eine und damit alle der äquivalenten Bedingungen, so heißt X zusam-
menhängend.

Beweis. Da Y mindestens zwei Punkte hat, können wir a, b ∈ Y wählen
mit a 6= b. Die Äquivalenz (2)⇔ (3) ist offensichtlich.

(1)⇒ (2). Ist A ⊂ X offen und abgeschlossen, so setze

f : X −→ Y, f(x) :=

{
a, x ∈ A,
b, x ∈ X \A.

Da A und X \ A offen sind, ist f lokal-konstant. Nach (1) ist f konstant,
folglich A = ∅ oder X \A = ∅.

(2) ⇒ (1). Sei eine lokal-konstante Abbildung f : X → Y gegeben. Ist
X die leere Menge, so ist nichts zu zeigen. Wir betrachten daher x0 ∈ X.
Die Menge A := f−1({f(x0)}) ist als Urbild der abgeschlossenen Menge {x0}

abgeschlossen. Wegen der Lokal-Konstanz von f ist A aber auch offen. Da
x0 ∈ A ist A nicht leer. Aus (2) folgt nun A = X. Folglich ist f konstant
gleich f(x0). �
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Abbildung 1. Eine zusammenhängende, aber nicht weg-
zusammenhängende, Teilmenge des R2. Die Kurve oszil-
liert unendlich oft zwischen −1 und 1 ohne den Balken
links je in einem festen Punkt zu treffen.

0.4. Satz. Sei J ⊂ R ein Intervall. Dann ist J zusammenhängend.

Beweis. Sei J ein nicht leeres Intervall, die leere Menge ist sicher zusam-
menhängend.1 Seien a = inf J ∈ R ∪ {−∞} und b = sup J ∈ R ∪∞, dann
ist (a, b) ⊂ J ⊂ [a, b]. Wir betrachten eine zugleich offene, abgeschlossene
und nicht leere Teilmenge A ⊂ J, wählen x0 ∈ A und setzen

c := sup
{
x ∈ J

∣∣ [x0, x) ⊂ A}.
Nehmen wir an, es wäre c < b. Dann ist jedenfalls c ∈ A, [x0, c) ⊂ A

und, da A abgeschlossene ist, auch [x0, c] ⊂ A. Aus der Offenheit folgt
nun aber die Existenz eines ε > 0 so, dass auch noch [x0, c + ε) ⊂ A. Dies
widerspricht aber der Supremumseigenschaft von c. Also muss c = b und
folglich [x0, b) ⊂ A sein.

Analog sieht man (a, x0] ⊂ A und damit (a, b) ⊂ A. Aus der Abge-
schlossenheit von A in J folgt nun aber A = J. �

0.5. Satz. Stetige Bilder zusammenhängender Mengen sind zusammenhängend.

Beweis. Sei etwa f : X→ Y stetig und X zusammenhängend. Sei weiterhin
ϕ : f(X) → {0, 1} eine lokal-konstante Abbildung in den diskreten Zwei-
Punkt-Raum {0, 1}. Dann ist auch ϕ ◦ f lokal-konstant und folglich, da X
zusammenhängend ist, konstant, etwa ϕ ◦ f ≡ 0. Dann ist ϕ ≡ 0 ebenfalls
konstant. �

0.6. Wegzusammenhang. Eine Kurve (oder auch Weg) ist eine stetige Ab-
bildung γ : [1, b]→ X; γ(a) heißt Anfangspunkt, γ(b) heißt Endpunkt der
Kurve. Spγ = γ([a, b]) nennt man die Spur von γ.

Der metrische Raum X heißt wegzusammenhängend, falls es zu je zwei
Punkten p, q ∈ X eine Kurve γ : [a, b]→ X gibt mit γ(a) = p, γ(b) = q.

Man sollte die Kurve γ nicht mit ihrer Spur Spγ gleichsetzen. Es gibt
sicher noch andere Abbildungen γ̃ mit gleicher Spur.

Beispiel. Es folgt das unvermeidliche Beispiel einer zusam-
menhängenden, aber nicht wegzusammenhängenden, Teilmenge des
R2 (Fig. 1):{

(x, y) ∈ R2
∣∣∣ (x = 0∧ y ∈ [−1, 1])∨ (0 < x <

2

π
∧ y = sin

1

x
)
}
.

1Ich werde auf diesen trivialen Sonderfall nicht immer wieder hinweisen.
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0.7. Beispiel: Konvexe und sternförmige Teilmengen des Rn. Diese sind
wegzusammenhängend. Dabei heißt X ⊂ Rn sternförmig mit Sternpunkt
p ∈ X, falls für jedes q ∈ X die gesamte Verbindungsstrecke [p, q] = {t ·p+
(1− t) · q | 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ X in X liegt.

Man nennt X konvex, falls jedes p ∈ X bereits ein Sternpunkt ist, also
für beliebige p, q ∈ X die Verbindungsstrecke [p, q] ⊂ X liegt.

0.8. Satz. 1. Wegzusammenhang implizert Zusammenhang.
2. Ist X ⊂ Rn offen und zusammenhängend, so ist X auch wegzusam-

menhängend.
3. Setzt man p ∼ q falls es eine Kurve in X mit Anfangspunkt p und

Endpunkt q gibt, so wird durch ∼ eine Äquivalenzrelation auf X erklärt. Die
Äquivalenzklassen nennt man (Weg)Komponenten von X.

Ist X ⊂ Rn offen, so sind die Wegkomponenten offen und abgeschlossen in X.

Beweis. 1. Sei A ⊂ X offen, abgeschlossen und nicht leer. Wir fixieren ein
x ∈ A und betrachten ein beliebiges y ∈ X. Da X nach Voraussetzung
wegzusammenhängend ist, können wir eine Kurve γ : [0, 1] → X von x
nach y wählen. Das Urbild γ−1(A) ⊂ [0, 1] ist offen, abgeschlossen und
nicht leer, also nach Satz 0.4 gleich [0, 1]. Insbesondere ist y = γ(1) ∈ A.
Da y beliebig war, ergibt sich A = X.

2. Sei x ∈ X fest. Betrachte die Menge A bestehend aus all denjenigen
y ∈ X, zu welchen es eine stetige Verbindungskurve von x nach y gibt.
Sicherlich ist x ∈ A, also ist A nicht leer. A ist aber auch offen: ist y ∈ A,
so ist für ε > 0 klein genug, da X ⊂ Rn offen, der Ball B(y, ε) ganz in
X enthalten. Dann ist aber für jedes y ′ ∈ B(y, ε) die Verbindungsstrecke
[y, y ′] in B(y, ε) enthalten. Wir können also x mit y ′ durch Verknüpfung
der Wege von x nach y und der Strecke [y, y ′] verbinden.

Schließlich ist A auch abgeschlossen: sei dazu (yn) ⊂ A eine Folge,
welche in X gegen y konvergiert. Wähle wiederum einen Ball B(y, ε) ⊂ X.
Für n groß genug ist yn ∈ B(y, ε) und wie zuvor folgt nun y ∈ A.

A ist also offen, abgeschlossen und nicht leer. Damit ist A = X und X
ist wegzusammenhängend.

3. Die Überprüfung dieser Aussage ist eine Routineangelegenheit. �

1. Komplexe Differenzierbarkeit, Cauchy-Riemann Differential-
gleichungen

Wir setzen die reelle mehrdimensionale Analysis als bekannt voraus.
In Analysis III wurden komplex differenzierbare Funktionen kurz disku-
tiert. Dies soll hier jedoch wiederholt und vertieft werden.

1.1. Reell- und komplex lineare Abbildungen. Der Körper C ist in
natürlicher Weise ein 2-dimensionaler Vektorraum über R mit der kanoni-
schen Basis 1, i. Matrixdarstellungen von Endomorphismen beziehen sich
im Folgenden auf diese Basis. Wir schreiben x, y für die entsprechenden
kanonischen Koordinatenfunktionen bzw.

z = x+ y · i, z = x− y · i.
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Mit EndR(C) bezeichnen wir die R–linearen Endomorphismen des R–
Vektorraumes C und mit EndC(C) die C–linearen Endomorphismen des
C–Vektorraumes C. Sicherlich ist EndC(C) ⊂ EndR(C). Da dimC(C) = 1

ist dimC(EndC(C)) = 1 und folglich dimR(EndC(C)) = 2. Andererseits ist
dimR(C) = 2 und daher dimR(EndR(C)) = 2×2 = 4. Im folgenden Lemma
charakterisieren wir EndC(C) ⊂ EndR(C) in Termen der Matrixdarstellung
bzgl. der Basis 1, i.

1.2. Lemma. Sei T ∈ EndR(C) ein R–linearer Endomorphismus von C mit der

Matrixdarstellung
(
a b

c d

)
bzgl. der Basis 1, i. Dann gilt Tz = λ ·z+µ ·z, wobei

λ = 1
2

(
a+ d+ (c− b)i

)
und µ = 1

2

(
a− d+ (c+ b)i

)
.

Genau dann ist T ∈ EndC(C) wenn µ = 0, oder äquivalent a = d und
b = −c. D. h. T ∈ EndC(C) genau dann, wenn die Matrixdarstellung die Gestalt(
a −b
b a

)
hat.

Beweis. Es ist
Tz = T(x+ y · i) = x · T(1) + y · T(i)

=
z+ z

2
(a+ c · i) + z− z

2i
(b+ d · i)

=
1

2
(a+ d+ (c− b) · i) · z+ 1

2
(a− d+ (c+ b) · i) · z

= λ · z+ µ · z.

Ist T sogar C–linear, so ist (λ − µ) · i = T(i) = i · T(1) = i · (λ + µ), also
µ = 0. Offenbar ist z 7→ λ · z auch C–linear. �

Ergänzend bemerken wir, dass T ∈ EndC(C) allein durch T(1) be-
stimmt ist. Nach Definition der Matrixdarstellung eines Endomorphismus
bzgl. einer Basis ist nämlich a = <(T(1)) und b = =(T(1)).

1.3. Wirtinger-Ableitungen. Sei U ⊂ C offen und f : U −→ C differen-
zierbar in z0 ∈ U. Dann ist bekanntlich

f(z) = f(z0) +Df(z0) · (z− z0) + o(z− z0),

wobei Df(z0) ∈ EndR(C) die reelle Ableitungsmatrix bezeichnet.2

Also können wir nach Lemma 1.2 schreiben

f(z) = f(z0) + λ · (z− z0) + µ · (z− z0) + o(z− z0).

Mit u = <f, v = =f ergibt sich

∂f

∂z
(z0) := λ =

1

2
(ux + vy + (vx − uy) · i)(z0) =

1

2

(∂f
∂x

− i
∂f

∂y

)
(z0), (1.1)

2o ist die Landausche “Klein o” Notation. o(z−z0) bezeichnet eine Funktion ϕ(z−z0)
mit

lim
z→z0

ϕ(z − z0)

|z − z0|
= 0.
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bzw.
∂f

∂z
(z0) := µ =

1

2

(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
(z0). (1.2)

Mit den sogenannten Wirtinger-Ableitungen ∂f
∂z ,

∂f
∂z lässt sich rechnen wie

mit partiellen Ableitungen nach den unabhängigen Variablen z, z.

1.4. Satz und Definition (sog. Wirtinger-Kalkül). Die Differentialoperato-
ren

∂

∂z
:=
1

2

( ∂
∂x

− i
∂

∂y

)
und

∂

∂z
:=
1

2

( ∂
∂x

+ i
∂

∂y

)
heißen Wirtinger-Ableitungen. Es gelten die folgenden Rechenregeln:

1. Ist f in z0 differenzierbar, so gilt

f(z) = f(z0) +
∂f

∂z
(z0)(z− z0) +

∂f

∂z
(z0)(z− z0) + o(z− z0), für z→ z0.

2. Die Operatoren ∂
∂z und ∂

∂z sind C–linear und es gilt die Leibnizregel

∂

∂z
(f · g) = ∂f

∂z
· g+ f · ∂g

∂z
.

3. Die Operatoren sind mit der komplexen Konjugation verträglich:

∂f

∂z
=
∂f

∂z
,

∂f

∂z
=
∂f

∂z
.

4. Für die Funktionen z 7→ z bzw. z 7→ z gilt

∂z

∂z
= 1,

∂z

∂z
= 0,

∂z

∂z
= 0,

∂z

∂z
= 1.

5. Sind g(w), f(z) stetig differenzierbare Funktionen, so gilt

∂(g ◦ f)
∂z

=
∂g

∂w
◦ f · ∂f

∂z
+
∂g

∂w
◦ f · ∂f

∂z
(Kettenregel I).

Für ∂g◦f
∂z gilt eine 3 analoge Formel.

6. Ist ϕ : [a, b]→ C stetig differenzierbar, so gilt

d(f ◦ϕ)
dt

=
∂f

∂z
◦ϕ · dϕ

dt
+
∂f

∂z
◦ϕ · dϕ

dt
(Kettenregel II).

Beweis. Den einfachen Beweis überlassen wir als Übung. �

1.5. Komplexe Differenzierbarkeit, Holomorphie. Eine Funktion f :
U −→ C auf einer offenen Teilmenge U ⊂ C heißt im Punkt z0 ∈ U kom-
plex differenzierbar, falls f in z0 (reell) differenzierbar 4 ist und die Ableitung
Df(z0), die a priori in EndR(C) liegt, sogar komplex linear ist, also sogar
in EndC(C) liegt. Die Zahl f ′(z0) := Df(z0)(1) heißt (komplexe) Ableitung
von f im Punkt z0.

3die offensichtliche.
4d. h. im althergebrachten Sinne der Analysis Vorlesung; manche Leute nennen das

auch “total differenzierbar”.
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f heißt holomorph auf U, falls f in jedem Punkt z0 ∈ U komplex diffe-
renzierbar ist.
Schreibweise: O(U) bezeichnet die Menge der auf U holomorphen Funktio-
nen.

1.6. Satz. Für eine Funktion f : U −→ C sind äquivalent:

(1) f is komplex differenzierbar in z0.
(2) f ist in z0 im reellen Sinne differenzierbar und es gilt ∂f∂z(z0) = 0.
(3) f is in z0 im reellen Sinne differenzierbar und es gelten mit u = <f, v =

=f im Punkt z0 die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ux = vy, uy = −vx.

(4) Der Grenzwert

lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z− z0

existiert.

Der Grenzwert in (4) ist dann gleich f ′(z0) = ∂f
∂z(z0).

Da es sich bei (4) um den Grenzwert des Differenzenquotienten analog
zu Analysis I handelt, schreiben wir auch oft d

dz (also mit geradem “d” für
“gewöhnliche Ableitung”) an Stelle von ∂

∂z (mit rundem “∂” für “partiel-
le Ableitung”). Die andere Wirtinger-Ableitung ∂

∂z verschwindet ja für
holomorphe Funktionen und spielt daher weiter keine große Rolle.

Beweis. Ist f im reellen Sinne differenzierbar im Punkt z0, so gilt

f(z) = f(z0) +
∂f

∂z
(z0) · (z− z0) +

∂f

∂z
(z0) · (z− z0) + o(z− z0). (1.3)

Zusammen mit Lemma 1.2 ergeben sich hieraus unmittelbar die
Äquivalenzen (1)⇔ (2)⇔ (3). Unter der Annahme von (2) liefert Eq. (1.3)
für z→ z0

f(z) − f(z0)

z− z0
=
∂f

∂z
(z0) + o(1) (1.4)

und damit folgt (4). Umgekehrt haben wir unter der Annahme von (4)

f(z) =: f(z0) + f
′(z0) · (z− z0) +ϕ(z),

wobei

lim
z→z0

ϕ(z)

z− z0
= lim
z→z0

[f(z) − f(z0)
z− z0

− f ′(z0)
]
= 0.

Der Vergleich mit Eq. (1.3) zeigt, dass f in z0 differenzierbar ist und dass
∂f
∂z(z0) = 0. Damit ist alles gezeigt. �

1.7. Bemerkung. Bekanntlich ist eine Funktion f von zwei Variablen genau
dann stetig differenzierbar, wenn sie stetig partiell differenzierbar ist. Für
die Holomorphie von f genügt es also, die stetige partielle Differenzier-
barkeit und die Cauchy-Riemann Gleichungen zu zeigen.
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1.8. Satz (Rechenregeln für die komplexe Ableitung). Sind f, g komplex
differenzierbar in z0, so gelten jeweils im Punkt z0 die Formeln (f + g) ′ =

f ′ + g ′, (f · g) ′ = f ′ · g+ f · g ′,
(
f
g

) ′
= f ′g−fg ′

g2
. 5

Ist f komplex differenzierbar im Punkt g(z0), so gilt die Kettenregel

(f ◦ g) ′(z0) = f ′(g(z0)) · g ′(z0).

Diese Regeln ergeben sich unmittelbar aus den reellen Differentiati-
onsregeln oder aus den Regeln für den Wirtinger-Kalkül, Satz und Defi-
nition 1.4.

2. Beispiele holomorpher Funktionen

2.1. Polynome und Potenzreihen. 1. Polynome. Sei p(z) =
n∑
j=0

ajz
j ∈ C[z]

ein Polynom. Dann ist p holomorph auf ganz C und p ′(z) =
n∑
j=1

jajz
j−1.

Um dies einzusehen, bemerken wir, dass die konstanten Funktionen eine
verschwindende (totale) Ableitung haben und damit sicherlich holomorph
mit verschwindender komplexer Ableitung sind. Des Weiteren ist nach
Satz und Definition 1.4 die Funktion z 7→ z holomorph mit Ableitung 1.
Der Rest ergibt sich nun aus den Rechenregeln Satz 1.8.

2. Antiholomorphie. f(z) := z ist in keinem Punkt komplex differenzier-
bar, denn ∂f

∂z = 0,
∂f
∂z = 1 6= 0. Man könnte f antiholomorph nennen.

3. Potenzreihen. Sei

f(z) =

∞∑
j=0

aj(z− a)
j

eine konvergente Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Wir wissen
aus der Analysis Vorlesung, dass die formal nach z bzw. z abgeleiteten
Reihen (letztere ist = 0 (!)) in der Kreisscheibe B(a, R) lokal gleichmäßig
konvergieren. Also können wir unter der Summe differenzieren und er-
halten ∂f

∂z = 0, da jeder Summand holomorph ist, sowie

f ′(z0) =

∞∑
j=1

jaj(z− z0)
j−1.

Dies ist wichtig genug, um es als Satz festzuhalten.

2.2. Satz. Konvergente Potenzreihen stellen im Inneren ihres Konvergenzkrei-
ses holomorphe Funktionen dar. Die komplexen Ableitungen ergeben sich durch
gliedweises Differenzieren.

Damit haben wir bereits einen großen Vorrat an holomorphen Funk-
tionen zur Verfügung, z. B. exp, sin, cos, tan, rationale Funktionen etc.

5letzteres natürlich nur falls g(z0) 6= 0.
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α

Cα

α

α− 2πΩαexp

Abbildung 2. Die Exponentialfunktion bildet den Streifen
rechts zwischen den gepunkteten horizontalen Linien auf
die geschlitzte Ebene links, d. h. die komplexe Ebene ohne
den fett markierten Halbstrahl, ab.

2.3. Der Umkehrsatz im Komplexen. Für die nächsten Beispiele
benötigen wir eine holomorphe Version des Umkehrsatzes. Sei dazu
f : U −→ V stetig komplex differenzierbar, bijektiv, und es gelte f ′(z) 6= 0

für alle z ∈ U.6 Dann ist nach dem Umkehrsatz die Umkehrabbildung
f−1 : V −→ U reell differenzierbar und es gilt Df−1

(
f(z)

)
=
(
Df(z)

)−1.
Nun ist aber Df(z) ∈ EndC(C) komplex linear, folglich auch ihre In-

verse und wir haben bewiesen:

2.4. Satz. Sei f : U −→ V eine stetig komplex differenzierbare Abbildung zwi-
schen den offenen Teilmengen U,V ⊂ C. Des Weiteren sei f bijektiv und es gelte
f ′(z) 6= 0 für z ∈ U. Dann ist die Umkehrabbildung f−1 : V −→ U ebenfalls
stetig komplex differenzierbar und es gilt(

f−1) ′(w) =
1

f ′(f−1(w))
.

2.5. Zweige des Logarithmus. Seien Cα = C \
{
reiα

∣∣ r ≥ 0}, 0 < α ≤ 2π
und Ωα =

{
z ∈ C

∣∣ α−2π < =z < α
}

, vgl. Fig. 2. Die Exponentialfunktion
exp : Ωα −→ Cα ist als Potenzreihe stetig komplex differenzierbar, bijek-
tiv und exp ′(z) = exp(z) 6= 0. Die Umkehrabbildung logα : Cα −→ Ωα
heißt Zweig des Logarithmus in der geschlitzten Ebene Cα. logπ = log heißt
Hauptzweig des Logarithmus. Es gilt für die Ableitung

d

dz
logα z =

1

exp
(
logα z

) =
1

z
.

2.6. Hauptzweig der n–ten Wurzel. Die Potenzfunktion z 7→ zn bildet die
offene Menge

{
z ∈ C∗

∣∣ 0 ≤ | arg z| < π/n
}

bijektiv auf die geschlitzte
Ebene Cπ ab. Die Voraussetzungen des Satzes 2.4 sind erfüllt. Die holo-
morphe Umkehrabbildung n

√
· heißt Hauptzweig der n–ten Wurzel. Die

Ableitung berechnen wir wie zuvor:

d

dz
n
√
z =

1

nz
n
√
z.

6Diese Voraussetzung ist redundant, aber das sehen wir erst später im Satz 7.13.
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3. Analytische Funktionen

3.1. Analytizität. Alle Beispiele holomorpher Funktionen aus Abschnitt 2

lassen sich lokal in Potenzreihen entwickeln. Man vgl. hierzu die Logarith-
musreihe, Binomialreihe aus Analysis I. In der Tat kann man im Rahmen
der sog. Weierstraß’schen Funktionentheorie die Funktionentheorie aus-
gehend vom Begriff der analytischen Funktion aufbauen. Dies werden wir
hier nicht tun, wir möchten aber kurz die Verbindung zu der von uns
dargestellten Cauchy’schen Funktionentheorie herstellen.

Eine Funktion f : U −→ C auf einer offenen Teilmenge U ⊂ C heißt
komplex analytisch, falls es zu jedem z0 ∈ U eine Darstellung

f(z) =

∞∑
j=0

aj(z− z0)
j

mit einer in einer geeigneten 7 Kreisscheibe B(z0, ε) konvergenten Potenz-
reihe gibt.

Analytische Funktionen sind automatisch unendlich oft differenzier-
bar im Sinne der reellen Analysis.

3.2. Theorem. Für f : U −→ C sind äquivalent:
(1) f ist holomorph auf U.
(2) f ist analytisch auf U.

Beweis. Die Richtung (2)⇒ (1) ist klar, da durch Potenzreihen dargestellte
Funktionen nach Abschnitt 2.1 holomorph sind.

Die Rückrichtung (1) ⇒ (2) ist weniger trivial und wird ersten unten
im Abschnitt 7.B bewiesen werden. Selbstredend werden wir die Aussage
bis dahin nicht verwenden. �

4. Komplexe Kurvenintegrale

4.1. Integrationswege. Unter einem Integrationsweg (auch nur “Weg”
oder “Kurve”) in einer offenen Teilmenge U ⊂ C wollen wir eine stetige,
stückweise stetig differenzierbare, Abbildung γ : [a, b] −→ U von einem
reellen Intervall [a, b] ⊂ R verstehen.

Ist γ ein Integrationsweg, so gibt es also eine Unterteilung a = t0 <

t1 < · · · < tn = b so, dass γ
∣∣
[tj−1,tj]

eine C1–Abbildung ist. Unter der Spur
Spγ = ranγ verstehen wir das Bild von γ.

Ist eine stetige Funktion f : Spγ→ C auf der Spur des Integrationswe-
ges γ gegeben, so definieren wir das Kurvenintegral von f über γ durch∫

γ

f(z)dz :=

∫b
a

(f ◦ γ)(t) · γ ′(t)dt =
n∑
j=1

∫ tj
tj−1

f
(
γ(t)

)
γ ′(t)dt.

Beispiel. Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(z) = (z− z0)
k und als

Integrationsweg den Rand des Kreises (vgl. Fig. 3) vom Radius r > 0 um

7natürlich nicht trivialen
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•z0
r

Abbildung 3. Kreisbogen um z0 mit Radius r. Eine kano-
nische Parametrisierung ist z0 + r · eit, 0 ≤ t ≤ 2π.

z0, den wir im mathematisch positiven Sinne einmal durchlaufen: dazu
setzen wir γ(t) = z0 + r · eit, 0 ≤ t ≤ 2π. Dann ist 8

∫
γ

f(z)dz =

∫ 2π
0

(
reit
)k
ireitdt =

{
0, k 6= −1,

2πi, k = −1.
(4.1)

∫
γ f(z)dz hängt nur von der Durchlaufrichtung und nicht weiter von

der konkreten Parametrisierung von Spγ ab. Dazu sei ϕ : [a, b] −→ [c, d]
stetig, monoton und stückweise C1. Die Substitutionsregel liefert (evtl.
sind die Intervalle geeignet zu unterteilen . . . )∫

γ◦ϕ
f(z)dz =

∫b
a

(f ◦ γ)
(
ϕ(t)

)
γ ′
(
ϕ(t)

)
ϕ ′(t)dt

= sgnϕ ′
∫d
c

f
(
γ(t)

)
γ ′(t)dt = sgnϕ ′

∫
γ

f(z)dz.

Dabei ist sgnϕ ′ entweder 1 oder −1, je nachdem ob ϕ wachsend oder
fallend ist.

Für den entgegengesetzten (also in umgekehrter Richtung durchlaufe-
nen) Weg γ−(t) := γ(a+ b− t) gilt insbesondere

∫
γ− = −

∫
γ f.

4.2. Satz (Holzhammerungleichung9 für Kurvenintegrale). Für Kurvenin-
tegrale gilt die folgende Abschätzung∣∣∣∫

γ

f(z)dz
∣∣∣ ≤ ∫

γ

∣∣f(z)∣∣ · ∣∣dz∣∣ ≤ L(γ) · max
z∈Spγ

|f(z)|.

Dabei bezeichnet L(γ) :=
∫b
a |γ

′| die Länge von γ sowie
∫
γ g(z)|dz| :=∫b

a g
(
γ(t)

)
|γ ′(t)|dt das Integral bzgl. des Oberflächenmaßes auf Spγ.

Beweis. Die Abschätzung folgt aus der entsprechenden Abschätzung für
gewöhnliche (Riemann- bzw. Lebesgue-) Integrale mit komplexwertigen

8Dieses Kurvenintegral ist zentral für die gesamte Funktionentheorie. Würde das In-
tegral immer verschwinden, dann gäbe es die Funktionentheorie nicht!

9Eigentlich “Fundamentalungleichung” genannt. Der “Holzhammer” drückt ganz
gut aus, dass die Abschätzung nicht besonders feinfühlig ist; dennoch ist sie ungemein
nützlich.
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Integranden:∣∣∣∫
γ

f(z)dz
∣∣∣ = ∣∣∣∫

γ

f(γ(t))γ ′(t)dt
∣∣∣ ≤ ∫b

a

∣∣f(γ(t))∣∣ · ∣∣γ ′(t)∣∣dt
≤ max
z∈Spγ

|f(z)|

∫b
a

|γ ′| = L(γ) · max
z∈Spγ

|f(z)|. �

Im Folgenden verwenden wir gelegentlich die Schreibweise

‖f‖∞,Spγ := max
z∈Spγ

|f(z)|

für die Supremumsnorm einer Funktion (hier f) auf einer Menge (hier die
Spur von γ).

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt sich
der entsprechende Satz für Wegintegrale.

4.3. Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung für Weginte-
grale). Sei F ∈ O(U) stetig komplex differenzierbar auf der offenen Teilmenge
U ⊂ C und γ : [a, b]→ U ein Integrationsweg in U. Dann gilt∫

γ

F ′(z)dz = F(γ(b)) − F(γ(a)).

Insbesondere ist
∫
γ F
′ = 0, falls γ geschlossen ist.

Beweis. Wir schreiben das Kurvenintegral aus und verwenden den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus Analysis I:∫

γ

F ′(z)dz =

∫b
a

F ′(γ(t)) · γ ′(t)dt

=

∫b
a

d

dt
F(γ(t))dt = F(γ(b)) − F(γ(a)). �

4.4. Beispiel. Für n 6= −1 hat z 7→ (z − a)n die Stammfunktion 1
n+1(z −

a)n+1; folglich ist
∫
γ(z − a)

ndz = 0, n 6= −1, für jeden geschlossenen Weg
γ in C.

In der geschlitzten Ebene Cα (vgl. (2.5)) ist logα eine Stammfunktion
von 1/z. Also gilt

∫
γ
dz
z = 0 für jeden geschlossenen Weg in Cα. Anderer-

seits gilt
∫
|z|=r

dz
z = 2πi (vgl. Beispiel (4.1)). Also kann z 7→ 1

z in C∗ keine
Stammfunktion besitzen! 10

5.
∫
γ
dz
z−a

5.1. Die Umlaufszahl (Windungszahl). Für einen geschlossenen Weg γ
und a 6∈ Spγ heißt

n(γ, a) :=
1

2πi

∫
γ

dz

z− a

10Dieses Beispiel basiert natürlich auf dem gleichen Phänomen wie das Beispiel im
Abschnitt 4.1 oben. Hätte auch noch 1/z eine globale Stammfunktion, so wäre die Theorie
des komplexen Logarithmus und damit die Funktionentheorie trivial!
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die Umlaufszahl (oder auch Windungszahl) von γ um a. 11

5.2. Lemma. Sei f : U −→ C∗ stetig komplex differenzierbar und γ ein Weg in
U. Dann ist

exp
(∫
γ

f ′

f
(z)dz

)
=
f
(
γ(b)

)
f
(
γ(a)

) .
Letzteres ist natürlich = 1 falls γ geschlossen ist.

Beweis. Die Funktion

Φ(t) := exp
(
−

∫ t
a

f ′

f

(
γ(s)

)
γ ′(s)ds

)
· f
(
γ(t)

)
ist stetig, stückweise stetig differenzierbar, und es gilt Φ ′(t) = 0.12 Also ist
Φ konstant, insbesondere ist

f(γ(a)) = Φ(a) = Φ(b) = exp
(
−

∫
γ

f ′

f

)
· f
(
γ(b)

)
. �

5.3. Satz. Sei γ ein geschlossener Weg in C. Dann ist n(γ, ·) lokal-konstant, Z–
wertig auf C \ Spγ, sowie = 0 auf der unbeschränkten Wegkomponente13 von
C \ Spγ. Es gilt∮

|ζ−a|=r

dζ

(ζ− a)n
=

{
0, n 6= 1 oder |z− a| > r,
2πi, n = 1 und |z− a| < r.

Beweis. Aus den Sätzen über Parameterintegrale 14 folgt die Differenzier-
barkeit von n(γ, ·) und

d

dz
n(γ, z) =

1

2πi

∫
γ

1

(ζ− z)2
dζ =

−1

2πi

∫
γ

∂

∂ζ

1

ζ− z
dζ = 0,

also ist n(γ, ·) auch lokal-konstant. Nun wenden wir das Lemma 5.2 mit
f(ζ) = ζ− z an und erhalten, da γ geschlossen ist,

e2πi·n(γ,z) = exp
(∫
γ

f ′

f
(ζ)dζ

)
= 1,

also ist n(γ, z) ∈ Z. Schließlich ist∣∣n(γ, z)∣∣ ≤ L(γ)
2π

dist(z, Spγ) z→∞−→ 0,

somit verschwindet n(γ, z) auf der unbeschränkten Wegkomponente von
C \ Spγ.

11Zum dritten und letzten Mal erfolgt hier der Hinweis mit erhobenem Zeigefinger,
dass das vorstehende Integral von zentraler Bedeutung für die Funktionentheorie ist, vgl.
dazu das Beispiel im Abschnitt 4.1 und Beispiel 4.4.

12Man rechne das nach!
13Man zeige, dass C \ Spγ in der Tat genau eine unbeschränkte Wegkomponente

besitzt. Dieses Ergebnis ist für den Satz jedoch nicht so wesentlich und wird auch nicht
benutzt. Der Beweis zeigt, dass n(γ, ·) auf jeder unbeschränkten Wegkomponente von C \

Spγ verschwindet. Dass es nur eine solche Wegkomponente gibt, brauchen wir an dieser
Stelle nicht wirklich zu wissen.

14Es genügen dazu die einfachen Sätze aus Analysis I.
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Abbildung 4. Zerlegung eines Dreicks in vier untereinan-
der kongruente Dreiecke.

Bleibt nur noch
∫
|ζ−a|=r

dζ
ζ−z , |z − a| < r, zu behandeln. Wegen der be-

reits bewiesenen Lokal-Konstanz von n(γ, ·) dürfen wir o. B. d. A. z = a

annehmen. Dann erhalten wir mit dem Beispiel im Abschnitt 4.1∫
|ζ−a|=r

dζ

ζ− a
=

∫ 2π
0

(
reit
)−1
rieitdt = 2πi. �

6. Der Cauchysche Integralsatz für Sterngebiete

6.1. Vorbereitung. Sei 4 ⊂ C ein abgeschlossenes Dreieck. Indem wir
die Mittelpunkte der Seitenlinien durch Strecken miteinander verbinden,
unterteilen wir 4 in vier kongruente Dreiecke 41,42,43,44, vgl. Fig. 4.
Offenbar gilt für deren Umfang (L(. . .)) und Durchmesser (diam(. . .))

L(∂4j) = 1

2
L(∂4), (6.1)

diam4 = max
z,w∈4

|z−w| ≤ L(∂4). (6.2)

Letzteres ist eine grobe Abschätzung (vgl. Holzhammer 4.2), es kommt
uns hier auf Optimalität nicht an. Weiterhin gilt für eine stetige Funktion
f : 4 −→ C ∫

∂4
f(z)dz =

4∑
j=1

∫
∂4j

f(z)dz. (6.3)

6.2. Lemma (Integrallemma von Goursat). Seien U ⊂ C offen, z0 ∈ U, sowie
f : U −→ C stetig und auf U \ {z0} holomorph. Dann gilt∫

∂4
f(z)dz = 0

für jedes abgeschlossene Dreieck 4 ⊂ U.
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•z0
4ε

Abbildung 5. Der Ausnahmepunkt liegt in einer Ecke. Zu
gegebenem ε > 0 unterteilt man das Dreick so, dass z0 im
Dreick 4ε vom Umfang ≤ ε liegt.

Beweis. 1. Fall I: f ist auf ganz 4 holomorph, d. h. z0 6∈ 4. Wir zerlegen 4
wie oben. Sei 41 ∈

{
41,42,43,44

{
so, dass∣∣∣∫

∂4
f(z)dz

∣∣∣ ≤ 4∣∣∣∫
∂41

f(z)dz
∣∣∣.

So fortfahrend erhalten wir eine Folge 4 ⊃ 41 ⊃ 42 ⊃ . . . kompakter
Dreiecke mit∣∣∣∫

∂4
f(z)dz

∣∣∣ ≤ 4n∣∣∣∫
∂4n

f(z)dz
∣∣∣, (6.4)

L(∂4n) ≤ 2−nL(∂4), (6.5)

diam(4n) ≤ L(∂4n) ≤ 2−nL(∂4)→ 0, für n→∞. (6.6)

Aus Kompaktheitsgründen existiert also genau ein z∗ ∈ 4 mit ∩n4n =
{z∗}. Die komplexe Differenzierbarkeit in z∗ liefert

f(z) = f(z∗) + f ′(z∗) · (z− z∗) + (z− z∗) · r(z),

wobei lim
z→z∗ r(z) = 0. Da die Abbildung z 7→ f(z∗)+f ′(z∗)(z−z∗) die Stamm-

funktion z 7→ f(z∗)(z− z∗) + 1
2f
′(z∗)(z− z∗)2 besitzt, ist nach Satz 4.3∫

∂4n
f(z∗) + f ′(z∗)(z− z∗)dz = 0.

Dies ist der alles entscheidende Punkt. Es folgt nun nämlich mit Eq. (6.4)–
(6.6) ∣∣∣∫

∂4
f(z)dz

∣∣∣ ≤ 4n · ∣∣∣∫
∂4n

(z− z∗)r(z)dz
∣∣∣

≤ 4n · L(∂4n) · diam(4n) · max
z∈∂4n

|r(z)|

≤ L(∂4)2 · max
z∈∂4n

|r(z)|.

Da letzteres für n→∞ gegen 0 strebt, folgt die Behauptung
∫
∂4 f = 0.

2. Fall II: z0 ∈ 4. Diesen Fall führt man leicht auf Fall I zurück. Ist z0
ein Eckpunkt, so zerlegen wir zu gegebenem ε > 0 das Dreieck in weitere
Teildreiecke, so dass z0 Eckpunkt eines Teildreiecks 4ε vom Umfang ≤ ε
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•
•

Abbildung 6. Falls der Ausnahmepunkt nicht in einer
Ecke liegt, können wir durch Hinzufügen weiterer Linien
erreichen, dass er in einer Ecke eines Teildreiecks liegt.

wird, s. Fig. 5. Dann verschwinden nach dem bewiesenen Teil I alle Inte-
grale über die Teildreiecke, welche den Punkt z0 nicht enthalten. Folglich,∣∣∫
∂4 f

∣∣ = ∣∣∫∂4ε f∣∣ ≤ ‖f‖∞,4 · ε und da ε > 0 beliebig war, folgt
∫
4 f = 0.

Denn Fall eines beliebig gelegenen z0 kann man durch Hinzufügen
weiterer Linien leicht auf den Fall eines Eckpunktes zurückführen,
s. Fig. 6. �

6.3. Theorem (Cauchyscher Integralsatz für Sterngebiete). Sei G ⊂ C ein
sternförmiges 15 Gebiet und sei f : G −→ C eine stetige Funktion, die mit Aus-
nahme von höchstens endlich vielen Punkten holomorph ist. Dann hat f eine
Stammfunktion F : G −→ C und ∫

γ

f(z)dz = 0 (6.7)

für jeden geschlossenen Weg γ in G.

Beweis. Eq. (6.7) folgt aus Satz 4.1 sobald wir die Existenz einer Stamm-
funktion gezeigt haben. Wir wählen einen Sternpunkt z∗ von G und setzen

F(z) :=

∫
[z∗,z]

f(ζ)dζ,

wobei [z∗, z] die linear parametrisierte Verbindungsstrecke 16 von z∗ nach
z bezeichnet. Für z0, z ∈ G ist dann nach dem Lemma 6.2 F(z) − F(z0) =∫
[z0,z]

f(ζ)dζ und folglich

∣∣∣F(z) − F(z0)
z− z0

− f(z0)
∣∣∣ = ∣∣∣ 1

z− z0

∫
[z0,z]

f(ζ) − f(z0)dζ
∣∣∣

≤ sup
ζ∈[z0,z]

∣∣f(ζ) − f(z0)∣∣.
Letzteres konvergiert wegen der Stetigkeit von f für z→ z0 gegen 0. �

15vgl. Abschnitt 0.
16t 7→ (1 − t)z∗ + tz
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6.4. Elementargebiete. Eines unserer Ziele wird sein, diejenigen Gebiete
zu charakterisieren, in denen der Cauchysche Integralsatz gilt. Einstwei-
len nennen wir ein Gebiet G ⊂ C ein Elementargebiet, falls jede holomorphe
Funktion f : G −→ C eine Stammfunktion F : G −→ C besitzt und somit∫
γ f = 0 für jeden geschlossenen Weg in G. Wir bemerken noch:

• Sternförmige Gebiete sind Elementargebiete.
• C \ {0} ist kein Elementargebiet.

Letzteres folgt aus der oben im Beispiel 4.4 bewiesenen Tatsache, dass die
Funktion z 7→ 1/z auf C \ {0} keine Stammfunktion besitzt.

7. Erste wichtige Konsequenzen des Cauchyschen Integralsatzes

7.A. Die Cauchysche Integralformel

7.1. Satz. Seien γ ein geschlossener Weg in einem Sterngebiet G sowie f : G −→
C holomorph. Dann gilt für z ∈ G

n(γ, z) · f(z) = 1

2πi

∫
γ

f(ζ)dζ

ζ− z
,

insbesondere gilt für jeden in G gelegenen abgeschlossenen Kreis B(a, r) ⊂ G

und z ∈ B(a, r)

f(z) =
1

2πi

∫
|ζ−a|=r

f(ζ)dζ

ζ− z
, |z− a| < r.

Beweis. Die Hilfsfunktion

g(ζ) :=

{
f(ζ)−f(z)
ζ−z , ζ 6= z,

f ′(z), ζ = z,

ist aufG stetig und aufG\{z} holomorph. Also gilt nach dem Cauchyschen
Integralsatz für Sterngebiete 5.3

0 =

∫
γ

g(ζ)dζ =

∫
γ

f(ζ)dζ

ζ− z
− f(z) · n(γ, z) · 2πi. �

7.B. Potenzreihenentwicklung

7.2. Theorem. Sei f ∈ O(G). Dann ist f analytisch auf G. Genauer sei
B(z0, r) ⊂ G eine offene Kreisscheibe. Mit

an :=
1

2πi

∫
|ζ−a|=ρ

f(ζ)dζ

(ζ− z0)n+1
=
f(n)(z0)

n!
, 0 < ρ < r,

gilt

f(z) =

∞∑
n=0

an (z− z0)
n,

wobei diese Potenzreihe mindestens Konvergenzradius r hat.

7.3. Bemerkung. 1. Damit ist Theorem 3.2 vollständig bewiesen.
2. Aus dem Theorem folgt, dass die Potenzreihe von f um z0 mindes-

tens im größten ganz in G gelegenen offenen Kreis um z0 konvergiert.
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7.4. Korollar (Cauchysche Abschätzungen für Taylorkoeffizienten). Mit
den Bezeichnungen des Theorems 7.2 gilt

|an| ≤ ‖f‖∂B(z0,r) · r
−n.

Natürlich ist dies nur sinnvoll, falls f auf der Kreisscheibe B(z0, r) be-
schränkt ist.

Beweis. Für 0 < ρ < r setzen wir Cρ := ‖f‖∂B(z0,ρ) und erhalten mit der
Holzhammerungleichung 4.2

|an| ≤ ρ · Cρ · ρ−n−1,

woraus durch Grenzübergang ρ→ r die Behauptung folgt. �

Beweis des Theorems 7.2. Sei z ∈ B(z0, r) gegeben. Fixiere ρ mit |z− z0| <
ρ < r, etwa ρ = (r + |z − z0|)/2. Dann liefert die geometrische Reihe für ζ
mit |ζ− z0| = ρ

1

ζ− z
=

1

ζ− z0
· 1

1− z−z0
ζ−z0

=

∞∑
n=0

(z− z0)
n

(ζ− z0)n+1
. (7.1)

Für |ζ− z0| = ρ haben wir∣∣∣ (z− z0)
n

(ζ− z0)n+1

∣∣∣ = ( |z− z0|
ρ

)n 1
ρ
,

wobei |z− z0|/ρ < 1. Man beachte, dass die rechte Seite unabhängig von ζ
ist. Folglich konvergiert die Reihe Eq. (7.1) normal auf dem Kreisrand |ζ−
z0| = ρ. Also erhalten wir mit Satz 7.1 durch Vertauschung von Summation
und Integration

f(z) =
1

2πi

∫
|ζ−z0|=ρ

f(ζ)

ζ− z
dζ

=

∞∑
n=0

1

2πi

∫
|ζ−z0|=ρ

f(ζ)

(ζ− z0)n+1
dζ · (z− z0)n.

Damit ist alles gezeigt. �

7.5. Korollar (Morera). Sei f : U −→ C stetig und für jedes in U gelegene
abgeschlossene Dreieck 4 ⊂ U gelte

∫
∂4 f(z)dz = 0. Dann ist f holomorph.

Beweis. Holomorphie ist eine lokale Eigenschaft, also o. B. d. A. sei U ein
sternförmiges Gebiet. Wie im Beweis von Theorem 6.3 zeigt man, dass f
eine Stammfunktion F hat. Diese ist nach Theorem 7.2 analytisch. Folglich
ist auch F ′ = f analytisch und damit holomorph. �

7.C. Satz von Liouville und Folgerungen

7.6. Ganze Funktionen. Hierunter versteht man auf ganz C holomorphe
Funktionen. Ist f eine solche Funktion, so besitzt sie nach Theorem 7.2 eine
Potenzreihendarstellung

f(z) =

∞∑
n=0

an(z− z0)
n (7.2)



FUNKTIONENTHEORIE 23

mit Konvergenzradius∞.

7.7. Satz (Liouville). Sei f ∈ O(C) eine ganze holomorphe Funktion, die poly-
nomial beschränkt ist, d. h. |f(z)| ≤ C|z|N für |z| ≥ R. Dann ist f ∈ C[z] ein
Polynom vom Grad ≤ N.

Ist f beschränkt (N = 0), so ist f bereits konstant.

Der Satz von Liouville läßt sich noch verschärfen, man vgl. hierzu das
Korollar 23.4.

Beweis. Wir wenden die Cauchyschen Abschätzungen Korollar 7.4 auf
die Potenzreihe Eq. (7.2) an und erhalten für r ≥ R

|an| ≤
1

rn
max
|z|=r

|f(z)| ≤ CrN−n r→∞−→ 0,

falls n > N. �

Es folgt der unvermeidliche funktionentheoretische Beweis des sog.
Fundamentalsatzes der Algebra. Wir haben diesen Satz in Analysis I be-
reits hinreichend diskutiert, so dass wir uns hier kurz fassen dürfen.

7.8. Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Sei P(z) ∈ C[z] ein nichtkonstantes
Polynom. Dann besitzt P eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Sei P(z) =
∑n
j=0 ajz

j, an 6= 0, ohne Nullstellen. Es folgt

|P(z)| = |an| · |z|n
∣∣1+ an−1

an

1

z
+ · · ·+ a0

an

1

zn

∣∣∣ ≥ |an|

2
|z|n,

für |z| ≥ R groß genug. Also ist f(z) := 1/P(z) eine ganze Funktion mit
|f(z)| ≤ C|z|−n, |z| ≥ R. Folglich ist f beschränkt und nach Liouville 7.7
damit konstant. Also sind die konstanten Polynome 6= 0 die einzigen null-
stellenfreien Polynome und der Satz ist bewiesen. �

7.D. Identitätssatz

7.9. Satz (Identitätssatz). Seien G ⊂ C ein Gebiet und f, g : G −→ C holomor-
phe Funktionen. Dann sind äquivalent:

(1) f = g,
(2) In einem Punkt z0 ∈ G stimmen Funktionswert und sämtliche Ablei-

tungen von f und g überein.
(3) Es gibt eine Folge (zn) ⊂ G\{a} mit zn → a ∈ G, so dass f(zn) = g(zn)

für n = 0, 1, . . . gilt.

Warnung. In (3) ist wesentlich, dass der Häufungspunkt a in G liegt. Als
warnendes Beispiel betrachte die auf G = C\{0} definierte Funktion f(z) =
sin(1/z). Diese ist sicherlich nicht 0. Allerdings gilt f( 1nπ) = 0, n = 1, 2, . . .

und lim
n→∞ 1

nπ = 0.

Beweis. Indem wir f − g statt f betrachten, dürfen wir o. B. d. A. g = 0

annehmen. Die Implikation (1)⇒ (2) ist klar.
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(2) ⇒ (3). Nach Theorem 7.2 hat f eine in einem Kreis B(z0, ε) ⊂ G

konvergente Potenzreihenentwicklung

f(z) =

∞∑
n=0

f(n)(z0)

n!
(z− z0)

n = 0,

die a posteriori nach (2) verschwindet. Die gewünschte Folge erhalten wir
nun etwa durch zn := z0 +

ε
2n , n = 1, 2, . . . .

(3)⇒ (1). Wieder nach Theorem 7.2 gilt für z ∈ B(a, ε) ⊂ G mit geeig-
netem ε > 0 die Potenzreihenentwicklung f(z) =

∑
an(z− a)

n.
Es ist a0 = f(a) = lim f(zn) = 0. Induktiv sei schon a0 = a1 = · · · =

am = 0 gezeigt. Die Funktion

f̃(z) := (z− a)−m−1f(z) =

∞∑
n=m+1

an(z− a)
n−m−1

ist holomorph auf B(a, ε) und

am+1 = f̃(a) = lim
n→∞ f̃(zn) = lim

n→∞(zn − a)
−m−1f(zn) = 0.

Also verschwindet f auf der offenen Kreisscheibe B(a, ε).
Wir betrachten nun die Menge M :=

{
z ∈ G

∣∣ f(n)(z) = 0 für alle n
}

.
Nach vorstehender Überlegung ist M offen und nicht leer, da a ∈M. Aus
der Stetigkeit der Ableitungen (Theorem 7.2!) folgt schon die Abgeschlos-
senenheit von M. Als nichtleere offene und abgeschlossene Teilmenge der
zusammenhängenden Menge G muss folglich M = G sein. �

7.E. Lokales Verhalten holomorpher Funktionen

7.10. Sei f ∈ O(G) nicht konstant. Fixiere a ∈ G, b := f(a). Nach dem
Identitätssatz 7.9 2 können nicht alle Ableitungen von f im Punkt a ver-
schwinden. Daher gilt in einer Kreisscheibe B(a, ε)

f(z) = b+
∑
n=N

an(z− a)
n, aN 6= 0

=: b+ (z− a)Ng(z)

mit einer in B(a, ε) holomorphen Funktion gmit g(a) = aN 6= 0. Sei n
√
· ein

holomorpher Zweig der N-ten Wurzel auf B(aN, δ) für geeigentes δ > 0

(vgl. Abschnitt 2). Dann ist

f(z) = b+
(
(z− a) N

√
g(z)

)N
=: b+ Ψ(z)N.

Wegen Ψ(a) = 0, Ψ ′(a) = N
√
g(a) 6= 0 bildet Ψ eine Umgebung von a

biholomorph auf eine Umgebung der 0 ab und mit ϕ = Ψ−1 erhalten wir
f ◦ϕ(w) = b+wN.

Sei etwa ϕ definiert auf B(0, ρ). Dann ist V = ϕ(B(0, ρ)) eine offene
Umgebung von a mit f(V) = B(b, ρN). Weiterhin ist

(1) f−1({b}) ∩ V = {a},
(2) Für jedes w ∈ B(b, ρN), w 6= b, ist

#
(
f−1({w}) ∩ V

)
= N.
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Wir fassen das Ergebnis zusammen:

7.11. Satz. Sei f ∈ O(G) nicht konstant, a ∈ G, b := f(a). Dann gibt es ein
wohlbestimmtes N > 0, genannt die Vielfachheit mit der f den Wert b in a
annimmt, so dass f(l)(a) = 0, 1 ≤ l ≤ N− 1, f(N)(a) 6= 0. Des Weiteren gibt es
eine biholomorphe Abbildung ϕ : B(0, ρ) −→ V auf eine Umgebung V von a, so
dass f ◦ϕ(z) = zN + b, z ∈ B(0, ρ). Weiterhin

(1) f(V) = B(b, ρN).
(2) f−1({b}) ∩ V = {a}.
(3) Zu jedem z ∈ B(b, ρN)\{b} gibt es genauN verschiedene Punktew ∈ V

mit f(w) = z.

7.12. Satz (Satz von der Gebietstreue). Sei f ∈ O(G) nicht konstant. Dann ist
f offen, insbesondere ist das Bild f(G) ein Gebiet.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 7.11. �

7.13. Satz. Sei f ∈ O(G) injektiv. Dann ist stets f ′(z) 6= 0 und f ist eine
biholomorphe Abbildung von G auf das Gebiet f(G).

Beweis. Nach Satz 7.11 kann f in der Nähe einer Nullstelle von f ′ nicht
injektiv sein. Der Rest ergibt sich aus Satz 7.12. �

7.F. Maximum- und Minimumprinzip

7.14. Satz. Sei f ∈ O(G) holomorph auf dem Gebiet G.
1. Hat |f| in z0 ∈ G ein lokales Maximum, so ist f konstant. Ist G beschränkt

und f auf G stetig (fortsetzbar), so gilt ‖f‖∞,G ≤ ‖f‖∞,∂G, d. h. f nimmt sein
Betragsmaximum auf dem Rand von G an.

2. Hat |f| in z0 ∈ G ein lokales Minimum, so ist f(z0) = 0 oder f ist konstant.
Ist G beschränkt und f auf G stetig (fortsetzbar), so hat f Nullstellen in G oder
|f(z)| ≥ minζ∈∂G |f(ζ)| für alle z ∈ G.

Beweis. 1. Seit U ⊂ G eine offene Umgebung von z0 mit |f(z0)| ≥ |f(z)| für
alle z ∈ U. Dann ist

f(U) ⊂
{
w ∈ C

∣∣ |w| ≤ |f(z0)|
}

sicherlich keine Umgebung von f(z0). Nach dem Satz von der Gebietstreue
7.12 ist dann f konstant. Die zweite Behauptung unter 1. folgt aus der
ersten.

2. Ist f(z0) 6= 0 so ist f(z) 6= 0 in einer abgeschlossenen Kreisschei-
be B(z0, ε) ⊂ G. Wende 1. auf 1

f an. Dann ist f konstant in B(z0, ε) und
nach dem Identitätssatz 7.9 dann auf ganz G. Den zweiten Teil zeigt man
analog. �

Als Anwendung zeigen wir:

7.15. Satz (Lemma v. H. A. Schwarz). Sei E =
{
z ∈ C

∣∣ |z| < 1
}

der
Einheitskreis und f : E −→ E eine holomorphe Selbstabbildung mit f(0) = 0.
Dann gilt

(1) |f(z)| ≤ |z| für alle z ∈ E.
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(2) |f ′(0)| ≤ 1.
Gilt in einer der beiden Ungleichungen Gleichheit für auch nur ein z ∈ E, so ist
f schon eine Drehung, d. h. es gibt eine Zahl λ vom Betrag 1, so dass f(z) = λ · z
für z ∈ G.

Beweis. Wegen f(0) = 0 ist die Funktion

g(z) :=

{
f(z)
z , z 6= 0,
f ′(0), z = 0,

auf E holomorph. Das Maximumprinzip 7.14 liefert für z ∈ E und |z| <

r < 1

|g(z)| ≤ max
|ζ|=r

|g(ζ)| ≤ 1
r
.

Der Grenzübergang r→ 1 liefert |g(z)| ≤ 1 und somit die 1. Behauptung.
Ist |f(z0)| = |z0| oder |f ′(0)| = 1, so ist |g(z0)| = 1 oder |g(0)| = 1. |g|

nimmt also in E ein Maximum an und das Maximumprinzip 7.14 impli-
ziert, dass g konstant sein muss. Folglich ist g(z) ≡ λ mit |λ| = 1, und
f(z) = λ · z. �

8. Holomorphe Logarithmen

8.1. Logarithmische Ableitung. Existiert auf dem Bild der holomorphen
Funktion f ∈ O(G) ein Zweig log des Logarithmus, so liefert die Kettenre-
gel Satz 1.8

d

dz

(
log ◦f

)
(z) =

f ′

f
(z).

Man nennt daher den Ausdruck f ′

f die logarithmische Ableitung von f. Die-
ser ist außerhalb der Nullstellen von f immer definiert, unabhängig von
der Existenz von log f. Manchmal werden wir statt f ′

f auch suggestiv
d
dz log f(z) schreiben. Mit dieser Schreibweise wird nicht behauptet, dass
ein Zweig des Logarithmus auf dem Bild von f existiert. Für die logarith-
mische Ableitung gilt noch die Rechenregel

(f · g) ′

f · g
=
f ′

f
+
g ′

g
, (8.1)

d. h. für die logarithmische Ableitung kann man so tun, also ob log(f ·g) =
log f+ logg gelten würde.

Wir notieren noch:

8.2. Lemma. Seien f, g 6= 0 bis auf isolierte Singularitäten 17 holomorphe Funk-
tionen auf dem Gebiet G. Aus f ′ · g = g ′ · f folgt schon f = c · g mit einer
Konstanten c ∈ C.

17d. h. es gibt (z.B. für f) eine diskrete Ausnahmemenge Pf ⊂ G, so dass f auf G \ Pf
holomorph ist. Isolierte Singularitäten werden systematisch im nächsten Abschnitt bespro-
chen werden.
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Beweis. Da g nicht verschwindet, ist auch f/g eine bis auf isolierte Singu-
laritäten holomorphe Funktion auf G. Differentiation liefert( f

g

) ′
=
f ′ · g− f · g ′

g2
= 0,

also ist f/g konstant auf G. �

8.3. Im Folgenden sei G ⊂ C ein Gebiet und f : G −→ C∗ eine nullstel-
lenfreie holomorphe Funktion; z. B. G ⊂ C∗, f(z) = 1

z .
Eine Funktion g ∈ O(G) heißt holomorpher Logarithmus zu f, falls

exp ◦g = f. Da exp lokal biholomorph ist (vgl. Abschnitt 2.5), sieht man,
dass eine stetige Funktion g : G −→ C mit exp ◦g = f bereits ein ho-
lomorpher Logarithmus zu f ist. Ein holomorpher Logarithmus existiert
sicher immer dann, wenn auf dem Bild von f ein Zweig des Logarithmus
existiert. Allerdings ist diese Bedingung nicht notwendig: die Exponenti-
alfunktion exp : C→ C∗ ist bekanntlich surjektiv und bekanntlich existiert
auf deren Bild C∗ (vgl. Beispiel 4.4) kein Zweig des Logarithmus. Dennoch
besitzt exp den trivialen holomorphen Logarithmus idC∗ .

8.4. Satz. Für ein Gebiet G und eine nullstellenfreie holomorphe Funktion f :
G −→ C∗ sind äquivalent:

(1) f besitzt einen holomorphen Logarithmus auf G.
(2) Die Funktion f ′

f besitzt eine Stammfunktion auf G.
Insbesondere existiert also auf jedem Elementargebiet G ⊂ C∗ ein Zweig des
Logarithmus.

Beweis. Ist f = eg so liefert Differenzieren f ′ = g ′eg = g ′f, also g ′ = f ′

f .
Besitzt umgekehrt f ′

f die Stammfunktion g̃, so ist
(
fe−g̃

) ′
= f ′e−g̃ −

f f
′

f e
−g̃ = 0, also ist fe−g̃ = c =: ed eine Konstante 6= 0. Nun ist g = d + g̃

die gesuchte Funktion mit f = exp ◦g. �

9. Die Cauchysche Integralformel für Kreisringe, isolierte Singu-
laritäten

9.1. Kreisringe. Wir betrachten den offenen Kreisring KR(z0, r, R) =
{
z ∈

C
∣∣ r < |z− z0| < R

}
und f ∈ O

(
KR(z0, r, R)

)
Wir zerlegen den Kreisring,

wie in Fig. 7 angedeutet, in sternförmige Gebiete, so dass der Cauchysche
Integralsatz für Sterngebiete 5.3 auf die Teilgebiete angewendet werden
kann. Die Integrale über die radialen Strecken heben sich auf und wir
erhalten dann für r < r ′ < R ′ < R∮

|ζ−z0|=R ′
f =

∮
|ζ−z0|=r ′

f

und mit dem gleichen Beweis wie für Satz 7.1 erhalten wir

f(z) =
1

2πi

∫
|ζ−z0|=R ′

f(ζ)

ζ− z
dζ−

1

2πi

∫
|ζ−z0|=r ′

f(ζ)

ζ− z
dζ

=: f1(ζ) + f2(ζ)
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•
•

•

. . .

. . .

Abbildung 7. Zerlegung eines Kreisringes in sternförmige
Gebiete. Die Punkte in den Segmenten sind Sternpunkte.
Die Anzahl der nötigen Segmente hängt von der Dicke des
Kreisringes ab.

für r ′ < |z − z0| < R
′. Die Formel für f1 zeigt18, dass f1 im offenen Kreis

B(z0, R) holomorph ist. Ebenso ist f2 in dem Außengebiet
{
z ∈ C

∣∣ |z −

z0| > r
}

holomorph. Der Potenzreihenentwicklungssatz 7.2 liefert

f1(z) =

∞∑
n=0

an(z− z0)
n, an =

1

2πi

∫
|ζ−z0|=R ′

f(ζ)

(ζ− z0)n+1
dζ.

Analog erhalten wir für |z− z0| > r ′ mittels der geometrischen Reihe

1

ζ− z
= −

1

z− z0
· 1

1− ζ−z0
z−z0

= −

−∞∑
n=−1

1

(ζ− z0)n+1
(z− z0)

n.

Bei festen z mit |z − z0| > r ′ konvergiert diese Reihe normal auf dem
Kreisrand

{
ζ ∈ C

∣∣ |ζ−z0| = r ′}, also haben wir für f2 die im Außengebiet{
z ∈ C

∣∣ |z− z0| > r}19 konvergente Reihendarstellung

f2(z) =

−∞∑
n=−1

an(z− z0)
n, an =

1

2πi

∫
|ζ−z0|=r ′

f(ζ)

(ζ− z0)n+1
dζ, (9.1)

für jedes r ′ > r. Dass die Reihe Eq. (9.1) dort auch lokal gleichmäßig
konvergent ist, sehen wir wie folgt. Die rechte Seite ist eine Potenzreihe in
ξ := 1

z−z0
mit Konvergenzradius mindestens 1/r. Folglich konvergiert die

Reihe dort lokal gleichmäßig in ξ und somit auch die Reihe Eq. (9.1) lokal
gleichmäßig im Außengebiet

{
z ∈ C

∣∣ |z− z0| > r}. Damit haben wir auch
schon bewiesen:

18Natürlich kann man zu jedem z im offenen Kreisring KR(z0, r, R) geeignete r < r ′ <
|z − z0| < R

′ < R finden.
19Letzteres da wir das Argument für jedes r ′ > r durchführen können.
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9.2. Satz (Laurent-Entwicklungssatz für Kreisringe). Sei f holomorph im
offenen Kreisring KR(z0, r, R) :=

{
z ∈ C

∣∣ r < |z− z0| < R
}

. Für r < ρ < R sei

an :=
1

2πi

∫
|ζ−z0|=ρ

f(ζ)

(ζ− z0)n+1
dζ. (9.2)

Dann ist an unabhängig von der Wahl von ρ und es gilt für f die Reihendarstel-
lung

f(z) =

∞∑
n=−∞an(z− z0)

n, r < |z− z0| < R.

Diese sog. Laurent-Reihe von f konvergiert auf dem Kreisring KR(z0, r, R)

lokal gleichmäßig.
−1∑

n=−∞an(z− z0)n heißt Hauptteil und
∞∑
n=0

an(z− z0)
n heißt

Nebenteil der Laurent-Reihe von f.

9.A. Isolierte Singularitäten

9.3. Wir wenden den Laurent-Entwicklungssatz auf isolierte Singula-
ritäten an. Sei f eine holomorphe Funktion auf einer offenen MengeG ⊂ C.
z0 ∈ C heißt isolierte Singularität von f, falls f in einer punktierten Kreis-
scheibe Ḃ(z0, ε) := B(z0, ε) \ {0} ⊂ G holomorph ist. Gemäß Satz 9.2 haben
wir dann die Entwicklung

f(z) =

∞∑
n=−∞an(z− z0)

n, 0 < |z− z0| < ε.

Wir fragen uns zunächst, ob man aus dem lokalen Verhalten von f bei
z0 etwas über den Hauptteil der Laurent-Entwicklung erfahren kann.
Nehmen wir an, dass f in der Nähe von z0 durch eine Potenzfunktion
abgeschätzt werden kann, etwa

|f(z)| ≤M|z− z0|
−N, 0 < |z− z0| < δ < ε,

so folgt in einem ähnlichen Schluss wie beim Beweis des Korollars 7.4

|an| =
∣∣∣ 1
2πi

∫
|ζ−z0|=r

f(ζ)

(ζ− z0)n+1
dζ
∣∣∣ ≤M · r−n−N.

Falls n < −N, so folgt durch Grenzübergang r→ 0, dass an = 0 sein muss.
Damit haben wir drei sich ausschließende Alternativen.

9.4. Satz. Sei f ∈ O
(
B(z0, ε) \ {0}

)
eine holomorphe Funktion mit isolierter

Singularität z0. Dann tritt genau einer der drei folgenden Fälle ein:

(1) Für eines und damit alle 0 < δ < ε ist f beschränkt auf der offenen
punktierten Kreisscheibe Ḃ(z0, δ). Dann verschwindet der Hauptteil der
Laurent-Entwicklung von f bei z0 und f ist nach z0 holomorph fort-
setzbar. (sog. Riemannscher Hebbarkeitssatz)

(2) Es gilt limz→z0 |f(z)| =∞. Genauer gibt es einN ∈ Z∗+, die sog. Polord-
nung, so dass die Funktion z 7→ (z−z0)

Nf(z) bei z0 eine hebbare Singu-
larität hat (d. h. es tritt der erste Fall ein) und limz→z0(z−z0)Nf(z) 6= 0.
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Dies ist äquivalent dazu, dass der Hauptteil der Laurent-
Entwicklung nur endlich viele (jedoch mindestens einen nichtverschwin-
denden) Summanden hat. Es gilt daher

f(z) =

∞∑
n=−N

an(z− z0)
N, a−N 6= 0.

(3) Der Grenzwert limz→z0 |f(z)| existiert nicht. Dies ist äquivalent dazu,
dass an 6= 0 für unendliche viele Indizes n < 0.

Man nennt die Singularität z0 hebbar im Fall (1), Pol der Ordnung N
im Fall (2) und wesentlich im Fall (3). Gelegentlich faßt man die Fälle (1)
und (2) unter dem Begriff “unwesentliche Singularität” zusammen.20

Wir müssen nur noch zeigen, dass im Falle eines unendlichen Haupt-
teils tatsächlich der Limes lim

z→z0 |f(z)| nicht existiert. Es gilt jedoch viel mehr:

9.5. Theorem (Großer Satz von Picard). Sei z0 eine wesentliche Singularität
von f, d. h. unendliche viele der an mit n < 0 sind von Null verschieden. Dann
existiert ein a ∈ C so, dass für jedes 0 < δ < ε die Funktion f in der punktierten
Kreisscheibe Ḃ(z0, δ)jeden Wert von C \ {a} annimmt.

A posteriori folgt natürlich, dass jeder Wert in der genannten punk-
tierten Kreisscheibe sogar unendlich oft angenommen wird .

Diesen Satz werden wir erst sehr viel später im Abschnit 26 beweisen
können. Wir zeigen lediglich, dass das Bild von B(z0, δ) \ {z0} unter f in C
dicht liegt. Dies ist der sog. Satz von Casorati-Weierstraß. Das genügt
natürlich, um den noch hängenden Beweis des Satzes 9.4 abzuschließen.

Nehmen wir an, die Dichtheitsbehauptung wäre falsch. Dann gäbe es
eine Kreisscheibe B(w0, γ) ⊂ C \ f

(
B(z0, δ) \ {z0}

)
. Folglich ist die nicht-

konstante Funktion

h(z) :=
1

f(z) −w0
auf B(z0, δ) \ {z0} beschränkt, folglich nach dem bewiesenen Teil (1) des
Satzes 9.4 holomorph nach z0 fortsetzbar. Dann ist aber

f(z) = w0 +
1

h(z)
,

also ist z0 entweder hebbar oder, falls h(z0) = 0 21, ein Pol von f. Wider-
spruch!

9.B. Das Residuum

9.6. Sei f eine bis auf isolierte Singularitäten holomorphe Funktion in G.
Für a ∈ G nennt man

Resa f :=
1

2πi

∮
|ζ−a|=ε

f(ζ)dζ (9.3)

das Residuum von f in a, vgl. Eq. (9.2).

20Klingt etwas schräg, oder?
21Man beachte, dass h nicht konstant 0 sein kann!
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Ist a ein einfacher Pol von f, so gilt

Resa f = lim
ζ→a(ζ− a)f(ζ) = (ζ− a)f(ζ)

∣∣
ζ=a
. (9.4)

Allgemeiner gilt für einen N–fachen Pol

Resa f =
1

(N− 1)!

( d
dζ

)N−1
(ζ− a)Nf(ζ)

∣∣
ζ=a
. (9.5)

Die Formeln Eq. (9.4) und (9.5) sind für praktische Berechnungen von ge-
wisser Bedeutung und wir werden Sie im Folgenden, insbesondere im
Abschnitt 19, gelegentlich benutzen.

Bemerkung. Hat f in einer Umgebung von a eine Stammfunktion, so ver-
schwindet das Residuum, Resa f = 0. Das ergibt sich unmittelbar aus der
Definition Eq. (9.3) und dem Satz 4.3. Das Residuum Resa verhält sich in
gewisser Weise wie ein “Integral” auf dem Ring der (formalen) Potenzrei-
hen mit Entwicklungspunkt a. Wegen Resa(f ·g ′+ f ′ ·g) = Resa(f ·g) ′ = 0
gilt die Regel der partiellen Integration

Resa f ′ · g = −Resa f · g ′ (9.6)

auch für Resa.

9.7. Die Ordnung einer Funktion. Wir führen noch folgende nützliche
Schreibweise ein: sei f ∈ O(Ḃ(a, r)) mit einer unwesentlichen Singularität
bei a. Dann hat f die Laurent-Entwicklung

f(z) =

∞∑
n=m

cn(z− a)
n, cm 6= 0.

Wir setzen dann orda f := ord(f, a) := m und nennen orda f die Ordnung
der Funktion f im Punkt a. M. a. W.

orda f := ord(f, a) :=


0, falls a hebbar und f(a) 6= 0,
−k, falls a Pol der Ordnung k,
k, falls a Nullstelle der Ordnung k.

(9.7)

Bemerkung. Im vorstehenden Fall gilt für die logarithmische Ableitung

f ′(z)

f(z)
=
m · cm(z− a)m−1 + (m+ 1) · cm+1(z− a)

m + . . .

cm(z− a)m + cm+1(z− a)m+1 + . . .

=
m

z− a
· 1+ (m+ 1) · cm+1/cm(z− a) + . . .

1+ cm+1/cm(z− a)1 + . . .
,

also hat f ′/f in a einen einfachen Pol vom Residuum

Resa
f ′

f
= orda f. (9.8)
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9.C. Meromorphe Funktionen

9.8. Eine wichtige Klasse von Funktionen mit isolierten Singularitäten
bilden diejenigen, die keine wesentlichen Singularitäten besitzen.

f heißt meromorph auf G, falls es eine diskrete Menge Pf ⊂ G gibt, so
dass f auf G \ Pf holomorph ist und die Punkte von Pf allesamt unwe-
sentliche Singularitäten (d. h. also hebbar oder Polstellen) von f sind. Mit
M(G) bezeichnen wir die meromorphen Funktionen auf G. Obwohl me-
romorphe Funktionen nicht überall definiert sind, kann man sie in offen-
sichtlicher Weise addieren, multiplizieren und auch, falls 6= 0, dividieren.
Man setzt etwa (f+g)(z) = f(z)+g(z), (f·g)(z) = f(z)·g(z) für z 6∈ Pf∪Pg.22

Ist g ∈M(G)\{0}, so ist auch die Nullstellenmenge von g diskret und man
setzt f

g(z) :=
f(z)
g(z) für z 6∈ Pf und g(z) 6= 0. Auf diese Weise erhält man

9.9. Satz. (M(G),+, ·) ist ein Körper.

Beweis. Der Beweis ist im Wesentlichen eine Fleißaufgabe. Wir diskutie-
ren lediglich das multiplikativ Inverse. Seit g ∈ M(G) \ {0}. Dann lie-
gen die Nullstellen Ng ⊂ G diskret. Ist a ∈ Ng, so schreibe g(z) =
(z − a)mg1(z), g1(a) 6= 0, wobei m die Ordnung der Nullstelle ist. Dies ist
möglich, denn wäre die Ordnung der Nullstelle ∞, so wäre g nach dem
Identitätssatz 7.9 schon konstant 0. Also ist 1/g(z) = (z − a)−m1/g1(z),
d. h. 1/g(z) hat in a einen Pol der Ordnung m. Insgesamt folgt 1/g ∈
M(G). �

Wir bemerken noch, dass O(G) ⊂ M(G) ein nullteilerfreier Ring ist
und tatsächlich kann man zeigen, dass M(G) der Quotientenkörper von
O(G) ist. Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir dies jedoch nur für den
Fall G = C beweisen können (s. Satz 22.5).

10. Die Riemannsche Zahlenkugel

10.1. Ĉ. Es liegt nahe, einer Funktion in einer Polstelle den Wert ∞ zu-
zuordnen. Wir erweitern dazu C durch Hinzunahme eines Punktes zu
Ĉ = C ∪ {∞}. Wir topologisieren Ĉ als Einpunktkompaktifizierung von
C.23 Eine sehr elegante alternative Beschreibung ist die Folgende: sei

CP1 =
{
[z0 : z1]

∣∣ (z0, z1) ∈ C2 \ {(0, 0)}
}
= C2 \ {(0, 0)}/C∗

der komplex eindimensionale projektive Raum.24 Die beiden Karten

ϕ1 : CP1 \ {[1 : 0]} −→ C, [z0 : z1] 7→ z0/z1,

ϕ2 : CP1 \ {[0 : 1]} −→ C, [z0 : z1] 7→ z1/z0,

22Natürlich ist mit Pf und Pg auch deren Vereinigung Pf ∪ Pg diskret in G.
23s. Analysis III oder eine einschlägige Topologieeinführung.
24 D. h. CP1 ist der Quotientenraum von C2 \ {(0, 0)} bzgl. der Äquivalenzrelation

(z0, z1) ∼ (λ · z0, λ · z1), λ ∈ C∗. Für die Äquivalenzklasse von (z0, z1) verwendet man
üblicherweise die Schreibweise [z0 : z1]. Man nennt (z0, z1) homogene Koordinaten des ent-
sprechenden Punktes in CP1. Man muss sich stets bewusst sein, dass homogene Koordina-
ten nur bis auf Multiplikation mit einer von Null verschiedenen komplexen Zahl eindeutig
bestimmt sind.
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bilden einen holomorphen Atlas mit dem Kartenwechsel

ϕ2 ◦ϕ−1
1 (z) = ϕ2([z : 1]) =

1

z
, z ∈ C∗.

Die Abbildung

Φ : CP1 −→ Ĉ, [z0 : z1] 7→
{
z0/z1, z1 6= 0,∞, z1 = 0,

ist ein Homöomorphismus. Durch Verknüpfung mit Φ−1 erhalten wir
einen holomorphen Atlas von Ĉ:

h1 := ϕ1 ◦Φ−1 : Ĉ \ {∞}→ C, z 7→ z,

h2 := ϕ2 ◦Φ−1 : Ĉ \ {0}→ C, z 7→ 1

z
.

Ĉ ist eine sogenannte Riemannsche Fläche, also eine komplex eindi-
mensionale Mannigfaltigkeit. Dies wird hier jedoch nicht weiter benutzt
werden.

10.2. Holomorphie im Unendlichen. Sei U ⊂ Ĉ offen und f : U→ Ĉ eine
Abbildung. Wir nennen f holomorph in z0 ∈ U falls folgendes gilt: sind
ϕ,ψ holomorphe Karten um z0 bzw. f(z0), so ist ϕ ◦ f ◦ ψ−1 holomorph
(im üblichen Sinne) in einer Umgebung von ψ(z0).

Die Definition beinhaltet genauer die folgenden Fälle:
(1) z0, f(z0) ∈ C. Dann erhalten wir die übliche Definition der Holo-

morphie.
(2) z0 = ∞, f(z0) ∈ C (Holomorphie in ∞). f ist genau dann holo-

morph in∞, wenn f( 1z ) (im üblichen Sinne) holomorph in 0 ist.
(3) z0 ∈ C, f(z0) = ∞. Dann ist f als Abbildung U −→ Ĉ genau dann

holomorph in z0, wenn 1/f im üblichen Sinne holomorph in z0 ist.
Das bedeutet aber, dass f in z0 einen Pol hat.

(4) z0 = f(z0) = ∞. Dann ist Holomorphie äquivalent zur Holomor-
phie von 1/f(1/z) in z = 0.

Beispiel. 1. Ein nicht-konstantes Polynom P(z) wird durch die Setzung
P(∞) =∞ zu einer holomorphen Abbildung Ĉ −→ Ĉ.

2. Sei f auf G eine meromorphe Funktion. Ordnet man f in den Polstel-
len den Wert∞ zu, so wird f zu einer holomorphen Abbildung G −→ Ĉ.

Warnung. Die Terminologie hier ist ein bischen vertrackt. Man muss un-
terscheiden zwischen holomorpher Abbildung und holomorpher Funktion.
Funktionen sind stets komplexwertig, während Abbildungen (hier) auch
Werte in der Zahlenkugel Ĉ annehmen dürfen.

Wir bestimmen noch den Körper der meromorphen Funktionen auf Ĉ.

10.3. Satz. M(Ĉ) = C(z) ist der Quotientenkörper des Ringes C[z] der Po-
lynome in einer Unbestimmten über C. Man nennt dies auch den Körper der
rationalen Funktionen.
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M. a. W. ist f : Ĉ −→ Ĉ eine holomorphe Abbildung, so gibt es Polynome
p(z), q(z) ∈ C[z], so dass f = p

q . Ist f eine holomorphe Funktion auf Ĉ (d. h. f
bildet nach C ab), so ist f konstant.

Beweis. Sei f eine holomorphe Funktion auf Ĉ. Dann ist f sicher stetig
und da Ĉ kompakt ist, ist f und insbesondere f

∣∣
C beschränkt. Nach dem

Satz von Liouville ist f dann aber konstant.
Sei nun f ∈M(Ĉ) nicht konstant. Da die Pole von f diskret liegen und

Ĉ kompakt ist, hat f nur endlich viele Polstellen. Seien z1, . . . , zr ∈ C die
in C liegenden Pole mit den Hauptteilen

Hj(z) =

−1∑
n=−mj

anj(z− zj)
n.

Dann ist f−
∑r
j=1Hj =: g ∈M(Ĉ) ohne Pole in C.∞ ist höchstens ein Pol,

also
|g(z)| ≤ C|z|N, |z| ≥ 1,

mit geeignetem N > 0. Wiederum nach dem Satz von Liouville ist g ein
Polynom. Wir erhalten also Frei Haus die Partialbruchzerlegung von f

f(z) = g(z) +
∑

Hj(z),

und die rechte Seite ist offenbar eine rationale Funktion. �

Wir haben im Beweis also insbesondere folgendes gezeigt: ist f ∈ O(C)
eine ganze holomorphe Funktion, so können wir f als eine holomorphe
Abbildung mit einer isolierten Singularität im Punkt ∞ auf Ĉ auffassen.
Ist dann noch∞ höchstens ein Pol, so ist f bereits ein Polynom.

11. Möbius Transformationen

11.1. Automorphismen. Wir bestimmen hier die Automorphismen, also
die biholomorphen Selbstabbildungen, einiger Gebiete, insbesondere von
Ĉ.

Für ein Gebiet G bezeichne Aut(G) :=
{
f : G → G

∣∣ f biholomorph
}

.
Aut(G) bildet bezüglich der Verknüpfung von Abbildungen eine Gruppe.

11.2. Satz. Aut(C) besteht aus den Abbildungen der Gestalt f(z) = a ·z+b, a ∈
C∗, b ∈ C. Die Zuordnung(

z 7→ a · z+ b
)
7→ (

a b

0 1

)
ist ein Gruppenisomorphismus von Aut(G) auf die Gruppe der oberen Dreicks-

matrizen der Gestalt
(
a b

0 1

)
∈ GL(2,C).

Beweis. Sei f ∈ Aut(C). Dann sind f({|z| < 1}) und f({|z| > 1}) disunkte
nichtleere Gebiete in C, insbesondere sind beide nicht dicht in C. Folglich
hat nach Casorati-Weierstraß (s. Beweis des Satzes 9.4 nach Theorem
9.5) f in ∞ höchstens einen Pol und nach dem Satz von Liouville 7.7 ist
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f somit ein Polynom. Da f aber injektiv ist, muss nach dem Fundamen-
talsatz der Algebra 7.8 der Grad des Polynoms 1 sein. Daraus folgt die
Behauptung. �

11.3. Möbius- oder gebrochen lineare Transformationen. Für a, b, c, d ∈
C mit ad− bc 6= 0 setzen wir

f :=M

(
a b

c d

)
: Ĉ 3 z 7→ az+ b

cz+ d
∈ Ĉ.

f heißt Möbius- oder gebrochen lineare Transformation. Man beachte, dass
wegen der Bedingung ad − bc 6= 0 Zähler und Nenner nicht gleichzeitig
verschwinden können. Daher ist f eine meromorphe Funktion, die wir
gleichzeitig (vgl. Abschnitt 10) als meromorphe Abbildung Ĉ→ Ĉ auffas-
sen können.

Ist c = 0 so ist f(z) = a
d · z +

b
d , also f ∈ Aut(C). Ist hingegen c 6= 0, so

ist

f(z) =
a

c
−
1

c
· ad− bc

cz+ d
,

also f(∞) = a
c , f(−

d
c ) =∞.

Beispiel. Die Cayley Transformation κ(z) := z−i
z+i bildet die Obere Halbebe-

ne H = {z | =z > 0} biholomorph auf den Einheitskreis E ab.

11.4. Satz. Die Zuordnung

M : GL(2,C) −→ Aut Ĉ, M

(
a b

c d

)
(z) =

az+ b

cz+ d

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, dessen Kern genau aus den Dia-
gonalmatrizen

{
λ · Id

∣∣ λ ∈ C∗
}

besteht. Folglich ist Aut Ĉ ' PGL(2,C) =
GL(2,C)/C∗ = P SL(2,C) = SL(2,C)/{± Id}.

Beweis. Man rechnet einfach nach, dass M(A) ◦M(B) = M(AB) für Ma-
trizen A,B ∈ GL(2,C).

Zur Bestimmung des Kernes sei
(
a b

c d

)
im Kern der Abbildung M.

Dann ist

az+ b = z(cz+ d) = cz2 + dz

für alle z ∈ C und Koeffizientenvergleich liefert in der Tat c = 0, b = 0

sowie a = d. D. h. jedoch gerade, dass es sich um eine Diagonalmatrix
handelt.

Zum Beweis der Surjektivität betrachte f ∈ Aut Ĉ. Ist f(∞) =∞, so ist
f
∣∣
C sicherlich ein Automorphismus von C, also ist f nach Satz 11.2 von der

Gestalt f(z) = az+ b mit a ∈ C∗, b ∈ C.
Ist hingegen f(∞) = c 6=∞, so setzen wir g(z) = 1/(f(z) − c). Dann ist

g ebenfalls ein Automorphismus von Ĉ mit g(∞) =∞. Nach dem soeben
gezeigten ist g linear und f = 1/g+ c ist eine Möbius Transformation. �
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11.5. Automorphismen des Einheitskreises. Für ein festes a ∈ E betrach-
te die Möbius Transformation Φ(z) := Φa(z) :=

z−a
1−az . Φ bildet die Kreisli-

nie S1 in sich ab, denn für z ∈ S1 ist

|Φ(z)| =
∣∣∣ z− a
1− az

∣∣∣ = |z− a|

|z− a| · |z|
= 1.

Folglich kann nur Φ(E) ⊂ E oder Φ(E) ⊂ Ĉ \ E sein. Wegen Φ(a) = 0

scheidet die zweite Möglichkeit jedoch aus.
Ist nun f irgendein Automorphismus des Einheitskreises, so betrach-

ten wir mit a = f(0) die zuvor definierte Abbildung Φa. Dann ist Φa ◦ f
ein Automorphismus des Einheitskreises mit

(
Φa ◦ f

)
(0) = 0. Nach dem

Schwarzschen Lemma 7.15 ist
(
Φ ◦ f

)
(z) = λ · z eine Drehung. Auflösen

nach f liefert

f(z) = λ · z− (−aλ)

1− (−aλ)z
=: λ · z− b

1− bz
= λ ·Φb(z), b := −aλ.

Wir erhalten also sämtliche Automorphismen des Einheitskreises in der
Gestalt f(z) = λ ·Φb(z) mit b ∈ E, λ ∈ S1. λ und b sind durch f eindeutig
bestimmt; denn es ist b = f−1(0) und λ = −b/f(0).

11.6. Automorphismen der oberen Halbebene. Konjugation mit der
Cayley Transformation f 7→ κ−1 ◦ f ◦ κ liefert einen Gruppenisomorphis-
mus von AutE auf AutH. Der Rest ist eine Fleißaufgabe. Es folgt, dass die
Zuordnung

M : SL(2,R) −→ AutH, M

(
a b

c d

)
(z) =

az+ b

cz+ d

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist, dessen Kern genau aus den
beiden Matrizen ± Id besteht. Damit ist AutE ' AutH isomorph zur
Gruppe P SL(2,R).

11.7. Möbius Transformationen als Abbildungen des komplex projekti-
ven Raumes CP1. Wir hatten im Abschnitt 10 gesehen, dass man die Rie-
mannsche Zahlenkugel Ĉ als den komplex eindimensionalen projektiven
Raum CP1 auffassen kann. Wir zeigen noch, wie Möbius Transformatio-
nen auf homogenen Koordinaten wirken. Ist f(z) = az+b

cz+d so erhalten wir
mit der Identifizierung z = z0/z1 ↔ [z0 : z1]

f([z0 : z1]) =
[az+ b
cz+ d

: 1
]
= [az0 + bz1 : cz0 + dz1].

In homogenen Koordinaten verliert der Punkt ∞ bekanntlich seine Son-
derstellung und die Formel rechts ist für sämtliche Punkte des komplex
projektiven Raumes gültig. Weiterhin zeigt diese Überlegung, dass die
Möbius Transformationen genau die Projektivitäten des Raumes CP1 dar-
stellen.25

25Wer damit nichts anfangen kann, darf es getrost ignorieren; wir werden das nicht
weiter verwenden oder benötigen.
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12. Folgen holomorpher Funktionen

12.1. Kompakte Konvergenz. Wir erinnern zunächst an den Begriff der
lokal gleichmäßigen bzw. kompakten Konvergenz: sei dazu G ⊂ C ein
Gebiet und fn : G → C, n ∈ N. (fn) konvergiert lokal gleichmäßig gegen
f : G→ C, wenn es zu jedem z0 ∈ G eine offene Umgebung U 3 z0 so gibt,
dass f

∣∣
U

gleichmäßig gegen f
∣∣
U

konvergiert.
Man überzeugt sich leicht davon, dass dieser Konvergenzbegriff

äquivalent zur kompakten Konvergenz ist. D. h. f
∣∣
K

konvergiert auf jedem
Kompaktum K ⊂ G gleichmäßig gegen f

∣∣
K

.
Der folgende Satz gibt Aufschluss über das Verhalten kompakt kon-

vergenter Folgen holomorpher Funktionen.

12.2. Satz (Weierstraßscher Konvergenzsatz). Die Folge (fn)n ⊂ O(G)
konvergiere kompakt gegen die Funktion f : G → C. Dann ist f holomorph und
alle Ableitungen (f

(k)
n )n konvergieren kompakt gegen die Ableitungen f(k);k =

0, 1, 2, . . ..

Man vergleiche diesen Satz mit dem entsprechenden Satz der reellen
Analysis über die gliedweise Differentiation von Funktionenfolgen. Dort
musste man die kompakte Konvergenz der Ableitungen voraussetzen um
schliessen zu können, dass Differentiation und Limesbildung vertauschbar
ist.

Beweis. 1. Wegen der kompakten Konvergenz ist f stetig. Wir verwenden
den Satz von Morera Korollar 7.5: ist4 ⊂ G ein abgeschlossenes Dreieck,
so konvergiert fn

∣∣
4 → f

∣∣
4 gleichmäßig, also folgt∫
∂4
f = lim

n→∞
∫
∂4
fn = 0,

da f holomorph. Nach Morera ist nun auch f holomorph.
2. Sei z0 ∈ G und B(z0, r) ⊂ G eine kompakte Kreisscheibe, r > 0. Für

|z− z0| ≤ r/2 liefert die Cauchysche Integralformel∣∣f(k)n (z) − f(k)(z)
∣∣ ≤ k!

2π

∮
|ζ−z0|=r

∣∣∣fn(ζ) − f(ζ)
(ζ− z)k+1

∣∣∣dζ
≤ r · k!

(r/2)k+1
max

|ζ−z0|=r
|fn(ζ) − f(ζ)|

und Letzteres konvergiert nach Voraussetzung auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe B(z0, r/2) gegen 0. �

13. Konkrete Partialbruch- und Produktentwicklungen

Es ist an der Zeit, mit der Theorie etwas zu pausieren und eine Reihe
von interessanten konkreten meromorphen Funktionen anzuschauen und
das bisher Erlernte darauf anzuwenden. Da Funktionen immer wieder mit
Hilfe von Grenzprozessen erklärt werden, ist der Weierstraßsche Kon-
vergenzsatz 12.2 hierfür ein wichtiges Hilfsmittel.
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13.A. Partialbruchzerlegung

13.1. Die Funktion π cot(πz) hat einfache Pole in Z. Die Residuen ergeben
sich daher aus (vgl. Abschnitt 9.B)

lim
z→kπ(z− k)cos(πz)

sin(πz)
= lim
z→k(−1)kπ z− k

sin(πz)
=

(−1)kπ

π cos(πk)
= 1.

Des Weiteren ist die Funktion 1–periodisch.
Wir konstruieren nun auf eine andere Weise eine 1–periodische Funk-

tion mit einfachen Polen in Z vom Residuum 1 und vergleichen diese dann
mit π cot(πz). Für z ∈ C \ Z betrachte

N∑
k=−N

1

z− k
=
1

z
+

N∑
k=1

( 1

z− k
+

1

z+ k

)
=
1

z
+

N∑
k=1

2z

z2 − k2
.

Also ist

f(z) := lim
N→∞

N∑
k=−N

1

z− k
=
1

z
+

∞∑
k=1

2z

z2 − k2

in C \ Z auf jedem Kompaktum normal konvergent. Nach dem Weier-
straßschen Konvergenzsatz 12.2 ist f meromorph in C mit einfachen Po-
len in Z vom Residuum 1. Desweiteren ist f in der Tat 1–periodisch, denn

f(z+1)−f(z) = lim
N→∞

N∑
k=−N

( 1

z+ 1− k
−

1

z− k

)
= lim
N→∞ 1

z+N+ 1
−

1

z−N
= 0.

13.2. Die reduzierte Summe. Alternativ können wir schreiben

N∑
k=−N

1

z− k
=
1

z
+

N∑
k=−N,k 6=0

1

z− k
+
1

k
=:
1

z
+

N∑ ′

k=−N

z

k(z− k)
.

Dabei bezeichnet
∑ ′

die reduzierte Summe. Dies ist lediglich eine
abkürzende Schreibweise dafür, dass bei der Summation die 0 ausgelassen
wird.

Damit erhalten wir

f(z) =
1

z
+

∞∑ ′

n=−∞
( 1

z− k
+
1

k

)
=
1

z
+

∞∑ ′

n=−∞
z

k(z− k)
.

Diese Reihe ist ebenfalls in C \ Z kompakt konvergent. Betrachte nun die
ganze Funktion h(z) := π cot(πz)−f(z). Da f(z) die gleichen Hauptteile wie
π cot(πz) hat, ist h in der Tat eine 1–periodische ganze Funktion. Natürlich
wollen wir zeigen, dass h verschwindet. Dies gelingt nicht direkt, sondern
über die Betrachtung der Ableitung. Nach dem Weierstraßschen Kon-
vergenzsatz 12.2 dürfen wir gliedweise differenzieren und erhalten

h ′(z) =
−π2

sin2 πz
+

∞∑
k=−∞

1

(z− k)2
.

Wir zeigen zunächst, dass h ′ beschränkt ist, um den Satz von Liou-
ville 7.7 anwenden zu können. Da mit h auch h ′ 1–periodisch ist, genügt
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es, h ′ auf einem vertikalen Streifen der Breite 1 abzuschätzen. Dazu sei
ε > 0 vorgegeben. Für z = x+ iy, y > 0 haben wir∣∣ 1

sin2(πz)

∣∣ = 4

|eπix−πy − e−πix+πy|2

≤ 4e−2πy 1

|e2πix−2πy − 1|2

≤ 8e−2πy, für y > y0,

d. h. man kann wegen limy→∞ e−2πy = 0 sicherlich y0 so wählen, dass die
letzte Ungleichung für y > y0 gilt.

Für y < 0 geht man analog vor. Nach evtl. Vergrößerung von y0 erhal-
ten wir also ∣∣∣ π2

sin2(πz)

∣∣∣ < ε

2
, für |=z| ≥ y0.

Wenden wir uns nun der Abschätzung des zweiten Summanden von h ′

zu. Für z = x+ iy, 0 ≤ x ≤ 1, gilt sicherlich∣∣∣ 1

z− k

∣∣∣2 ≤ max(
1

k2
,

1

(k− 1)2
).

Wir wählen daher N so groß, dass∑
|k|>N

max(
1

k2
,

1

(k− 1)2
) <

ε

4
.

Dann ist

|h ′(z)| ≤ 3
4
ε+

N∑
k=−N

∣∣∣ 1

z− k

∣∣∣2.
Die Summe rechts schätzen wir ab durch (2N + 1)|y|−2, also konvergiert
die Summe rechts für |y| → ∞ auf dem Streifen 0 ≤ x ≤ 1 gleichmäßig
gegen 0.

Wir können folglich y1 ≥ y0 so wählen, dass |h ′(z)| ≤ ε für 0 ≤ <z ≤
1, |=z| ≥ y1.

Als 1–periodische Funktion ist h ′ damit beschränkt und nach dem Satz
von Liouville 7.7 ist sie daher konstant. Da aber h ′(x + iy)

y→∞−→ 0 muss
h ′ = 0 sein.

Die Funktion h ist nun konstant. Andererseits ist sie aber ungerade
(d. h. h(−z) = −h(z)), also ist auch h = 0. Wir fassen zusammen:

13.3. Satz (Partialbruchzerlegung des Cotangens). Es gilt mit kompakter
Konvergenz in C \ Z

π · cot(πz) =
1

z
+

∞∑ ′

n=−∞
1

z− k
+
1

k
=
1

z
+

∞∑
n=1

2z

z2 − n2

sowie
π2

sin2 πz
=

∞∑
k=−∞

1

(z− k)2
.
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13.B. Produktentwicklung

13.4. Unendliche Produkte. Wir diskutieren zunächst grundlegende Fak-
ten über unendliche Produkte. Ist (an) eine Folge in C, so heißt das un-

endliche Produkt
∞∏
n=0

an konvergent, falls alle bis auf endlich viele an von

Null verschieden sind und für genügend großes n0 der Grenzwert

lim
N→∞

N∏
n=n0

an

existiert und von Null verschieden ist. Man setzt dann natürlich∞∏
n=0

an := lim
N→∞

N∏
n=0

an.

Diese Definition, die zunächst etwas ungewöhnlich erscheint, garan-
tiert, dass für ein konvergentes Produkt gilt:

(1) lim
n→∞an = 1.

(2)
∞∏
n=0

an ist dann und nur dann gleich Null, wenn eines der an

gleich Null ist.

13.5. Satz. Sei G ⊂ C ein Gebiet und fn ∈ O(G). Die Reihe
∞∑
n=1

|fn − 1| konver-

giere kompakt auf G. Dann gilt:

(1) f(z) =
∞∏
n=1

fn(z) konvergiert kompakt 26 auf G.

(2) f ∈ O(G) und die logarithmische Ableitung kann gliedweise genommen
werden

f ′(z)

f(z)
=

∞∑
n=1

f ′n(z)

fn(z)
.

Diese Reihe konvergiert kompakt in G \ f−1({0}).

Beweis. 1. Sei K ⊂ G eine kompakte Menge. Dann konvergiert
∑

|fn − 1|
gleichmäßig auf K. Daher gibt es ein n0 so, dass

|fn(z) − 1| ≤
1

4

für alle n ≥ n0 und alle z ∈ K. Für diese n und z ist also stets fn(z) 6= 0.
Sei log der Hauptzweig des Logarithmus auf C \R−. Für n ≥ n0, z ∈ K ist
sicherlich fn(z) ∈ C \ R−, also

N∏
n=n0

fn(z) =

N∏
n=n0

elog fn(z) = exp
( N∑
n=n0

log fn(z)
)
.

26D. h. für jedes feste z ∈ G konvergiert das unendliche Produkt im Sinne obiger

Definition und die Konvergenz
N∏
n=1

f(z), N→ ∞, ist kompakt auf G.



FUNKTIONENTHEORIE 41

Für |u| ≤ 1
4 ist nun

| log(1+ u)| =
∣∣∣∫

[1,1+u]

dz

z

∣∣∣ ≤ |u|

1− |u|
≤ 4
3
|u|,

also

| log fn(z)| ≤
4

3
|fn(z) − 1|,

folglich konvergiert die Reihe
∑∞
n=n0

log fn(z) gleichmäßig auf K. Da die
Exponentialfunktion auf Kompakta gleichmäßig stetig ist, folgt nun auch
die gleichmäßige Konvergenz des Produktes

∞∏
n=n0

fn(z) =

∞∏
n=n0

elog fn(z) = exp
( ∞∑
n=n0

log fn(z)
)
6= 0. (13.1)

2. Wegen der bewiesenen kompakten Konvergenz des Produktes (13.1)
ist f holomorph auf G und mit dem Weierstraßschen Konvergenzsatz
12.2 und (8.1) erhalten wir aus

f(z) =

n0−1∏
n=1

fn(z) · exp
( ∞∑
n=n0

log fn(z)
)

durch logarithmisches Differenzieren

f ′(z)

f(z)
=

n0−1∑
n=1

f ′n(z)

fn(z)
+
d

dz

∞∑
n=n0

log fn(z) =
∞∑
n=1

f ′n(z)

fn(z)
,

wobei die kompakte Konvergenz der letzten Reihe wiederum aus dem
Weierstraßschen Konvergenzsatz 12.2 folgt. �

13.6. Satz (Sinusprodukt). Für die Sinusfunktion gilt die folgende in C kompakt
konvergente Produktdarstellung

sin(πz) = π · z ·
∞∏ ′

k=−∞(1−
z

k
)ez/k = π · z ·

∞∏
n=1

(1−
z2

n2
).

Dabei bezeichnet, analog zur reduzierten Summe
∑ ′

,
∏ ′

das redu-
zierte Produkt, d. h. der Index läßt die 0 aus.

Beweis. Sei K ⊂ C kompakt und n0 ∈ Z∗+ so, dass |z/n0| ≤ 1
2 für z ∈ K.

Dann ist für n ≥ n0∣∣∣(1− z

n
)ez/n − 1

∣∣∣ = ∣∣∣ez/n − 1− z

n
−
z

n
(ez/n − 1)

∣∣∣ ≤ C |z|2

n2
,

folglich ist f(z) := π · z ·
∏ ′∞

k=−∞(1 − z
k)e

z/k kompakt konvergent und
gliedweise logarithmische Differentiation liefert mit Satz 13.3

f ′(z)

f(z)
=
1

z
+

∞∑ ′

k=−∞
( 1

z− k
+
1

k

)
= π · cot(πz) =

d
dz sin(πz)
sin(πz)

.



FUNKTIONENTHEORIE 42

Das Lemma 8.2 liefert sin(πz) = c · f(z). Die Konstante ergibt sich durch
Auswertung an der Stelle z = 0

π =
sin(πz)
z

∣∣
z=0

= c
f(z)

z

∣∣
z=0

= c · π,

also c = 1 und wir sind fertig. �

14. Die Gamma Funktion

14.1. Wir betrachten das “halbe Sinusprodukt”

H(z) := z ·
∞∏
ν=1

(
1+

z

ν

)
e−z/ν.

Wie bei der Diskussion des Sinusproduktes folgt die kompakte Konver-
genz auf C, also ist H ∈ O(C) eine ganze Funktion mit einfachen Null-
stellen in den Punkten 0,−1,−2, . . .. Vergleich mit dem Sinusprodukt 13.6
liefert

−H(z)H(−z) = z2 ·
∞∏ ′

ν=−∞
(
1+

z

ν

)
e−z/ν = z · sin(πz)

π
. (14.1)

Der Funktionswert bei 1 ergibt sich zu

H(1) = lim
N→∞

N∏
ν=1

exp
(

log(
ν+ 1

ν
) −

1

ν

)

= exp
(
− lim
N→∞

[ N∑
ν=1

1

ν
− log

(
N+ 1

)])
.

Der Limes im Exponenten ist die aus der Analysis bekannte Euler-
Mascheroni Konstante, die wir mit γ bezeichnen.

14.2. Die Γ–Funktion ist definiert durch

Γ(z) := e−γz ·H(z)−1 = e−γz 1
z
·

∞∏
ν=1

(
1+

z

ν

)−1
ez/ν. (14.2)

Die Eigenschaften der Γ–Funktion fassen wir zusammen in

14.3. Satz. 1. Γ ∈ M(C) ist eine auf C meromorphe Funktion mit einfachen
Polen in den Punkten 0,−1,−2, . . .. Das Residuum in z = −n ist (−1)n

n! . Γ hat
keine Nullstellen.

2. Es gilt die Eulersche Produktdarstellung

Γ(z) = lim
n→∞ n!nz

z(z+ 1) · . . . · (z+ n)
, z ∈ C \ {0,−1,−2, . . .}.

3. Es gilt die Funktionalgleichung

Γ(z+ 1) = z · Γ(z),

sowie Γ(n+ 1) = n!, n ∈ Z+.
4.

Γ(z) · Γ(1− z) = π

sin(πz)
.
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5. Für <z > 0 gilt die Integraldarstellung

Γ(z) =

∫∞
0

tz−1e−tdt.

6. Es ist Γ(1/2) =
√
π.

Beweis. 1. DaH ∈ O(C) ist Γ(z) = e−γzH(z)−1 nullstellenfrei. Die Pole sind
genau die Nullstellen von H, also 0,−1,−2, . . .. Die Residuen berechnen
wir unter 3.

2. Dies ergibt sich durch Manipulation der “Partialprodukte” der defi-
nierenden Produktdarstellung. Es ist

z ·
n∏
ν=1

(1+
z

ν
)e−z/ν = z ·

n∏
ν=1

z+ ν

ν
e−z/ν

=
z · (z+ 1) · . . . · (z+ n)

n! · nz
exp

(
z
(
logn−

n∑
ν=1

1

ν

))
.

Der letzte Faktor konvergiert für n → ∞ gegen e−γz (vgl. Abschnitt 14.1)
und wir erhalten daher

H(z) = eγz lim
n→∞ z · (z+ 1) · . . . · (z+ n)

n! · nz

und somit

Γ(z) = e−γzH(z)−1 = lim
n→∞ n! · nz

z · (z+ 1) · . . . · (z+ n)
.

3. Dies folgt nun leicht aus der bewiesenen Eulerschen Produktdar-
stellung:

Γ(z+ 1) = lim
n→∞ n! · nz

z · (z+ 1) · . . . · (z+ n)
z · n

(z+ 1+ n)
= Γ(z) · z. (14.3)

Es ist Γ(1) = lim
n→∞ n!n

(n+1)! = 1. Rekursiv (=induktiv) ergibt sich nun Γ(n +

1) = n · Γ(n) = n! · Γ(1) = n!.
Da die Pole wegen der Produktdarstellung einfach sind, berechnen

sich die Residuen in −n mit Eq. (14.3):

Res−n Γ(z) = lim
z→−n

(z+ n) · Γ(z)

= lim
z→−n

Γ(z+ n+ 1)

z(z+ 1) · . . . · (z+ n− 1)
=

Γ(1)

(−1)nn!
=

(−1)n

n!
.

4. Schließlich liefert Eq. (14.1)

Γ(z) · Γ(1− z) = Γ(z) · (−z) · Γ(−z) = −z · 1

H(z)H(−z)
=

π

sin(πz)
.

5. Hier machen wir eine Ausnahme und verwenden Methoden der
Lebesgue Theorie aus Analysis III. Ein elementarer Beweis ist möglich.
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Allerdings steht der Nutzen einer Theorie “gleichmäßig konvergenter un-
eigentlicher Integrale” in keinem Verhältnis zum Aufwand. Für geeignetes
von z abhängiges t0 > 0 ist

|tz−1e−t| ≤

{
t<z−1, 0 ≤ t ≤ t0,
e−t/2, t ≥ t0.

Das genügt schon um zu sehen, dass t 7→ tz−1e−t für <z > 0 über das
Intervall [0,∞) im Lebesgueschen Sinne integrierbar ist.

Nun weiß man aus der Analysis Vorlesung, dass

e−t = lim
n→∞(1−

t

n
)n.

Die Funktionen fn definiert durch

fn(t) :=

{
(1− t

n)
ntz−1, 0 < t ≤ n,

0, sonst,

konvergieren also punktweise gegen unseren Integranden tz−1e−t. Sicher-
lich sind sie auch integrierbar und wegen der Abschätzung

|fn(t)| ≤ e−tt<z−1

27 ist der Lebesguesche Konvergenzsatz anwendbar und wir können Inte-
gration und Limesbildung vertauschen. Es gilt also∫∞

0

tz−1e−tdt = lim
n→∞

∫n
0

(
1−

t

n

)n
tz−1dt.

Nun müssen wir uns nur noch ein bischen in partieller Integration üben:∫n
0

(
1−

t

n

)n
tz−1dt =

∫n
0

1

z
(1−

t

n
)n−1tzdt

=
n− 1

z(z+ 1)n

∫n
0

(1−
t

n
)n−2tz+1dt

...

=
(n− 1)!

z(z+ 1) · . . . · (z+ n− 1)nn−1

∫n
0

tz+n−1dt

=
n!nz

z(z+ 1) · . . . · (z+ n)
.

Dies ist aber gerade der allgemeine Term der Eulerschen Produktdarstel-
lung 2. und wir sind fertig.

6. Aus 14.3.4 ergibt sich

Γ(1/2)2 = Γ(1/2) · Γ(1− 1/2) = π

sinπ/2
= π,

und wegen 14.3.5 ist Γ(1/2) =
∫∞
0 t

−1/2e−t dt > 0, folglich Γ(1/2) =
√
π.
�

27Um dies zu zeigen, überzeuge man sich davon, dass (1 − t
n
)n ≤ (1 − t

n+1
)n+1 für

n ≥ t > 0. Die Ableitung nach n (n darf in der Formel ja eine reelle Zahl > 0 sein!) von
(1 − t

n
)n ist positiv für n > t > 0.



FUNKTIONENTHEORIE 45

•
0

δ

γδ

Abbildung 8. Integrationsweg für das Hankelsche Schleifenintegral.

14.A. Ergänzendes Material

14.4. Für δ > 0 bezeichne γδ den in Fig. 8 skizzierten Integrationsweg.
Nach den Sätzen über Parameterintegrale ist die Funktion

H(z) :=

∫
γδ

tz−1e−t dt

eine ganze holomorphe Funktion, unabhängig von δ > 0. Dabei ist tz−1 =
e(z−1) log t wie üblich mittels des Hauptzweiges des Logarithmus in C \

R+ erklärt. Die Funktion H(z) steht in einer einfachen Beziehung zur Γ–
Funktion. Der folgende Satz liefert also auch einen alternativen Beweis der
analytischen Fortsetzung der Γ–Funktion.

14.5. Satz (Hankelsche Schleifenintegraldarstellung). Mit der zuvor er-
klärten ganzen Funktion H(z) gilt

H(z) =
(
e2πiz − 1

)
· Γ(z) = 2πi · eπiz

Γ(1− z)
.

Folglich gelten für δ > 0 die Schleifenintegraldarstellungen von Γ und 1/Γ :

Γ(z) =
(
e2πiz − 1

)−1 ∫
γ

tz−1e−tdt, z ∈ C \ Z−,

1

Γ(z)
= −

eπiz

2πi

∫
γ

t−ze−tdt, z ∈ C.

Beweis. Für <z > 0 finden wir

H(z) = lim
δ→0
∫
γδ

tz−1e−t dt

= −

∫∞
0

tz−1e−t dt+

∫∞
0

e(z−1)(log t+2πi)−t dt

=
(
e2πiz − 1

)
· Γ(z),

also

Γ(z) =
(
e2πiz − 1

)−1 ∫
γδ

tz−1e−t dt, z ∈ C \ Z−. (14.4)

Nun ist wegen Satz 14.3 4.

e2πiz − 1 = eπiz ·
(
eπiz − e−πiz

)
= 2πi · eπiz · sin(πz)

π
=

2πi · eπiz

Γ(z) · Γ(1− z)
.
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Also folgt mit Eq. (14.4)

1

Γ(1− z)
=
e−πiz

2πi

∫
γδ

tz−1e−t dt.

Substituiert man noch w = 1 − z, so ergibt sich die zweite behauptete
Formel. �

14.6. Alternativer Zugang zur analytischen Fortsetzung. Wir zerlegen
das Γ–Integral Satz 14.3 5. für <z > 0

Γ(z) =
(∫ 1
0

+

∫∞
1

)
tz−1e−t dt.

Die Funktion h(z) :=
∫∞
1 t

z−1e−t dt ist eine ganze holomorphe Funktion.
Weiterhin ist∫ 1

0

tz−1e−t dt =

∫ 1
0

∞∑
n=0

(−1)n

n!
tn+z−1 dt =

∞∑
n=0

(−1)n

n!

1

z+ n
.

Die rechte Seite ist in z ∈ C \ Z− kompakt konvergent. Folglich erhalten
wir die analytische Fortsetzung der Γ–Funktion nach C \ Z− in der Form

Γ(z) =

∞∑
n=0

(−1)n

n!

1

z+ n
+

∫∞
1

tz−1e−t dt. (14.5)

14.B. Aufbau der Γ–Funktion nach Lebedev

Die hier vorgestellten Resultate über die Γ–Funktion lassen sich auch
allein aus der Integraldarstellung Satz 14.3 5. und der mehrdimensionalen
Integrationstheorie ableiten ([Leb72, Chap. I]). Beispielhaft diskutieren wir
die Legendresche Verdopplungsformel in Anlehnung an loc. cit.

Wir betrachten die Funktion z 7→ 22z−1 · Γ(z) · Γ(z+ 1/2). Einsetzen der
Integraldarstellung der Γ–Funktion liefert das Doppelintegral

22z−1 · Γ(z) · Γ(z+ 1/2) =
∫∞
0

∫∞
0

e−(x+y)
(
2
√
xy
)2z−1

x−1/2 dxdy,

und aus Symmetriegründen

. . . =

∫
0≤y≤x<∞ e−(x+y)

(
2
√
xy
)2z−1√x+√y√

xy
dxdy.

Wir wenden den Transformationssatz für Mehrfachintegrale an mit der
Substitution:

u = x+ y, x =
1

2
(u+

√
u2 − v2),

v = 2
√
xy, y =

1

2
(u−

√
u2 − v2),

√
u± v =

√
x±
√
y, x− y =

√
u2 − v2.

Diese Formeln zeigen, dass die Abbildung (x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y)) das
Gebiet

{
0 < y < x < ∞} diffeomorph auf das Gebiet

{
0 < v < u <
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∞} abbildet. Die Determinante der Ableitung ∂(u, v)/∂(x, y) ist gegeben
durch √

x

y
−

√
y

x
=
x− y
√
xy
,

bzw. deren Inverse
√
xy

x− y
=

√
xy

(
√
x−
√
y)(
√
x+
√
y)

=

√
xy√

u− v (
√
x+
√
y)
.

Somit

. . . =

∫
0≤v≤u

e−uv2z−1
1√
u− v

dvdu

=

∫∞
0

v2z−1
(∫∞
v

e−u
1√
u− v

du
)
dv

=

∫∞
0

v2z−1e−vdv · Γ(1/2) =
√
π · Γ(2z),

und wir erhalten

14.7. Satz (Legendresche Verdopplungsformel). Es gilt

22z−1 · Γ(z) · Γ(z+ 1/2) =
√
π · Γ(2z).

15. Die Riemannsche ζ–Funktion I

In der Analysis Vorlesung zeigt man z. B. mit dem Verdichtungssatz
von Cauchy oder mit dem Integralvergleichskriterium, dass die Reihe

ζ(s) :=

∞∑
n=1

1

ns
(15.1)

für <s > 1 absolut konvergiert. Die so definierte Funktion auf der
Halbebene <s > 1 heißt bekanntlich ”Riemannsche ζ–Funktion“. Für
<s ≥ s0 > 1 ist ∣∣ 1

ns

∣∣ = 1

n<s
≤ 1

ns0
,

folglich ist die ζ–Reihe in jeder Halbebene <s > s0 normal konvergent.
Nach dem Weierstraßschen Konvergenzsatz 12.2 ist die ζ–Funktion so-
mit holomorph in der Halbebene {<s > 1}.

Die eindeutige Primfaktorzerlegung liefert

ζ(s) =
∑

r2,r3,...≥0

(
2r2 · 3r3 · . . .

)−s
=
∏
p∈P

∑
r≥0

p−rs =
∏
p∈P

(1− p−s)−1.

Dabei bezeichnet P = {2, 3, 5, 7, . . .} die Menge der Primzahlen. Dies ist das
sogenannte Euler-Produkt für ζ.

Zwischen der ζ–Funktion und der Γ–Funktion besteht eine enge Be-
ziehung:
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15.1. Satz.

Γ(s) · ζ(s) =
∫∞
0

ts−1

et − 1
dt, <s > 1.

Beweis. Für reelle s > 1 liefert der Satz von der monotonen Konvergenz

ζ(s) · Γ(s) =
∞∑
n=1

1

ns

∫∞
0

ts−1e−tdt =

∞∑
n=1

∫∞
0

ts−1e−ntdt

=

∫∞
0

ts−1
∞∑
n=1

e−ntdt =

∫∞
0

ts−1

et − 1
dt.

Da die linke und rechte Seite analytische Funktionen sind 28, folgt die
Behauptung mit dem Identitätssatz 7.9 für alle <s > 1. �

15.2. Bernoulli-Zahlen. Nach Theorem 7.2 hat die Potenzreihe

z

ez − 1
=:

∞∑
n=0

Bn

n!
zn (15.2)

den Konvergenzradius 2π, denn die linke Seite ist eine meromorphe Funk-
tion auf ganz C mit Polstellen in 2πiZ \ {0}. Der größte offene Kreis um
0, welcher keine Singularitäten enthält, besitzt also den Radius 2π. Die
(Bn)n heißen Bernoulli-Zahlen. Über diese gäbe es viel zu berichten. Wir
begnügen uns hier mit dem Nötigsten. Multiplikation der definierenden
Gleichung (15.2) mit ez − 1 und Ausmultiplikation liefert

z =

∞∑
m=0

(m−1∑
k=0

Bk
k!(m− k)!

)
zm

und somit ergeben sich die Bernoulli-Zahlen rekursiv aus

B0 = 1; Bn+1 = −
1

n+ 2

n∑
k=0

(
n+ 2

k

)
Bk.

Insbesondere sind die Bn sämtlich rationale Zahlen; die ersten Werte erge-
ben sich zu

B0 = 1, B1 = −
1

2
, B2 =

1

6
, B3 = 0, B4 = −

1

30
, B5 = 0.

Dies legt den Verdacht nahe, dass mit Ausnahme von B1 alle ungeraden
Bernoulli-Zahlen verschwinden. In der Tat ist∞∑

n=2

Bn

n!
zn =

∞∑
m=1

B2m
(2m)!

z2m

=
z

ez − 1
+
1

2
z− 1 =

z(ez + 1)

2(ez − 1)
− 1 =

z

2

cosh(z/2)
sinh(z/2)

− 1

(15.3)

eine gerade Funktion und folglich

B2n+1 = 0, n = 1, 2, 3, . . . .

28Für die rechte Seite folgt dies aus dem einschlägigen Satz über Parameterintegrale
der Lebesgue Theorie.
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15.3. Die geraden ζ–Werte ζ(2n). In Analysis I bekommt man unter dem
Stichwort Reihen oftmals die frappierenden Formeln

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
,

∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
, (15.4)

mitgeteilt und der erstaunte Student fragt sich, wie man wohl diese Rei-
henauswertungen erhält. In Analysis I kann man Eq. (15.4) später mit Hilfe
von Fourier-Reihen29 und der Parseval-Gleichung auswerten. Wir gehen
hier den funktionentheoretischen Weg. Ausgehend von der Partialbruch-
zerlegung des Cotangens 13.3 berechnen wir die Potenzreihenentwicklung
von π · cot(πz) auf zwei Weisen. Zunächst entwickeln wir den allgemeinen
Term der Partialbruchzerlegung in eine geometrische Reihe. Für |z| < 1

und n ∈ N \ {0} ist

2z

z2 − n2
=

−2z

n2
1

1− z2/n2
= −2

∞∑
m=1

z2m−1

n2m
.

Analog sieht man für |z| < 1
∞∑
n=1

∞∑
m=1

|z|2m−1

n2m
=

∞∑
n=1

|z|

n2 − |z|2
<∞,

d. h. die Doppelreihe ist für |z| < 1 absolut konvergent. Der Reihenwert ist
daher unabhängig von der Summationsreihenfolge. Wir erhalten einerseits

π · cot(πz) =
1

z
+

∞∑
n=1

2z

z2 − n2
=
1

z
−

∞∑
m=1

2 ζ(2m) z2m−1. (15.5)

Andererseits ist

π · cot(πz) = iπ · e
iπz + e−iπz

eiπz − e−iπz
= iπ+

1

z

2πiz

e2πiz − 1

=
1

z
+

∞∑
m=1

(−1)m
(2π)2mB2m

(2m)!
z2m−1

(15.6)

und Koeffizientenvergleich in Eq. (15.5) und Eq. (15.6) liefert

ζ(2m) =
(−1)m−1(2π)2mB2m

2(2m)!
, m = 1, 2, . . . . (15.7)

15.A. Analytische Fortsetzung

15.4. Satz. Die ζ–Funktion besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach C mit
einer einzigen Polstelle bei 1. Diese Polstelle ist einfach und es gilt

ζ(s) =
1

s− 1
+ γ+O(s− 1), s→ 1. (15.8)

ζ hat einfache Nullstellen in −2,−4,−6, . . ..

29Genauer berechnet man die Fourier-Reihen der periodisch fortgesetzten Bernoul-
li-Polynome; die Sache ist also nicht so sehr von dem verschieden, was wir hier tun.
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Beweis. Wir zerlegen das Integral in Satz 15.1 in
∫1
0 +
∫∞
1 und analysieren

die beiden Summanden. Die Funktion h(s) :=
∫∞
1

ts−1

et−1dt ist eine ganze

Funktion. Im Integral
∫1
0 entwickeln wir den Integranden in eine Potenz-

reihe. Da die Reihe (15.2) den Konvergenzradius 2π > 1 hat, können wir
Integration und Summation vertauschen und erhalten∫ 1

0

ts−1

et − 1
dt =

∫ 1
0

∞∑
n=0

Bn

n!
tn+s−2dt =

∞∑
n=0

Bn

n!

1

s+ n− 1

=
1

s− 1
−
1

2

1

s
+

∞∑
ν=1

B2ν
(2ν)! s+ 2ν− 1

.

(15.9)

Wiederum weil die Reihe (15.2) den Konvergenzradius 2π > 1 hat, gilt
sicherlich

∑∞
n=0

∣∣Bn
n!

∣∣ < ∞ und folglich konvergiert die Reihe (15.9) auf
jedem Kompaktum K ⊂ C \ {−1,−3,−5, . . .} normal. Damit haben wir mit
Satz 15.1 die Darstellung

ζ(s) =
1

Γ(s)

( 1

s− 1
−
1

2

1

s
+

∞∑
ν=1

B2ν
(2ν)!

1

s+ 2ν− 1
+ h(s)

)
.

Nach dem Weierstraßschen Konvergenzsatz 12.2 ist die Funktion in der
Klammer auf der rechten Seite meromorph in C mit einfachen Polstel-
len in 1, 0,−1,−3,−5, . . .. Die Funktion 1

Γ(s) ist als konvergentes Produkt
(vgl. Abschnitt 14) polstellenfrei und sie besitzt einfache Nullstellen in
0,−1,−2, . . .. Damit hat ζ einen einfachen Pol vom Residuum 1 im Punkt
1 und einfache Nullstellen in den Punkten −2,−4,−6, . . ..

Um die Darstellung (15.8) zu zeigen, erinnern wir an eine einfache
Version der Eulerschen Summenformel. Sei dazu f : R+ → C eine stetig
differenzierbare Funktion. Partielle Integration liefert

f(n+ 1) = (x− n)f(x)
∣∣n+1
n

=

∫n+1
n

f(x)dx+

∫n+1
n

(x− bxc)f ′(x)dx.

Wir wenden diese Formel auf die Funktion x 7→ x−s an und erhalten

ζ(s) = 1+

∞∑
n=1

(n+ 1)−s

= 1+

∞∑
n=1

∫n+1
n

x−sdx− s

∫n+1
n

(x− bxc)x−s−1dx

= 1+

∫∞
1

x−sdx− s

∫∞
1

(x− bxc)x−s−1dx

= 1+
1

s− 1
− s

∫∞
1

(x− bxc)x−s−1dx.

Die Funktion s 7→ ∫∞1 (x− bxc)x−s−1dx ist holomorph für <s > 0. Folglich

ζ(s) =
1

s− 1
+ 1−

∫∞
1

(x− bxc)x−2dx+O(s− 1), s→ 1.

Claim. 1−
∫∞
1 (x− bxc)x−2dx ist gleich der Euler-Konstanten γ.
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Proof of the Claim. Für N ∈ N schreiben wir∫N
1

(x− bxc)x−2dx =
N−1∑
j=1

∫ j+1
j

x−1 −
j

x2
dx

=

N−1∑
j=1

(
log(j+ 1) − log j

)
−

1

j+ 1

= 1+ logN−

N∑
j=1

1

j
.

Nach Definition, vgl. Abschnitt 14.1, konvergiert die rechte Seite in der Tat
gegen 1− γ. QED

�

16. Der globale Cauchysche Integralsatz

16.1. Ketten, Zyklen. Aus Bequemlichkeitsgründen erweitert man den
Kurvenbegriff wie folgt: sind γ1, . . . , γr Wege in G und k1, . . . , kr ∈ Z gan-
ze Zahlen, so schreibt man hierfür kurz Γ =

∑r
j=1 kj · γj und nennt dies

eine Kette. Integration über Ketten ist in der offensichtlichen Weise erklärt:∫
Γ

f(z)dz :=

r∑
j=1

kj

∫
γj

f(z)dz.

Man nennt Γ einen Zyklus (oder geschlossen), falls jeder Punkt genauso oft
als Anfangspunkt wie als Endpunkt in der Kette vorkommt, d. h. es gilt
für z ∈ G ∑

j;z Anfangspunkt von γj

kj =
∑

j;z Endpunktpunkt von γj

kj.

Das Integral über einen Zyklus läßt sich durch Hinzunahme geeigne-
ter Hilfswege immer in ein Integral über einen geschlossenen Weg
überführen. Da das aber auf Dauer lästig ist, führt man den Begriff der
Kette bzw. des Zyklus ein.

Die Windungszahl ist für Ketten genauso wie für Wege erklärt:

n(Γ, z) =
1

2πi

∫
Γ

dζ

ζ− z
.

Satz 5.3 gilt entsprechend.

16.2. Ext, Int. Für einen Zyklus Γ bezeichnen wir mit

Int Γ =
{
z ∈ C \ Sp Γ

∣∣ n(Γ, z) 6= 0
}

das Innere und mit

Ext Γ =
{
z ∈ C \ Sp Γ

∣∣ n(Γ, z) = 0
}

das Äußere von Γ .
Wegen Satz 5.3 ist Int Γ offen und beschränkt. Ext Γ ist aus Stetigkeits-

gründen abgeschlossen in C \ Sp Γ .
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16.3. Nullhomolog. Ein Zyklus Γ in G heißt nullhomolog in G, falls
n(Γ, z) = 0 für alle z ∈ C \ G. M. a. W. Γ umläuft keinen Punkt des Kom-
plementes von G. In der vorstehenden Terminologie von Ext, Int bedeutet
dies, dass Int Γ ⊂ G.

G heißt homologisch einfach zusammenhängend, wenn jeder Zyklus Γ in G
schon nullhomolog ist.

16.4. Satz (Cauchysche Integralformel in der Umlaufszahlversion). Seien
G ein Gebiet, Γ ein nullhomologer Zyklus in G und f ∈ O(G). Dann gilt für
z ∈ G \ Sp Γ

n(Γ, z) · f(k)(z) = k!

2πi

∫
Γ

f(ζ)

(ζ− z)k+1
dζ. (16.1)

Beweis. Es genügt, den Fall k = 0 zu beweisen. Die Formel für k > 0 folgt
dann durch Differentiation unter dem Integral.

Wie im Beweis von Satz 7.1 betrachten wir die Hilfsfunktion

g(ζ, z) :=

{
f(ζ)−f(z)
ζ−z , (ζ, z) ∈ G×G, ζ 6= z,

f ′(z), ζ = z ∈ G,

und setzen h(z) :=
∫
Γ g(ζ, z)dζ. Wir zeigen:

(1) g ist stetig auf G×G.
(2) h besitzt eine holomorphe Fortsetzung nach C.
(3) lim

z→∞h(z) = 0.
Nach dem Satz von Liouville ist dann h = 0, also für z ∈ G \ Sp Γ

0 = h(z) =

∫
Γ

f(ζ) − f(z)

ζ− z
dζ =

∫
Γ

f(ζ)

ζ− z
− 2πi · n(Γ, z) · f(z)

und die Formel Eq. (16.1) ist bewiesen.
Ad (1). Nur die Stetigkeit in (ζ0, z0) mit ζ0 = z0 ist beweisbedürftig. Es

gilt ∣∣g(ζ, z) − g(ζ0, z0)∣∣ = ∣∣f(ζ) − f(z)
ζ− z

− f ′(z0)
∣∣

=
∣∣∣ 1

ζ− z

∫
[z,ζ]

f ′(w) − f ′(z0)dw
∣∣∣

≤ sup
w∈[z,ζ]

|f ′(w) − f ′(z0)|.

Da f ′ in z0 stetig ist, existiert zu ε > 0 ein δ > 0 so, dass |f ′(w)− f ′(z0)| < ε
für |w− z0| < δ. Daraus folgt die erste Behauptung.

Ad (2). Nach (1) ist h sicher stetig auf G. Ist4 ⊂ G ein abgeschlossenes
Dreieck, so folgt mit dem Satz von Fubini30∫

4
h(z)dz =

∫
4

∫
Γ

g(ζ, z)dζdz =

∫
Γ

(∫
4
g(ζ, z)dz

)
dζ.

Bei festem ζ ist die Funktion z 7→ g(ζ, z) stetig auf G und holomorph auf
G \ {ζ}. Nach dem Integrallemma von Goursat 6.2 verschwindet daher das

30Dabei genügt die Analysis II Version dieses Satzes für stetige Integranden auf kom-
pakten Quadern.
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innere Integral in Klammern. Also verschwindet das Integral über h für
jedes abgeschlossene Dreieck in G. Nach dem Satz von Morera Korollar
7.5 ist h damit holomorph auf G.

Ist z ∈ G mit n(Γ, z) = 0, so gilt

h(z) =

∫
Γ

f(ζ)

ζ− z
dζ.

Man beachte, dass wegen der Nullhomologie von Γ sicherlich n(Γ, z) = 0

für alle z in einer Umgebung von ∂G. Daher ist

h̃(z) :=

{∫
Γ g(ζ, z)dζ, z ∈ G,∫
Γ
f(ζ)
ζ−zdζ, z 6∈ G,

eine auf ganz C definierte holomorphe Fortsetzung von h.
Ad (3). Da n(Γ, z) für hinreichend großes |z| verschwindet (Satz 5.3),

folgt für solche z

|h̃(z)| ≤ L(Γ) ‖f‖∞,Γ 1

dist(z, Γ)
und dies geht für z→∞ gegen Null. �

16.5. Satz (Cauchyscher Integralsatz in der Umlaufszahlversion). Seien G
ein Gebiet und Γ ein Zyklus in G. Dann sind äquivalent:

(1) Für alle f ∈ O(G) ist
∫
Γ f(z)dz = 0.

(2) Für alle z ∈ C \G ist n(Γ, z) = 0, d. h. Γ ist nullhomolog in G.

Beweis. (1)⇒ (2). Sei z ∈ C \G. Dann ist ζ 7→ f(ζ) := 1/(ζ− z) holomorph
auf G, also nach (1)

2πi · n(Γ, z) =
∫
Γ

f(ζ)dζ = 0.

(2)⇒ (1). Sei f ∈ O(G) und z 6∈ G. Setze F(ζ) := f(ζ) · (ζ− z). Dann ist
F holomorph auf G und mit dem Satz 16.4 folgt

0 = 2πi · n(Γ, z) · F(z) =
∫
Γ

F(ζ)

ζ− z
dζ =

∫
Γ

f(z)dz. �

Wir haben nun folgende Charakterisierung von Elementargebieten.

16.6. Satz. Für ein Gebiet G ⊂ C sind äquivalent:
(1) G ist ein Elementargebiet. D. h. jede holomorphe Funktion f ∈ O(G)

besitzt eine holomorphe Stammfunktion F ∈ O(G).
(2) Auf G gilt der Cauchysche Integralsatz. D. h. für jeden Zyklus Γ in G

und jede holomorphe Funktion f ∈ O(G) gilt
∫
Γ f(z)dz = 0.

(3) G ist homologisch einfach zusammenhängend. D. h. jeder Zyklus Γ in G
ist nullhomolog in G.

(4) G hat in folgendem Sinne keine Löcher: ist C\G = A1∪A2,A1∩A2 = ∅
eine disjunkte Zerlegung in abgeschlossene Mengen, wobei A1 sogar
kompakt ist, so muss A1 schon die leere Menge sein.

Wir benutzen folgenden “anschaulich klaren” Hilfssatz:
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16.7. Lemma. Sei U ⊂ C offen und A ⊂ U kompakt. Dann existiert ein Zyklus
in U, der die Punkte von A genau einmal, jedoch keine Punkte des Komplementes
C \U, umläuft.

Beachte: es wird nicht behauptet, dass der Zyklus nicht noch andere
Punkte in U umläuft. Das tut er zwangsläufig, da die umlaufenen Punkte
eine offene Menge, A hingegen ist kompakt, bilden.

Beweis. Mittels eines Teilung der Eins Argumentes sieht man ein, dass es
zu jedem ε > 0 ein Kompaktum mit glattem Rand Kε so gibt, dass A ⊂ K◦ε
im offenen Kern von Kε liegt und dass dist(x,A) ≤ ε für jedes x ∈ Kε. Für
ε > klein genug ist dann Kε ⊂ U. Da Kε ein Kompaktum mit glattem Rand
ist, leistet der Randzyklus ∂Kε das Gewünschte. �

Für konstruktive Beweise siehe [FiLi80, Satz IV.3.3] oder [Rem84, Satz
12.4].

Beweis des Satzes 16.6. Die Äquivalenz (1) ⇔ (2) ist klar und die
Äquivalenz (2)⇔ (3) ist genau die Aussage des vorangegangenen Satzes.

(3) ⇒ (4). Angenommen, C \ G = A1 ∪ A2 wäre zerlegt wie in (4) mit
A1 6= ∅. Da U = A1 ∪ G offen ist, so existiert nach dem vorangegangenen
Lemma ein Zyklus Γ in Gmit n(Γ, z) = 1 für z ∈ A1. Dieser Zyklus ist dann
nicht nullhomolog in G.

(4)⇒ (3). Sei Γ ein Zyklus in G. Bezeichne mit A1 die Menge der Punk-
te z ∈ C\Gmit n(Γ, z) 6= 0 und entsprechend mit A2 die Menge der Punkte
z ∈ C \G mit n(Γ, z) = 0. Sicherlich ist C \G = A1 ∪A2 eine disjunkte Zer-
legung. Wegen der Stetigkeit der Windungszahl n(Γ, ·) ist A1 offen. A1 ist
nach Satz 5.3 sicherlich beschränkt. Wegen der Ganzzahligkeit der Win-
dungszahl ist A1 aber auch abgeschlossen. Nach (4) ist dann aber A1 = ∅
und folglich ist Γ nullhomolog in G. �

17. Der Residuensatz

Wir erinnern daran, dass wir im Abschnitt 9.B das Residuum einer
Funktion f in einer isolierten Singularität eingeführt hatten. Der nachfol-
gende Residuensatz unterstreicht die Bedeutung dieses Begriffes für die
Funktionentheorie.

17.1. Theorem (Residuensatz). Seien G ein Gebiet in C, A ⊂ G eine diskrete
Teilmenge und f ∈ O(G \A). Weiterhin sei Γ ein nullhomologer Zyklus in G mit
Sp Γ ∩A = ∅ 31. Dann gilt∫

Γ

f(z)dz = 2πi ·
∑
z∈A

n(Γ, z) · Resz f.

Man bemerke, dass
{
z ∈ C

∣∣ n(Γ, z) 6= 0
}

kompakt ist, folglich ist die
Summe endlich.

31Das bedeutet eben nicht, dass Γ in G \ A nullhomolog ist. Daran hängt die Pointe
des Satzes.
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Beweis. Seien z1, . . . , zr ∈ A diejenigen Punkte, welche von dem Zyklus
umlaufen werden, also n(Γ, zj) 6= 0. Sei ε > 0 so klein, dass B(zj, ε) ∩ A =

{zj} und B(zj, ε) ⊂ G. Sei κj(t) := zj+εeit die parametrisierte Kreislinie mit
Mittelpunkt zj und Radius ε. Dann ist Γ̃ := Γ−

∑r
j=1 n(Γ, zj)·κj nullhomolog

in G \A. Da f ∈ O(G \A), folgt in der Tat

0 =

∫
Γ̃

f =

∫
Γ

f−

r∑
j=1

n(Γ, zj)
∫
κj

f.

Hieraus ergibt sich die Behauptung, da nach Definition des Residuums ja
gerade

∫
κj
f = 2πi · Reszj f. �

18. Anwendungen des Residuensatzes I: Berechnung bestimmter
Integrale

Der Residuensatz erlaubt die Berechnung einer ganzen Reihe be-
stimmter Integrale, die mit Methoden der reellen Analysis nur mit erheb-
lich größerem Aufwand berechnet werden könnten.

18.A. Trigonometrische Integrale
∫2π
0 R(cos t, sin t)dt

Sei R(x, y) = p(x, y)/q(x, y), wobei p(x, y), q(x, y) ∈ C[x, y] Polynome
sind, eine rationale Funktion ohne Singularitäten auf der Kreisline ∂E =
S1. Dann ist∫ 2π

0

R(cos t, sin t)dt = −i

∮
|z|=1

R̃(z)dz = 2π
∑
|z|<1

Resz R̃(z),

wobei R̃(z) = 1
zR(

1
2(z+

1
z ),

1
2i(z−

1
z )).

18.1. Beispiel.
∫2π
0

dt
1+λ cos2 t =

2π√
λ+1
, λ > −1.

Im uninteressanten Fall λ = 0 sehen wir die Formel ohne zu rechnen.
Daher sei nun λ 6= 0. Um die Formel einzusehen, setzen wir R(x, y) =
1

1+λx2
. Dann ist

R̃(z) =
1

z

1

1+ λ(z+ 1/z)2 · 14

=
4z/λ

z4 + 2(2/λ+ 1)z2 + 1
.

Seien nun ρ1, ρ2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung w2 + 2(2/λ +
1)w + 1 = 0. Man sieht, dass eine betragsmäßig < 1, die andere be-
tragsmäßig > 1 ist. Sei also |ρ1| < 1, |ρ2| > 1. Dann hat R̃ im Einheitskreis
die Pole ±√ρ1. Es gilt nun Res±√ρ1 R̃ = 2/λ

ρ1−ρ2
, also insgesamt∫ 2π

0

dt

1+ λ cos2 t
=

8π/λ

ρ1 − ρ2
=

2π√
λ+ 1

.
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γR

−R R

•

•

•

•

•

Abbildung 9. Integrationsweg, welcher die in der oberen
Halbebene gelegenen Pole umläuft. Es sind Bedingungen
zu stellen, die garantieren, dass das Integral über den Halb-
kreis im Grenzwert R→∞ verschwindet. Übrig bleibt dann
das reelle Integral von −∞ nach∞.

18.B. Uneigentliche Integrale
∫∞
−∞ f(x)dx

Sei A ⊂ H eine endliche Menge und f eine auf H\A holomorphe Funk-
tion. Sei R größer als max |A|. Wir betrachten den geschlossenen Integra-
tionsweg wie in Fig. 9. Dabei bezeichnet γR den parametrisierten oberen
Halbkreis von Radius R, also γR(t) = R · eit, 0 ≤ t ≤ π.

18.2. Satz. Falls

lim
R→∞

∫
γR

f = 0, (18.1)

so gilt

lim
R→∞

∫R
−R
f(x)dx = 2πi

∑
z∈H

Resz f.

1. Eq. (18.1) ist gegeben, falls

lim
|z|→∞
z∈H

|z| · |f(z)| = 0. (18.2)

Dies ist insbesondere der Fall, falls f eine rationale Funktion vom Grad ≤ −2
ist32.

2. Falls für ein λ > 0

|f(z)| ≤ ρ(z)e−λ=z, z ∈ H \ {0} (18.3)

mit einer auf H\ {0} stetigen Funktion ρ, so dass lim|z|→∞ ρ(z) = 0, so gilt schon
Eq. (18.1). Dies ist insbesondere der Fall für f(z) = g(z)eiz mit lim|z|→∞ g(z) =
0.

32d.h. der Nennergrad ist mindestens um 2 größer als der Zählergrad.
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Warnung. Es wird nicht behauptet, dass limR→∞ ∫R0 f existiert oder dass
gar f im Lebesgueschen Sinne integrierbar ist.

Beweis. Wähle R so groß, dass |z| < R für z ∈ A. Dann folgt aus dem
Residuensatz∫R

−R
f = 2πi

∑
z∈H

Resz f+
∫
γR

f −→ 2πi
∑
z∈H

Resz f, für R→∞.
Ad 1. ∣∣∣∫

γR

f(z)dz
∣∣∣ ≤ L(γR) sup

|z|=R

|f(z)|

= πR · 1
R

sup
|z|=R

(
|z| · |f(z)|

)→ 0, für R→∞.
Ad 2. Mit der Abschätzung Eq. (18.3) finden wir∣∣∣∫

γR

f(z)dz
∣∣∣ ≤ ∫π

0

ρ(Reit)Re−λR sin tdt

≤ sup
|z|=R

|ρ(z)| · R
∫π
0

e−λR sin tdt

= 2 · sup
|z|=R

|ρ(z)| · R
∫π/2
0

e−λR sin tdt.

Da nach Voraussetzung sup
|z|=R

|ρ(z)| für R → ∞ gegen 0 geht, genügt es die

Beschränktheit von R 7→ R
∫π/2
0 e−λR sin tdt zu zeigen.

Der Exponent −λR sin t verschwindet nur für t = 0. Auf jedem Teil-
intervall [t0, π/2] ist sin t nach unten beschränkt und daher der Integrand
exponentiell abfallend in R. Wir fixieren daher ein t0 > 0 so klein, dass
| sin t| ≥ t/2 für 0 < t < t0. Das ist möglich, weil sin ′ 0 = cos 0 = 1. Nun ist

R

∫ t0
0

e−λR sin tdt ≤ R
∫ t0
0

e−λRt/2dt =
2

λ

(
1− e−λRt0/2

)
≤ 2
λ
.

Für t0 ≤ t ≤ π/2 ist sin t nach unten durch ein δ > 0 beschränkt, folglich

R

∫π/2
t0

e−λR sin tdt ≤ π
2
· R · e−λRδ −→ 0, für R→∞. �

18.3. Beispiel. Als Beispiel betrachten wir die Fouriertransformation der
rationalen Funktionen

g(z) :=
1

z− i

(z+ i

z− i

)n
, n ∈ Z+.

Die Funktion f(z) := e−izξg(z), ξ ∈ R, ist holomorph auf C \ {i} und falls
ξ < 0 ist

|f(z)| ≤ eξ<(−iz)|g(z)| = e−|ξ|=z|g(z)|,
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wobei lim|z|→∞ |g(z)| = 0. Also liefert Satz 18.2

lim
R→∞

∫R
−R
e−ixξ 1

x− i

(x+ i

x− i

)n
dx

= 2πi · Resz=i e
−izξ(z+ i)n(z− i)−n−1,

und weiter mit Eq. (9.5) und der Leibniz-Regel

=
2πi

n!

( d
dz

)n∣∣∣
z=i
e−izξ(z+ i)n

= 2πi · eξ ·
n∑
k=0

(
n

k

)
(2ξ)k

k!
.

Die Summe auf der rechten Seite ist bis auf einen Faktor das sog. Laguer-
re-Polynom n–ten Grades. Für ξ > 0 findet man völlig analog

lim
R→∞

∫R
−R
e−ixξ(x− i)−n−1(x+ i)n dx

= lim
R→∞

∫R
−R
eixξ(−x− i)−n−1(−x+ i)n = 0,

da in H keine Pole liegen.

18.C. Uneigentliche Hauptwertintegrale
∫∞
−∞ f(x)dx

18.4. Hauptwert. Unter den allgemeinen Voraussetzungen des Satzes 18.2
erlauben wir nun zusätzlich, dass Polstellen von f auf der reellen Achse
liegen.

Sei dazu f : [a, b] \ {x0}→ C eine stetige Funktion. Wir setzen

HW–
∫b
a

f(x)dx := lim
δ↘0
(∫x0−δ
a

+

∫b
x0+δ

)
f(x)dx,

falls dieser Grenzwert existiert.

18.5. Beispiel. HW–
∫ 1
−1
x−2k−1 dx = 0, k ∈ Z.

Seien nun A ⊂ H endlich und f : H \ A → C holomorph. Analog zum
vorherigen Abschnitt betrachten wir den Integrationsweg wie in Fig. 10.
Ersetzt man im Hauptwertintegral HW–

∫R
−R f(x)dx die gestrichelten Seg-

mente durch die entsprechenden Halbkreisbögen, so erhält man wie im
vorherigen Abschnitt die Residuensumme

2πi
∑
z∈H

Resz f.

Sei nun x0 ∈ R ein auf der reellen Achse gelegener einfacher Pol von f.
Dann ist

f(z) =
Resx0 f
z− x0

+ g(z),
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Abbildung 10. Integrationswege für den Fall, dass Pole
auf der reellen Achse liegen. Ersetzt man die gestrichelten
Segmente durch die Halbkreisbögen in der oberen Halb-
ebene, so werden genau die in der oberen Halbebene lie-
genden Pole umlaufen. Der Defekt zum Hauptwertintegral
ergibt sich zu πi · Resz∈R Resz f.

•
x0

δ

γδ

Abbildung 11.

mit einer in H \ A ∪ {x0} holomorphen Funktion g. Sei γδ(t) = x0 + δ ·
ei(π−t), 0 ≤ t ≤ π, der im mathematisch negativen Sinne parametrisierte
obere Halbkreis um x0 vom Radius δ > 0, vgl. Fig. 11. Dann gilt∫

γδ

dz

z− x0
= −

∫π
0

(δeit)−1iδeitdt = −πi,

also

HW–
∫x0+δ
x0−δ

f(x)dx =

∫
γδ

f(z)dz+ πiResx0 f.

Damit zeigt man

18.6. Satz. Unter den allgemeinen Voraussetzungen des Satzes 18.2 habe f end-
lich viele einfache Pole auf der reellen Achse. Dan gilt

HW–
∫∞
−∞ f = 2πi

∑
=z>0

Resz f+ πi
∑
z∈R

Resz f.

18.7. Beispiel.
∫∞
−∞ sin x

x dx.
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•

•
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δ

R

Abbildung 12.

Betrachte die Funktion f(z) = 1
ze

iz. Diese ist holomorph bis auf einen
einfachen Pol in 0. Für =z ≥ 0 gilt |f(z)| = 1

|z|
e−=z, also liefert Satz 18.6

lim
R→∞ HW–

∫R
−R

eix

x
dx = πi · Res0

eiz

z
= πi.

Zerlegung in Real- und Imaginärteil liefert33 nun∫∞
−∞

sin x
x
dx = π.

18.D. Uneigentliche Integrale
∫∞
0 f(x)dx, Mellin-Transformationen

Es sei A ⊂ R+ eine endliche Menge und f ∈ O(C\A) eine holomorphe
Funktion mit isolierten Singularitäten, welche sämtlich in A liegen. Wir
interessieren uns für das Integral

∫∞
0 f(x)dx. Dazu wird es günstig sein,

allgemeiner die Mellin–Transformation
∫∞
0 x

αf(x)dx zu untersuchen.

33Der Realteil liefert das wenig überraschende Ergebnis

lim
R→∞ HW–

∫R
−R

cos x
x
dx = 0,

welches auch sofort aus der profanen Feststellung, dass der Integrand eine ungerade Funk-
tion ist, folgt.
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18.8. Beispiel. f(x) = 1
1+x2

dx. Wir zerlegen34 TODO

Wie bei der Diskussion des Hankelschen Schleifenintegrals im Ab-
schnitt 14.4 zeigt man, dass für δ → 0 das Integral

∫
γδ
zαf(z)dz ge-

gen
(
e2πiα − 1

) ∫∞
0 x

αf(x)dx konvergiert. Andererseits ist das Integral∫
γδ
zαf(z)dz nach dem Residuensatz gleich 2πi

∑
z Resz

(
zαf(z)

)
. Man

muss allerdings sicherstellen, dass das Integral über den großen Kreis im
Limit verschwindet. Dazu muss zαf(z) für |z| → ∞ die Divergenz der
Kreislänge schlagen. Genauer gilt:

18.9. Satz. Sei f ∈ M(C) eine in C meromorphe Funktion ohne Polstellen auf
dem Intervall [0,∞). Es gelte |f(z)| ≤ C(1 + |z|)−k mit k > 0 35. Dann gilt für
−1 < <α < k− 1∫∞

0

xαf(x)dx =
(
1− e2πiα

)−1
2πi
∑
z

Resz
(
zαf(z)

)
.

Dabei ist zα = ez logα, wobei log : C \ R+ −→ {z ∈ C
∣∣ 0 < =z < 2π

}
der

Hauptzweig des Logarithmus in der geschlitzten Ebene C \ R+ ist.

19. Anwendungen des Residuensatzes II: theoretische Anwen-
dungen

In diesem Abschnitt besprechen wir funktionentheoretische Anwen-
dungen des Residuensatzes.

19.A. Null- und Polstellen zählende Integrale

19.1. Satz. Seien G ⊂ C ein Gebiet, f ∈ M(G), F ∈ O(G). Des Weiteren sei Γ
ein in G nullhomologer Zyklus mit Sp Γ ∩ f−1({a,∞}) = ∅. Für ein festes a ∈ C
mit Sp Γ ∩ f−1({a}) = ∅ gilt dann

1

2πi

∫
Γ

F(z)
f ′(z)

f(z) − a
dz

=
∑

b∈f−1({a})

F(b) · n(Γ, b) · ordb(f− a) +
∑

c∈f−1({∞})

F(c) · n(Γ, c) · ordc(f).

Beweis. Der Residuensatz liefert
1

2πi

∫
Γ

F(z)
f ′(z)

f(z) − a
dz =

∑
z∈G

n(Γ, z) · Resz
Ff ′

f− a
.

Bleiben die Residuen von Ff ′

f−a zu bestimmen:
Sei f(b) = a. Aus der Bemerkung im Abschnitt 9.7 folgt, dass die Funk-

tion z 7→ f ′(z)
f(z)−a =

d
dz

(f(z)−a)

f(z)−a in b einen Pol erster Ordnung vom Residuum

ordb(f−a) besitzt. Da F holomorph ist, hat dann F(z)· f
′(z)

f(z)−a ebenfalls einen
Pol erster Ordnung vom Residuum F(b) · ordb(f− a).

34BILD
35Das bedeutet, dass f eine rationale Funktion ist, vgl. Abschnitt 11
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Sei f(c) =∞. Dann hat auch f(z) − a in c einen Pol der gleichen Ord-
nung wie f. Wie zuvor sieht man nun, dass f ′(z)

f(z)−a in c einen Pol erster

Ordnung vom Residuum ordc(f) und folglich F(z) · f ′(z)
f(z)−a ebenfalls einen

Pol erster Ordnung vom Residuum F(c) · ordc(f) besitzt. �

19.2. Satz (Null- und Polstellen zählendes Integral). Seien Γ ein einfach ge-
schlossener nullhomologer Zyklus in G und f ∈M(G) mit f−1({0,∞})∩ Sp Γ =
∅. Dann ist

1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz = #

{
Nullstellen in Int(Γ)

}
− #
{

Polstellen in Int(Γ)
}

=
∑

z∈Int Γ,f(z)=0

ordz f−
∑

z∈Int Γ,f(z)=∞ | ordz(f)|

=
∑

z∈Int Γ,f(z)∈{0,∞}

ordz f.

Beweis. Wende den Satz 19.1 mit F = 1 und a = 0 an. Da Γ einfach ge-
schlossen ist, ist n(Γ, z) = 1 für z ∈ Int(Γ). �

19.3. Satz (Rouché). Seien f, g ∈ O(G), Γ einfach geschlossener, in G nullho-
mologer, Zyklus in G. Es gelte

|f(z) − g(z)| < |g(z)|, für z ∈ Sp Γ.

Dann haben f und g (mit Vielfachheit gezählt) gleich viele Nullstellen in Int(Γ).

Beweis. Betrachte die auf Sp Γ nullstellenfreie Funktion ht := g + t(f −
g), 0 ≤ t ≤ 1. Für diese liefert Satz 19.2

N(ht) =
1

2πi

∫
Γ

h ′t(z)

ht(z)
dz.

N(ht) ist eine Z–wertige Funktion, also konstant. �

19.B. Die Lagrange-Bürmann Formel

Satz 19.1 geht auf Lagrange zurück. Er liefert interessante Formeln
für die Umkehrabbildung einer analytischen Funktion bzw. formalen Po-
tenzreihe.

19.4. Funktionentheoretischer Zugang. Wende Satz 19.1 auf folgenden
Spezialfall an: a = 0, f(a) = 0, f ′(a) 6= 0, sowie F(z) = z. Nach dem
Umkehrsatz 2.4 gibt es ein ε > 0 und eine Nullumgebung V , so dass
B(0, ε) ⊂ G ganz in G liegt und f den offenen Ball B(0, ε) biholomorph auf
V abbildet. Nach Satz 19.1 ist für w ∈ V die Umkehrabbildung gegeben
durch

f−1(w) =
1

2πi

∮
|ζ|=ε

ζ
f ′(ζ)

f(ζ) −w
dζ.
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Differentiation unter dem Integral 36 liefert

1

n!

( d
dw

)n∣∣∣
0
f−1(w) =

1

2πi

∮
|ζ|=ε

ζ
f ′(ζ)

f(ζ)n+1
dζ

=
1

2πi

∮
|ζ|=ε

1

n
f(ζ)−n dζ =

1

n
Res0 f−n.

Dabei haben wir in der zweiten Gleichheit partiell integriert.
Wir erhalten also die folgende frappierende Formel für die Potenzrei-

henentwicklung der Umkehrfunktion von f:

f−1(w) =

∞∑
n=1

1

n

(
Res0 f−n

)
wn.

Führt man die analoge Rechnung mit beliebigem F (statt F(z) = z) durch,
so erhält man die Potenzreihenentwicklung

F(f−1(w)) = F(0) +

∞∑
n=1

wn

n
Res0

(
F ′f−n

)
.

=

∞∑
n=0

wn Res0
(
Ff ′f−n−1

)
.

(19.1)

Dabei haben wir von der ersten zur zweiten Gleichung partiell integriert,
vgl. Eq. (9.6). Diese sog. Lagrange-Bürmann Formel hat in der enumera-
tiven Kombinatorik eine gewisse Bedeutung.

19.5. Beweis der Lagrange-Bürmann Formel für formale Potenzreihen.
Die Lagrange-Bürmann Formel kann allgemeiner für formale Potenz-
reihen auf rein kombinatorischem Wege, ohne Verwendung funktionen-
theoretischer Hilfsmittel, bewiesen werden. Sei dazu K ein Körper, der
Einfachheit der Charakteristik 0. Mit K[z], K[[z]], K((z)) bezeichnen wir wie
üblich den Polynomring, Ring der formalen Potenzreihen, resp. Ring der
formalen Laurent-Reihen in einer Unbestimmten über K. Für f ∈ K((z))
bezeichnet [zm]f den Koeffizienten von zm in der Laurent-Entwicklung
von f. Insbesondere ist [z−1]f = Res0 f das Residuum von f. Man sieht
unmittelbar, dass (vgl. Bemerkung im Paragraph 9.6) auch im Kontext for-
maler Laurent-Reihen das Residuum einer Ableitung verschwindet,

Res0 f ′ = 0, (19.2)

bzw. analog zur Rechnung in Bemerkung 9.7

Res0
(
fif ′
)
=

{
1, i = −1,

0, sonst.
(19.3)

36oder Entwicklung des Integralkernes nach der geometrischen Reihe wie im Beweis
von Theorem 7.2.
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Seien nun F, f ∈ K[[z]] formale Potenzreihen mit f(0) = 0, f ′(0) 6= 0. Dann
ist f invertierbar. Wir bezeichnen bn := [zn](F ◦ f−1), d. h.

(F ◦ f−1)(w) =
∞∑
n=0

bnw
n.

Folglich

F(z) = (F ◦ f−1)(f(z)) =
∞∑
n=0

bn f(z)
n.

Differentiation nach z und Multiplikation mit f−m liefert

F ′(z)f(z)−m =

∞∑
n=0

nbn f(z)
n−m−1f ′(z).

Das Residuum ergibt sich nun wegen Eq. (19.3) zu

Res0
(
F ′f−m

)
= mbm,

also

bm =
1

m
Res0

(
F ′f−m

)
, m ≥ 1.

Nun kann man bei der Residuenbildung wegen Eq. (19.2) ebenfalls partiell
integrieren: das Residuum von

(
Ff−m

) ′
= F ′f−m −mFf−m−1f ′ verschwin-

det, folglich erhalten wir

bm =
1

m
Res0

(
F ′f−m

)
= Res0

(
Ff−m−1f ′

)
,

wobei die Formel rechts auch für m = 0 gilt; denn wegen f(0) = 0, f ′(0) 6=
0 ist Res0 f ′/f = 1 (Bem. in 9.7). Wir erhalten also wiederum Eq. (19.1),
diesmal jedoch für formale Potenzreihen.

19.6. Eine Variante der Lagrange-Bürmann Formel. Wir leiten noch eine
Variante der Lagrange-Bürmann Formel her, welche man in der Kombi-
natorik findet [Rio79, Sec. 4.5]. Dazu seien F,φ ∈ K[[w]] formale Potenz-
reihen mit φ(0) 6= 0. Dann ist f(z) = z/φ(z) eine invertierbare formale
Potenzreihe. Abkürzend setzen wir für eine formale Potenzreihe g

Dng :=
( d
dz

)n∣∣∣
z=0
g(z).

Mit Eq. (9.5) erhalten wir

Res0
(
F ′f−n

)
= Res0

(
F ′φnz−n

)
=

1

(n− 1)!
Dn−1

(
F ′φn

)
,

bzw.
Res0

(
Ff ′f−n−1

)
=
1

n!
Dn
(
Ff ′φn+1

)
.

Mit

f ′ =
φ− zφ ′

φ2
=
1− fφ ′

φ

ergibt sich

Res0 Ff ′f−n−1 =
1

n!
Dn
(
F(1− fφ ′)φn

)
.
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Zusammenfassend erhalten wir

F(f−1(w)) = F(0) +

∞∑
n=1

wn

n!
Dn−1

(
F ′φn

)
, (19.4)

bzw.
F

1− fφ ′
(f−1(w)) =

∞∑
n=0

wn

n!
Dn
(
Fφn

)
. (19.5)

Dabei haben wir in der zweiten Formel die Substitution F(1 − fφ ′) → F

vorgenommen.

19.7. Beispiele. TODO 1. φ(z) := etz, f(z) = z · e−tz, F(z) := exz, g(w) :=

f−1(w). Dn−1(F ′φn) = Dn−1ζ

(
xe(x+tn)ζ

)
= x(tn + x)n−1. Dn(Fφn) =

Dnζ
(
e(x+tn)ζ

)
= (tn+ x)n.

1−wφ ′(g(w)) = 1−wtetg(w).
Setzt man Et(w) := eg(w), so erhält man die Formeln

Et(w)x = exg(w) = F(g(w)) =
∞∑
n=0

x(tn+ x)n−1

n!
wn,

bzw.
Et(w)x

1−wtEt(w)t
=

∞∑
n=0

(tn+ x)n

n!
wn.

Als Experiment frage man jemanden, der die Lagrange-Bürmann nicht
kennt, nach einem direkten Beweis der Formeln(

Et(w) :=
∞∑
n=0

(tn+ 1)n−1

n!
wn
)x

=

∞∑
n=0

x(tn+ x)n−1

n!
wn,

bzw. Et(w)−t log Et(w) = w. Die letzte Formel ergibt sich nach unserer
Definition sofort aus Et(w)−t log Et(w) = e−tg(w) · g(w) = f(g(w)) = w.

19.C. Folgen holomorpher Funktionen

Im Abschnitt 17 hatten wir bereits den Weierstraßschen Konvergenz-
satz diskutiert. Es folgen hier tiefliegendere Aussagen über kompakt kon-
vergente Folgen holomorpher Funktionen.

19.8. Satz (Hurwitz). Sei (fn) ⊂ O(G) eine kompakt konvergente Folge holo-
morpher Funktionen. Die Grenzfunktion f ∈ O(G) sei nicht konstant. Dann sind
äquivalent

(1) f hat im Punkt a ∈ G eine b–Stelle der Ordnung m ≥ 1.
(2)

∃ε0∀0<ε<ε0∃nε∀n>nε
∑

|z−a|<ε
fn(z)=b

ordz(fn − b) = m.

Merke. Die Grenzfunktion einer kompakt konvergenten Folge holomor-
pher Funktionen kann einen Wert nicht öfter annehmen als die Folgen-
glieder; es sei denn sie ist konstant.

Im Reellen kann hingegen folgendes passieren:
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Beweis. O. B. d. A. dürfen wir b = 0 annehmen. Da Nullstellen isoliert
liegen, gibt es jedenfalls ein ε0 > 0 so, dass

δε := min
|z−a|=ε

|f(z)| > 0

für 0 < ε < ε0. Wähle nun zu solchem ε ein nε so groß, dass |fn(z)−f(z)| <
δε für z ∈ ∂B(a, ε) und alle n ≥ nε.

Die Äquivalenz (1) ⇔ (2) folgt nun unmittelbar aus dem Satz von
Rouché:

(1)⇒ (2). ∑
|z−a|<ε
fn(z)=0

ordz fn =
∑

|z−a|<ε
f(z)=0

ordz f = m,

da a isoliert.
(2)⇒ (1). Für jedes 0 < ε < ε0 hat f in B(a, ε) genau m Nullstellen. Da

0 < ε < ε0 beliebig, muss a eine m-fache Nullstelle sein. �

19.9. Korollar. Sei (fn) ⊂ O(G) eine kompakt konvergente Folge schlich-
ter(=injektiver) holomorpher Funktionen. Dann ist f = lim fn schlicht oder kon-
stant.

Beweis. Sei f nicht konstant und angenommen b = f(z1) = f(z2), z1 6= z2.
Wähle disjunkte Bälle Bj ⊃ zj, j = 1, 2. Dann hat für n groß genug fn
sowohl in B1 als auch in B2 eine b–Stelle. Widerspruch! �

19.10. Gleichgradige Stetigkeit, Arzelà-Ascoli für holomorphe Funktio-
nen. Wir wenden uns nun dem Analogon des Satzes von Arzelà-Ascoli

für Folgen holomorpher Funktionen zu. Gegebenenfalls sollten Sie diesen
Satz aus der Analysis Vorlesung wiederholen. Für einen direkten Zugang
zu den folgenden Sätzen s. [Jän93, Abschnitt 9].

19.11. Satz (Montel). Sei (fn) ⊂ O(G) eine lokal beschränkte Folge holomor-
pher Funktionen auf dem Gebiet G. Dann ist (fn)n lokal gleichgradig stetig und
besitzt daher eine kompakt konvergente Teilfolge.

Beweis. Sobald die lokale gleichgradige Stetigkeit gezeigt ist, folgt die
Existenz der kompakt konvergenten Teilfolge aus dem Satz von Arzelà-
Ascoli.

Sei also B(a, r) ⊂ G eine kompakte Kreisscheibe. Da die Folge (fn)n
lokal beschränkt ist, gibt es eine Konstante C > 0, so dass |fn(z)| ≤ C für
alle n ∈ N und alle z ∈ B(a, r). Nun folgt für z,w ∈ B(a, r/2) mittels der
Cauchyschen Integralformel

|fn(z) − fn(w)| =
∣∣∣ 1
2πi

∮
|ζ−a|=r

fn(ζ)
( 1

ζ− z
−

1

ζ−w

)
dζ
∣∣∣

≤ C · r max
|ζ−a|=r

|z−w|

|ζ− z| |ζ−w|
≤ 4C

r
|z−w|,

also ist die Folge (fn)n sogar lokal gleichgradig Lipschitz-stetig und es
folgt die Behauptung. �
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19.12. Satz (Vitali). Sei (fn)n ⊂ O(G) eine lokal beschränkte Folge holomor-
pher Funktionen auf dem Gebiet G. Es gelte

(fn) konvergiert punktweise auf einer in G nicht diskreten
Menge G037.

oder
Es gibt ein z0 ∈ G, so dass für jedes k ≥ 0 die Folge der
Ableitungen (f

(k)
n (z0))n konvergiert.

Dann ist (fn)n bereits kompakt konvergent.

Beweis. Nach dem vorangegangenen Satz von Montel genügt es zu zei-
gen, dass alle kompakt konvergenten Teilfolgen denselben Grenzwert ha-
ben. Seien also (fnk)k, (fn ′l)l Teilfolgen, die kompakt gegen f bzw. g kon-
vergieren. Dann ist aber im ersten Fall f

∣∣
G0

= g
∣∣
G0

und nach dem Iden-
titätssatz 7.9 folglich f = g.

Im zweiten Fall argumentiert man völlig analog: es ist dann f(k)(z0) =
g(k)(z0) für alle k und man wende wiederum den Identitätssatz 7.9 an. �

20. Der (kleine) Riemannsche Abbildungssatz

20.1. Theorem. Sei G ⊂ C, G 6= C ein Elementargebiet. Dann existiert eine
biholomorphe Abbildung f : G→ E auf die Einheitskreisscheibe.

Beweis. Der Lehrbuchbeweis ist mittlerweile so standardisiert, dass der
Autor für eine Reproduktion hier wenig motiviert ist. Vielleicht später ...

�

20.2. Theorem (Charakterisierung von Elementargebieten). Für ein Gebiet
G ⊂ C sind äquivalent:

(1) G ist einfach zusammenhängend.
(2) G ist homologisch einfach zusammenhängend, d. h. jeder geschlossene

Zyklus in G ist nullhomolog in G.
(3) G ist ein Elementargebiet.
(4) Jedes f ∈ O(G) mit f(G) ⊂ C∗ besitzt eine holomorphe Wurzel

√
f.

(5) G ist homöomorph zu C, insbesondere zusammenziehbar.
(6) G ist biholomorph, insbesondere diffeomorph, zu E oder C.

21. Die Riemannsche ζ–Funktion II

Analog zur Schleifenintegraldarstellung von Γ bezeichnet

I(z) :=

∫
γδ

wz−1

ew − 1
dw, 0 < δ < 2π.

IO(C) ist eine ganze Funktion unabhängig von 0 < δ < 2π.

21.1. Satz. Es gilt als Identität zwischen meromorphen Funktionen

ζ(z) =
I(z)

Γ(z)(e2πi − 1)
, z ∈ C.

37D. h. G0 hat einen Häufungspunkt in G.
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ζ besitzt also eine meromorphe Fortsetzung nach C mit einer einzigen
einfachen Polstelle bei 1.

Beweis. Wir gehen vor wie beim Beweis der Schleifenintegraldarstellung
der Gamma-Funktion. Es gilt

I(z) = lim
δ→0
∫
γδ

wz−1

ew − 1
dw, <z > 1

=
(
e2πiz − 1

) ∫∞
0

tz−1

et − 1
dz

=
(
e2πiz − 1

)
Γ(z)ζ(z),

also

ζ(z) =
I(z)

Γ(z)
(
e2πiz − 1

) ,<z > 1.
Die rechte Seite ist meromorph in C. Der Faktor

(
e2πiz − 1

)
hat einfache

Nullstellen in Z, während die Γ–Funktion nullstellenfrei ist und einfache
Pole in 0,−1,−2, . . . besitzt. Folglich hat ζ eine durch die rechte Seite von
??? gegebene meromorphe Fortsetzung nach C mit 1 als einzigem Pol. �

21.2. Lemma. Für <z > 0 gilt

lim
n→∞

∫
γn,j

wz−1

ew − 1
= 0.

Beweis. Auf γn ist |ew−1| gleichmäßig (in w und n) nach unten durch ein
c > 0 beschränkt. Für <w ≥ 2π ist |ew − 1| ≥ e<w − 1 = e2π − 1 > 0. Für
<w ≤ −2π ist |ew − 1| ≥ 1− e−2π > 0.

Damit folgt die Schranke für die Teilkurven γn,4, γn,2 und γn,6. Auf den
Geraden =w = ±πi ist ew − 1 nullstellenfrei und lim<w→∞ |ew − 1| = ∞,
lim<w→−∞ |ew − 1| = 1.

Aus Kompaktheitsgründen also ebenfalls nach unten beschränkt. Der
Rest folgt nun aus der 2πi–Periodizität von exp. Somit folgt für γn,j, j ≥ 1

∣∣∫
γn,j

wz−1

ew − 1
dw
∣∣ ≤ L(γn,j)1

c
sup
w∈γn,j

|wz−1| ≤ C · n · n<z−1 → 0, n→∞,
falls <z < 0. �
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Wir wenden nun auf γn den Residuensatz an und erhalten mit Lemma
???

I(z) = lim
n→∞

∫
γn

wz−1

ew − 1
dw

= lim
n→∞−2πi

∑
|ξ|<π(2n+1),ξ 6=0

Resξ
wz−1

ew − 1

= −2πi

∞∑
n=1

(
Res2πin+Res−2πin

) wz−1
ew − 1

= −2πi

∞∑
n=1

(2πn)z−1(eiπ/2(z−1) + e3/2iπ(z−1))

= 2π
(
e3/2πiz − eπ/2iz

)
(2π)z−1ζ(1− z).

21.3. Satz (Funktionalgleichung der ζ–Funktion).

ζ(1− z) = 2(2π)−z · cos(π/2z) · Γ(z) · ζ(z)

Insbesondere ist ζ(−2n) = 0, n = 1, 2, 3, . . .. Mit Ψ(z) := π−z/2 · Γ(z/2) ·
ζ(z) gilt

Ψ(1− z) = Ψ(z).

Beweis. Die letzte Rechnung zeigt mit Satz ???

(e2πi − 1)Γ(z)ζ(z) = I(z)

= (2π)zeiπ/2z(eiπz − 1)ζ(1− z).

ζ(1− z) = (2π)−ze−iπ/2z e
2πiz − 1

eiπz − 1
Γ(z)ζ(z)

... und die Funktionalgleichung ist bewiesen. �

22. Der Weierstraßsche Produktsatz für C

22.1. Problemstellung. Sei G ⊂ C ein Gebiet. Gegeben sei eine diskrete
Menge S ⊂ G und eine Abbildung m : S → Z+. Gesucht ist eine Funktion
f ∈ O(G) mit

f(z) = 0⇔ z ∈ S
ordz f = mz für z ∈ S.

Falls S endlich ist, so können wir sofort eine Polynomlösung angeben:

f(z) =
∏
s∈S

(z− s)ms = zN
∏
s∈S

(1−
s

z
)ms , N :=

∑
s

ms.

Ist |S| = ∞, so wird das mittlere Produkt kaum konvergieren. Bessere
Chancen hat das Produkt auf der rechten Seite (ohne den Faktor “z∞”),
aber auch das konvergiert nicht immer.

Von jetzt an sei G = C und zunächst 0 6∈ S. Das bedeutet keine beson-
dere Einschränkung der Allgemeinheit, jedoch eine erhebliche Verbesse-
rung der Bequemlichkeit. Ist nämlich f ∈ O(G) eine Lösung für S∗ = S\{0},
so ist zm0f(z) eine Lösung für S; dies belegt die erste Behauptung über die
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nicht vorhandene Einschränkung der Allgemeinheit. Die Sache mit der
Bequemlichkeit wird gleich noch klar werden.

Sei nun (sn)n∈N\{0} eine Abzählung von S mit

|s1| ≤ |s2| ≤ . . . ,mj := msj .

Dann machen wir den Ansatz

f(z) :=

∞∏
n=1

(
1−

z

sn

)
epn(z),

wobei pn(z) so zu wählen ist, dass∑∣∣∣(1− z

sn

)
epn(z) − 1

∣∣∣ <∞
ausfällt. Die Heuristik dahinter ist

1 =
1− z

1− z
= (1− z)e− log(1−z) = (1− z)e

∑∞
n=1

zn

n .

Weierstraß Faktoren E0(z) := (1 − z), En(z) := (1 − z)e
∑n
j=1 z

j/j heißen
Weierstraß Faktoren.

1. E ′n(z) = −zne
∑n
j=1 z

j/j. Für t ≥ 0, |z| ≤ 1

|E ′n(tz)| ≤ tn|z|n exp
( n∑
j=1

|tz|j

j

)
≤ |z|ntn exp

( n∑
j=1

tj

j

)
= −|z|nE ′n(t).

2. Für |z| ≤ 1

|En(z) − 1| ≤ |z|

∫ 1
0

|E ′n(tz)|dt

≤ −|z|n+1
∫ 1
0

E ′n(t)dt = |z|n+1.

22.2. Satz (Weierstraßscher Produktsatz, scharfe Form). Sei (sn) die oben
in ??? erklärte Folge. Dann existiert eine Folge (kn) ⊂ N natürlicher Zahlen so,
dass ∞∑

n=1

mn

( z
sn

)kn+1
<∞

für alle z ∈ C. 38 Für jede solche Folge konvergiert das Weierstraßprodukt

f(z) = zm0 ·
∞∏
n=1

(
Ekn(

z

sn
)
)mn

kompakt in C. f hat genau in s ∈ S Nullstellen der Ordnung ms.

38Man kann konkret kn = mn + n wählen, aber das ist weder besonders scharf noch
besonders wichtig, siehe aber den Hadamard Produktsatz unten.
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Beweis. Für z ∈ C wähle ein n0 mit |z/sn| ≤ 1
2 für n ≥ n0. Dann ist für

diese n

mn

∣∣ z
sn

∣∣mn+n ≤ mn

(1
2

)mn+n < (1
2

)n
.

Sei nun (kn) eine Folge mit ???. Sei (an) die Folge

s1, . . . , s1︸ ︷︷ ︸
m1

, s2, . . . , s2︸ ︷︷ ︸
m2

, . . .

bzw. ln die Folge
k1, . . . , k1︸ ︷︷ ︸

m1

, k2, . . . , k2︸ ︷︷ ︸
m2

, . . .

Dann ist
∑∞
n=1 |z/an|

ln+1 =
∑∞
n=1mn|z/sn|

kn+1 < ∞ und es ist die
kompakte Konvergenz des Produktes zm0

∏
Eln(z/an) zu zeigen. Es gilt

|Eln(z/an) − 1| ≤ |z/an|
ln+1 für alle z ∈ B(0, r) und alle n mit |an| ≥ r.

Da limn→∞ |an| = ∞ gilt die Abschätzung zu gegebenem r > 0 für alle
|z| ≤ r und alle bis auf endlich viele n. Folglich ist das Produkt auf B(0, r)
gleichmäßig konvergent. �

22.3. Theoretische Konsequenzen.

22.4. Satz. [Faktorisierungssatz] Sei f ∈ O(C) mit Nullstellen dn der Ordnung
mn.39 Dann existiert g ∈ O(C) und ein Weierstraßprodukt, so dass

f(z) = eg(z)zm0
∞∏
n=1

Ekn(
z

dn
)mn .

22.5. Satz. M(C) ist der Quotientenkörper von O(C). Genauer existieren zu
h ∈ M(C) zwei Funktionen f, g ∈ O(C) ohne gemeinsame Nullstellen, so dass
h = g

h .

Beweis. Seien (an) die Nullstellen von h, (bν) die Polstellen und sei
g ∈ O(C) ein Weierstraß Produkt mit Nullstellen bν der Ordnung
| ordbν(h)|. Dann ist f = g · h ∈ O(C) mit Nullstellen genau in aν der
Ordnung ordaν(h). Es ist also N(f) ∩N(g) = ∅ und f/g = h. �

23. Kanonische Weierstraß-Produkte, der Hadamardsche Pro-
duktsatz

23.A. Verschärfung des Satzes von Liouville

23.1. Satz. Sei f : B(0, r1) −→ B(0, r2) holomorph mit f(0) = 0. Dann ist
|f(z)| ≤ r2

r1
|z|.

Beweis. Die Funktion g(z) := 1
r2
f(r1z), |z| < 1 ist eine mittelpunktstreue

(g(0) = 0) Selbstabbildung des Einheitskreises E. Das Lemma von Schwarz
7.15 impliziert dann |g(z)| ≤ |z| für z ∈ E, also |f(z)| = |r2 · g(z/r1) ≤
r2/r1 · |z|. �

39Wir setzen in jedem Fall d0 = 0; ist 0 keine Nullstelle, so setzen wir dann eben
m0 = 0. Das befreit uns von lästigen Fallunterscheidungen.
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23.2. Satz. Sei f holomorph auf der abgeschlossenen Kreisscheibe |z| ≤ R, R > 0.
Dann gilt

|f(z)| ≤ 2|z|

R− |z|
max
‖ζ|=R

<(f(ζ)) +
R+ |z|

R− |z|
|f(0)|

für |z| < R.

Beweis. Für konstante Funktionen ist die Behauptung klar, sei also f nicht
konstant.

1. Wir betrachten zunächst den Fall f(0) = 0 und setzen

A := max
|ζ=R

<f(z) > <f(0).

Die Ungleichung ist strikt, da f als nicht konstant angenommen wurde.
Mit

φ(z) := f(z)/(2A− f(z))

ist

f(z) =
2Aφ(z)

1+ φ(z)
.

φ ist sicherlich auf der abgeschlossenen Kreisscheibe B(0, R), φ(0) = 0,
sowie

|φ(z)|2 =
|f(z)|2

|2A−<f(z)|2 + |=f(z)|2
≤ 1, für |z| = R.

Nach dem Maximumprinzip 7.14 bildet also φ die offene Kreisscheibe
B(0, R) in den Einheitskreis ab und Satz 23.1 liefert |φ(z)| ≤ |z|/R und
folglich

|f(z)| =
∣∣∣ 2Aφ(z)
1+ φ(z)

∣∣∣ ≤ 2A|z|/R

1− |z|/R
=
2A|z|

R− |z|
, (23.1)

was behauptet wurde.
2. Für allgemeines f (also mit f(0) beliebig) wenden wir 1. auf f− f(0)

an und erhalten

|f(z)| ≤ |f(0)|+ |f(z) − f(0)|

≤ |f(0)|+
2|z|

R− |z|
·max
|ζ|=R

<(f(ζ) − f(0))

≤ R+ |z|

R− |z|
|f(0)|+

2|z|

R− |z|
·max
|ζ|=R

<f(ζ). �

23.3. Erweiterung auf Ableitungen. Wir zeigen noch wie man den vor-
stehenden Satz zu einer Abschätzung der Ableitungen von f verallgemei-
nern kann. Dazu wenden wir die Cauchysche Ableitungsformel

f(n)(z) =
n!

2πi

∮
|ζ−z|=δ

f(ζ)

(ζ− z)n+1
dζ (23.2)

an mit δ = 1
2(R− |z|). Für diese ζ gilt

|ζ| ≤ |z|+ δ =
1

2
(R+ |z|)
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und Satz 23.2 liefert, falls A = max|ζ|=R<f(ζ) ≥ 0,

|f(ζ) ≤
R+ 1

2(R+ |z|)

R− 1
2(R+ |z|)

(
A+ |f(0)|

)
≤ 4R

R− |z|

(
A+ |f(0)|

)
.

Mit Eq. (23.2) erhalten wir nun

|f(n)(z)| ≤ n!

δn
e4

R− |z|

(
A+ |f(0)|

)
=

2n+2n!

(R− |z|)n+1
(
max
|ζ|=R

<f(ζ) + |f(0)|
)
.

Auf diese Weise erhalten wir die folgende Verschärfung des Satzes von
Liouville 7.7. Anstelle einer Betragsabschätzung benötigen wir lediglich
eine Abschätzung des Realteils nach oben.

23.4. Korollar. Sei f ∈ O(G) eine ganze holomorphe Funktion mit <f(z) ≤
C|z|N. Dann ist f bereits ein Polynom vom Grad ≤ N.

Beweis. Satz 23.2 liefert mit R = 2|z|

|f(z)| ≤ 2 max
|ζ|=2|z|

<f(ζ) + 3|f(0)| ≤ 2N+1C|z|N + 3|f(0)|

und die Behauptung folgt aus dem Satz von Liouville 7.7. �

23.B. Jensens’ Formel

Wir erinnern an die Mittelwerteigenschaft (vgl. Abschnitt 30) harmo-
nischer Funktionen. Sei u eine harmonische Funktion auf dem abgeschlos-
senen Ball |z| ≤ r. Dann gilt die Mittelwertformel Eq. (30.1)

u(0)
1

2π

∫ 2π
0

u(reiθ)dθ.

Sei nun f ∈ O(B(0, r)) irgendeine holomorphe Funktion auf der ab-
geschlossenen Kreisscheibe vom Radius r > 0. Außerhalb der Nullstellen
von f gilt

∂∂ log |f|2 = ∂∂ log ff = ∂
∂f

f
= 0

da f ′/f holomorph und somit f ′

f
antiholomorph ist . Also ist log |f| =

1
2 log |f|2 außerhalb der Nullstellen von f eine harmonische Funktion.

23.5. Satz. Sei f ∈ O(B(0, r)) und seien a1, . . . , an die mit Vielfachheiten wie-
derholten Nullstellen von f in der offenen Kreisscheibe B(0, r). Dann gilt

log |f(0)| =

n∑
j=1

log
∣∣aj
r

∣∣+ 1

2π

∫ 2π
0

log
∣∣f(reiθ)∣∣dθ. (23.3)

Beweis. Wähle ρ so, dass maxj |aj| < ρ < r. Falls die Formel (23.3) für ρ
gezeigt ist, so folgt sie für r durch Grenzübergang ρ ↗ r, da beide Seiten
der Formel sicherlich stetig von ρ abhängen. 40

40Es dürfen durchaus Nullstellen von f auf dem Rand ∂B(0, r) liegen; beachte dass
diese in (23.3) nicht vor kommen!
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Für |b| < 1 ist z 7→ (z− b)/(1− bz) ein Automorphismus des Einheits-
kreises . Folglich ist

F(z) := f(z) ·
n∏
j=1

1− aj/ρz/ρ

z/ρ− aj/ρ

holomorph und nullstellenfrei auf der abgeschlossenen Kreisscheibe... �

23.6. Poisson-JensenFormel. Wende die Poisson Integralformel auf die
im obigen Beweis konstruierte Funktion F mit ρ = r an.

TODO

23.C. Kanonische Weierstraß Produkte

Sei (an) eine Folge in C∗, die dem Betrage nach aufsteigend geordnet
sei, d. h.

|a1| ≤ |a2| ≤ . . .

Weiterhin gelte ∞∑
n=1

|an|
−p−1 <∞

Dann ist nach dem Weierstraßschen Produktsatz

P(z) =

∞∏
n=1

Ep(z/an)

eine ganze Funktion mit Nullstellen genau in den Punkten an.
Man nennt P(z) kanonisches Weierstraß Produkt vom Geschlecht p.

23.7. Satz. Zu α > 0 existiert ein r0 > 0 so, dass |P(z)| ≤ exp(α|z|p+1) für
|z| ≥ r0.

23.D. Funktionen endlicher Ordnung

23.8. f ∈ O(G) heißt Funktion endlicher Ordnung, falls es Konstanten K
und a so gibt, dass

|f(z)| ≤ Kae|z|
a

, z ∈ C

Das Infimum über alle a für die eine solche Abschätzung (mit von a

abhängigem Ka) gibt, heißt Ordnung (λ(f)) von f 41

23.9. Satz. Mit M(r) = max|z|=r |f(z)| gilt für die Ordnung λ(f) von f die
Formel

λ(f) = lim sup
r→∞

log logM(r)

log r
.

Satz ?5? sagt, dass ein Weierstraß Produkt vom Geschlecht p eine
ganze Funktion der Ordnung ≤ p+ 1 erklärt.

41Es ist dem Studenten natürlich klar, dass aus der Infimum Eigenschaft eben nicht
geschlossen werden kann, dass für die Ordnung auch noch obige Abschätzung gilt.
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23.10. Satz. Sei f eine ganze Funktion der Ordnung λ, |a1| ≤ |a2| ≤ . . . seien
ihre betragsmäßig geordneten Nullstellen 6= 0. 42. Dann gilt für jedes ϕ > λ∑

n

|an|
−ρ <∞.

23.11. Theorem (Hadamard Produktsatz). Sei f ∈ O(C) eine ganze Funktion
der Ordnung λ. Dann gilt

f(z) = zmeQ(z)P(z)

mit einem Polynom Q(z) ∈ C[z] vom Grad ≤ λ und einem kanonischen Weier-
straß Produkt vom Geschlecht p mit p+ 1 > λ.

23.12. Beispiel. Wegen sin(πz) = 1
2i

(
eiπz − e−iπz

)
ist sin(πz) eine ganze

Funktion der Ordnung ≤ 1. Folglich gilt

sin(πz) = ea+bzz
∏ ′

n(1−
n

)
ez/n

Bleiben nur noch die Konstanten a und b zu bestimmen:
sin(πz)
π

∣∣∣
z=0

= π = ea,

also
sin(πz)
πz

= ebzz
∏ ′

n(1−
n

)
ez/n.

Die linke Seite ist eine gerade Funktion, also muss b = 0 sein.

23.13. Laurent-Entwicklung um 0. Sei f(z) = zmeQ(z)
∏∞
n=1 Ep(z/an) eine

ganze Funktion der Ordnung λ, p ≤ λ < p+ 1, degQ ≤ p. Sei

ζf(s) :=

∞∑
n=1

a−sn , <s > λ

43 die ζ–Funktion der Nullstellenfolge von f. Logarithmisches Differenzie-
ren liefert

f ′

f
(z) =

m

z
+Q ′(z) −

∞∑
n=1

( 1

an − z
−

p∑
j=1

zj−1

a
j
n

)
=
m

z
+Q ′(z) −

∞∑
n=1

∞∑
j=p

zj

a
j+1
n

=
m

z
+Q ′(z) −

∞∑
j=p

ζf(j+ 1)z
j.

Dies zeigt, dass Q ′(z) durch die Laurent-Entwicklung von f um 0 be-
stimmt ist. Schließlich ist

Q(0) = z−zf(z)
∣∣
z=0
.

Den wichtigen Fall kleiner Ordnungen halten wir fest als

42Wir zählen die Nullstellen natürlich immer mit Vielfachheit
43jedenfalls für reelle s > λ ist ζf(s) konvergent und die Definition der Potenzen a−s

n

unproblematisch.
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23.14. Satz. Sei f ∈ O(C) eine ganze Funktion der Ordnung λ < 2. Dann gilt

f(z) = zmea+bz
∞∏
n=1

(1−
z

an
)ez/n

mit a = z−mf(z)
∣∣
z=0
, b = f ′

f (0).

24. Die Riemannsche ζ–Funktion III: Produktentwicklung

Erinnerung:

ζ(0) = −
1

2
, ζ ′(0) = log

√
2π = −

1

2
log(2π)

ξ(z) := z(1− z)π−z/2 · Γ(z/2) · ζ(z).

24.1. Satz. (1− z)ζ(z) und ξ(z) sind ganze Funktionen der Ordnung α1.

Wir erhalten daher

(z− 1)ζ(z) = ea+bz
∞∏
n=1

(1+
z

2n
)e−z/2n ·

∏
ρ

(1−
z

ρ
)ez/ρ,

wobei ρ die nichttrivialen Nullstellen 0 < <ρ < 1 durchläuft. Es ist

ea = (z− 1)ζ(z)|z=0 = −ζ(0) =
1

2
,

b =
∂z(z− 1)ζ(z)

(z− 1)ζ(z)

∣∣
z=0

= 2ζ(0) − 2ζ ′(0) = −1+ log 2π.

25. Der Primzahlsatz

Wir folgen dem Aufsatz von D. Zagier FIXME: Ref über Newman’s
Beweis des Primzahlsatzes. Allerdings bringen wir einige Ergänzungen.

π(x) :=
∑
p≤x

1 = #
{
p ∈ N

∣∣ p prim, p ≤ x
}

bezeichne die Zählfunktion der Primzahlen.

25.1. Theorem (Primzahlsatz). π(x) genügt der Asymptotik

π(x) ∼
x

log x
, x→∞.

Bem. zur Historie FIXME: Vermutet von Gauß und Legendre, bewiesen
1898 unabhängig voneinander von Hadamard und de la VAllée Pous-
sin.
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Wir erinnern an einige Notation44:

ζ(s) =

∞∑
n=1

n−s =
∏
p

(1− p−s)−1 (25.1)

−
ζ ′

ζ
(s) =

∑
p

p−s logp
1− p−s

=
∑
p

∞∑
j=1

logpp−sj (25.2)

=:

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
, Λ(n) =

{
logp, n = pr,

0, sonst.
(25.3)

Θ(x) :=
∑
p≤x

logp,Ψ(x) =
∑
pr≤x

logp (25.4)

Φ(s) :=
∑
p

logp
ps

(25.5)

25.A. Hilfsmittel

25.2. Lemma (Partielle Summation). Seien g ∈ C1[t1,∞), t1 < t2 < . . . ,

sowie (aj) ⊂ C. Dann gilt mit
∑
tj≤x aj =: A(x)∑

tj≤x
ajg(tj) =

∫x
t1

g(t)dA(t)

= g(x) ·A(x) −
∫x
t1

A(t)g ′(t)dt.

25.3. Beispiel. Θ(x) =
∫x
1 log tdπ(t) = π(x) · log x −

∫x
2
π(t)
t dt, −ζ

′/ζ(s) =∫∞
2 x

−sdΨ(x) = −s
∫∞
2 x

−s−1Ψ(x)dx.

25.4. Lemma. Für α > −1, β ∈ R, c ≥ 0 ist∫x
c

tα logβ tdt =
1

α+ 1
xα+1 logβ x+O(xα+1 logβ−1 x) = O(xα+1 logβ x), x→∞.

Ist f ∈ L1R+ ∩ L∞R+ mit lim
t→∞ f(t) = 0 (f(t) = o(t)), so ist∫x

c

f(t)tα logβ tdt = o(xα+1 logβ x), x→∞.
Falls β < 0 so muss c > 1 sein.

25.5. Beispiel. Li(x) :=
∫x
2
dt

log t =
x

log x +O(
x

log2 x
), x→∞.

25.B. äquivalenz von Asymptotiken

25.6. Lemma. 1. Θ(x) = O(x), x→∞.
2. Θ(x) ≤ Ψ(x) ≤ Θ(x) +O(x1/2 log x), x→∞.

25.7. Satz. Für α ≥ 1/2, β ∈ R sind äquivalent:
(1) π(x) = Li(x) +O(xα logβ x) (bzw. o),
(2) Θ(x) = x+O(xα logβ+1 x) (bzw. o),

44Im Folgenden bezeichnet, wenn nichts anderes gesagt wird,
∏
p,
∑
p stets Produkt

bzw. Summe über alle Primzahlen
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(3) Ψ(x) = x+O(xα logβ+1 x) (bzw. o).

Zusatz: Der Satz bleibt richtig für das Restglied o(1). Hierzu verwendet
man den Zusatz zu Lemma ???FIXME.

25.C. Beweis des Primzahlsatzes

25.8. Lemma. Für <s ≥ 1 ist ζ(s) 6= 0 und Φ(s) − 1
s−1 holomorph.

25.9. Satz. Sei f : [0,∞)→ C eine beschränkte messbare Funktion. Die Funktion
g(z) =

∫∞
0 f(t)e

−ztdt, <z > 0 besitze eine holomorphe Fortsetzung nach <z ≥
0. Dann gilt lim

T→∞
∫T
0 f = g(0).

25.10. Lemma. lim
R→∞ θ(x)−x)

x dx existiert.

25.11. Lemma. θ(x) ∼ x, x→∞.

25.D. Primzahlsatz und Riemannsche Vermutung

26. Bloch, Schottky und Picard

26.A. Bloch Konstante

26.1. Satz (A. Bloch). 1. Sei f ∈ O(E) holomorph auf dem abgeschlossenen
Einheitskreis. Es gelte f ′(0) = 1. Dann enthält das Bild f(E) einen Kreis vom
Radius > 1

12 .
2. Ist G ⊂ C ein Gebiet, f ∈ O(G), c ∈ G mit f ′(c) 6= 0. Dann enthält das

Bild f(G) einen Kreis vom Radius 1
12s|f

′(c)| für jedes 0 < s < dist(c, ∂G).

Man beachte, dass der Mittelpunkt des Kreises nicht 0 bzw. c zu sein
braucht!

26.2. Lemma. Sei G ⊂ C ein beschränktes Gebiet, f : G → C eine stetige
Funktion so, dass f(G) offen ist. Sei a ∈ G mit s := minz∈∂G |f(z) − f(a)| > 0.
Dann enthält f(G) den Kreis B(f(a), s).

Dies ist eine rein topologische Aussage, die nichts mit Funktionentheo-
rie zu tun hat. Sie gilt genauso für eine relativ kompakte offene Teilmenge
G eines lokalkompakten metrischen Raumes X

Beweis. f(G), folglich auch ∂f(G) ⊂ f(G) sind kompakt. Deshalb gibt es
ein w∗ ∈ ∂f(G) mit dist(∂f(G), f(a)) = |w∗ − f(a)|. Wiederum aus Kom-
paktheitsgründen existiert nun eine Folge (zn) ⊂ G mit f(zn) → w∗ und
zn → z∗. Wegen der Stetigkeit von f ist f(z∗) = w∗.

Wäre z∗ ∈ G, so enthielte, da G offen, f(G) einen ganzen Ball um
w∗. w∗ ist aber ein Randpunkt von f(G), also muss auch z∗ ∈ ∂G ein
Randpunkt sein. Somit ist |w∗ − f(a)| = |f(z∗) − f(a)| ≥ minz∈∂G |f(z) −
f(a)| = s. Es folgt nun B(f(a), s) ⊂ f(G). �

26.3. Lemma. Sei f ∈ O(B(a, r)), r > 0 eine nicht konstante Funktion und
‖f ′‖∞ ≤ 2|f ′(a)|. Dann gilt B(f(a), R) ⊂ f(B(a, r)) mit R = (3− 2

√
2)r|f ′(a)|.

Man beachte 3− 2
√
2 ≥ 1

6 .
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26.4. Satz. Sei f ∈ O(E) eine nicht konstante holomorphe Funktion. Die Funkti-
on z 7→ |f ′(z)|(1 − |z|) nehme in p ∈ E ihr Maximum M an. Dann enthält f(E)
den Kreis um f(p) vom Radius ( 32 −

√
2)M > 1

12 |f
′(0)|.

Dieser Satz impliziert natürlich Satz ???FIXME.
26.A.1. Anwendung: kleiner Satz von Picard. Als Anwendung des

Blochschen Satzes geben wir hier einen Beweis des kleinen Picardschen
Satzes. Den großen Picardschen Satz werden wir weiter unten mittels des
Satzes von Schottky herleiten. Einen weiteren Beweis werden wir im Se-
minar mit Hilfe der elliptischen Modulfunktion kennenlernen.

26.5. Lemma. Sei G ⊂ C ein Elementargebiet, f ∈ O(G) mit ±1 6∈ f(G). Dann
existiert eine holomorphe Funktion F ∈ O(G) mit f = cos F.

Beweis. Die Funktion 1− f2 ist nullstellenfrei, also existiert eine holomor-
phe Wurzel, d. h. g ∈ O(G) mit g2 = 1 − f2, folglich 1 = g2 + g2 =
(f+i·g)·(f−i·g). Also sind auch die Funktionen f±i·g nullstellenfrei und
es existiert ein F ∈ O(G), so dass f+i·g = eiF. Aus FIXME (make displayed
equ) folgt f− i · g = (f+ i · g)−1 = e−iF, also cos F = 1

2(e
iF + e−iF) = f. �

26.6. Lemma. Sei G ein Elementargebiet und f ∈ O(G) mit 0, 1 6∈ f(G). Dann
existiert ein g ∈ O(G), so dass f = 1

2(1+ cos(π cos(πg))).
Für jede Funktion g, die diese Gleichung erfüllt enthält das Bild g(G) keinen

Kreis vom Radius 1.

Beweis. 1. Die Funktion 2f − 1 läßt ±1 aus, also nach Lemma ???FIXME
2f − 1 = cosπF mit holomorphem F. Wegen cosπk = (−1)k muss F alle
k ∈ Z, insbesondere ±1, auslassen. Nochmalige Anwendung von Lemma
???FIXME liefert F = cosπg. Damit ist die Gleichung FIXME ??? gezeigt.

2. Bla �

26.7. Satz (Kleiner Satz von Picard). Sei f ∈ O(C) eine nicht konstante ganze
Funktion. Dann läßt f höchstens einen Wert aus.

Beweis. Wir müssen zeigen, dass eine ganze Funktion, welche zwei kom-
plexe Werte ausläßt, bereits konstant sein muss. Da C unter ihrer Automor-
phismengruppe FIXME ref zweipunkthomogen ist, genügt es, eine ganze
Funktion f zu betrachten, welche die Punkte 0 und 1 nicht annimmt. Nach
Lemma ??? FIXME ist f von der Gestalt f = 1

2(1 + cos(π cos(πg))), wobei
das Bild von g keinen Kreis vom Radius 1 enthält. Nach dem 2. Teil von
Satz ??? muss g daher konstant sein. Damit ist aber auch f konstant. �

26.B. Schottky

S(r) :=
{
f ∈ O(E)

∣∣ |f(0)| ≤ r, 0, 1 6∈ f(E)}.
L(Θ, r) := exp

(
π expπ(3+ 2r+

Θ

β(1−Θ)

)
β > 0 sei irgendeine Konstante für die der Satz von Blochgilt, z. B. 1

12 .



FUNKTIONENTHEORIE 80

26.8. Satz (Schottky). Sei f ∈ S(r). Dann gilt für 0 < Θ < 1 die Ungleichung
|f(z)| ≤ L(Θ, r) für alle z ∈ E mit |z| ≤ Θ.

26.9. Lemma. Falls cosπa = cosπb so ist schon b = ±a + 2n für geeignetes
n ∈ Z.

Zu w ∈ C existiert ein v ∈ C mit cosπv = w und |v| ≤ 1+ |w|.

26.10. Satz. Sei f ∈ O(E) mit 0, 1 6∈ f(E). Dann existiert ein g ∈ O(E) mit
(1) f = 1

2(1+ cos(π cos(πg))), |g(0)| ≤ 3+ 2|f(0)|.
(2) |g(z)| ≤ |g(0)|+ Θ

β(1−Θ) für alle z mit |z| ≤ Θ, 0 < Θ < 1.

26.B.1. Anwendung: Normale Familien. Als Anwendung bringen wir ei-
ne Verallgemeinerung des Montelschen Satzes, dessen Konsequenz der
große Satz von Picard ist. Für ein Gebiet G setzen wir

F :=
{
f ∈ O(G)

∣∣ 0, 1 6∈ f(G)}.
Wenn die Abhängigkeit von G hervorgehoben werden soll, schreiben wir
auch F(G).45

26.11. Lemma. Fixiere w ∈ G, 0 < r < ∞. Dann ist F∗ =
{
f ∈ F

∣∣ |f(w)| ≤
r
}

in einer Umgebung von w beschränkt.

26.12. Lemma. Fixiere p ∈ G. F1 :=
{
f ∈ F

∣∣ |f(p)| ≤ 1}. Dann ist F1 lokal
beschränkt in G.

26.13. Satz (Montel–Carathéodory). Jede Folge (fn) ⊂ F hat eine kom-
pakt konvergente Teilfolge. Dabei ist kompakte Konvergenz gegen die konstante
Funktion∞ zugelassen.

Beweis. Falls (fn) Teilfolgen besitzt, die in F1 liegen, so folgt die Behaup-
tung aus Lemma ??? und dem Satz von Montel. Liegen nur endlich viele
Folgenglieder in F1, so liegen fast alle 1

fn
∈ F1. Sei (gn) eine (nach Mon-

tel) kompakt konvergente Teilfolge von 1/fn, g = limgn. Ist g nullstellen-
frei, so konvergiert fn = 1/gn kompakt gegen 1/g.

Hat hingegen gNullstellen, so folgt aus dem Satz von Hurwitz FIXME
name, dass g = 0. Also konvergiert fn kompakt gegen∞. �

26.14. Theorem (großer Satz von Picard). bla

27. Elliptische Funktionen

27.1. Vorüberlegung. Die Perioden einer nichtkonstanten meromorphen
Funktion f ∈M(C) bilden eine diskrete Untergruppe

Per(f) =
{
ω ∈ C

∣∣ f(·+ω) = f
}
⊂ C

der additiven Gruppe (C,+). Sicherlich sind mitω1,ω2 auch −ω1,ω1+ω2
Perioden von f. Hat Per(f) einen Häufungspunkt, so muss f nach dem
Identitätssatz 7.9 konstant sein. Folglich ist Per(f) eine diskrete Untergrup-
pe von C. Die diskreten Untergruppen von C kann man leicht bestimmen:

45kommt das vor?
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27.2. Satz. Sei G ⊂ (Rn,+) eine diskrete Untergruppe. Dann gibt es linear
unabhängige ω1, . . . ,ωr ∈ Rn so, dass G = Zω1 + . . .+Zωr. r heißt Rang des
Gitters G.

Beweis. Wir machen Induktion nach n. Für n = 0 ist nichts zu beweisen
46

Die Behauptung sei nun für Dimensionen ≤ n bewiesen und wir be-
trachten G ⊂ Rn+1. Wir wählen ω1 ∈ G mit

|ω1| = min
{
|ω|

∣∣ ω ∈ G \ {0}
}
.

Claim. G ∩ Rω1 = Zω1.

Proof of the Claim. G ∩ Rω1 ist eine diskrete Untergruppe des eindi-
mensionalen Vektorraumes Rω1 und ω1 ist Element minimalen Betrages
> 0. Ist η ∈ Rω1 so wähle n ∈ Z mit

|η− nω1| = min
{
|η− kω1|

∣∣ k ∈ Z
}
.

Dann ist |η − nω1| < |ω1|, also muss wegen der Minimalität des Betrages
von ω1 schon η = nω1 sein. QED

Betrachte nun den Quotientenraum V := Rn+1/Rω1 ' Rn.

Claim. G/Zω1 ⊂ V ist eine diskrete Untergruppe.

Proof of the Claim. Sei gn = gn + Zω1 ∈ G/Zω1 \ {0} eine Folge mit

‖gn‖→ inf
{
‖g‖

∣∣ g ∈ G/Zω1 \ {0}}.
Wähle λ ∈ R so, dass ‖gn+ λω1‖ ≤ ‖gn‖+ 1. Folglich ist ‖gn+ bλncω1‖ ≤
‖gn‖ + 1 + ‖ω1‖, also dürfen wir o. B. d. A. annehmen, dass die Folge
(gn) beschränkt ist. Nach Übergang zu einer Teilfolge sei (gn) konvergent
gegen g ∈ G. Da G diskret ist, ist g = gn für n ≥ n0. Also ist g 6∈ Zω1 und
somit

inf
{
‖x‖

∣∣ x ∈ G \ Zω1 \ {0}
}
= ‖g‖ > 0

und es folgt die Behauptung. QED

Nach Induktionsvoraussetzung angewandt auf die diskrete Gruppe
G/Zω1 gibt es nun ω2, . . . ,ωr ∈ G/Zω1 so, dass

G/Zω1 = Zω2 + . . .+ Zωr.

Schließlich zeigen wir

Claim. G = Zω1 + . . .Zωr.

Proof of the Claim. Die Inklusion ⊂ ist klar. Umgekehrt sei x ∈ G.
Dann ist x =

∑r
j=2 λjωj eine Linearkombination der Z–Basis der Quo-

tientengruppe, folglich x −
∑
λjωj ∈ Zω1 und folglich ist x eine Line-

arkombination der ω1, . . . ,ωr. Diese sind aber auch linear unabhängig.
Ist nämlich λ1ω1 + . . . + λrωr = 0, so auch durch Übergang zum Quo-
tienten λ2ω2 + . . . + λrωr = 0. Da die ωj’s eine Z–Basis bilden, folgt
λ2 = . . . = λr = 0 und schließlich dann auch λ1 = 0. QED

46Wem dies nicht behagt, der analysiere den nachfolgenden Induktionsschritt und
wende ihn auf den Fall n = 1 nochmal an.
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�

Im Folgenden sei Γ = Zω1 + Zω2 ein Gitter in C. Wir können und
werden ω1,ω2 stets so numerieren, dass

τ =
ω1
ω2
∈ H =

{
z ∈ C

∣∣ =z > 0}.
Mit

F = F(Γ) =
{
λω1 + µω2

∣∣ 0 ≤ λ < 1, 0 ≤ µ < 1}
bezeichnent wir einen Fundamentalbereich für Γ . Mit M(Γ) =M(C/Γ) be-
zeichnen wir den Körper der Γ–periodischen meromorphen Funktionen.
Man nennt die Elemente vonM(Γ) auch elliptische Funktionen.

Sicherlich ist die konstante Funktion 1 ∈M(Γ), also istM(Γ) jedenfalls
nicht leer. Die Existenz interessanter elliptischer Funktionen muss noch ein
bischen warten.

27.A. Die Liouvilleschen Sätze

27.3. Satz (Liouville). Sei f ∈M(Γ). Dann gilt
1.
∑
z∈F Resz f = 0.

2. Die einzigen elliptischen Funktionen mit höchstens einem Pol 1. Ordnung
sind die Konstanten.

3. Sei f ∈ M(Γ) nicht konstant. Dann nimmt f jeden Wert in Ĉ gleich oft
an.

4. f ∈M(Γ). Dann ist
∑
z∈F z · ordz f ∈ Γ .

Beweis. 1. Wir wählen z0 ∈ C so, dass auf dem Rand des Parallelograms
Fz0 := z0 + F keine Pole von f liegen. Dann liefert Integration über den
Rand und der Residuensatz

2πi
∑
z∈F

Resz(f) =
∫
∂Fz0

f = 0,

denn wegen der Periodizität heben sich die Integrale über die Streckenpaa-
re [z0, z0+ω1], [z0+ω1+ω2, z0+ω2] bzw. [z0+ω1, z0+ω1+ω2], [z0+ω2, z0]
jeweils auf. 47

2. Hat f nur einen einzigen Pol 1. Ordnung z∗, so ist nach 1. Resz∗(f) =
0, also f holomorph. Wegen der Periodizität ist f(C) = f(F) kompakt, also
ist f beschränkt und nach dem Satz von Liouville 7.7 damit konstant.

3. Sei w ∈ C. Die Funktion g(z) := f ′(z)
f(z)−w ist ebenfalls elliptisch. Nach

dem Satz vom Null- und Polstellen zählenden Integral ist die Residuen-
summe von g über einen Fundamentalbereich gerade gleich der Differenz
der mit Vielfachheiten gezählten w–Stellen bzw. Polstellen von f innerhalb
dieses Fundamentalbereichs. Da g aber elliptisch ist, liefert 1., dass die
Residuensumme von g verschwindet.

4. bla. �

47Explain Sprech bzgl. einzig usw, bezieht sich auf Fundamentalbereich ...
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27.B. Die ℘–Funktion

Von nun sei Γ = Γ(ω1,ω2) := Zω1 + Zω2. Die Weierstraß’sche ℘–
Funktion ist definiert durch

℘(z;ω1,ω2) :=
1

z2
+
∑ ′

ω∈Γ

( 1

(z−ω)2
−
1

ω2

)
27.4. Satz. Die Reihe der ℘–Funktion konvergiert kompakt im Bereich{

(z,ω1,ω2) ∈ C3
∣∣ ω2 6= 0,ω1/ω2 ∈ H, z 6∈ Zω1 + Zω2

}
.

Folglich ist ℘(z;ω1,ω2) in jeder der Variablen holomorph.

Beweis. Sei K eine kompakte Teilmenge von FIXME ???. Dann existiert
ein gvr > 0 so, dass |z| ≤ ρ für alle z ∈ K. Wähle nun ein Kompaktum
K ′ ⊂

{
(ω1,ω2) ∈ C2

∣∣ ω2 6= 0,ω1/ω2 ∈ H
}

mit K ⊂ B(0, ρ)× K ′.
Die stetige Funktion (ω1,ω2,m1,m2) 7→ |m1ω1 + m2ω2| nimmt auf

K×S1 FIXME 48 ihr Minimum α > 0 an, folglich gilt für (m1,m2) ∈ R2 \{0}
und (ω1,ω2) ∈ K FIXME

|m1ω1 +m2ω2| ≥
√
m2
1 +m

2
2 · α.

Für (m1,m2 ∈ Z2, (m2
1 +m

2
2)
1/2 ≥ (ρ+ 1)/2 folgt

bla viel zu umstaendlich....... �

27.5. Satz. ℘ = ℘(·;ω1,ω2) ∈ M(Γ(ω1,ω2)). ℘ ist gerade mit Polen 2. Ord-
nung genau in den Gitterpunkten.

Beweis. Meromorphie und Lage der Polstellen ist klar mit Satz ??? FIXME.
Ebenso ist ρ(z) = ρ(−z). Die Ableitung

℘ ′(z) = −2
∑
ω∈Γ

(z−ω)−3

ist sicher Γ–periodisch. Folglich ist cω = ℘ − ℘(· +ω) konstant für ω ∈ Γ .
Da ℘ aber eine gerade Funktion ist, folgt cω = ℘(−ω/2) −℘(ω/2) = 0. �

Für k ≥ 4 setzen wir

Gk(ω1,ω2) =
∑ ′

(m,n)6=(0,0)

(mω1 + nω2)
−k.

Diese Reihen konvergieren sicherlich kompakt auf
{
(ω1,ω2) ∈ C2

∣∣ ω1 6=
0,ω1/ω2 ∈ H

}
. Folglich sind die Gk holomorph.

Sicherlich ist aus Symmetriegründen G2k+1 = 0. Wir berechnen die
Laurent-Entwicklung von ℘ um 0:

27.6. Satz.

℘(z) =
1

z2
+

∞∑
j=2

(2j− 1)G2jz
2j−2 =

1

z2
+ 3G4z

2 + 5G6z
4 + . . .

48Notation fuer Kreislinie
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Beweis. Die geometrische Reihe FIXME ref vgl. ??? liefert für |z| < |ω|

1

(z−ω)2
1

ω2
=

∞∑
j=2

j

ωj+1
zj−1.

Einsetzen in die Reihe für die ℘–Funktion liefert

℘(z) =
1

z2
+
∑

ω∈Γ\{0}

∞∑
j=2

j

ωj+1
zj−1.

Die Doppelreihe konvergiert für |z| < min
{
|ω|

∣∣ ω ∈ Γ \{0}} =: γ(Γ) sicher
absolut und wir können umordnen. Daher

℘(z) =
1

z2
+

∞∑
j=2

jGj+1z
j−1 =

1

z2
+

∞∑
j=2

(2j− 1)G2jz
2j−1. �

27.7. Satz (Differentialgleichung der ℘–Funktion).

℘ ′2 = 4℘3 − 60G4℘+ 140G6, g2 := 60G4, g3 := 140G6

27.8. Satz. ℘ ′ hat einfache Nullstellen in denjenigenω ∈ Γ für dieω/2 6∈ Γ . Die
Nullstellen in F sind also ω1/2,ω2/2, (ω1 +ω2)/2.

Wir setzen ej := ℘(ωj/2),ω3 := ω1 + ω2. Diese Werte werden wegen
℘ ′(ωj/2) = 0 doppelt angenommen. Da ℘ jeden Wert genau zweimal an-
nimmt, sind e1, e2, e3 somit paarweise verschieden.

27.9. Satz. ℘ ′2 = 4(℘− e1)(℘− e2)(℘− e3).

27.10. Satz. C(℘) =
{
f ∈ M(Γ)

∣∣ f gerade
}
,M(Γ) = C(℘)[℘ ′]. Der Grad

dieser Körpererweiterung über C(℘) ist 2.

28. Miscellanea

Es folgt Material, welches ich mir zwar notiert habe, welches jedoch
nicht zum Vortrag gekommen ist.

29. Anhang: Die Stirling Formel

Unkommentiert aus Manuskript:

29.A. Bernoulli Polynome (periodisch)

β0(x) = 1, β1(x) = x− bxc− 1
2 , β ′k = kβk−1, βk(n) = Bk, k ≥ 2, n ∈ Z+.

29.B. Eulersche Summenformel

n∑
k=1

f(k) =

∫n
1

f+
1

2
(f(1) + f(n)) +

∫n
1

β1(x)f
′(x)dx
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29.C. Stirling direct

VERY ROUGH
Sei zunächst z > 0 reell, dann gilt die Funktionalgleichung des log

uneingeschränkt. Mit der Eulerschen Summenformel

log
N!Nz

z(z+ 1) · . . . · (Z+N)
= z logN+

N∑
n=1

logn−

N∑
n=0

log(z+N)

= z logN+

∫N
1

log xdx+
1

2
logN+∫N

1

β1(x)

x
dx−

∫N
0

log(z+ x)dx−
1

2
(log z+ log(z+N)) −

∫N
0

β1(x)

z+ x
dx

= (z−
1

2
) log z− z+ 1+

∫∞
1

β1(x)

x
dx−

∫∞
0

dx+ o(1).

Grenzübergang N→∞ liefert

log Γ(z) = (z−
1

2
) log z− z+ 1

zunächst für z > 0, a posteriori für alle z ∈ C− = C \ R−.

30. Anhang: Harmonische Funktionen

Sei f = u + iv ∈ O(G) holomorph mit Realteil u und Imaginärteil v.
Dann ist u bekanntlich harmonisch. Es gilt weiter

f ′ =
1

2
(∂x − i− ∂y)(u+ iv) = ux − iuy,

wobei wir die Cauchy-Riemann Gleichungen vx = −uy, vy = ux benutzt
haben. D. h. f ′ läßt sich alleine aus <(f) berechnen!.

30.1. Satz. SeiG ein Elementargebiet und u ∈ C2(G) harmonisch. Dann existiert
f ∈ O(G) mit u = <(f).

Beweis. g := ux − iuy ist holomorph, denn g ∈ C2(G) und <(g)x =
uxx = −uyy = =(g)y,<(g)y = uxy = −(−uy)x = −=(g)x. Da G ein
Elementargebiet ist, existiert f̃ ∈ O(G) mit f̃ ′ = g. Dann ist nach ???
<f̃x = ux,<f̃y = uy, also <f̃ − u = c ∈ C. Setze f := f̃ − c. Dann ist
f ∈ O(G) mit <f = u. �

30.2. Korollar (Mittelwerteigenschaft). Sei u : G → R eine zweimal ste-
tig differenzierbare harmonische Funktion auf dem Gebiet G. Des Weiteren sei
B(z, r) ⊂ G. Dann gilt

u(z) =
1

2π

∫ 2π
0

u(z+ reiθ)dθ. (30.1)
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Beweis. Da Kreise Elementargebiete sind, ist u in einer Umgebung von
B(z, r) Realteil einer holomorphen Funktion f. Also

u(z) = <f(z) = <
1

2πi

∮
|ζ−z|=r

f(ζ)

ζ− z
dζ

= <
1

2πi

∫ 2π
0

f(z+ reiθ)idθ

=
1

2π

∫ 2π
0

u(z+ reiθdθ. �

30.3. Korollar (Maximumprinzip). Sei u ∈ C2(G) eine reellwertige harmoni-
sche Funktion. Nimmt u im Inneren von G Maximum oder Minimum an, so ist
u bereits konstant.

Dies folgt unmittelbar aus der Mittelwerteigenschaft 30.2.
Indem man in der Cauchyschen Integralformel zum Realteil

übergeht, erhält man für harmonische Funktionen die Poissonsche
Integralformel.

30.4. Satz (Poisson Integralformel). Sei u auf B(0, R) stetig und in B(0, R)
harmonisch. Dann gilt für |z| < R

u(z) =
1

2π

∫
|ζ|=R

u(ζ)
R2 − |z|2

|ζ− z|2
dθ, ζ = Reiθ.

Beweis. TODO �
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