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Vorwort

Dies ist eine Ausarbeitung meiner Vorlesungen iiber Funktionentheo-
rie, welche ich SS 2003 an der Universitdt zu Koln und im SS 2013 and der
Universitdt Bonn gehalten habe.

Wir setzen die reelle mehrdimensionale Analysis als bekannt voraus.
In der Analysis Vorlesung wurde insbesondere das Konvergenzverhalten
von Potenzreihen diskutiert und gezeigt, dass Potenzreihen innerhalb ih-
res Konvergenzkreises lokal gleichméflig konvergieren und gliedweise dif-
ferenziert werden diirfen. Dies wird an dieser Stelle nicht nochmals bewie-
sen.

Von der Lebesgue Theorie machen wir nur nur sparsam Gebrauch;
es werden lediglich die einschldgigen Sitze {iber das Differenzieren von
Parameterintegralen verwendet.

In Analysis III wurden komplex differenzierbare Funktionen kurz dis-
kutiert. Dies soll hier jedoch wiederholt und vertieft werden.

Literatur, einige Standardbticher: Fischer/Lieb [FiLi8o, FiLi88], Janich
[Jing3], Remmert [Remgi, Rem84], Rudin [Rud87], Busam/Freitag
[BeS062, FrBug3], Salamon [Sal11], Ahlfors [Ahl78], Titchmarsh [Tit58].

Bonn, im Friihjahr 2015, Matthias Lesch
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0. Zusammenhang und Zusammenhangskomponenten

0.1. Dieser Abschnitt gehort nicht im eigentlichen Sinne zur Funktionen-
theorie. Ich stelle hier lediglich das fiir die Funktionentheorie notigste Ma-
terial aus der Topologie zusammen. Idealerweise sind die Inhalte dieses
Abschnittes aus der Grundvorlesung zur Analysis bereits bekannt und
konnen daher iibergangen werden.

In diesem Abschnitt bezeichnen X, Y metrische Raume, in der Funk-
tionentheorie stellen wir uns darunter meist Teilmengen der komplexen
Ebene C vor. Fiir mich sind metrische Rdume stets separiert, d. h. der
Abstand d(x,y) verschwindet dann und nur dann, wenn x =y ist. Insbe-
sondere sind einpunktige Teilmengen stets abgeschlossen.

0.2. lokal-konstante Abbildungen. Eine Abbildung f : X — Y heifst lokal-
konstant, falls es zu jedem x € X eine offene Umgebung U so gibt, dass
f |u konstant ist. Ist z. B. Y diskret, so ist jede stetige Abbildung f : X — Y
bereits lokal-konstant.

Als Beispiel betrachten wir die Abbildung

f:[0,1JU2,3] CR— R, f(x) :—{

Dann ist f lokal-konstant aber nicht konstant.

0.3. Satz. Sei Y ein fest gewdihlter metrischer Raum mit mindestens 2 Punkten.
Dann sind fiir den metrischen Raum X folgende Aussagen idquivalent:

(1) Jede lokal-konstante Abbildung f : X — Y ist konstant.
(2) 0 und X sind die einzigen Teilmengen von X, welche sowohl offen als
auch abgeschlossen sind.
(3) Ist X = A UB eine disjunkte Zerlequng in offene Teilmengen A,B C X,
so ist bereits A = (), B = X oder A = X, B = ().
Erfiillt X eine und damit alle der dquivalenten Bedingungen, so heifit X zusam-
menhéngend.

Beweis. Da Y mindestens zwei Punkte hat, konnen wir a,b € Y wahlen
mit a # b. Die Aquivalenz (2) & (3) ist offensichtlich.
(1) = (2). Ist A C X offen und abgeschlossen, so setze

A
FiX—Y, f(x)=14 xem
b, x€X\A.

Da A und X\ A offen sind, ist f lokal-konstant. Nach (1) ist f konstant,
folglich A =0 oder X \ A = 0.

(2) = (1). Sei eine lokal-konstante Abbildung f : X — Y gegeben. Ist
X die leere Menge, so ist nichts zu zeigen. Wir betrachten daher xy € X.
Die Menge A = 1 ({f(xo)}) ist als Urbild der abgeschlossenen Menge {x,}
abgeschlossen. Wegen der Lokal-Konstanz von f ist A aber auch offen. Da
Xo € A ist A nicht leer. Aus (2) folgt nun A = X. Folglich ist f konstant
gleich f(xo). O
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ABBILDUNG 1. FEine zusammenhidngende, aber nicht weg-
zusammenhéngende, Teilmenge des R%. Die Kurve oszil-
liert unendlich oft zwischen —1 und 1 ohne den Balken
links je in einem festen Punkt zu treffen.

0.4. Satz. Sei ] C R ein Intervall. Dann ist | zusammenhingend.

BEwEIs. Sei ] ein nicht leeres Intervall, die leere Menge ist sicher zusam-
menhédngend.” Seien a = inf] € RU{—oo} und b =sup] € R U oo, dann
ist (a,b) C J C [a,b]. Wir betrachten eine zugleich offene, abgeschlossene
und nicht leere Teilmenge A C ], wahlen xy € A und setzen

c:= sup{x €] ‘ [x0,%) C A}.

Nehmen wir an, es wédre ¢ < b. Dann ist jedenfalls ¢ € A, [xo,c) C A
und, da A abgeschlossene ist, auch [xo,c] C A. Aus der Offenheit folgt
nun aber die Existenz eines ¢ > 0 so, dass auch noch [xy,c 4+ ¢) C A. Dies
widerspricht aber der Supremumseigenschaft von c¢. Also muss ¢ = b und
folglich [xo,b) C A sein.

Analog sieht man (a,xo] C A und damit (a,b) C A. Aus der Abge-
schlossenheit von A in | folgt nun aber A =J. O

0.5. Satz. Stetige Bilder zusammenhingender Mengen sind zusammenhiingend.

BeEwEls. Sei etwa f: X — Y stetig und X zusammenhéngend. Sei weiterhin
¢ : f(X) — {0,1} eine lokal-konstante Abbildung in den diskreten Zwei-
Punkt-Raum {0, 1}. Dann ist auch ¢ o f lokal-konstant und folglich, da X
zusammenhdngend ist, konstant, etwa ¢ o f = 0. Dann ist ¢ = 0 ebenfalls
konstant. O

0.6. Wegzusammenhang. Eine Kurve (oder auch Weg) ist eine stetige Ab-
bildung v : [1,b] — X; y(a) heifst Anfangspunkt, y(b) heifst Endpunkt der
Kurve. Spy = v([a, b]) nennt man die Spur von v.
Der metrische Raum X heifst wegzusammenhiingend, falls es zu je zwei
Punkten p, q € X eine Kurve v : [a, b] — X gibt mit y(a) = p,y(b) = q.
Man sollte die Kurve y nicht mit ihrer Spur Spy gleichsetzen. Es gibt
sicher noch andere Abbildungen y mit gleicher Spur.

Berspier. Es folgt das unvermeidliche Beispiel einer zusam-
menhédngenden, aber nicht wegzusammenhidngenden, Teilmenge des
R? (Fig. 1):

2 _ 2 L l
{(x,y)ER ’(X—O/\yE[—l,”)\/(O<X< 7T[/\y—smx)}.

'Ich werde auf diesen trivialen Sonderfall nicht immer wieder hinweisen.
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0.7. Beispiel: Konvexe und sternformige Teilmengen des R". Diese sind
wegzusammenhdngend. Dabei heifst X C R™ sternférmig mit Sternpunkt
p € X, falls fiir jedes q € X die gesamte Verbindungsstrecke [p, q] ={t-p+
(T—1)-ql0<t<1}C Xin X liegt.

Man nennt X konvex, falls jedes p € X bereits ein Sternpunkt ist, also
fiir beliebige p, q € X die Verbindungsstrecke [p, q] C X liegt.

0.8. Satz. 1. Wegzusammenhang implizert Zusammenhang.

2. Ist X C R" offen und zusammenhiingend, so ist X auch wegzusam-
menhingend.

3. Setzt man p ~ q falls es eine Kurve in X mit Anfangspunkt p und
Endpunkt q gibt, so wird durch ~ eine Aquivalenzrelation auf X erklirt. Die
Aquivalenzklassen nennt man (Weg)Komponenten von X.

Ist X C R™ offen, so sind die Wegkomponenten offen und abgeschlossen in X.

BeEwEis. 1. Sei A C X offen, abgeschlossen und nicht leer. Wir fixieren ein
x € A und betrachten ein beliebiges y € X. Da X nach Voraussetzung
wegzusammenhdngend ist, konnen wir eine Kurve vy : [0,1] — X von x
nach y wihlen. Das Urbild y~'(A) C [0,1] ist offen, abgeschlossen und
nicht leer, also nach Satz 0.4 gleich [0, 1]. Insbesondere ist y = y(1) € A.
Da y beliebig war, ergibt sich A = X.

2. Sei x € X fest. Betrachte die Menge A bestehend aus all denjenigen
y € X, zu welchen es eine stetige Verbindungskurve von x nach y gibt.
Sicherlich ist x € A, also ist A nicht leer. A ist aber auch offen: isty € A,
so ist fiir ¢ > 0 klein genug, da X C R™ offen, der Ball B(y,¢) ganz in
X enthalten. Dann ist aber fiir jedes y’ € B(y, ¢) die Verbindungsstrecke
[y,y’] in B(y, ¢) enthalten. Wir kénnen also x mit y’ durch Verkniipfung
der Wege von x nach y und der Strecke [y,y’] verbinden.

Schliefilich ist A auch abgeschlossen: sei dazu (yn) C A eine Folge,
welche in X gegen y konvergiert. Wahle wiederum einen Ball B(y, ¢) C X.
Fiir n grofs genug ist y, € B(y, ¢) und wie zuvor folgt nun y € A.

A ist also offen, abgeschlossen und nicht leer. Damit ist A = X und X
ist wegzusammenhéangend.

3. Die Uberpriifung dieser Aussage ist eine Routineangelegenheit. [

1. Komplexe Differenzierbarkeit, Cauchy-Riemann Differential-
gleichungen

Wir setzen die reelle mehrdimensionale Analysis als bekannt voraus.
In Analysis III wurden komplex differenzierbare Funktionen kurz disku-
tiert. Dies soll hier jedoch wiederholt und vertieft werden.

1.1. Reell- und komplex lineare Abbildungen. Der Korper C ist in
nattiirlicher Weise ein 2-dimensionaler Vektorraum tiber R mit der kanoni-
schen Basis 1,1i. Matrixdarstellungen von Endomorphismen beziehen sich
im Folgenden auf diese Basis. Wir schreiben x,y fiir die entsprechenden
kanonischen Koordinatenfunktionen bzw.

z=x+yYy-i z=x—y-1i.
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Mit Endg(C) bezeichnen wir die R-linearen Endomorphismen des R—
Vektorraumes C und mit End¢(C) die C-linearen Endomorphismen des
C-Vektorraumes C. Sicherlich ist End¢(C) € Endgr(C). Da dim¢(C) = 1
ist dimc(Endc(C)) = 1 und folglich dimg(End¢(C)) = 2. Andererseits ist
dimg (C) = 2 und daher dimg (Endg(C)) = 2x2 = 4. Im folgenden Lemma
charakterisieren wir Endc(C) C Endg(C) in Termen der Matrixdarstellung
bzgl. der Basis 1,1i.

1.2. Lemma. Sei T € Endg(C) ein R-linearer Endomorphismus von C mit der

Matrixdarstellung <2 2) bzgl. der Basis 1,i. Dann gilt Tz = A-z+ -z, wobei

A=1(a+d+(c—Db)i)und u=1%(a—d+(c+Db)i).
Genau dann ist T € Endc(C) wenn w = 0, oder dquivalent a = d und
b= —c.D. h T e Endc(C) genau dann, wenn die Matrixdarstellung die Gestalt

a —b
(b a ) hat.

Bewers. Es ist
Tz=T(x+y-i)=x-T(1)+y-T@{)

z+z . z—z .
=3 (a+c-1)+7(b+d-1)

1 1
:§(a+d—|—(c—b)-i)-z—l— z(a—d+(c—|—b) ‘i)z
=A-z+pn-z
Ist T sogar C-linear, so ist (A —p)-i=T({) =1-T(1) =1i- (A + p), also
pn = 0. Offenbar ist z — A - z auch C-linear. O

Ergdanzend bemerken wir, dass T € Endc(C) allein durch T(1) be-
stimmt ist. Nach Definition der Matrixdarstellung eines Endomorphismus
bzgl. einer Basis ist namlich a = 2R(T(1)) und b = J(T(1)).

1.3. Wirtinger-Ableitungen. Sei U C C offen und f : U — C differen-
zierbar in zo € U. Dann ist bekanntlich
f(z) = f(zo0) + Df(z0) - (z—20) + 0(z — 20),

wobei Df(zy) € Endgr(C) die reelle Ableitungsmatrix bezeichnet.”
Also kénnen wir nach Lemma 1.2 schreiben

flz) =f(zo) +A- (z—20) + 1+ (z—2¢) + 0(z — 20).
Mit u = %if,v = Jf ergibt sich

531200 = A = 3l vy + (= ) Dlao) = 3 (55— 150 (z0), (1)

%0 ist die LanpAUsche “Klein 0” Notation. o(z—zo) bezeichnet eine Funktion ¢(z—zo)
mit
. z—2z
lim ll o) =0.
zoz0 |z — 2o
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b of 1,0f  of
672(20) =p= i(a+1@)(20)~ (1.2)
Mit den sogenannten WIRTINGER-Ableitungen gf, gf lasst sich rechnen wie

mit partiellen Ableitungen nach den unabhéngigen Variablen z,z.

1.4. Satz und Definition (sog. WIRTINGER-Kalkiil). Die Differentialoperato-
o 0 1,0 0 0 1,0 0
— — d —=s(z=—+i—
0z =205 ~lay) M 5z =25 Ty
heiffen WIRTINGER-Ableitungen. Es gelten die folgenden Rechenregeln:
1. Ist f in z¢ differenzierbar, so gilt
of

a—z(zo)(z— z0) +o(z—2zp), fiir z — zo.

f(z) = f(zo) + of

aZ(Zo)(Z—Zo) +

2. Die Operatoren 2 3 und 2 > sind C-linear und es gilt die LE1BN1Zregel

d of 39
a(f'g) 2 g+ f oz

3. Die Operatoren sind mit der komplexen Konjugation vertriglich:

of df of of

9z 0z 0z 0z

4. Fiir die Funktionen z — z bzw. z — z gilt
0=,z ooz
oz oz 0oz oz

5. Sind g(w), f(z) stetig differenzierbare Funktionen, so gilt

d(gof) _ dg of 99 of
% 3w of- Py of- % (Kettenregel I).

gilt eine 3 analoge Formel.
6. Ist @ : [a,b] — C stetig differenzierbar, so gilt

d(foe) Of de of de

a2 % @ TE @

Bewers. Den einfachen Beweis iiberlassen wir als Ubung. O

agof

Fiir

(Kettenregel I1).

1.5. Komplexe Differenzierbarkeit, Holomorphie. Eine Funktion f
U — C auf einer offenen Teilmenge U C C heifst im Punkt zo € U kom-
plex differenzierbar, falls f in z, (reell) differenzierbar 4 ist und die Ableitung
Df(z0), die a priori in Endg(C) liegt, sogar komplex linear ist, also sogar
in Endc(C) liegt. Die Zahl f'(zg) := Df(z0)(1) heifit (komplexe) Ableitung
von f im Punkt z,.

3die offensichtliche.
4d. h. im althergebrachten Sinne der Analysis Vorlesung; manche Leute nennen das
auch “total differenzierbar”.
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f heifst holomorph auf U, falls f in jedem Punkt zy € U komplex diffe-
renzierbar ist.
Schreibweise: O(U) bezeichnet die Menge der auf U holomorphen Funktio-
nen.

1.6. Satz. Fiir eine Funktion f : U — C sind dquivalent:

(1) fis komplex differenzierbar in zo.

(2) fistin zg im reellen Sinne differenzierbar und es gilt %(zo) =0.

(3) fisin zo im reellen Sinne differenzierbar und es gelten mit u = Rf,v =
Jf im Punkt zy die CAucHY-RiIEMANNschen Differentialgleichungen

Uy =Vyy, Uy = —Vy.

(4) Der Grenzwert
y f(z) — f(zo)
im ——————
zZ—2z0 Z—2Z)
existiert.

Der Grenzwert in (4) ist dann gleich f'(zo) = %(zo).

Da es sich bei (4) um den Grenzwert des Differenzenquotienten analog
zu Analysis I handelt, schreiben wir auch oft . (also mit geradem “d” fiir
“gewohnliche Ableitung”) an Stelle von % (mit rundem “0” fiir “partiel-
le Ableitung”). Die andere WIRTINGER-Ableitung < verschwindet ja fiir
holomorphe Funktionen und spielt daher weiter keine grofie Rolle.

Bewers. Ist f im reellen Sinne differenzierbar im Punkt zy, so gilt

of of

f(z) = f(z0) + - (20) - (z—20) + 2

0z 0z

Zusammen mit Lemma 1.2 ergeben sich hieraus unmittelbar die
Aquivalenzen (1) & (2) & (3). Unter der Annahme von (2) liefert Eq. (1.3)

fir z — zg

(zo) - (z—20) + oz — z9). (1.3)

f(z) — f(zo)  of
BT &(Zo) +o(1) (1.4)

und damit folgt (4). Umgekehrt haben wir unter der Annahme von (4)
f(z) = f(zo) + '(z0) - (z — 2z0) + @(2),

wobei

_oe(z) . rf(z) —f(zo)
lim = lim | ———
Z—z0 Z — Z0 zZ—2Z9 Z—2Z)

— f/(Zo) =0.

Der Vergleich mit Eq. (1.3) zeigt, dass f in z; differenzierbar ist und dass
g—;(zo) = 0. Damit ist alles gezeigt. O
1.7. Bemerkung. Bekanntlich ist eine Funktion f von zwei Variablen genau
dann stetig differenzierbar, wenn sie stetig partiell differenzierbar ist. Fiir
die Holomorphie von f geniigt es also, die stetige partielle Differenzier-
barkeit und die CaucHY-RIEMANN Gleichungen zu zeigen.
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1.8. Satz (Rechenregeln fiir die komplexe Ableitung). Sind f, g komplex
differenzierbar in zo, so gelten jeweils im Punkt zo die Formeln (f + g) =
4+ g/) (f- g)/ —f. g+f- 9,, (é)/ _ f/gg—zfg/' 5

Ist f komplex differenzierbar im Punkt g(zo), so gilt die Kettenregel

(fog)(zo) =f'(g(z0)) - 9'(20).

Diese Regeln ergeben sich unmittelbar aus den reellen Differentiati-
onsregeln oder aus den Regeln fiir den WIrRTINGER-Kalkiil, Satz und Defi-
nition 1.4.

2. Beispiele holomorpher Funktionen

n .
2.1. Polynome und Potenzreihen. 1. Polynome. Sei p(z) = ) a;2 € C[z]
=0

n .
ein Polynom. Dann ist p holomorph auf ganz C und p’(z) = Y ja;z .
j=1

Um dies einzusehen, bemerken wir, dass die konstanten Funktionen eine
verschwindende (totale) Ableitung haben und damit sicherlich holomorph
mit verschwindender komplexer Ableitung sind. Des Weiteren ist nach
Satz und Definition 1.4 die Funktion z — z holomorph mit Ableitung 1.
Der Rest ergibt sich nun aus den Rechenregeln Satz 1.8.

2. Antiholomorphie. f(z) := z ist in keinem Punkt komplex differenzier-
bar, denn % =0, % =1 # 0. Man konnte f antiholomorph nennen.

3. Potenzreihen. Sei
f(z) = Z aj(z— a)
j=0

eine konvergente Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Wir wissen
aus der Analysis Vorlesung, dass die formal nach z bzw. z abgeleiteten
Reihen (letztere ist = 0 (!)) in der Kreisscheibe B(a, R) lokal gleichméfiig
konvergieren. Also konnen wir unter der Summe differenzieren und er-
halten 3 = 0, da jeder Summand holomorph ist, sowie

'(z0) = Z jaj(z—zo) .
=1

Dies ist wichtig genug, um es als Satz festzuhalten.

2.2. Satz. Konvergente Potenzreihen stellen im Inneren ihres Konvergenzkrei-
ses holomorphe Funktionen dar. Die komplexen Ableitungen ergeben sich durch
gliedweises Differenzieren.

Damit haben wir bereits einen grofien Vorrat an holomorphen Funk-
tionen zur Verfligung, z. B. exp, sin, cos, tan, rationale Funktionen etc.

Sletzteres natiirlich nur falls g(zo) # 0.
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ABBILDUNG 2. Die Exponentialfunktion bildet den Streifen
rechts zwischen den gepunkteten horizontalen Linien auf
die geschlitzte Ebene links, d. h. die komplexe Ebene ohne
den fett markierten Halbstrahl, ab.

2.3. Der Umkehrsatz im Komplexen. Fiir die néchsten Beispiele
benotigen wir eine holomorphe Version des Umkehrsatzes. Sei dazu
f: U — V stetig komplex differenzierbar, bijektiv, und es gelte f'(z) # 0

fiir alle z € UW.% Dann ist nach dem Umkehrsatz die Umkehrabbildung

f~1: V — U reell differenzierbar und es gilt Df ' (f(z)) = (Df(z))q.

Nun ist aber Df(z) € Endc(C) komplex linear, folglich auch ihre In-
verse und wir haben bewiesen:

2.4. Satz. Sei f : U — V eine stetig komplex differenzierbare Abbildung zwi-
schen den offenen Teilmengen U,V C C. Des Weiteren sei f bijektiv und es gelte
f'(z) # O fiir z € W. Dann ist die Umkehrabbildung ' : V. — U ebenfalls
stetig komplex differenzierbar und es gilt

1

/(1 (w))’

2.5. Zweige des Logarithmus. Seien Co = C\ {re!® | r > 0},0 < « < 27
und Q, = {z eC ’ a—2m<Jz< cx}, vgl. Fig. 2. Die Exponentialfunktion
exp : Qu — Cy ist als Potenzreihe stetig komplex differenzierbar, bijek-
tiv und exp’(z) = exp(z) # 0. Die Umkehrabbildung log, : Cx — Qg
heifst Zweig des Logarithmus in der geschlitzten Ebene Cy. log = log heifdt
Hauptzweig des Logarithmus. Es gilt fiir die Ableitung

1 1

(F1'(w) =

~ exp(log,z) =z

2.6. Hauptzweig der n—-ten Wurzel. Die Potenzfunktion z — z" bildet die
offene Menge {z € C* | 0 < |argz| < m/n} bijektiv auf die geschlitzte
Ebene C, ab. Die Voraussetzungen des Satzes 2.4 sind erfiillt. Die holo-
morphe Umkehrabbildung /- heilt Hauptzweig der n—-ten Wurzel. Die
Ableitung berechnen wir wie zuvor:

d 1
S VE= i
dz nz

d
P log, z

®Diese Voraussetzung ist redundant, aber das sehen wir erst spéter im Satz 7.13.
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3. Analytische Funktionen

3.1. Analytizitit. Alle Beispiele holomorpher Funktionen aus Abschnitt 2
lassen sich lokal in Potenzreihen entwickeln. Man vgl. hierzu die Logarith-
musreihe, Binomialreihe aus Analysis I. In der Tat kann man im Rahmen
der sog. WEIERSTRASS schen Funktionentheorie die Funktionentheorie aus-
gehend vom Begriff der analytischen Funktion aufbauen. Dies werden wir
hier nicht tun, wir mochten aber kurz die Verbindung zu der von uns
dargestellten CauchHY schen Funktionentheorie herstellen.

Eine Funktion f : U — C auf einer offenen Teilmenge U C C heifst
komplex analytisch, falls es zu jedem zy € U eine Darstellung

f(z) = ) aj(z—z0)
=0

mit einer in einer geeigneten 7 Kreisscheibe B(zy, ¢) konvergenten Potenz-
reihe gibt.

Analytische Funktionen sind automatisch unendlich oft differenzier-
bar im Sinne der reellen Analysis.

3.2. Theorem. Fiir f: U — C sind dquivalent:

(1) fist holomorph auf U.
(2) fist analytisch auf U.

Beweis. Die Richtung (2) = (1) ist klar, da durch Potenzreihen dargestellte
Funktionen nach Abschnitt 2.1 holomorph sind.

Die Riickrichtung (1) = (2) ist weniger trivial und wird ersten unten
im Abschnitt 7.B bewiesen werden. Selbstredend werden wir die Aussage
bis dahin nicht verwenden. O

4. Komplexe Kurvenintegrale

4.1. Integrationswege. Unter einem Integrationsweg (auch nur “Weg”
oder “Kurve”) in einer offenen Teilmenge U C C wollen wir eine stetige,
stiickweise stetig differenzierbare, Abbildung v : [a,b] — U von einem
reellen Intervall [a, b] C R verstehen.

Ist v ein Integrationsweg, so gibt es also eine Unterteilung a = ty <
t] <--- <tp = Db so, dass 7}[tj,1,tj] eine C'-Abbildung ist. Unter der Spur
Spy = ranvy verstehen wir das Bild von .

Ist eine stetige Funktion f : Spy — C auf der Spur des Integrationswe-
ges v gegeben, so definieren wir das Kurvenintegral von f tiber y durch

n tj

b
J f(z)dz == J (foy)(t) v/ (t)dt = ZJ f(y(t))y'(t)dt.
N

a j=1 1

BerspieL. Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(z) = (z — z0)% und als
Integrationsweg den Rand des Kreises (vgl. Fig. 3) vom Radius v > 0 um

"natiirlich nicht trivialen
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ABBILDUNG 3. Kreisbogen um zy mit Radius r. Eine kano-
nische Parametrisierung ist zo 4 1 - e, 0<t<2m.

zp, den wir im mathematisch positiven Sinne einmal durchlaufen: dazu
setzen wir y(t) = zg + - e, 0 < t < 27t. Dann ist 8

mo . 0, k#-1,
J f(z)dz :J (re‘t)kire‘tdt =< 7
v 0 2mi, k=-1.

fy f(z)dz hingt nur von der Durchlaufrichtung und nicht weiter von
der konkreten Parametrisierung von Spy ab. Dazu sei ¢ : [a,b] — [c, d]
stetig, monoton und stiickweise C'. Die Substitutionsregel liefert (evtl.
sind die Intervalle geeignet zu unterteilen ...)

(4.1)

b
| t@raz= [ ooy (ew)e e
Yoo

a
d

f(y(t))y'(t)dt = sgn (p’J f(z)dz.
y

=sgn o’ J
C
Dabei ist sgn ¢’ entweder 1 oder —1, je nachdem ob ¢ wachsend oder
fallend ist.
Fiir den entgegengesetzten (also in umgekehrter Richtung durchlaufe-
nen) Weg v~ (t) := y(a + b — t) gilt insbesondere fy, =— fy f.

4.2. Satz (Holzhammerungleichung? fiir Kurvenintegrale). Fiir Kurvenin-
tegrale gilt die folgende Abschiitzung

U (2)dz| < J |(2)] - |dz| < Ly) - max [f(z).
v v zeSpy

Dabei bezeichnet L(y) = jz | die Linge von vy sowie fyg(z)ldzl =
[P g(y(t))ly'(t)|dt das Integral bzgl. des Oberflichenmafes auf Sp'y.

Beweis. Die Abschitzung folgt aus der entsprechenden Abschitzung fiir
gewohnliche (RIEMANN- bzw. LEBESGUE-) Integrale mit komplexwertigen

8Dieses Kurvenintegral ist zentral fiir die gesamte Funktionentheorie. Wiirde das In-
tegral immer verschwinden, dann gébe es die Funktionentheorie nicht!

°Eigentlich “Fundamentalungleichung” genannt. Der “Holzhammer” driickt ganz
gut aus, dass die Abschitzung nicht besonders feinfiihlig ist; dennoch ist sie ungemein
niitzlich.
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Integranden:

\L (2)dz| = ‘Lf(y(t))y’(t)dt‘ < J':‘f(y(t))‘ y'(t)]dt

IN

b
max [f(z) j 'l = L(y) - max [f(z)l. 0
zESpy a zeSpy

Im Folgenden verwenden wir gelegentlich die Schreibweise

f = max [f(z
H ||oo,Spy zeSpy‘ ( )|

fiir die Supremumsnorm einer Funktion (hier f) auf einer Menge (hier die
Spur von ).

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt sich
der entsprechende Satz fiir Wegintegrale.

4.3. Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir Weginte-
grale). Sei F € O(U) stetig komplex differenzierbar auf der offenen Teilmenge
U C Cundvy:[a,b] = U ein Integrationsweg in U. Dann gilt

J F(z)dz = F(y(b)) — Fly(a)).
;

Insbesondere ist jy F' =0, falls y geschlossen ist.

BeEwels. Wir schreiben das Kurvenintegral aus und verwenden den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus Analysis I:

b
J F(z)dz =j Fly(t) -v' () dt
;

a

b
:J S Fly(t) dt = F(y(b)) — Flv(a). O

4.4. Beispiel. Fir n # —1 hat z — (z — a)™ die Stammfunktion n%r](z —
a)“t folglich ist jy(z —a)*dz = 0,n # —1, fiir jeden geschlossenen Weg
v in C.

In der geschlitzten Ebene C, (vgl. (2.5)) ist log, eine Stammfunktion

von 1/z. Also gilt fy 4z — 0 fiir jeden geschlossenen Weg in Cy. Anderer-

z

seits gilt ‘J‘|Z|:r % = 2mi (vgl. Beispiel (4.1)). Also kann z +— ]E in C* keine
Stammfunktion besitzen! '©

d
5' fy ﬁ

5.1. Die Umlaufszahl (Windungszahl). Fiir einen geschlossenen Weg vy
und a ¢ Spy heifst
1 dz
v o |
v

S 2mi),z—a

“Dieses Beispiel basiert natiirlich auf dem gleichen Phianomen wie das Beispiel im
Abschnitt 4.1 oben. Hétte auch noch 1/z eine globale Stammfunktion, so wire die Theorie
des komplexen Logarithmus und damit die Funktionentheorie trivial!
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die Umlaufszahl (oder auch Windungszahl) von y um a. **

5.2. Lemma. Sei f : U — C* stetig komplex differenzierbar und y ein Weg in

U. Dann ist
! f(y(b
exp(J f—(z)dz) = M
Y f(v(a))
Letzteres ist natiirlich = 1 falls y geschlossen ist.

Beweis. Die Funktion
D (t) := exp (—J %(y(s))y’(s)ds) f(y(1)

ist stetig, stiickweise stetig differenzierbar, und es gilt ®’(t) = 0." Also ist
O konstant, insbesondere ist

fly(@) = Ola) = @(b) —exp(~ | L) -r(v(0). .
Y

5.3. Satz. Sei vy ein geschlossener Weg in C. Dann ist n(v, -) lokal-konstant, Z—
wertig auf C\ Spvy, sowie = 0 auf der unbeschrinkten Wegkomponente™ von
C\Spv. Es gilt

{; ac |0, n # 1oder|z—al >,
((—al=r (C—a)" B 2, n=1lund|z—qa| <.

BeEwEls. Aus den Sétzen iiber Parameterintegrale *4 folgt die Differenzier-
barkeit von n(vy, -) und

d 1 1 —1 0 1
=)= 3 | = g ace 290

also ist n(y,-) auch lokal-konstant. Nun wenden wir das Lemma 5.2 mit
f({) = { — z an und erhalten, da y geschlossen ist,

/

e2mim(y,z) _ exp (J %(C)dC) =1,

v
also ist n(vy, z) € Z. SchliefSlich ist

In(y,z)| < % dist(z,Spy) == 0,

somit verschwindet n(y, z) auf der unbeschrankten Wegkomponente von
C\Spvy.

*Zum dritten und letzten Mal erfolgt hier der Hinweis mit erhobenem Zeigefinger,
dass das vorstehende Integral von zentraler Bedeutung fiir die Funktionentheorie ist, vgl.
dazu das Beispiel im Abschnitt 4.1 und Beispiel 4.4.

?Man rechne das nach!

PMan zeige, dass C \ Spy in der Tat genau eine unbeschrinkte Wegkomponente
besitzt. Dieses Ergebnis ist fiir den Satz jedoch nicht so wesentlich und wird auch nicht
benutzt. Der Beweis zeigt, dass n(vy, -) auf jeder unbeschrankten Wegkomponente von C \
Spy verschwindet. Dass es nur eine solche Wegkomponente gibt, brauchen wir an dieser
Stelle nicht wirklich zu wissen.

*Es gentigen dazu die einfachen Sétze aus Analysis I.



FUNKTIONENTHEORIE 18

Z3

zZ1+2z3 Z2+2z3
2 2

N3 Al

Z1 21422 Z2
2

ABBILDUNG 4. Zerlegung eines Dreicks in vier untereinan-
der kongruente Dreiecke.

Bleibt nur noch f‘ —al=r %, |z — a| < 7, zu behandeln. Wegen der be-
reits bewiesenen Lokal-Konstanz von n(vy,-) diirfen wir 0. B. d. A. z = a
annehmen. Dann erhalten wir mit dem Beispiel im Abschnitt 4.1

27
J Cdca = J (reit)f]rie“dt = 2. O
[(—al=r & 0

6. Der Cauchysche Integralsatz fiir Sterngebiete

6.1. Vorbereitung. Sei A C C ein abgeschlossenes Dreieck. Indem wir
die Mittelpunkte der Seitenlinien durch Strecken miteinander verbinden,
unterteilen wir A in vier kongruente Dreiecke ANNVACRAC VIS vgl. Fig. 4.
Offenbar gilt fiir deren Umfang (L(...)) und Durchmesser (diam(...))

1

L(op)) = EL(aA), (6.1)
diam A = max lz—w| < L(0A). (6.2)
zZ,We

Letzteres ist eine grobe Abschdtzung (vgl. Holzhammer 4.2), es kommt
uns hier auf Optimalitdt nicht an. Weiterhin gilt fiir eine stetige Funktion

f:AN—C
4

LA f(z)dz = ZJ f(z)dz. (6.3)

= Jony

6.2. Lemma (Integrallemma von GouRrsaTt). Seien U C C offen, zo € U, sowie
f: U — C stetig und auf U\ {zo} holomorph. Dann gilt

J f(z)dz =0
oA

fiir jedes abgeschlossene Dreieck /A C U.
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TANS
Z0

ABBILDUNG 5. Der Ausnahmepunkt liegt in einer Ecke. Zu
gegebenem ¢ > 0 unterteilt man das Dreick so, dass zo im
Dreick A, vom Umfang < ¢ liegt.

Beweis. 1. Fall I: f ist auf ganz A holomorph, d. h. zy ¢ A. Wir zerlegen A
wie oben. Sei A € {A!, A%, A3, A*{ so, dass

‘LA f(z)dz’ < 4”&)A f(z)dz‘.

So fortfahrend erhalten wir eine Folge A D Ay D A; D ... kompakter
Dreiecke mit

” f(z)dz‘ < 4“” f(z)dz|, (6.4)
oA dn

L(0An) < 277L(3A), (6.5)

diam(A,) < L(0AL) <27"L(0A) — 0, fiir n — oo. (6.6)

Aus Kompaktheitsgriinden existiert also genau ein z* € A mit N,A, =
{z*}. Die komplexe Differenzierbarkeit in z* liefert

f(z) = f(z") + f'(2") - (z—2") + (z — 2%) - 7(2),
wobei lim r(z) = 0. Da die Abbildung z — f(z*)+f'(z*)(z—z*) die Stamm-

funktion z — f(z*)(z — z*) + %f’(z*)(z — z*)? besitzt, ist nach Satz 4.3
J f(z*) + ' (z*)(z — z")dz = 0.
3n

Dies ist der alles entscheidende Punkt. Es folgt nun namlich mit Eq. (6.4)-
(6.6)

’LA f(z)dz’ <4n. ’LA (z— z*)r(z)dz‘

< A" L(0A,) - diam(A4,) - max |[r(z)]
€0 AR

<LQA)- .
< LOA)"- max |r(z)
Da letzteres fiir n — co gegen 0 strebt, folgt die Behauptung [, . f = 0.
2. Fall II: zg € A. Diesen Fall fithrt man leicht auf Fall I zurtick. Ist z
ein Eckpunkt, so zerlegen wir zu gegebenem ¢ > 0 das Dreieck in weitere
Teildreiecke, so dass zyp Eckpunkt eines Teildreiecks A, vom Umfang < ¢
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ABBILDUNG 6. Falls der Ausnahmepunkt nicht in einer
Ecke liegt, konnen wir durch Hinzuftigen weiterer Linien
erreichen, dass er in einer Ecke eines Teildreiecks liegt.

wird, s. Fig. 5. Dann verschwinden nach dem bewiesenen Teil I alle Inte-
grale tiber die Teildreiecke, welche den Punkt zy nicht enthalten. Folglich,
|Jon Tl = |Jon, f| < lIfllco,a - € und da € > 0 beliebig war, folgt [, f = 0.
Denn Fall eines beliebig gelegenen zy kann man durch Hinzufiigen
weiterer Linien leicht auf den Fall eines Eckpunktes zuriickfiihren,
s. Fig. 6. U

6.3. Theorem (CaucHyscher Integralsatz fiir Sterngebiete). Sei G C C ein
sternformiges *> Gebiet und sei f : G — C eine stetige Funktion, die mit Aus-
nahme von hochstens endlich vielen Punkten holomorph ist. Dann hat f eine
Stammfunktion F: G — C und

J f(z)dz =0 (6.7)
v

fiir jeden geschlossenen Weg vy in G.

Bewers. Eq. (6.7) folgt aus Satz 4.1 sobald wir die Existenz einer Stamm-
funktion gezeigt haben. Wir wihlen einen Sternpunkt z* von G und setzen

F(z) = J[ ) ]f(C)dC,

wobei [z*,z] die linear parametrisierte Verbindungsstrecke '® von z* nach
z bezeichnet. Fiir zg,z € G ist dann nach dem Lemma 6.2 F(z) — F(zy) =
J 20,7 F(€)dC und folglich

F(z) — F(z 1
PR o) = | | 10— flz0iag
Z—Zy Z—2Zy (z0,2]
< sup [f(Q) —f(zo)].
C€lzo,z]
Letzteres konvergiert wegen der Stetigkeit von f fiir z — zy gegen 0.  [J

Pvgl. Abschnitt o.
Oy (1—t)z" + 1z
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6.4. Elementargebiete. Eines unserer Ziele wird sein, diejenigen Gebiete
zu charakterisieren, in denen der Caucnysche Integralsatz gilt. Einstwei-
len nennen wir ein Gebiet G C C ein Elementargebiet, falls jede holomorphe
Funktion f : G — C eine Stammfunktion F : G — C besitzt und somit
fy f = 0 fiir jeden geschlossenen Weg in G. Wir bemerken noch:

e Sternformige Gebiete sind Elementargebiete.
o C\ {0} ist kein Elementargebiet.

Letzteres folgt aus der oben im Beispiel 4.4 bewiesenen Tatsache, dass die
Funktion z — 1/z auf C \ {0} keine Stammfunktion besitzt.

7. Erste wichtige Konsequenzen des Cauchyschen Integralsatzes

7.A. Die Cauchysche Integralformel

7.1. Satz. Seien 'y ein geschlossener Weg in einem Sterngebiet G sowie f : G —
C holomorph. Dann gilt fiir z € G

n(y,z) flz) = —

1 J f(¢) dC
y ¢—z’

insbesondere gilt fiir jeden in G gelegenen abgeschlossenen Kreis B(a,v) C G
und z € B(a,r)

lz—al <.

1 f(¢) d¢
J&—alr

~om (—z"’
Beweis. Die Hilfsfunktion

f(Q)—f(=)
o[ <

f,(Z)) C= Z,

ist auf G stetig und auf G\{z} holomorph. Also gilt nach dem CaucHyschen
Integralsatz fiir Sterngebiete 5.3

_ (e
0= | givac= | HEE—rta)-nity,z) - 2m 0

7.B. Potenzreihenentwicklung

7.2. Theorem. Sei f € O(G). Dann ist f analytisch auf G. Genauer sei
B(zo, 1) C G eine offene Kreisscheibe. Mit

1J f(Q)de  fM(z)
i—al=p (C

an : , O<p<rm,

- R — Z())n'H N n!
qilt
o0
flz) =) an(z—2z0)",
n=0
wobei diese Potenzreihe mindestens Konvergenzradius v hat.

7.3. Bemerkung. 1. Damit ist Theorem 3.2 vollstindig bewiesen.
2. Aus dem Theorem folgt, dass die Potenzreihe von f um zy, mindes-
tens im grofiten ganz in G gelegenen offenen Kreis um zy konvergiert.
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7.4. Korollar (CaucHysche Abschdtzungen fiir Taylorkoeffizienten). Mit
den Bezeichnungen des Theorems 7.2 gilt
|an| < ”fHOB (zo,T) 'T_n

Nattirlich ist dies nur sinnvoll, falls f auf der Kreisscheibe B(zy, ) be-
schrankt ist.

BeweErs. Fiir 0 < p < r setzen wir C, = ||f||a(z,,0) und erhalten mit der
Holzhammerungleichung 4.2

lanl < p-Coop ™
woraus durch Grenziibergang p — r die Behauptung folgt. O

BeEwEls DEs THEOREMS 7.2. Sei z € B(zp, 1) gegeben. Fixiere p mit |z — zp| <
p <1, etwap = (r+|z—2z)/2. Dann liefert die geometrische Reihe fiir C
mit [{ —zo| = p

1 1 = (z—zo)™
(—z (—z0 1— ZO ¢—zo)™t!” 71)
Fir | — zo| = p haben wir
‘ (z—zo)" ’ _ <|Z_ZO|)nl
(¢ —zo)™*! P P
wobei |z — zy|/p < 1. Man beachte, dass die rechte Seite unabhéngig von ¢

ist. Folglich konvergiert die Reihe Eq. (7.1) normal auf dem Kreisrand |C —
zo| = p. Also erhalten wir mit Satz 7.1 durch Vertauschung von Summation

und Integration
_ 1 J flO) 4¢
IC—zol=p

)

- 2mi oz
f(d)
= —————d{- (z—zp)™
Z 2mi J& zol=p (€ —20)™"! ( .
Damit ist alles gezelgt. U

7.5. Korollar (MORERA). Sei f : U — C stetig und fiir jedes in U gelegene
abgeschlossene Dreieck A\ C U gelte [,  f(z)dz = 0. Dann ist f holomorph.

Bewers. Holomorphie ist eine lokale Eigenschaft, also o. B. d. A. sei U ein
sternformiges Gebiet. Wie im Beweis von Theorem 6.3 zeigt man, dass f
eine Stammfunktion F hat. Diese ist nach Theorem 7.2 analytisch. Folglich
ist auch F’ = f analytisch und damit holomorph. U

7.C. Satz von Liouville und Folgerungen

7.6. Ganze Funktionen. Hierunter versteht man auf ganz C holomorphe
Funktionen. Ist f eine solche Funktion, so besitzt sie nach Theorem 7.2 eine
Potenzreihendarstellung

z)=) an(z—zo)" (7:2)
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mit Konvergenzradius oo.

7.7. Satz (Liouville). Sei f € O(C) eine ganze holomorphe Funktion, die poly-
nomial beschriinkt ist, d. h. |f(z)| < ClzIN fiir |zl > R. Dann ist f € Clz] ein
Polynom vom Grad < N.

Ist f beschriinkt (N = 0), so ist f bereits konstant.

Der Satz von Liouville 1dft sich noch verschdrfen, man vgl. hierzu das
Korollar 23.4.

BewEers. Wir wenden die CaucHyschen Abschdtzungen Korollar 7.4 auf
die Potenzreihe Eq. (7.2) an und erhalten fiir r > R

1
lan| < —max|f(z)] < CrN =X 0,
™ |z]=r

falls n > N. N

Es folgt der unvermeidliche funktionentheoretische Beweis des sog.
Fundamentalsatzes der Algebra. Wir haben diesen Satz in Analysis I be-
reits hinreichend diskutiert, so dass wir uns hier kurz fassen diirfen.

7.8. Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Sei P(z) € Clz] ein nichtkonstantes
Polynom. Dann besitzt P eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Sei P(z) = Z}l:o a]-zj, an # 0, ohne Nullstellen. Es folgt

an_11 ag 1 a
n],_|_..._|_707 ZMMn)
an z an z" 2

P(2)] = lan| - [2I"|T +

fur |z| > R grofs genug. Also ist f(z) := 1/P(z) eine ganze Funktion mit
If(z)] < ClzI™,|z| > R. Folglich ist f beschrankt und nach Liouville 7.7
damit konstant. Also sind die konstanten Polynome # 0 die einzigen null-
stellenfreien Polynome und der Satz ist bewiesen. O

7.D. Identitétssatz

7.9. Satz (Identitdtssatz). Seien G C C ein Gebiet und f,g: G — C holomor-
phe Funktionen. Dann sind dquivalent:
(1) f=g,
(2) In einem Punkt zy € G stimmen Funktionswert und simtliche Ablei-
tungen von f und g iiberein.
(3) Es gibt eine Folge (zn) C G\{a} mitz, — a € G, sodass f(zn) = g(zn)
firm=0,1,... gilt.

WARNUNG. In (3) ist wesentlich, dass der Haufungspunkt a in G liegt. Als

warnendes Beispiel betrachte die auf G = C\ {0} definierte Funktion f(z) =

sin(1/z). Diese ist sicherlich nicht 0. Allerdings gilt f (%) =0,n=1,2,...
s

und nh_r}rolo = =0.

Bewers. Indem wir f — g statt f betrachten, diirfen wir o. B. d. A. g =0

annehmen. Die Implikation (1) = (2) ist klar.
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(2) = (3). Nach Theorem 7.2 hat f eine in einem Kreis B(zp,e) C G
konvergente Potenzreihenentwicklung

die a posteriori nach (2) verschwindet. Die gewiinschte Folge erhalten wir
nun etwa durch z, :=zo + 5,n =1,2,....

(3) = (1). Wieder nach Theorem 7.2 gilt fl'ir z € B(a e) C G mit geeig-
netem ¢ > 0 die Potenzreihenentwicklung f(z) = ) an(z —a)"

Es ist ap = f(a) = limf(z,) = 0. Induktlv sei schon ap = a; = -+ =
am = 0 gezeigt. Die Funktion

f(z) == (z— a) ™ (z) Z an(z — )™
n=m-+1
ist holomorph auf B(a, ¢) und
Ami1 = f(a) = Im f(zn) = lim (zn — @)™ 'f(z,) = 0.
n—oo n—oo
Also verschwindet f auf der offenen Kreisscheibe B(a, ).

Wir betrachten nun die Menge M := {z € G | f™(z) = 0 fiir allen}.
Nach vorstehender Uberlegung ist M offen und nicht leer, da a € M. Aus
der Stetigkeit der Ableitungen (Theorem 7.2!) folgt schon die Abgeschlos-
senenheit von M. Als nichtleere offene und abgeschlossene Teilmenge der
zusammenhdngenden Menge G muss folglich M = G sein. O

7.E. Lokales Verhalten holomorpher Funktionen

7.10. Sei f € O(G) nicht konstant. Fixiere a € G,b := f(a). Nach dem
Identitdtssatz 7.9 2 konnen nicht alle Ableitungen von f im Punkt a ver-
schwinden. Daher gilt in einer Kreisscheibe B(a, €)

:b—i-Zan(z—a)“, an #0

=b+(z— a)Ng(z)

mit einer in B(a, ¢) holomorphen Funktion g mit g(a) = an # 0. Sei {/- ein
holomorpher Zweig der N-ten Wurzel auf B(an, ) fiir geeigentes & > 0
(vgl. Abschnitt 2). Dann ist

f(z) =b+ ((z— a)\ g(z))N =b+¥()N.

Wegen ¥(a) = 0,¥'( Vgla) # 0 bildet ¥ eine Umgebung von a
biholomorph auf eine Umgebung der 0 ab und mit ¢ = ¥~ erhalten wir
foew)=b+w\
Sei etwa ¢ definiert auf B(0, p). Dann ist V = ¢(B(0, p)) eine offene
Umgebung von a mit f(V) = B(b, p"). Weiterhin ist
(1) (k) NV ={al,
(2) Fiir jedes w € B(b, M), w #£ b, ist

#(f ' (whHnV) =N.
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Wir fassen das Ergebnis zusammen:

7.11. Satz. Sei f € O(G) nicht konstant, a € G,b = f(a). Dann gibt es ein
wohlbestimmtes N > 0, genannt die Vielfachheit mit der f den Wert b in a
annimmt, so dass fV(a) = 0,1 <1 < N —1,fN(a) # 0. Des Weiteren gibt es
eine biholomorphe Abbildung ¢ : B(0, p) — V auf eine Umgebung V von a, so
dass fo @(z) = zN + b,z € B(0, p). Weiterhin

(1) f(V) = B(b,pN).

(2) (L) NV ={al.

(3) Zu jedem z € B(b, pN)\{b} gibt es genau N verschiedene Punkte w € V

mit f(w) = z.

7.12. Satz (Satz von der Gebietstreue). Sei f € O(G) nicht konstant. Dann ist
f offen, insbesondere ist das Bild f(G) ein Gebiet.

Bewers. Dies folgt unmittelbar aus Satz 7.11. O

7.13. Satz. Sei f € O(G) injektiv. Dann ist stets f'(z) # 0 und f ist eine
biholomorphe Abbildung von G auf das Gebiet f(G).

Bewers. Nach Satz 7.11 kann f in der Nihe einer Nullstelle von f’ nicht
injektiv sein. Der Rest ergibt sich aus Satz 7.12. O

7.F. Maximum- und Minimumprinzip

7.14. Satz. Sei f € O(G) holomorph auf dem Gebiet G.

1. Hat |f| in zo € G ein lokales Maximum, so ist T konstant. Ist G beschrinkt
und f auf G stetig (fortsetzbar), so gilt ||f]loo,c < ||fllco,06, d. h. f nimmt sein
Betragsmaximum auf dem Rand von G an.

2. Hat |f| in zo € G ein lokales Minimum, so ist f(zy) = O oder f ist konstant.
Ist G beschrinkt und f auf G stetig (fortsetzbar), so hat £ Nullstellen in G oder
If(z)| > mingeag [f(Q)] fiir alle z € G.

BewErs. 1. Seit U C G eine offene Umgebung von zy mit [f(zo) > [f(z)] fuir
alle z € U. Dann ist

f(U) c {weC | wl <If(z)l}

sicherlich keine Umgebung von f(zy). Nach dem Satz von der Gebietstreue
7.12 ist dann f konstant. Die zweite Behauptung unter 1. folgt aus der
ersten.

2. Ist f(zg) # 0 so ist f(z) # O in einer abgeschlossenen Kreisschei-
be B(zg,¢) C G. Wende 1. auf % an. Dann ist f konstant in B(zg, ¢) und
nach dem Identitdtssatz 7.9 dann auf ganz G. Den zweiten Teil zeigt man
analog. O

Als Anwendung zeigen wir:

7.15. Satz (Lemma v. H. A. Scawarz). Sei E = {z € C | [z] < 1} der
Einheitskreis und f : E — [ eine holomorphe Selbstabbildung mit f(0) = 0.
Dann gilt

(1) If(2)] < Iz] fiir alle z € E.
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() If'O)l<T.

Gilt in einer der beiden Ungleichungen Gleichheit fiir auch nur ein z € E, so ist
f schon eine Drehung, d. h. es gibt eine Zahl A vom Betrag 1, so dass f(z) =\ -z
fiirz € G.

Bewers. Wegen f(0) = 0 ist die Funktion

B, z#0,
g(z) =14 2’
f’'(0), z=0,

auf E holomorph. Das Maximumprinzip 7.14 liefert fiir z € E und |z| <
r<1

1

z)| < max|g(¢)| < —.

9(2)] < max|g () <

Der Grenziibergang r — 1 liefert |g(z)| < 1 und somit die 1. Behauptung.
Ist [f(zo)| = |zo| oder [f'(0)] = 1, so ist |g(zo)] = 1 oder |g(0)] = 1. |g|
nimmt also in E ein Maximum an und das Maximumprinzip 7.14 impli-
ziert, dass g konstant sein muss. Folglich ist g(z) = A mit [A| = 1, und
f(z)=A-z O

8. Holomorphe Logarithmen

8.1. Logarithmische Ableitung. Existiert auf dem Bild der holomorphen
Funktion f € O(G) ein Zweig log des Logarithmus, so liefert die Kettenre-
gel Satz 1.8
f/
f
Man nennt daher den Ausdruck f—f' die logarithmische Ableitung von f. Die-
ser ist aufserhalb der Nullstellen von f immer definiert, unabhidngig von
der Existenz von logf. Manchmal werden wir statt f—f, auch suggestiv
4 Jog f(z) schreiben. Mit dieser Schreibweise wird nicht behauptet, dass
ein Zweig des Logarithmus auf dem Bild von f existiert. Fiir die logarith-
mische Ableitung gilt noch die Rechenregel
(f-g) _ ¢
=—+= 8.

e =Tty 5.)
d. h. fiir die logarithmische Ableitung kann man so tun, also ob log(f-g) =
log f +log g gelten wiirde.

Wir notieren noch:

d
3 (logof)(z) = —(2).

z

8.2. Lemma. Seien f, g # O bis auf isolierte Singularititen *7 holomorphe Funk-
tionen auf dem Gebiet G. Aus f' - g = g’ - f folgt schon f = ¢ - g mit einer
Konstanten c € C.

7d. h. es gibt (z.B. fiir f) eine diskrete Ausnahmemenge P C G, so dass f auf G \ P¢
holomorph ist. Isolierte Singularitdten werden systematisch im nidchsten Abschnitt bespro-
chen werden.
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Bewers. Da g nicht verschwindet, ist auch f/g eine bis auf isolierte Singu-
laritdten holomorphe Funktion auf G. Differentiation liefert

f\/ f, -g— f. g/
(5) = -0
also ist f/g konstant auf G. O

8.3. Im Folgenden sei G C C ein Gebiet und f : G — C* eine nullstel-
lenfreie holomorphe Funktion; z. B. G C C*,f(z) = ]E

Eine Funktion g € O(G) heifst holomorpher Logarithmus zu f, falls
expog = f. Da exp lokal biholomorph ist (vgl. Abschnitt 2.5), sieht man,
dass eine stetige Funktion g : G — C mit expog = f bereits ein ho-
lomorpher Logarithmus zu f ist. Ein holomorpher Logarithmus existiert
sicher immer dann, wenn auf dem Bild von f ein Zweig des Logarithmus
existiert. Allerdings ist diese Bedingung nicht notwendig: die Exponenti-
alfunktion exp : C — C* ist bekanntlich surjektiv und bekanntlich existiert
auf deren Bild C* (vgl. Beispiel 4.4) kein Zweig des Logarithmus. Dennoch
besitzt exp den trivialen holomorphen Logarithmus idc-.

8.4. Satz. Fiir ein Gebiet G und eine nullstellenfreie holomorphe Funktion f :
G — C* sind dquivalent:

(1) f besitzt einen holomorphen Logarithmus auf G.
(2) Die Funktion ‘c—f, besitzt eine Stammfunktion auf G.

Insbesondere existiert also auf jedem Elementargebiet G C C* ein Zweig des
Logarithmus.

Bewers. Ist f = e9 so liefert Differenzieren f' = g’e9 = g'f, also ¢’ = f—fl

Besitzt umgekehrt ©- die Stammfunktion g, so ist (fe™9)" = f'e79 —
ff—f/efg =0, also ist fe 9 = ¢ =: ed eine Konstante # 0. Nunist g =d+ g

die gesuchte Funktion mit f = exp og. O

9. Die Cauchysche Integralformel fiir Kreisringe, isolierte Singu-
larititen

9.1. Kreisringe. Wir betrachten den offenen Kreisring KR(zo,7,R) = {z €
C | r<lz—zol <R} und f € O(KR(zo,7,R)) Wir zerlegen den Kreisring,
wie in Fig. 7 angedeutet, in sternférmige Gebiete, so dass der Caucnysche
Integralsatz fiir Sterngebiete 5.3 auf die Teilgebiete angewendet werden
kann. Die Integrale tiber die radialen Strecken heben sich auf und wir
erhalten dann fiir r < v/ <R’ <R

(L N
[C—zo|=R’ [C—zg|=1"

und mit dem gleichen Beweis wie fiir Satz 7.1 erhalten wir
1 f(C) | f(¢)

(e =5 | a5 | ac
2mi ((—zo|=R’ C— Z 2mi l(—zol=r’ C— Z

=:1(C) + f2(C)
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go

ABBILDUNG 7. Zerlegung eines Kreisringes in sternférmige
Gebiete. Die Punkte in den Segmenten sind Sternpunkte.
Die Anzahl der nétigen Segmente hiangt von der Dicke des
Kreisringes ab.

fiir v’ < |z — zo| < R’. Die Formel fiir f; zeigt18, dass f; im offenen Kreis
B(zo,R) holomorph ist. Ebenso ist f; in dem Aufiengebiet {z e C ‘ |z —
zo| > T} holomorph. Der Potenzreihenentwicklungssatz 7.2 liefert

R N (o)
z) —Téan(z )" an=5— szO—R' Tz 190

Analog erhalten wir fiir |z — zp| > 1/ mittels der geometrischen Reihe

1 1 )
C_Z__Z_ZO &ZO__Z _ZOTL+] ZO)'

z—20 n—]

Bei festen z mit |z — zo| > 1’ konvergiert diese Reihe normal auf dem
Kreisrand {C eC ‘ |{—zgl =1/ }, also haben wir fiir f; die im Aufiengebiet
{z € C | |z—zol > r}" konvergente Reihendarstellung

Soaz-al emgg| Tl o)

2mi ) . { — zo)™ !
n=-—1

fiir jedes v/ > 1. Dass die Reihe Eq. (9.1) dort auch lokal gleichméafig

konvergent ist, sehen wir wie folgt. Die rechte Seite ist eine Potenzreihe in

&= 2_110 mit Konvergenzradius mindestens 1/r. Folglich konvergiert die

Reihe dort lokal gleichméfig in & und somit auch die Reihe Eq. (9.1) lokal
gleichmaflig im Auflengebiet {z eC ‘ |z —2zp| > r}. Damit haben wir auch
schon bewiesen:

BNatiirlich kann man zu jedem z im offenen Kreisring KR(zo,T, R) geeignete r < v/ <
|z—zo] < R’ < R finden.
“Letzteres da wir das Argument fiir jedes v’ > r durchfiithren kénnen.
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9.2. Satz (LAURENT-Entwicklungssatz fiir Kreisringe). Sei f holomorph im

offenen Kreisring KR(zop,1,R) := {z eC | r<lz—z9| < R}. Fiir v < p < R sei

_ 1J f(C)
27 i zglep (C—20)™!

Dann ist a, unabhingig von der Wahl von p und es gilt fiir f die Reihendarstel-
lung

an -

dc. (9.2)

o0
f(z) = Z an(z —z0)", T <l|z—2zol <R.
n=—oo

Diese sog. LAURENT-Reihe von f konvergiert auf dem Kreisring KR(zo,1,R)
—1 00
lokal gleichmif$ig. Y an(z—zo)™ heifst Hauptteil und )  an(z —zo)™ heifit
n=—00 n=0
Nebenteil der LAURENT-Reihe von f.

9.A. Isolierte Singularititen

9.3. Wir wenden den LAURENT-Entwicklungssatz auf isolierte Singula-
ritdten an. Sei f eine holomorphe Funktion auf einer offenen Menge G C C.
zo € C heifdt isolierte Singularitit von f, falls f in einer punktierten Kreis-
scheibe B(zo, €) := B(zo, ¢) \ {0} C G holomorph ist. Gemaf Satz 9.2 haben
wir dann die Entwicklung

f(z) = Z an(z—2zo)", O0<lz—2z <e.
n=—oo

Wir fragen uns zunédchst, ob man aus dem lokalen Verhalten von f bei
zo etwas tiber den Hauptteil der LAURENT-Entwicklung erfahren kann.
Nehmen wir an, dass f in der Nihe von zy durch eine Potenzfunktion
abgeschitzt werden kann, etwa

If(z)] < Mlz—zo|™, 0<|z—zol <6<,
so folgt in einem dhnlichen Schluss wie beim Beweis des Korollars 7.4

lan| = ‘]J o
Iy [Tz

Falls n < —N, so folgt durch Grenziibergang r — 0, dass a, = 0 sein muss.
Damit haben wir drei sich ausschlieSende Alternativen.

dC‘ <M. N,

9.4. Satz. Sei f € O(B(zo,¢€) \ {0}) eine holomorphe Funktion mit isolierter
Singularitit zo. Dann tritt genau einer der drei folgenden Fiille ein:

(1) Fiir eines und damit alle 0 < & < ¢ ist f beschrinkt auf der offenen
punktierten Kreisscheibe B(zo, 8). Dann verschwindet der Hauptteil der
LAURENT-Entwicklung von f bei zo und f ist nach zo holomorph fort-
setzbar. (sog. RIEMANNscher Hebbarkeitssatz)

(2) Esgiltlim,_,,, [f(z)| = co. Genauer gibt es ein N € Z, die sog. Polord-
nung, so dass die Funktion z — (z—zo)Nf(z) bei z eine hebbare Singu-
laritit hat (d. h. es tritt der erste Fall ein) und lim,_,, (z—zo)“f(z) # 0.
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Dies ist dquivalent dazu, dass der Hauptteil der LAURENT-
Entwicklung nur endlich viele (jedoch mindestens einen nichtverschwin-
denden) Summanden hat. Es gilt daher

(3) Der Grenzwert lim,_, [f(z)| existiert nicht. Dies ist dquivalent dazu,
dass an, # 0 fiir unendliche viele Indizes n < 0.

Man nennt die Singularitdt zy hebbar im Fall (1), Pol der Ordnung N
im Fall (2) und wesentlich im Fall (3). Gelegentlich fafst man die Falle (1)
und (2) unter dem Begriff “unwesentliche Singularitdt” zusammen.*°
Wir miissen nur noch zeigen, dass im Falle eines unendlichen Haupt-
teils tatsdchlich der Limes le)r? If(z)| nicht existiert. Es gilt jedoch viel mehr:
0

9.5. Theorem (Grofier Satz von P1CARD). Sei zy eine wesentliche Singularitiit
von f, d. h. unendliche viele der a,, mit n < 0 sind von Null verschieden. Dann
existiert ein a € C so, dass fiir jedes 0 < & < ¢ die Funktion f in der punktierten
Kreisscheibe B(zg, §) jeden Wert von C \ {a} annimmt.

A posteriori folgt natiirlich, dass jeder Wert in der genannten punk-
tierten Kreisscheibe sogar unendlich oft angenommen wird .

Diesen Satz werden wir erst sehr viel spater im Abschnit 26 beweisen
konnen. Wir zeigen lediglich, dass das Bild von B(zo, 0) \ {zo} unter f in C
dicht liegt. Dies ist der sog. Satz von CASORATI-WEIERSTRASS. Das gentigt
nattirlich, um den noch hidngenden Beweis des Satzes 9.4 abzuschliefsen.

Nehmen wir an, die Dichtheitsbehauptung wire falsch. Dann gébe es
eine Kreisscheibe B(wp,y) C C\ f(B(zo,8) \ {z0}). Folglich ist die nicht-

konstante Funktion 1

f(z) —wo
auf B(zo,d) \ {zo} beschrénkt, folglich nach dem bewiesenen Teil (1) des
Satzes 9.4 holomorph nach z; fortsetzbar. Dann ist aber

h(z) =

f(z) = wo + hgz)

also ist zy entweder hebbar oder, falls h(zy) = 0 2*, ein Pol von f. Wider-
spruch!

9.B. Das Residuum

9.6. Sei f eine bis auf isolierte Singularitdten holomorphe Funktion in G.
Fiir a € G nennt man

1
Res, f := 5 ica_s f(C)dg (9.3)

das Residuum von f in a, vgl. Eq. (9.2).

*°Klingt etwas schrég, oder?
*'Man beachte, dass h nicht konstant 0 sein kann!
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Ist a ein einfacher Pol von f, so gilt
Resq f = lim (¢ — a)f(¢) = (L — a)f(C)|,_,- (9-4)
(—a

Allgemeiner gilt fiir einen N-fachen Pol

‘I —
Reso = gy () @M@l 69)

Die Formeln Eq. (9.4) und (9.5) sind fiir praktische Berechnungen von ge-
wisser Bedeutung und wir werden Sie im Folgenden, insbesondere im
Abschnitt 19, gelegentlich benutzen.

BEMERKUNG. Hat f in einer Umgebung von a eine Stammfunktion, so ver-
schwindet das Residuum, Res, f = 0. Das ergibt sich unmittelbar aus der
Definition Eq. (9.3) und dem Satz 4.3. Das Residuum Res, verhilt sich in
gewisser Weise wie ein “Integral” auf dem Ring der (formalen) Potenzrei-
hen mit Entwicklungspunkt a. Wegen Resq(f- g’ +f’-g) = Resq(f-g)' =0
gilt die Regel der partiellen Integration

Res,f'-g=—Res,f-g’ (9.6)
auch fiir Res,.

9.7. Die Ordnung einer Funktion. Wir fithren noch folgende niitzliche

Schreibweise ein: sei f € O(B(a,r)) mit einer unwesentlichen Singularitat
bei a. Dann hat f die LAURENT-Entwicklung

flz) =) cnlz—a)", cm #0.

Wir setzen dann ord, f := ord(f, a) := m und nennen ord, f die Ordnung
der Funktion f im Punkt a. M. a. W.

0, falls a hebbar und f(a) # 0,
ord, f :=ord(f,a) := ¢ —k, falls a Pol der Ordnung k, (9.7)
k,  falls a Nullstelle der Ordnung k.

BEMERKUNG. Im vorstehenden Fall gilt fiir die logarithmische Ableitung

f'(z) m-cmiz—a)™ "4+ (MmM+1) cpurlz—a)™+...
f(z) Cm(z—a)™+cmp(z—a)™ 4+ ..
m T+ (m+1)-cmpr/emlz—a)+...

z—a T+ cmer/cmz—a)l +...

b

also hat f’/f in a einen einfachen Pol vom Residuum

/

f
Res, 7= ord f. (9.8)
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9.C. Meromorphe Funktionen

9.8. Eine wichtige Klasse von Funktionen mit isolierten Singularitdten
bilden diejenigen, die keine wesentlichen Singularitdten besitzen.

f heifst meromorph auf G, falls es eine diskrete Menge Py C G gibt, so
dass f auf G \ P holomorph ist und die Punkte von Ps allesamt unwe-
sentliche Singularitdten (d. h. also hebbar oder Polstellen) von f sind. Mit
M(G) bezeichnen wir die meromorphen Funktionen auf G. Obwohl me-
romorphe Funktionen nicht {iberall definiert sind, kann man sie in offen-
sichtlicher Weise addieren, multiplizieren und auch, falls # 0, dividieren.
Man setzt etwa (f+9)(z) = f(z)+g(z), (f-g)(z) = f(z)-g(z) fir z ¢ PsUP4.>*
Ist g € M(G)\{0}, so ist auch die Nullstellenmenge von g diskret und man
setzt g(z) = % fir z € Py und g(z) # 0. Auf diese Weise erhélt man

9.9. Satz. (M(G),+,-) ist ein Korper.

BewErs. Der Beweis ist im Wesentlichen eine Fleiflaufgabe. Wir diskutie-
ren lediglich das multiplikativ Inverse. Seit g € M(G) \ {0}. Dann lie-
gen die Nullstellen Ny C G diskret. Ist a € Ny, so schreibe g(z) =
(z—a)™g1(z), g1(a) # 0, wobei m die Ordnung der Nullstelle ist. Dies ist
moglich, denn wére die Ordnung der Nullstelle oo, so wire g nach dem
Identitdtssatz 7.9 schon konstant 0. Also ist 1/g(z) = (z — a) ™1/g:1(2),
d. h. 1/g(z) hat in a einen Pol der Ordnung m. Insgesamt folgt 1/g €
M(G). O

Wir bemerken noch, dass O(G) € M(G) ein nullteilerfreier Ring ist
und tatsdchlich kann man zeigen, dass M(G) der Quotientenkorper von
O(G) ist. Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir dies jedoch nur fiir den
Fall G = C beweisen konnen (s. Satz 22.5).

10. Die Riemannsche Zahlenkugel

10.1. C. Es liegt nahe, einer Funktion in einer Polstelle den Wert oo zu-
zuordnen. Wir erweitern dazu C durch Hinzunahme eines Punktes zu
C = C U {co}. Wir topologisieren C als Einpunktkompaktifizierung von
C.?3 Eine sehr elegante alternative Beschreibung ist die Folgende: sei

CP' = {[z0: z1] | (20,21) € C2\{(0,0)}} = C*\ {(0,0)}/C"
der komplex eindimensionale projektive Raum.*# Die beiden Karten
@1:CP'\{[1:01} — C, [z0:2z1] — zo/21,
©2:CP'\{[0: 1]} — C, [z0:2z1] — z1/20,

*Nattirlich ist mit Py und P4 auch deren Vereinigung Py U P4 diskret in G.

#s. Analysis III oder eine einschlagige Topologieeinfithrung.

2 D. h. CP' ist der Quotientenraum von C2 \ {(0,0)} bzgl. der Aquivalenzrelation
(zoyz1) ~ (A - zo,A - z1),A € C*. Fur die Aquivalenzklasse von (zo,z1) verwendet man
tiblicherweise die Schreibweise [zo : z1]. Man nennt (zo, z1) homogene Koordinaten des ent-
sprechenden Punktes in CP'. Man muss sich stets bewusst sein, dass homogene Koordina-
ten nur bis auf Multiplikation mit einer von Null verschiedenen komplexen Zahl eindeutig
bestimmt sind.
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bilden einen holomorphen Atlas mit dem Kartenwechsel

1
@107 (z) = @a([z:1]) = o ZE€ C*.
Die Abbildung

z0/z1, z1 #0,

®:CP' — C, [20:21]H{
0, Z1:O)

ist ein Homoomorphismus. Durch Verkniipfung mit ®~' erhalten wir
einen holomorphen Atlas von C:

hy =@ 0® " :C\{oo} = C,z— z,

-~ 1
hy = @00 " :C\{0} > C,z— —.
z
C ist eine sogenannte RiEMANNsche Fldche, also eine komplex eindi-
mensionale Mannigfaltigkeit. Dies wird hier jedoch nicht weiter benutzt
werden.

10.2. Holomorphie im Unendlichen. Sei U C C offen und f: U — C eine
Abbildung. Wir nennen f holomorph in zy € U falls folgendes gilt: sind
©, holomorphe Karten um zy bzw. f(zy), so ist ¢ o f o {p~! holomorph
(im tblichen Sinne) in einer Umgebung von 1 (zo).

Die Definition beinhaltet genauer die folgenden Fille:

(1) z0,f(z9) € C. Dann erhalten wir die tibliche Definition der Holo-
morphie.

(2) zo = o00,f(z9) € C (Holomorphie in oo). f ist genau dann holo-
morph in oo, wenn f(!) (im tiblichen Sinne) holomorph in 0 ist.

(3) zo0 € C,f(29) = oo. Dann ist f als Abbildung U — C genau dann
holomorph in z5, wenn 1/f im tiblichen Sinne holomorph in z; ist.
Das bedeutet aber, dass f in zy einen Pol hat.

(4) zo = f(2z0) = oo. Dann ist Holomorphie dquivalent zur Holomor-
phie von 1/f(1/z) in z = 0.

BerspieL. 1. Ein nicht-konstantes Polynom P(z) wird durch die Setzung
P(00) = 0o zu einer holomorphen Abbildung C —C.

2. Sei f auf G eine meromorphe Funktion. Ordnet man f in den Polstel-
len den Wert oo zu, so wird f zu einer holomorphen Abbildung G — C.

WARNUNG. Die Terminologie hier ist ein bischen vertrackt. Man muss un-
terscheiden zwischen holomorpher Abbildung und holomorpher Funktion.
Funktionen sind stets komplexwertig, wiahrend Abbildungen (hier) auch
Werte in der Zahlenkugel C annehmen diirfen.

Wir bestimmen noch den Korper der meromorphen Funktionen auf C.

~

10.3. Satz. M(C) = C(z) ist der Quotientenkorper des Ringes C[z] der Po-
lynome in einer Unbestimmten iiber C. Man nennt dies auch den Korper der
rationalen Funktionen.



FUNKTIONENTHEORIE 34

M. a. W. ist f: C — C eine holomorphe Abbildung, so gibt es Polynome
p(2),q(z) € Clzl, so dass f = %. Ist f eine holomorphe Funktion auf C (d. h. f
bildet nach C ab), so ist f konstant.

BeEweErls. Sei f eine holomorphe Funktion auf C. Dann ist f sicher stetig
und da C kompakt ist, ist f und insbesondere f } c beschriankt. Nach dem
Satz von L1OUVILLE ist f dann aber konstant.

Sei nun f € M (@) nicht konstant. Da die Pole von f diskret liegen und
C kompakt ist, hat f nur endlich viele Polstellen. Seien z1,...,z, € C die
in C liegenden Pole mit den Hauptteilen

-
Hiz) = ) anjlz—z)™

TL:—TTLj

Dann ist f— er:] Hj =1ge M (@) ohne Pole in C. oo ist héchstens ein Pol,
also

l9(2)l < Clzl™, |zl > 1,
mit geeignetem N > 0. Wiederum nach dem Satz von LIOUVILLE ist g ein
Polynom. Wir erhalten also Frei Haus die Partialbruchzerlegung von f

f(z) = g(z) + ) _Hj(z),
und die rechte Seite ist offenbar eine rationale Funktion. O

Wir haben im Beweis also insbesondere folgendes gezeigt: ist f € O(C)
eine ganze holomorphe Funktion, so kénnen wir f als eine holomorphe
Abbildung mit einer isolierten Singularitdt im Punkt oo auf C auffassen.
Ist dann noch oo hochstens ein Pol, so ist f bereits ein Polynom.

11. Mobius Transformationen

11.1. Automorphismen. Wir bestimmen hier die Automorphismen, also
die biholomorphen Selbstabbildungen, einiger Gebiete, insbesondere von
C.

Fiir ein Gebiet G bezeichne Aut(G) := {f: G — G | f biholomorph}.
Aut(G) bildet beztiglich der Verkniipfung von Abbildungen eine Gruppe.

11.2. Satz. Aut(C) besteht aus den Abbildungen der Gestalt f(z) = a-z+b,a €
C*,b € C. Die Zuordnung

a b
(ZHa-Z+b)H<O ]>
ist ein Gruppenisomorphismus von Aut(G) auf die Gruppe der oberen Dreicks-

a b

0 1) € GL(2,C).

BEweEIis. Sei f € Aut(C). Dann sind f({|z| < 1}) und f({|z| > 1}) disunkte
nichtleere Gebiete in C, insbesondere sind beide nicht dicht in C. Folglich
hat nach CASORATI-WEIERSTRASS (s. Beweis des Satzes 9.4 nach Theorem
9.5) f in oo hochstens einen Pol und nach dem Satz von LIOUVILLE 7.7 ist

matrizen der Gestalt <
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f somit ein Polynom. Da f aber injektiv ist, muss nach dem Fundamen-
talsatz der Algebra 7.8 der Grad des Polynoms 1 sein. Daraus folgt die
Behauptung. O

11.3. MObius- oder gebrochen lineare Transformationen. Fiir a,b,c,d €
C mit ad — bc # 0 setzen wir

f=M a b :(AjBZHaZ+b€((A:.
c d cz+d

f heifst Mobius- oder gebrochen lineare Transformation. Man beachte, dass
wegen der Bedingung ad — bc # 0 Zahler und Nenner nicht gleichzeitig
verschwinden konnen. Daher ist f eine meromorphe Funktion, die wir
gleichzeitig (vgl. Abschnitt 10) als meromorphe Abbildung C — C auffas-
sen konnen.

Istc=0soistf(z) =3 -z+ %, also f € Aut(C). Ist hingegen c # 0, so
ist

a 1 ad-—bc

flz) == —— ———~
(2) c ¢ cz+d’

also f(co) = ¢, f(—¢) = c0.

ola

BeispieL. Die CAYLEY Transformation k(z) := i—:; bildet die Obere Halbebe-
ne H = {z|Jz > 0} biholomorph auf den Einheitskreis E ab.

11.4. Satz. Die Zuordnung

M :GL(2,C) — AutC, M(“ b) (z) = 22F0

c d Ccz+d

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, dessen Kern genau aus den Dia-
gonalmatrizen {\-1d | A € C*} besteht. Folglich ist AutC ~ PGL(2,C) =
GL(2,C)/C* =PSL(2,C) =SL(2,C) /{£1d}.

BewEers. Man rechnet einfach nach, dass M(A) o M(B) = M(AB) fiir Ma-
trizen A, B € GL(2,C).

Zur Bestimmung des Kernes sei <(cl b> im Kern der Abbildung M.

d
Dann ist

az+b=z(cz+d) =cz?+dz

fir alle z € C und Koeffizientenvergleich liefert in der Tat ¢ = 0,b = 0
sowie a = d. D. h. jedoch gerade, dass es sich um eine Diagonalmatrix
handelt.

Zum Beweis der Surjektivitdt betrachte f € Aut C. Ist f(oo) = 00, so ist
f ! C sicherlich ein Automorphismus von C, also ist f nach Satz 11.2 von der
Gestalt f(z) = az+ b mita € C*,b € C.

Ist hingegen f(oo) = ¢ # o0, so setzen wir g(z) = 1/(f(z) — c). Dann ist
g ebenfalls ein Automorphismus von C mit g(oo0) = oco. Nach dem soeben
gezeigten ist g linear und f = 1/g + c ist eine Mobius Transformation. [J
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11.5. Automorphismen des Einheitskreises. Fiir ein festes a € E betrach-
te die Mobius Transformation @ (z) := Oy(z) := &%. O bildet die Kreisli-

1—az*

nie S! in sich ab, denn fiir z € S! ist

=1.

o) = [Z2] - 22

az z—7al - |zl

Folglich kann nur ®(E) C E oder ®(E) C C \ E sein. Wegen ®(a) = 0
scheidet die zweite Moglichkeit jedoch aus.

Ist nun f irgendein Automorphismus des Einheitskreises, so betrach-
ten wir mit a = f(0) die zuvor definierte Abbildung ®,. Dann ist @4 o f
ein Automorphismus des Einheitskreises mit (®q o f)(0) = 0. Nach dem
Scawarzschen Lemma 7.15 ist (<D o f) (z) = A - z eine Drehung. Auflosen
nach f liefert

z— (—al) z—b

flz) =N —+ 7 .. — =A-D b:=—a.
(2) 1— (—ahz 1—bz v(2), ¢

Wir erhalten also sdamtliche Automorphismen des Einheitskreises in der
Gestalt f(z) = A- @p(z) mitb € E,A € S'. A und b sind durch f eindeutig
bestimmt; denn es ist b = f~'(0) und A = —b/f(0).

11.6. Automorphismen der oberen Halbebene. Konjugation mit der
CavLey Transformation f — k! o f o k liefert einen Gruppenisomorphis-
mus von AutE auf Aut H. Der Rest ist eine Fleiffaufgabe. Es folgt, dass die
Zuordnung

a b az+b

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist, dessen Kern genau aus den
beiden Matrizen +1Id besteht. Damit ist AutE ~ AutH isomorph zur
Gruppe PSL(2,R).

11.7. Mobius Transformationen als Abbildungen des komplex projekti-
ven Raumes CP'. Wir hatten im Abschnitt 10 gesehen, dass man die Rik-
MANNsche Zahlenkugel C als den komplex eindimensionalen projektiven
Raum CP'! auffassen kann. Wir zeigen noch, wie Mobius Transformatio-
nen auf homogenen Koordinaten wirken. Ist f(z) = ‘C‘;tg so erhalten wir
mit der Identifizierung z = zp/z1 < [zo : z1]

[az+b_
cz+d’

In homogenen Koordinaten verliert der Punkt co bekanntlich seine Son-
derstellung und die Formel rechts ist fiir samtliche Punkte des komplex
projektiven Raumes giiltig. Weiterhin zeigt diese Uberlegung, dass die
Mébius Transformationen genau die Projektivititen des Raumes CP' dar-
stellen.?>

f([zo : 1)) 1] = lazo 4 bz : czo + dzq].

*Wer damit nichts anfangen kann, darf es getrost ignorieren; wir werden das nicht
weiter verwenden oder benétigen.
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12. Folgen holomorpher Funktionen

12.1. Kompakte Konvergenz. Wir erinnern zunéchst an den Begriff der
lokal gleichméafligen bzw. kompakten Konvergenz: sei dazu G C C ein
Gebiet und f, : G = C,n € N. (f,) konvergiert lokal gleichméfig gegen
f: G — C, wenn es zu jedem zy € G eine offene Umgebung U > z, so gibt,
dass f‘u gleichméflig gegen f‘u konvergiert.

Man {tiberzeugt sich leicht davon, dass dieser Konvergenzbegriff
dquivalent zur kompakten Konvergenz ist. D. h. f ‘K konvergiert auf jedem
Kompaktum K C G gleichmiflig gegen f ‘K.

Der folgende Satz gibt Aufschluss {iber das Verhalten kompakt kon-
vergenter Folgen holomorpher Funktionen.

12.2. Satz (WEIERSTRASSscher Konvergenzsatz). Die Folge (fn)n C O(G)
konvergiere kompakt gegen die Funktion f : G — C. Dann ist f holomorph und
alle Ableitungen (£, konvergieren kompakt gegen die Ableitungen f¥;k =
0,1,2,...

Man vergleiche diesen Satz mit dem entsprechenden Satz der reellen
Analysis tiber die gliedweise Differentiation von Funktionenfolgen. Dort
musste man die kompakte Konvergenz der Ableitungen voraussetzen um
schliessen zu kénnen, dass Differentiation und Limesbildung vertauschbar
ist.

Bewels. 1. Wegen der kompakten Konvergenz ist f stetig. Wir verwenden
den Satz von MoRrera Korollar 7.5: ist A C G ein abgeschlossenes Dreieck,
so konvergiert f,| . — f| , gleichméRig, also folgt

J f:hmJ fn=0,
YN n—=0o0 JaA

da f holomorph. Nach MoORERA ist nun auch f holomorph.
2. Sei zg € G und B(zp,r) C G eine kompakte Kreisscheibe, r > 0. Fur
|z — zo| < v/2 liefert die CaucHysche Integralformel

fn(C) _ f(C)

(C — Z)k-H

a

(x) (K) k!
o (z) — 9 2)| < =
o | 270 Jj¢—zp)=r

T-k!

< W \Crii)ir [fn(0) — f(Q)

und Letzteres konvergiert nach Voraussetzung auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe B(zo,1/2) gegen 0. O

13. Konkrete Partialbruch- und Produktentwicklungen

Es ist an der Zeit, mit der Theorie etwas zu pausieren und eine Reihe
von interessanten konkreten meromorphen Funktionen anzuschauen und
das bisher Erlernte darauf anzuwenden. Da Funktionen immer wieder mit
Hilfe von Grenzprozessen erkldrt werden, ist der WEIERSTRASSsche Kon-
vergenzsatz 12.2 hierfiir ein wichtiges Hilfsmittel.
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13.A. Partialbruchzerlegung

13.1. Die Funktion 7 cot(nz) hat einfache Pole in Z. Die Residuen ergeben
sich daher aus (vgl. Abschnitt 9.B)
cos(mz) .. v z—k (=1)*n

ll—lﬁﬁ(zik) sin(7tz) - l1_>rr]1<(—1) 7Tsin(th) - 7t cos(7tk) =1

Des Weiteren ist die Funktion T—-periodisch.

Wir konstruieren nun auf eine andere Weise eine T—-periodische Funk-
tion mit einfachen Polen in Z vom Residuum 1 und vergleichen diese dann
mit 7tcot(7z). Fiir z € C \ Z betrachte

N 1 S 1 AT 2
:*JFZ( . ):*JFZﬁ-
St z = z—k z+k z k:1z —k
Also ist
N > 2z
1 .
“im Y ety ae

in C\ Z auf jedem Kompaktum normal konvergent. Nach dem WEIER-
sTrRAssschen Konvergenzsatz 12.2 ist f meromorph in C mit einfachen Po-
len in Z vom Residuum 1. Desweiteren ist f in der Tat 1-periodisch, denn

N
f(z4+1)—f(z) = lim Y —y

( ] — 1 )—lim —
N—>ook - z+1—k z—k/ Nocwz+N+1 z—N

13.2. Die reduzierte Summe. Alternativ konnen wir schreiben

N g N 11 & .
Z = -+ Z —1—7::——1—2 FrE———
k:7Nz—k z k:7N’k¢oz—k k z S k(z —k)

Dabei bezeichnet Z/ die reduzierte Summe. Dies ist lediglich eine
abkiirzende Schreibweise dafiir, dass bei der Summation die 0 ausgelassen
wird.

Damit erhalten wir

1 r,o]
=+ X =gt Z

Diese Reihe ist ebenfalls in C \ Z kompakt konvergent. Betrachte nun die
ganze Funktion h(z) := mcot(nz) —f(z). Da f(z) die gleichen Hauptteile wie
mcot(iz) hat, ist h in der Tat eine 1-periodische ganze Funktion. Nattirlich
wollen wir zeigen, dass h verschwindet. Dies gelingt nicht direkt, sondern
tiber die Betrachtung der Ableitung. Nach dem WEeiErsTRASSschen Kon-
vergenzsatz 12.2 diirfen wir gliedweise differenzieren und erhalten

—? n s 1
sin? 7tz e (z—k)?
=—00

h'(z) =

Wir zeigen zunichst, dass h' beschrankt ist, um den Satz von Liou-
VILLE 7.7 anwenden zu kénnen. Da mit h auch h’/ 1-periodisch ist, gentigt
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es, h/ auf einem vertikalen Streifen der Breite 1 abzuschitzen. Dazu sei
¢ > 0 vorgegeben. Fiir z = x + iy, y > 0 haben wir

1 4

|sin2(7rz) ’ - |e7ﬁxfﬂy — e Tix+my |2
1

|627tix727ry _ ]|2

< 4e ™

< 8e7¥™M,  fiiry > yo,

d. h. man kann wegen limy_,, e 2™ = 0 sicherlich yy so wahlen, dass die
letzte Ungleichung fiir y > yo gilt.

Fiir y < 0 geht man analog vor. Nach evtl. Vergrofierung von y erhal-
ten wir also

€
< =, fur|Jz| > yp.
‘sinz(ﬂz)) 2 9zl = v

Wenden wir uns nun der Abschidtzung des zweiten Summanden von h’
zu. Fir z = x + 1y, 0 < x < 1, gilt sicherlich
1 1
‘z—k max(kz,m).
Wir wihlen daher N so grof3, dass

1 3
Z max kz, ]) ) < Z
[k|>N

Dann ist
()< Dot Z) "

Die Summe rechts schitzen wir ab durch (2N + 1)jy|~2, also konvergiert
die Summe rechts fiir [y| — oo auf dem Streifen 0 < x < 1 gleichméflig
gegen 0.

Wir konnen folglich y; > yo so wihlen, dass [h'/(z)| < ¢ fiir 0 < Rz <
1,13z > Y1.

Als 1-periodische Funktion ist h’ damit beschrankt und nach dem Satz
von LIOUVILLE 7.7 ist sie daher konstant. Da aber h’(x + iy) * % 0 muss
h’ = 0 sein.

Die Funktion h ist nun konstant. Andererseits ist sie aber ungerade
(d. h. h(—z) = —h(z)), also ist auch h = 0. Wir fassen zusammen:

13.3. Satz (Partialbruchzerlegung des Cotangens). Es gilt mit kompakter
Konvergenz in C\ Z

oo
7 - cot(7z) E

E 2+Zzz n?

2 o 1

7T
SOZUZE 7 - Z m.
(o.e]

sin“mz | =
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13.B. Produktentwicklung

13.4. Unendliche Produkte. Wir diskutieren zundchst grundlegende Fak-
ten tiber unendliche Produkte. Ist (a,) eine Folge in C, so heifit das un-

endliche Produkt || an konvergent, falls alle bis auf endlich viele a,, von
n=0
Null verschieden sind und fiir gentigend grofSes ny der Grenzwert

N
lim H an
N—oo

n=—nyo

existiert und von Null verschieden ist. Man setzt dann natiirlich
o) N
[Jan=lim JTan.
n=0 n=0

Diese Definition, die zundchst etwas ungewohnlich erscheint, garan-
tiert, dass fiir ein konvergentes Produkt gilt:

(1) lim a, =1.
n—oo
(2) [ an ist dann und nur dann gleich Null, wenn eines der a,

n=0
gleich Null ist.

13.5. Satz. Sei G C C ein Gebiet und f,, € O(G). Die Reihe )_ |fy — 1| konver-

n=1
giere kompakt auf G. Dann gilt:
(1) f(z) = 10_0[ fn(z) konvergiert kompakt *° auf G.
n=I

(2) f € O(G) und die logarithmische Ableitung kann gliedweise genommen
werden
f'(z)  « fi(z)
fz) ; fn(z)”

Diese Reihe konvergiert kompakt in G \ =1 ({0}).

Bewers. 1. Sei K C G eine kompakte Menge. Dann konvergiert » [f, — 1|
gleichmaflig auf K. Daher gibt es ein ng so, dass

1

f -1 <=

[fn(z) | < 2
fiir alle n > ny und alle z € K. Fur diese n und z ist also stets f;,(z) # 0.
Sei log der Hauptzweig des Logarithmus auf C\ R_. Fiir n > ng,z € Kist

sicherlich f,(z) € C\ R_, also

N N N
H fu(z) = H elogfnl(z) — exp( Z logfn(z)).
n=ng n=ng n=ng

*D. h. fiir jedes feste z € G konvergiert das unendliche Produkt im Sinne obiger

N
Definition und die Konvergenz [] f(z),N — oo, ist kompakt auf G.

n=1
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Fir u| < 2—1 ist nun

dz u
log(1 + )| =| < My,
(RS Tl =3

also
4
|log fn(z)| < *|fn(z) -1,

folglich konvergiert die Reihe ) 7 logf (z) gleichméfiig auf K. Da die
Exponentialfunktion auf Kompakta glelchmaBig stetig ist, folgt nun auch
die gleichméfiige Konvergenz des Produktes

ﬁ fu(z) = ﬁ elogn(z) — exp( i logfn(z)> #0. (13.1)

n=nyp n=no n=nop

2. Wegen der bewiesenen kompakten Konvergenz des Produktes (13.1)
ist f holomorph auf G und mit dem WEIERSTRASSschen Konvergenzsatz
12.2 und (8.1) erhalten wir aus

ﬂo*]

f(z) = H fn(z) - exp( Z log fn(z))

n=1 n=np

durch logarithmisches Differenzieren

V(@) _ N falz) 2 fl(2)
— log i (
z) Z fn(z Z 08 Z fn(z)
n=1 TL =ng n=1

wobei die kompakte Konvergenz der letzten Reihe wiederum aus dem
WEIERSTRASSschen Konvergenzsatz 12.2 folgt. O

13.6. Satz (Sinusprodukt). Fiir die Sinusfunktion gilt die folgende in C kompakt
konvergente Produktdarstellung

o0

sin(rz) =m-z- || Z/k—ﬂzH

Dabei bezeichnet, analog zur reduzierten Summe ZI, H/ das redu-
zierte Produkt, d. h. der Index 1413t die O aus.

Bewers. Sei K C C kompakt und ny € Z7 so, dass |z/ng| < % fir z € K.
Dann ist fiir n > ny

2
(1— Zye/m — ez/“—1—5—5(e7~/“—1)( <c%,
n n o on n
folglich ist f(z) ==m -z - H )e#’* kompakt konvergent und
gliedweise loganthmlsche D1fferent1at1on hefert mit Satz 13.3
f'(z) 1 2 T, - éiz sin(7tz)
f(z)  z * Z (z—k k) - cot(mz) = sin(niz)

k=—00
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Das Lemma 8.2 liefert sin(niz) = c - f(z). Die Konstante ergibt sich durch
Auswertung an der Stelle z = 0

sin(7tz) f(z)
= 2 ‘z:O - T}Z:O =cm
also ¢ = 1 und wir sind fertig. O

14. Die Gamma Funktion

14.1. Wir betrachten das “halbe Sinusprodukt”

z)i=z- H(] + %)eil/v.
v=1

Wie bei der Diskussion des Sinusproduktes folgt die kompakte Konver-
genz auf C, also ist H € O(C) eine ganze Funktion mit einfachen Null-
stellen in den Punkten 0, —1,—2,.... Vergleich mit dem Sinusprodukt 13.6

liefert
o0

~HEH(2) =2 [ (1 + %)efz/v _

v=—00

sin(7tz)
Z .

(14.1)

Der Funktionswert bei 1 ergibt sich zu
= g Tleo(i 1))
Ay
= exp(— lim [Z - —log(N + 1)})

N—oo

Der Limes im Exponenten ist die aus der Analysis bekannte EULER-
MascHERONT Konstante, die wir mit y bezeichnen.

14.2. Die I'-Funktion ist definiert durch

o0

1 _
M@= HE) " =e [0+ ) e (42)
v=1

Die Eigenschaften der '-Funktion fassen wir zusammen in

14.3. Satz. 1. ' € M(C) ist eine auf C meromorphe Funktion mz’t einfachen
Polen in den Punkten 0,—1,—2,.... Das Residuum in z =
keine Nullstellen.

2. Es gilt die EULERsche Produktdarstellung

z

. nn
rz) _nh—)H;oZ(Z—i-])'...'(Z—i‘TL))

3. Es gilt die Funktionalgleichung
MNz4+1)=z-T(z),
sowie'm+1)=nlneZ,.
4.

z € C\{0,—1,-2,...}
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5. Fiir Rz > 0 gilt die Integraldarstellung

Mz) :J t7Tetdt.
0

6. Esist T'(1/2) = /m.

Bewers. 1. DaH € O(C) ist I'(z) = e Y*H(z)~' nullstellenfrei. Die Pole sind
genau die Nullstellen von H, also 0,—1,—2,.... Die Residuen berechnen
wir unter 3.

2. Dies ergibt sich durch Manipulation der “Partialprodukte” der defi-
nierenden Produktdarstellung. Es ist

z- H(1 + %)e""/V =z- HHTVe’Z/"
v=1 v=1
_z(z4 D). (241 exp(z(logn—i])).

n!-nz v
v=1

Der letzte Faktor konvergiert fiir n — oo gegen e~ ¥* (vgl. Abschnitt 14.1)
und wir erhalten daher

H(Z)_ewhmz-(z+1)-...-(z+n)
N n—oo n!-nz
und somit
l.n*
Mz) = e Y H(z)"" = li L .
(2) = e HE)" = im Sy T T

3. Dies folgt nun leicht aus der bewiesenen EuLErschen Produktdar-
stellung:

z

nl-n z-n
I 1)=1 =TI(z) -z .
= i e e e i = (143)
Esist I'(1) = lim % = 1. Rekursiv (=induktiv) ergibt sich nun I'(n +
n—oo :

N=n-Tm)=n!-T(1) =nl
Da die Pole wegen der Produktdarstellung einfach sind, berechnen
sich die Residuen in —n mit Eq. (14.3):

Res_, T'(z) = Zl_i}r£1n(z +n)-T(z)
MNz+n+1) I'(1) (="

i
oz 4 1) (z4n—1) (=™ nl

4. Schliefilich liefert Eq. (14.1)

1 s
Nz) - T(1—z)=T(2) (~z) - T(—z) = —z - H(z)H(—z) _ sin(nz)’

5. Hier machen wir eine Ausnahme und verwenden Methoden der
LeBESGUE Theorie aus Analysis III. Ein elementarer Beweis ist moglich.
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Allerdings steht der Nutzen einer Theorie “gleichméfiig konvergenter un-
eigentlicher Integrale” in keinem Verhiltnis zum Aufwand. Fiir geeignetes
von z abhéngiges to > 0 ist

|tz—] e—t| < tﬁli]) O S t S tO)
T eV t>t.

Das geniigt schon um zu sehen, dass t — t* et fiir |z > 0 iiber das
Intervall [0, c0) im LEBESGUEschen Sinne integrierbar ist.
Nun weifs man aus der Analysis Vorlesung, dass

et = lim (1— 4,
n—oo n

Die Funktionen f, definiert durch

T—4Hne= 1 0<t<n
fn (t) = ( n ) ) — )
0, sonst,
konvergieren also punktweise gegen unseren Integranden t*~'e~t. Sicher-
lich sind sie auch integrierbar und wegen der Abschitzung
[ (t)] < et
27 ist der LEBEsSGUEsche Konvergenzsatz anwendbar und wir konnen Inte-
gration und Limesbildung vertauschen. Es gilt also
RS N tin 2
J t*'e"'dt = lim J (1——=)"t*'at.
Nun miissen wir uns nur noch ein bischen in partieller Integration {iben:

n n
J (1— 3)”t7~—1 dt _J oo Synreg
0 n 0o Z n

__n-1 JHU ~ Yynpaigy
z(z+1)n J, n

= (T‘L—])! Jn z+n—1
Cz(z41) -z —1)nnT ot dt

z

nin
zZ(z+1)-...-(z4+n)’
Dies ist aber gerade der allgemeine Term der EuLERschen Produktdarstel-

lung 2. und wir sind fertig.
6. Aus 14.3.4 ergibt sich

2 — . — = n e
ra/2°=r1/2)-r1-1/2) sin /2 T,
und wegen 14.3.5 ist ['(1/2) = [° t1/2e7tdt > 0, folglich I'(1/2) = /.
O
#Um dies zu zeigen, {iberzeuge man sich davon, dass (1 — %)" < (1- %H)““ fir

n > t > 0. Die Ableitung nach n (n darf in der Formel ja eine reelle Zahl > 0 sein!) von
(1— )™ ist positiv fiir n > t > 0.
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Ys

e

ABBILDUNG 8. Integrationsweg fiir das HANKELsche Schleifenintegral.

14.A. Erginzendes Material

14.4. Fiir 8 > 0 bezeichne y; den in Fig. 8 skizzierten Integrationsweg.
Nach den Sitzen iiber Parameterintegrale ist die Funktion

H(z) := J t7Te tdt
Ys

eine ganze holomorphe Funktion, unabhingig von & > 0. Dabei ist t*~! =
ez Vgt wie {iblich mittels des Hauptzweiges des Logarithmus in C \
R4 erklart. Die Funktion H(z) steht in einer einfachen Beziehung zur I'-
Funktion. Der folgende Satz liefert also auch einen alternativen Beweis der
analytischen Fortsetzung der I'-Funktion.

14.5. Satz (Hankersche Schleifenintegraldarstellung). Mit der zuvor er-
klirten ganzen Funktion H(z) gilt

oz ' 2 emz
H(z) = (e7™* —1) F(z)—ir“_z).

Folglich gelten fiir & > O die Schleifenintegraldarstellungen von I' und 1/T:

M(z) = (er™ — 1)’1 J t#7 e tdt, zeC\Z_,

0%
1 e"iZJ L,

— =—— | t%tdt, zeC.

I'(z) 2mi |, ’

Beweis. Fiir Rz > 0 finden wir

H(z) = lim J ¥ Te tdt
5—0 vs

o0 o0
_ J et dt +J oz 1) (log t+2mi)—t g4
0 0

= (e —1) - T(2),
also
(z) = (e’ — 1)7] J t7le7tdt, zeC\Z_. (14-4)
Ys
Nun ist wegen Satz 14.3 4.

sin(7z) 2mi - e™

n T(z)-T1—2)

iz

eZmz —1 = ™Mz, (emz _ efmz) — i - e™
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Also folgt mit Eq. (14.4)
1 etz

- = Tet dt.
r—z)  2m Lé ¢

Substituiert man noch w = 1 — z, so ergibt sich die zweite behauptete
Formel. O

14.6. Alternativer Zugang zur analytischen Fortsetzung. Wir zerlegen
das ' -Integral Satz 14.3 5. fiir Rz > 0

MNz) = (ﬂ +Loo)t7~“e—t dt.

Die Funktion h(z) := [{”t*"'e~dt ist eine ganze holomorphe Funktion.
Weiterhin ist

J] ot gt — J‘ 3 e gy 2D
n! n! z+n’

0 0 n=0 n=0

Die rechte Seite ist in z € C \ Z_ kompakt konvergent. Folglich erhalten
wir die analytische Fortsetzung der '-Funktion nach C\ Z_ in der Form

r(z):i(_”n 1 +Joot7‘_]e_tdt. (14.5)

nl z+n

14.B. Aufbau der '-Funktion nach Lebedev

Die hier vorgestellten Resultate tiber die '-Funktion lassen sich auch
allein aus der Integraldarstellung Satz 14.3 5. und der mehrdimensionalen
Integrationstheorie ableiten ([Leb72, Chap. I]). Beispielhaft diskutieren wir
die LEGENDREsche Verdopplungsformel in Anlehnung an loc. cit.

Wir betrachten die Funktion z — 2%%7' . T(z) - I'(z + 1/2). Einsetzen der
Integraldarstellung der '-Funktion liefert das Doppelintegral

o0

2271 r(z2) - T(z+ 1/2) = J J e (x+y) (2 /Xg)zz_]va2 dxdy,
0 Jo

und aus Symmetriegriinden

VXY dxdy.
Xy

VXY

Wir wenden den Transformationssatz fiir Mehrfachintegrale an mit der
Substitution:

— e (x+y) (2vxy) 2z—1

J0§y§x<m

1
u=x+y, Xzi(u‘F uZ—VZ))
1
v =2y/xy, y:i(u_vuz_\;),
VTV = VX + 4, Xx—y=vul V.

Diese Formeln zeigen, dass die Abbildung (x,y) — (u(x,y),v(x,y)) das
Gebiet {0 < y < x < oo} diffeomorph auf das Gebiet {0 < v < u <
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oo} abbildet. Die Determinante der Ableitung d(u,v)/0(x,y) ist gegeben

durch
\f Yy _x—Y
y Vx  yxy’
bzw. deren Inverse

VXY VXY e
(vx

x—y  (Vx—yv9lVx+4)  Vu—v(/x+,4)
Somit

.= e Wyl # dvdu
Jo<v<u u—-v
ool o0 ]

2z—1 —u

- — —_du)d
(e =to L

= | v le™av-T(1/2) = V- T'(22),
JO

und wir erhalten
14.7. Satz (LEGENDREsche Verdopplungsformel). Es gilt
222711 (2) - T(z+1/2) = V7 - T(22).

15. Die Riemannsche (~Funktion I

In der Analysis Vorlesung zeigt man z. B. mit dem Verdichtungssatz
von CAucHY oder mit dem Integralvergleichskriterium, dass die Reihe
— 1
is) == — (15.1)
n=1
fir M|s > 1 absolut konvergiert. Die so definierte Funktion auf der
Halbebene 9is > 1 heifst bekanntlich , RiEMANNsche (—Funktion”. Fiir
Rs > sp > 1ist
1 1 1
el = < 0w
folglich ist die (—Reihe in jeder Halbebene fis > sy normal konvergent.
Nach dem WEeiErRsTRASSschen Konvergenzsatz 12.2 ist die (~Funktion so-
mit holomorph in der Halbebene {Rs > 1}.
Die eindeutige Primfaktorzerlegung liefert

Us)= ) (223207

)

T2,73,....20
— H prrs — H“ _pfS)fl.
peP r>0 pelP

Dabei bezeichnet P = {2,3,5,7,...} die Menge der Primzahlen. Dies ist das
sogenannte EULER-Produkt fiir C.

Zwischen der (~Funktion und der I'-Funktion besteht eine enge Be-
ziehung:
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15.1. Satz.
0o tsf1

I'(s) - (s) :J dt, Rs>1.

0 et —1

Bewers. Fiir reelle s > 1 liefert der Satz von der monotonen Konvergenz

00 1 00 O oo
.T _ . tsf1 —tqt = J tsfl —ntqt
CREED [ e > v

(e o] tS*]

I —nt t:J ———dt.
J T;e d 0 et—ld

0

Da die linke und rechte Seite analytische Funktionen sind 25, folgt die

Behauptung mit dem Identitdtssatz 7.9 fiir alle Rs > 1. O
15.2. Bernoulli-Zahlen. Nach Theorem 7.2 hat die Potenzreihe
z = B
e Z ﬁzﬂ (15.2)
n=0

den Konvergenzradius 27, denn die linke Seite ist eine meromorphe Funk-
tion auf ganz C mit Polstellen in 27tiZ \ {0}. Der grofste offene Kreis um
0, welcher keine Singularititen enthélt, besitzt also den Radius 27. Die
(Bn)n heiflen BErNOULLI-Zahlen. Uber diese gébe es viel zu berichten. Wir
begniigen uns hier mit dem Notigsten. Multiplikation der definierenden
Gleichung (15.2) mit e* — 1 und Ausmultiplikation liefert

oo m—1
=L (S o)

und somit ergeben sich die BERNOULLI-Zahlen rekursiv aus

1 &« /m+2
Bo=1; Bn+1——n+2kz_0< " >Bk-

Insbesondere sind die B,, simtlich rationale Zahlen; die ersten Werte erge-
ben sich zu

1 1 1
_E)BZ = E’B“?’ = O) B4 = _370)
Dies legt den Verdacht nahe, dass mit Ausnahme von B; alle ungeraden
BErRNOULLI-Zahlen verschwinden. In der Tat ist

Bo=1,By = Bs = 0.

— & n __ — Bzm 2m

Z n!z N Z (Zm)!Z

n=2 m=1 (15.3)
oz _'_11_172(624—1)_ 7§cosh(z/2)_1
Cez—1 2 C 2(ez—1) ~ 2sinh(z/2)

eine gerade Funktion und folglich

an+1 :0, n= 1,2,3,....

*Fiir die rechte Seite folgt dies aus dem einschlégigen Satz iiber Parameterintegrale
der LEBESGUE Theorie.
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15.3. Die geraden (—-Werte ((2n). In Analysis I bekommt man unter dem
Stichwort Reihen oftmals die frappierenden Formeln

oo] zoo] 4

n=1 n=1

mitgeteilt und der erstaunte Student fragt sich, wie man wohl diese Rei-
henauswertungen erhilt. In Analysis I kann man Eq. (15.4) spdter mit Hilfe
von FOURIER-Reihen® und der PARSEVAL-Gleichung auswerten. Wir gehen
hier den funktionentheoretischen Weg. Ausgehend von der Partialbruch-
zerlegung des Cotangens 13.3 berechnen wir die Potenzreihenentwicklung
von 7t- cot(7z) auf zwei Weisen. Zundchst entwickeln wir den allgemeinen
Term der Partialbruchzerlegung in eine geometrische Reihe. Fiir |z| < 1
und n € N\ {0} ist

2z —2z 1 2 g2m-l

Z2—m? n21—2z2/n2 ] nZm °
m=

Analog sieht man fiir |z| < 1

|Z|2m 1 0

|zl
ZZ am =an%|z|z<o<>>

n=1 m=1 n=1

d. h. die Doppelreihe ist fiir |z| < 1 absolut konvergent. Der Reihenwert ist
daher unabhéngig von der Summationsreihenfolge. Wir erhalten einerseits

- cot(mz) = — + Z Zz n2 - — Z 2¢(2m) 22T, (15.5)
m=1
Andererseits ist
17'[2 + e*‘LTIZ ‘I ZT[iZ
7 - cot(rz) = ir- emz _e—imz T T+ 7 e2miz _
g, (15.6)
m—
Lo 3 o
und Koeffizientenvergleich in Eq. (15.5) und Eq. (15.6) liefert
-1 m—1 2 ZmB

Com) = SV @B (15.7)

2(2m)! ’

15.A. Analytische Fortsetzung

15.4. Satz. Die (—Funktion besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach C mit
einer einzigen Polstelle bei 1. Diese Polstelle ist einfach und es gilt

C(s):%+y+0(s—1) s— 1. (15.8)

C hat einfache Nullstellen in —2,—4,—6, .. ..

*Genauer berechnet man die Fourier-Reihen der periodisch fortgesetzten BERNOUL-
LI-Polynome; die Sache ist also nicht so sehr von dem verschieden, was wir hier tun.
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BewEls. Wir zerlegen das Integral in Satz 15.1 in f(]) + ﬁx’ und analysieren
die beiden Summanden. Die Funktion h(s) := ﬁo %dt ist eine ganze

Funktion. Im Integral f(]) entwickeln wir den Integranden in eine Potenz-
reihe. Da die Reihe (15.2) den Konvergenzradius 27t > 1 hat, kénnen wir
Integration und Summation vertauschen und erhalten

J1 51 dt_J]iBnthrszdt_iBn 1
oet—1" 0 ! _nzon!s+n—1
00 (15.9)

1 11 Bay
TS _23+; 2v)is+ v -1
Wiederum weil die Reihe (15.2) den Konvergenzradius 27t > 1 hat, gilt
sicherlich 3 2° /22| < oo und folglich konvergiert die Reihe (15.9) auf
jedem Kompaktum K C C\ {—1,—3,-5,...} normal. Damit haben wir mit
Satz 15.1 die Darstellung

1 1T 11 & By 1
C(S)_F(s)<s—1_25+;(2v)!s+2\/—1+h(s))'

Nach dem WeiErsTRASSschen Konvergenzsatz 12.2 ist die Funktion in der
Klammer auf der rechten Seite meromorph in C mit einfachen Polstel-
len in 1,0,—1,—3,—5,.... Die Funktion ﬁ ist als konvergentes Produkt
(vgl. Abschnitt 14) polstellenfrei und sie besitzt einfache Nullstellen in
0,—1,—2,.... Damit hat ( einen einfachen Pol vom Residuum 1 im Punkt
1 und einfache Nullstellen in den Punkten —2, —4, —6,....

Um die Darstellung (15.8) zu zeigen, erinnern wir an eine einfache
Version der EULERschen Summenformel. Sei dazu f : Ry — C eine stetig
differenzierbare Funktion. Partielle Integration liefert

n+1 n+1
fin4+1) = (x—n)f(x)‘nH :J f(x)dx—i—J (x — [x])f'(x)dx.

n
n n

Wir wenden diese Formel auf die Funktion x — x % an und erhalten

Us)=1+) (n+1)°
n=1

0 (mt n+l
=1 —i—ZJ XSdX—SJ (x — |x])x s Tdx
n

n=1m"

:1+J x_sdx—sJ (x — |x])x " Tdx
1 1

‘l o0
=1 —i——sJ (x — |x])x*Tdx.
s—1 1

Die Funktion s — [7°(x — |x])x " 'dx ist holomorph fiir s > 0. Folglich

¢(s) = 511 + 1 —LOO(X—LXJ)X_dejLO(s—U, s — 1.

Cramm. 1— ﬁx’(x — |x])x2dx ist gleich der EULER-Konstanten 7.
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Proor or THE CrLaM. Fiir N € N schreiben wir
N 2N [
X — |x|)x “dx = x  — =dx
|, oe=1x) 2 | J
N—T 1

Nach Definition, vgl. Abschnitt 14.1, konvergiert die rechte Seite in der Tat
gegen 1 —v. QED
O

16. Der globale Cauchysche Integralsatz

16.1. Ketten, Zyklen. Aus Bequemlichkeitsgriinden erweitert man den
Kurvenbegriff wie folgt: sind y1, ...,y Wege in G und ky,...,k; € Z gan-
ze Zahlen, so schreibt man hierfiir kurz I' = er:] k;j - v; und nennt dies
eine Kette. Integration iiber Ketten ist in der offensichtlichen Weise erklart:

J f(z) dz := i ij f(z) dz.
r =1 Y

Man nennt I" einen Zyklus (oder geschlossen), falls jeder Punkt genauso oft
als Anfangspunkt wie als Endpunkt in der Kette vorkommt, d. h. es gilt

firze G
2. k= 2 K.
j;z Anfangspunkt von v; j;z Endpunktpunkt von v;
Das Integral tiber einen Zyklus ldfit sich durch Hinzunahme geeigne-
ter Hilfswege immer in ein Integral {iber einen geschlossenen Weg
tiberfithren. Da das aber auf Dauer ldstig ist, fithrt man den Begriff der
Kette bzw. des Zyklus ein.
Die Windungszahl ist fiir Ketten genauso wie fiir Wege erklart:

n(fz) = - L ac

T i) —2z

Satz 5.3 gilt entsprechend.

16.2. Ext, Int. Fiir einen Zyklus I' bezeichnen wir mit
Intlr' ={ze€ C\SpT | n(l,z) #0}
das Innere und mit
Extl'={z e C\SpT | n(l,z) =0}

das Auflere von T.
Wegen Satz 5.3 ist IntT" offen und beschrankt. ExtT ist aus Stetigkeits-
griinden abgeschlossen in C\ SpT.
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16.3. Nullhomolog. Ein Zyklus I' in G heifst nullhomolog in G, falls
n([[z) =0 fir alle z € C\ G. M. a. W. T" umlduft keinen Punkt des Kom-
plementes von G. In der vorstehenden Terminologie von Ext, Int bedeutet
dies, dass IntT" C G.

G heifdt homologisch einfach zusammenhingend, wenn jeder Zyklus I in G
schon nullhomolog ist.

16.4. Satz (Caucnysche Integralformel in der Umlaufszahlversion). Seien
G ein Gebiet, T ein nullhomologer Zyklus in G und f € O(G). Dann gilt fiir
z€ G\SpT
k! f(Q)
Ry = | e

n(lz) - f°(z) i Jr o dc. (16.1)
Beweis. Es geniigt, den Fall k = 0 zu beweisen. Die Formel fiir k > 0 folgt
dann durch Differentiation unter dem Integral.

Wie im Beweis von Satz 7.1 betrachten wir die Hilfsfunktion

f(%%f(z)) (C,z) € G x G, # z,
g9(Gz) = / :
flz),  L=z€G,

und setzen h(z) := fr g(¢,z)dC. Wir zeigen:

(1) g ist stetig auf G x G.
(2) h besitzt eine holomorphe Fortsetzung nach C.
(3) ILm h(z) =0.

Z—00

Nach dem Satz von Liouville ist dann h =0, also fiir z € G\ SpT
f(¢)—f f
0wzl - | () (Z)dczj ()
r (—z ré—z
und die Formel Eq. (16.1) ist bewiesen.
Ad (1). Nur die Stetigkeit in ((p, zg) mit (o = z¢ ist beweisbediirftig. Es
gilt

—2mi-n(T,z) - f(z)

¢) —f(z)

19(¢,2) — g(Coyz0)]| = | ~ (z0)]

(—z
| 1 J Fw) = F'(z0) dw]
C—z g
< sup [f'(w) —f'(z0)l.

welz,)

Da f’ in z, stetig ist, existiert zu ¢ > 0 ein & > 0 so, dass [f'(w) — f'(z0)| < ¢
fur lw — zo| < 6. Daraus folgt die erste Behauptung.

Ad (2). Nach (1) ist h sicher stetig auf G. Ist A C G ein abgeschlossenes
Dreieck, so folgt mit dem Satz von Fubini3®

L h(z)dz = L Jr g(¢,z)dCdz = L (JA g(¢, z)dz) dc.

Bei festem ( ist die Funktion z — g¢((, z) stetig auf G und holomorph auf
G\ {¢}. Nach dem Integrallemma von Goursat 6.2 verschwindet daher das

3Dabei geniigt die Analysis II Version dieses Satzes fiir stetige Integranden auf kom-
pakten Quadern.
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innere Integral in Klammern. Also verschwindet das Integral tiber h fiir
jedes abgeschlossene Dreieck in G. Nach dem Satz von MoRreraA Korollar
7.5 ist h damit holomorph auf G.

Istz € G mitn(l}z) =0, so gilt

f
h(z) :J (©) dc.
ré—z
Man beachte, dass wegen der Nullhomologie von T sicherlich n(I;z) = 0
fiir alle z in einer Umgebung von 9G. Daher ist

~ Irg(C)Z)dC) FAS G)
h(z) ==
= {Ir {24, 246,

eine auf ganz C definierte holomorphe Fortsetzung von h.
Ad (3). Da n(T}z) fiir hinreichend grofies |z| verschwindet (Satz 5.3),
folgt fiir solche z

N 1
Ih(z)] < L(T) Ilf!\m,rm

und dies geht fiir z — oo gegen Null. O

16.5. Satz (CaucHyscher Integralsatz in der Umlaufszahlversion). Seien G
ein Gebiet und T ein Zyklus in G. Dann sind dquivalent:

(1) Fiir alle f € O(G) ist [ f(z) dz = 0.

(2) Fiirallez € C\ Gist n(l;z) =0, d. h. T ist nullhomolog in G.

BEwEIs. (1) = (2). Seiz € C\ G. Dann ist ¢ — f(() := 1/({—z) holomorph
auf G, also nach (1)

2rmi-n(lz) = J f()d¢ = 0.
r

(2) = (1). Sei f € O(G) und z € G. Setze F((¢) := () - (( — z). Dann ist
F holomorph auf G und mit dem Satz 16.4 folgt

0 =2mi-n(Tz) - F(z2) —J CF(C)ZdC—J f(z) dz. O
r6— r

Wir haben nun folgende Charakterisierung von Elementargebieten.

16.6. Satz. Fiir ein Gebiet G C C sind dquivalent:

(1) G ist ein Elementargebiet. D. h. jede holomorphe Funktion f € O(G)
besitzt eine holomorphe Stammfunktion F € O(G).

(2) Auf G gilt der Caucnysche Integralsatz. D. h. fiir jeden Zyklus T in G
und jede holomorphe Funktion f € O(G) gilt [ f(z)dz = 0.

(3) G ist homologisch einfach zusammenhingend. D. h. jeder Zyklus T" in G
ist nullhomolog in G.

(4) G hat in folgendem Sinne keine Locher: ist C\G = AjUA,, AjNA; =)
eine disjunkte Zerlequng in abgeschlossene Mengen, wobei A7 sogar
kompakt ist, so muss Ay schon die leere Menge sein.

Wir benutzen folgenden “anschaulich klaren” Hilfssatz:



FUNKTIONENTHEORIE 54

16.7. Lemma. Sei U C C offen und A C U kompakt. Dann existiert ein Zyklus
in U, der die Punkte von A genau einmal, jedoch keine Punkte des Komplementes
C\ U, umliuft.

Beachte: es wird nicht behauptet, dass der Zyklus nicht noch andere
Punkte in U umlduft. Das tut er zwangsldufig, da die umlaufenen Punkte
eine offene Menge, A hingegen ist kompakt, bilden.

Bewers. Mittels eines Teilung der Eins Argumentes sieht man ein, dass es
zu jedem ¢ > 0 ein Kompaktum mit glattem Rand K, so gibt, dass A C K¢
im offenen Kern von K, liegt und dass dist(x, A) < ¢ fiir jedes x € K,. Fuir
¢ > klein genug ist dann K¢ C U. Da K, ein Kompaktum mit glattem Rand
ist, leistet der Randzyklus 0K, das Gewiinschte. O

Fiir konstruktive Beweise siehe [FiLi80, Satz IV.3.3] oder [Rem84, Satz
12.4].

BEWEIS DES SATZES 16.6. Die Aquivalenz (1) & (2) ist klar und die
Aquivalenz (2) & (3) ist genau die Aussage des vorangegangenen Satzes.

(3) = (4). Angenommen, C\ G = A; U A, wire zerlegt wie in (4) mit
A1 # 0. Da U = Ay UG offen ist, so existiert nach dem vorangegangenen
Lemma ein Zyklus I' in G mit n(I}z) = 1 fiir z € A;. Dieser Zyklus ist dann
nicht nullhomolog in G.

(4) = (3). Sei I' ein Zyklus in G. Bezeichne mit A; die Menge der Punk-
te z € C\ G mit n(I}z) # 0 und entsprechend mit A, die Menge der Punkte
z € C\ G mit n(l;z) = 0. Sicherlich ist C\ G = A; U A; eine disjunkte Zer-
legung. Wegen der Stetigkeit der Windungszahl n(T] -) ist A; offen. Ay ist
nach Satz 5.3 sicherlich beschrankt. Wegen der Ganzzahligkeit der Win-
dungszahl ist A; aber auch abgeschlossen. Nach (4) ist dann aber A; = ()
und folglich ist I' nullhomolog in G. O

17. Der Residuensatz

Wir erinnern daran, dass wir im Abschnitt 9.B das Residuum einer
Funktion f in einer isolierten Singularitédt eingefiihrt hatten. Der nachfol-
gende Residuensatz unterstreicht die Bedeutung dieses Begriffes fiir die
Funktionentheorie.

17.1. Theorem (Residuensatz). Seien G ein Gebiet in C, A C G eine diskrete
Teilmenge und f € O(G \ A). Weiterhin sei T ein nullhomologer Zyklus in G mit
SpI'NA ={053". Dann gilt

J f(z)dz = 27i - Z n(l}z) - Res, f.
r zZEA
Man bemerke, dass {z eC ] n(lz) # O} kompakt ist, folglich ist die

Summe endlich.

3'Das bedeutet eben nicht, dass I' in G \ A nullhomolog ist. Daran hingt die Pointe
des Satzes.
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BEweEis. Seien zi,...,z; € A diejenigen Punkte, welche von dem Zyklus
umlaufen werden, also n(I}zj) # 0. Sei ¢ > 0 so klein, dass B(zj,e) N A =
{zj} und B(z;,e) C G. Sei kj(t) == z; + ee't die parametrisierte Kreislinie mit
Mittelpunkt z; und Radius e. Dann ist I' := F—er:1 n(T; z;) - k; nullhomolog
in G\ A.Da f € O(G \ A), folgt in der Tat

O_Jf_J an“z] J f.

Hieraus ergibt sich die Behauptung, da nach Definition des Residuums ja
gerade | « f =27 Res; f. O

18. Anwendungen des Residuensatzes I: Berechnung bestimmter
Integrale

Der Residuensatz erlaubt die Berechnung einer ganzen Reihe be-
stimmter Integrale, die mit Methoden der reellen Analysis nur mit erheb-
lich grofserem Aufwand berechnet werden konnten.

18.A. Trigonometrische Integrale fén R(cost,sint)dt

Sei R(x,y) = p(x,y)/4q(x,y), wobei p(x,y), q(x,y) € Clx,y] Polynome
sind, eine rationale Funktion ohne Singularitdten auf der Kreisline 0E =
S'. Dann ist

27 " .
J R(cost,sint)dt = _if{; R(z)dz =27 Z Res, R(z),

0 lz|=1 zl<1

wobei R(z) = IR((z+ 1), L (z— 1))

18.1. Beispiel. fo 1+M052t = \/W’ A>—1.
Im uninteressanten Fall A = 0 sehen wir die Formel ohne zu rechnen.
Daher sei nun A # 0. Um die Formel einzusehen, setzen wir R(x,y) =

3 +7\x2 Dann ist

~ 1 1

R(z) = - 3

z1+ANz+1/2)% ;
4z/N\

T A 22/A+ )21

Seien nun p1, p; die Wurzeln der quadratischen Gleichung w? 4+ 2(2/A +
T)w + 1 = 0. Man sieht, dass eine betragsmiflig < 1, die andere be-
tragsmaflig > 1 ist. Sei also [p1| < 1 |p2| > 1 Dann hat R im Einheitskreis

die Pole +,/p;. Es gilt nun Res.. /57 R= also insgesamt

Pl P’
r“ dt  8m/A  2m
o T+Acos’t pr—p2 VAT
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[
[ ]
YR
[ ] [
AN AN .
I 1
—R R

ABBILDUNG 9. Integrationsweg, welcher die in der oberen
Halbebene gelegenen Pole umléduft. Es sind Bedingungen
zu stellen, die garantieren, dass das Integral tiber den Halb-
kreis im Grenzwert R — oo verschwindet. Ubrig bleibt dann
das reelle Integral von —oco nach oo.

18.B. Uneigentliche Integrale fiooo f(x)dx

Sei A C H eine endliche Menge und f eine auf H\ A holomorphe Funk-
tion. Sei R grofier als max|A|. Wir betrachten den geschlossenen Integra-
tionsweg wie in Fig. 9. Dabei bezeichnet yr den parametrisierten oberen
Halbkreis von Radius R, also yr(t) =R-ei,0 <t < m.

18.2. Satz. Falls

lim J f=0, (18.1)
R—o0 YR
so gilt
R
lim J f(x)dx = 2mi » Res,f.
R—o0 —R Z%‘H z
1. Eq. (18.1) ist gegeben, falls
lim |z|-|[f(z)] = 0. (18.2)
|z|—00
zel

Dies ist insbesondere der Fall, falls f eine rationale Funktion vom Grad < —2
ist32,
2. Falls fiir ein A > 0

If(2)] < p(z)e ™%,z € H\{0} (18.3)

mit einer auf H \ {0} stetigen Funktion p, so dass lim,_,, p(z) = 0, so gilt schon
Eq. (18.1). Dies ist insbesondere der Fall fiir f(z) = g(z)e'* mit limy,| ., g(z) =
0.

3d.h. der Nennergrad ist mindestens um 2 grofler als der Zghlergrad.
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WARNUNG. Es wird nicht behauptet, dass limg_, fg f existiert oder dass
gar f im LEBESGUEschen Sinne integrierbar ist.

Bewers. Wahle R so grof3, dass [z| < R fiir z € A. Dann folgt aus dem
Residuensatz

R
J fzzniZResszrJ f—>27riZRest, fiir R — oo.
—R zeH YR zeH

Ad 1.

|tz < Lywsup e
YR |z|l=R

1
= 7R - = sup(|zl - [f(z)]) — 0, fiir R — oo.
lz|=R

Ad 2. Mit der Abschidtzung Eq. (18.3) finden wir

7T
H f(z)dz’ gJ o(Reit)ReMRsint gt
YR 0

7-( .
< suplp(z)|- RJ e MRsint ¢
|z|=R 0

/2 )
—2-sup|p(z)-RJ e MRsintqy,
|z|=R 0

Da nach Voraussetzung sup [p(z)| fiir R — oo gegen 0 geht, geniigt es die
z|=R
Beschranktheit von R — R fg/ 2 e MRsint gt 7y zeigen.

Der Exponent —ARsint verschwindet nur fiir t = 0. Auf jedem Teil-
intervall [ty,71/2] ist sint nach unten beschrankt und daher der Integrand
exponentiell abfallend in R. Wir fixieren daher ein t; > 0 so klein, dass
|sint| > t/2 fiir 0 < t < ty. Das ist moglich, weil sin’ 0 = cos 0 = 1. Nun ist

to . to 2 2
RJ e—)\RSlntdt < RJ e—?\Rt/zdt — 7(] _ e—?\Rto/Z) < Z,
0 0 A A

Fiir to <t < m/2 ist sint nach unten durch ein & > 0 beschrénkt, folglich

71/2 ) T
RJ e MRsintgy < 5 R-e ™ 0, fiir R — oo. O
to

18.3. Beispiel. Als Beispiel betrachten wir die Fouriertransformation der
rationalen Funktionen

g(z) == ! (

oz —1

z+1i
z—1

)n, nc Z+.

Die Funktion f(z) := e *%g(z), & € R, ist holomorph auf C \ {i} und falls
& < Oist

If(2)] < e H|g(2)] = P2 (2),
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wobei lim,_,, [g(z)| = 0. Also liefert Satz 18.2

R .
: 1 i
lim J eil"a—,(x—i_ ,)TL dx
R—00 ) R x—i'x—1i

= 2mi-Res,_je o (z+ i) (z—1) ™,

und weiter mit Eq. (9.5) und der LeiBN1Z-Regel
e (z i)

2 d \n
_W<E) =i
= 28)*
— 2mi-ef. n (28
e %(Q &

Die Summe auf der rechten Seite ist bis auf einen Faktor das sog. LAGUER-
RE-Polynom n-ten Grades. Fiir & > 0 findet man vollig analog

R—o0

R
lim J e ¥ (x — 1) (x 4+ 1) dx
—R

R
= lim J e (—x — 1) N (—x + 1) =0,
—R

R—o0

da in H keine Pole liegen.

18.C. Uneigentliche Hauptwertintegrale fiooo f(x)dx

18.4. Hauptwert. Unter den allgemeinen Voraussetzungen des Satzes 18.2
erlauben wir nun zusitzlich, dass Polstellen von f auf der reellen Achse
liegen.

Sei dazu f: [a, b] \ {xo} — C eine stetige Funktion. Wir setzen

b
HW- J

a

f(x)dx := %1{1% (Jxo_é + Jb >f(x)dx,

a Xo+d

falls dieser Grenzwert existiert.
1

18.5. Beispiel. HW—J x *lTdx =0, keZ
—1

Seien nun A C H endlich und f : H\ A — C holomorph. Analog zum
vorherigen Abschnitt betrachten wir den Integrationsweg wie in Fig. 10.
Ersetzt man im Hauptwertintegral HW- IER f(x) dx die gestrichelten Seg-
mente durch die entsprechenden Halbkreisbogen, so erhdlt man wie im
vorherigen Abschnitt die Residuensumme

27 Z Res, f.
zeH

Sei nun xp € R ein auf der reellen Achse gelegener einfacher Pol von f.
Dann ist

R f
f(z) = —X0 1 4 g(z),

Z— X0
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ABBILDUNG 10. Integrationswege fiir den Fall, dass Pole
auf der reellen Achse liegen. Ersetzt man die gestrichelten
Segmente durch die Halbkreisbogen in der oberen Halb-
ebene, so werden genau die in der oberen Halbebene lie-
genden Pole umlaufen. Der Defekt zum Hauptwertintegral
ergibt sich zu i - Res,cR Res; f.

ABBILDUNG 11.

mit einer in H \ A U {xo} holomorphen Funktion g. Sei v5(t) = xo + § -
el™ Y 0 < t < 7, der im mathematisch negativen Sinne parametrisierte
obere Halbkreis um xy vom Radius 6 > 0, vgl. Fig. 11. Dann gilt

TU
J z__ —J (5ei)Tiseitdt = —mi,
vs 27 X0 0
also
Xo+0
HW—J f(x)dx = J f(z) dz + miResy, f.
xp—0 Ys

Damit zeigt man

18.6. Satz. Unter den allgemeinen Voraussetzungen des Satzes 18.2 habe f end-
lich viele einfache Pole auf der reellen Achse. Dan gilt

o0
HW—J f=2m Z Res, f + mZ Res, f.

> 3z>0 z€R

18.7. Beispiel. [* SNXdx,
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ABBILDUNG 12.

Betrachte die Funktion f(z) = %eiz. Diese ist holomorph bis auf einen
einfachen Pol in 0. Fiir 3z > 0 gilt [f(z)| = éeijz, also liefert Satz 18.6

R oix iz
lim HW—J —dx = i - Resy — = .
R—o0 _R X z
Zerlegung in Real- und Imagindrteil liefert’3 nun

o -
sinx
dx = m.
X

—00

18.D. Uneigentliche Integrale fgo f(x)dx, Mellin-Transformationen

Es sei A C R, eine endliche Menge und f € O(C\ A) eine holomorphe
Funktion mit isolierten Singularitdten, welche samtlich in A liegen. Wir
interessieren uns fiir das Integral [(° f(x)dx. Dazu wird es giinstig sein,
allgemeiner die Mellin-Transformation [° x*f(x)dx zu untersuchen.

BDer Realteil liefert das wenig tiberraschende Ergebnis

R
lim HW—J cosx
—R

R—o0

dx =0,

welches auch sofort aus der profanen Feststellung, dass der Integrand eine ungerade Funk-
tion ist, folgt.
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18.8. Beispiel. f(x) = ﬁdx. Wir zerlegen3* TODO

Wie bei der Diskussion des HANKELschen Schleifenintegrals im Ab-
schnitt 14.4 zeigt man, dass fuir & — 0 das Integral f z%f(z) dz ge-
gen (2™ — 1) [%x 0 x) dx konvergiert. Andererseits 1st das Integral
ny, z%f(z) dz nach dem Re51duensatz gleich 2mi} , Resz( “f(z )). Man
muss allerdings sicherstellen, dass das Integral {iber den grofien Kreis im
Limit verschwindet. Dazu muss z%f(z) fiir [z] — oo die Divergenz der
Kreislange schlagen. Genauer gilt:

18.9. Satz. Sei f € M(C) eine in C meromorphe Funktion ohne Polstellen auf
dem Intervall [0, 00). Es gelte |f(z)| < C(1 + |z])™% mit k > 0 35. Dann gilt fiir
-1 <Ra<k-—1

J x*f(x)dx = (1 — ezﬂi“)*‘zmz Res, (z%f(z)).
0 z
Dabei ist z* = e*1°8%, wobei log : C\Ry — {z € C | 0 < Jz < 27} der
Hauptzweig des Logarithmus in der geschlitzten Ebene C \ R ist.

19. Anwendungen des Residuensatzes II: theoretische Anwen-
dungen

In diesem Abschnitt besprechen wir funktionentheoretische Anwen-
dungen des Residuensatzes.

19.A. Null- und Polstellen zihlende Integrale

19.1. Satz. Seien G C C ein Gebiet, f € M(G),F € O(G). Des Weiteren sei I’
ein in G nullhomologer Zyklus mit SpT N £~ ({a, co}) = (. Fiir ein festes a € C
mit SpT N £~ ({a}) = 0 gilt dann

1 f'(z)
ij F(Z)f(z) — adZ

= n(b)-ordp(f—a)+ > Flc)-n(lc) - orde(f).
~'({a) cef 1 ({oo))

BeEweEils. Der Residuensatz liefert

1J F(z) f(z) dz = Zn(l“, z) - Res, fF_f,a.

27 Jr f(z) —a =

Bleiben die Residuen von fFf zu bestimmen:

Sei f(b) = a. Aus der Bemerkung im Abschnitt 9.7 folgt, dass die Funk-

H f'(z) %(f(z)—a) . . .
ion z = 7= = 5 In b einen Pol erster Ordnung vom Residuum
ordy (f—a) besitzt. Da F holomorph ist, hat dann F(z) - ; ﬁ ebenfalls einen

Pol erster Ordnung vom Residuum F(b) - ordy (f — a).

3MBILD
¥Das bedeutet, dass f eine rationale Funktion ist, vgl. Abschnitt 11
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Sei f(c) = oco. Dann hat auch f(z) — a in ¢ einen Pol der gleichen Ord-
f'(z)

flo—a in c einen Pol erster

nung wie f. Wie zuvor sieht man nun, dass

Ordnung vom Residuum ord.(f) und folglich F(z) - f(f;)(i)a ebenfalls einen
Pol erster Ordnung vom Residuum F(c) - ord.(f) besitzt. O

19.2. Satz (Null- und Polstellen zdhlendes Integral). Seien T" ein einfach ge-
schlossener nullhomologer Zyklus in G und f € M(G) mit f1({0, 00}) N SpT =
(). Dann ist

/
1 J Fiz) dz = #{Nullstellen in Int(T")} — #{Polstellen in Int(T")}
r

2mi ) f(2)
= Z ord, f — Z | ord, (f)]

z€Int [[f(z)=0 z€Int [[f(z)=c0

= Z ord, f.

z€Int If(z) €{0,00}

BewEers. Wende den Satz 19.1 mit F = 1 und a = 0 an. Da I einfach ge-
schlossen ist, ist n(I;z) = 1 fur z € Int(I"). O

19.3. Satz (Rouché). Seien f,g € O(G),T einfach geschlossener, in G nullho-
mologer, Zyklus in G. Es gelte

If(z) — g(z)| < lg(z)l, fiirz € SpT.
Dann haben f und g (mit Vielfachheit gezihlt) gleich viele Nullstellen in Int(T").

Bewers. Betrachte die auf SpI' nullstellenfreie Funktion h; := g + t(f —
g),0 <t < 1. Fur diese liefert Satz 19.2

1 h{(z)
N(h) == | ——d
(he) = 7 Jr he(2)
N(hy) ist eine Z-wertige Funktion, also konstant. O

19.B. Die Lagrange-Biirmann Formel

Satz 19.1 geht auf LAGRANGE zuriick. Er liefert interessante Formeln
fur die Umkehrabbildung einer analytischen Funktion bzw. formalen Po-
tenzreihe.

19.4. Funktionentheoretischer Zugang. Wende Satz 19.1 auf folgenden
Spezialfall an: a = 0,f(a) = 0,f'(a) # 0, sowie F(z) = z. Nach dem
Umkehrsatz 2.4 gibt es ein ¢ > 0 und eine Nullumgebung V, so dass

B(0,¢) C G ganz in G liegt und f den offenen Ball B(0, ¢) biholomorph auf
V abbildet. Nach Satz 19.1 ist fiir w € V die Umkehrabbildung gegeben
durch
/
1 (w) = ] ﬁi c& dc.
= Tl

T 2mi 0 —w
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Differentiation unter dem Integral 3° liefert

) ') = et

= ]{; lf(C)_TL d¢ = 1 Resg f™.
2mi |¢|=¢ n

Dabei haben wir in der zweiten Gleichheit partiell integriert.
Wir erhalten also die folgende frappierende Formel fiir die Potenzrei-
henentwicklung der Umkehrfunktion von f:

= 1

E — ReSof
n

n=1

Fiihrt man die analoge Rechnung mit beliebigem F (statt F(z) = z) durch,
so erhidlt man die Potenzreihenentwicklung

F(f~'(w)) = F(0) + i %ﬂ Reso (F'f™™).
n=1

(19.1)
w" Resy (Ff’f*“*1 ).

Mo

0

3
I

Dabei haben wir von der ersten zur zweiten Gleichung partiell integriert,
vgl. Eq. (9.6). Diese sog. LAGRANGE-BURMANN Formel hat in der enumera-
tiven Kombinatorik eine gewisse Bedeutung.

19.5. Beweis der Lagrange-Biirmann Formel fiir formale Potenzreihen.
Die LAGRANGE-BURMANN Formel kann allgemeiner fiir formale Potenz-
reihen auf rein kombinatorischem Wege, ohne Verwendung funktionen-
theoretischer Hilfsmittel, bewiesen werden. Sei dazu K ein Korper, der
Einfachheit der Charakteristik 0. Mit K[z], K[z], K(z) bezeichnen wir wie
tiblich den Polynomring, Ring der formalen Potenzreihen, resp. Ring der
formalen LAURENT-Reihen in einer Unbestimmten iiber K. Fiir f € K(z)
bezeichnet [z™]f den Koeffizienten von z™ in der LAURENT-Entwicklung
von f. Insbesondere ist [z ']f = Resyf das Residuum von f. Man sieht
unmittelbar, dass (vgl. Bemerkung im Paragraph 9.6) auch im Kontext for-
maler LAURENT-Reihen das Residuum einer Ableitung verschwindet,

Resy f' =0, (19.2)
bzw. analog zur Rechnung in Bemerkung 9.7

1, i=-—1,

Reso (f'f') = {0
)

(19.3)
sonst.

Poder Entwicklung des Integralkernes nach der geometrischen Reihe wie im Beweis
von Theorem 7.2.
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Seien nun F, f € K[z] formale Potenzreihen mit f(0) = 0,f’(0) # 0. Dann
ist f invertierbar. Wir bezeichnen b, := [z"](Fo f~!), d. h.

(Fof M(w) = i baw™.
n=0
Folglich
F(z) = (Fof N(f(z) =) bnf(z)™
n=0

Differentiation nach z und Multiplikation mit f~™ liefert
Fl(2)f(z) ™ =) nbyf(z)" ™ 'f(2).
n=0

Das Residuum ergibt sich nun wegen Eq. (19.3) zu
Reso (F'f™) = mby,
also
bm = %Reso(F’f_m), m> 1.
Nun kann man bei der Residuenbildung wegen Eq. (19.2) ebenfalls partiell

integrieren: das Residuum von (Ff™)" = F/f~™ — mFf ™'’ verschwin-
det, folglich erhalten wir

b = %Reso (F'f ™) = Reso (Ff ™ 'f'),

wobei die Formel rechts auch fiir m = 0 gilt; denn wegen f(0) = 0, f'(0) #
0 ist Reso f’/f = 1 (Bem. in 9.7). Wir erhalten also wiederum Eq. (19.1),
diesmal jedoch fiir formale Potenzreihen.

19.6. Eine Variante der Lagrange-Biirmann Formel. Wir leiten noch eine
Variante der LAGRANGE-BURMANN Formel her, welche man in der Kombi-
natorik findet [Rio79, Sec. 4.5]. Dazu seien F, ¢ € K[w] formale Potenz-

reihen mit $(0) # 0. Dann ist f(z) = z/P(z) eine invertierbare formale
Potenzreihe. Abkiirzend setzen wir fiir eine formale Potenzreihe g
d\n
n_._ (>

b 9= (dZ) z:Og(Z)'

Mit Eq. (9.5) erhalten wir
1
ReSO (F/fin) = ReSO (F/d)nzin) = mDni] (F/(bn))
bzw. ]
Reso (F'f"1) = — D" (FF'p™"1).

Mit

g =z 1—1¢!

$? ¢

ergibt sich

1
Reso Ff/'f "1 = —D"(F(1 —f$")p™").
n!
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Zusammenfassend erhalten wir

F(r T w) = F0) + 3 0 D1 (Fgn), (19.4
n=1 ’
bzw. ~
F _ wh
ot ‘(w))zng (Fo™). (19.5)

Dabei haben wir in der zweiten Formel die Substitution F(1 — f¢p’) — F
vorgenommen.

19.7. Beispiele. TODO 1. ¢(z) := e, f(z) = z - e % F(z) := €%, g(w) =
f1(w). DV(F$") = DX '(xelHtC) = x(tn + x)". DY(F$") =
D‘g(e("*m)&) = (tn+x)™

T—wd’(g(w)) =1 —wtetdW),

Setzt man & (w) := e9™), so erhilt man die Formeln

o0

n—1
) — a0 —F(glw)) = Y X
n=0 :
bzw.
M I L
Towie )~ W

Als Experiment frage man jemanden, der die LAGRANGE-BURMANN nicht
kennt, nach einem direkten Beweis der Formeln

= (tn+ 1) X = x(tn 4 x)™ !
YT G EIIANR TN ShCES N,
n=0 ’ n=0 )

bzw. & (w) tlog&(w) = w. Die letzte Formel ergibt sich nach unserer
Definition sofort aus & (w) tlog &(w) = e 9 . g(w) = f(g(w)) = w.

19.C. Folgen holomorpher Funktionen

Im Abschnitt 17 hatten wir bereits den WEIERSTRASSSchen Konvergenz-
satz diskutiert. Es folgen hier tiefliegendere Aussagen tiber kompakt kon-
vergente Folgen holomorpher Funktionen.

19.8. Satz (Hurwitz). Sei (fn) C O(G) eine kompakt konvergente Folge holo-
morpher Funktionen. Die Grenzfunktion f € O(G) sei nicht konstant. Dann sind
dquivalent
(1) f hat im Punkt a € G eine b=Stelle der Ordnung m > 1.
(2)
FeoVoceceoIn Fnon, ) ords(fn —b) =m.
lz—al<e
fn(z)=b
MEeRrkE. Die Grenzfunktion einer kompakt konvergenten Folge holomor-
pher Funktionen kann einen Wert nicht 6fter annehmen als die Folgen-
glieder; es sei denn sie ist konstant.

Im Reellen kann hingegen folgendes passieren:
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Bewers. O. B. d. A. dirfen wir b = 0 annehmen. Da Nullstellen isoliert
liegen, gibt es jedenfalls ein &y > 0 so, dass
d¢ := min |f(z)| >0
|z—al=¢

fir 0 < € < g9. Wdhle nun zu solchem ¢ ein n, so grof3, dass |f,,(z) —f(z)| <
S, fiir z € 9B(a, ¢) und alle n > n..

Die Aquivalenz (1) & (2) folgt nun unmittelbar aus dem Satz von
Rouché:

(1) = (2).

Z ord, f, = Z ord, f = m,

lz—al<e lz—al<e
fn(z)=0 f(z)=0

da a isoliert.
(2) = (1). Fiir jedes 0 < € < ¢¢ hat f in B(a, ¢) genau m Nullstellen. Da
0 < € < g beliebig, muss a eine m-fache Nullstelle sein. O

19.9. Korollar. Sei (f,) C O(G) eine kompakt konvergente Folge schlich-
ter(=injektiver) holomorpher Funktionen. Dann ist f = lim fy, schlicht oder kon-
stant.

Bewerls. Sei f nicht konstant und angenommen b = f(z1) = f(z2),z1 # 2.
Wihle disjunkte Bélle B; D z;,j = 1,2. Dann hat fiir n grof$ genug f;,
sowohl in By als auch in B; eine b—Stelle. Widerspruch! O

19.10. Gleichgradige Stetigkeit, Arzela-Ascoli fiir holomorphe Funktio-
nen. Wir wenden uns nun dem Analogon des Satzes von ARZELA-ASCOLI
tiir Folgen holomorpher Funktionen zu. Gegebenenfalls sollten Sie diesen
Satz aus der Analysis Vorlesung wiederholen. Fiir einen direkten Zugang
zu den folgenden Sétzen s. [Jang3, Abschnitt 9].

19.11. Satz (MONTEL). Sei (fn) C O(G) eine lokal beschriinkte Folge holomor-
pher Funktionen auf dem Gebiet G. Dann ist (fn)n lokal gleichgradig stetig und
besitzt daher eine kompakt konvergente Teilfolge.

Bewers. Sobald die lokale gleichgradige Stetigkeit gezeigt ist, folgt die
Existenz der kompakt konvergenten Teilfolge aus dem Satz von ARZELA-
AscoLl.

Sei also B(a,r) C G eine kompakte Kreisscheibe. Da die Folge (fn)n
lokal beschrankt ist, gibt es eine Konstante C > 0, so dass |fy(z)| < C fir
alle n € N und alle z € B(a,r). Nun folgt fiir z,w € B(a,r/2) mittels der
Caucnyschen Integralformel

1
|fn(z’) — fn(W)| = ‘Mﬁ{a_r fn(C)(C_ z C w

|z —w| 4C
7|Z W|)

dC‘
<C-rmax ———————
li—al=r |C = z||C—w| ~

also ist die Folge (f,)n sogar lokal gleichgradig LirscHiTz-stetig und es
folgt die Behauptung. O
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19.12. Satz (VITALI). Sei (fn)n C O(G) eine lokal beschriinkte Folge holomor-
pher Funktionen auf dem Gebiet G. Es gelte

(fn) konvergiert punktweise auf einer in G nicht diskreten
Menge Go37.

oder
Es gibt ein zy € G, so dass fiir jedes k > O die Folge der
Ableitungen (ﬂ&k] (z0))n konvergiert.

Dann ist (fn)n bereits kompakt konvergent.

BewEls. Nach dem vorangegangenen Satz von MONTEL geniigt es zu zei-
gen, dass alle kompakt konvergenten Teilfolgen denselben Grenzwert ha-
ben. Seien also (fy, )x, (fn{)l Teilfolgen, die kompakt gegen f bzw. g kon-
vergieren. Dann ist aber im ersten Fall f ‘Go = 9‘60 und nach dem Iden-
titatssatz 7.9 folglich f = g.

Im zweiten Fall argumentiert man vollig analog: es ist dann f¥(z) =
g(zo) fiir alle k und man wende wiederum den Identititssatz 7.9 an. [

20. Der (kleine) Riemannsche Abbildungssatz

20.1. Theorem. Sei G C C,G # C ein Elementargebiet. Dann existiert eine
biholomorphe Abbildung f : G — E auf die Einheitskreisscheibe.

Bewels. Der Lehrbuchbeweis ist mittlerweile so standardisiert, dass der
Autor fiir eine Reproduktion hier wenig motiviert ist. Vielleicht spéter ...
O

20.2. Theorem (Charakterisierung von Elementargebieten). Fiir ein Gebiet
G C C sind dquivalent:

(1) G ist einfach zusammenhingend.

(2) G ist homologisch einfach zusammenhingend, d. h. jeder geschlossene

Zyklus in G ist nullhomolog in G.

(3) G ist ein Elementargebiet.

(4) Jedes f € O(G) mit f(G) C C* besitzt eine holomorphe Wurzel V.

(5) G ist homoomorph zu C, insbesondere zusammenziehbar.

(6) G ist biholomorph, insbesondere diffeomorph, zu E oder C.

21. Die Riemannsche (—Funktion II

Analog zur Schleifenintegraldarstellung von I' bezeichnet
z—1
I(z) = J Y _aw, 0<b<2m
vs €7 1
IO(C) ist eine ganze Funktion unabhéngig von 0 < & < 2.

21.1. Satz. Es gilt als Identitit zwischen meromorphen Funktionen
[(z)

&= e )

,z € C.

¥D. h. Gy hat einen Haufungspunkt in G.
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( besitzt also eine meromorphe Fortsetzung nach C mit einer einzigen
einfachen Polstelle bei 1.

Bewels. Wir gehen vor wie beim Beweis der Schleifenintegraldarstellung
der Gamma-Funktion. Es gilt

z—1

I(z)limJ de, Rz > 1

50 )y, €W —1
= (e 1) ro o
0 et — ]
= (7= —1)T(2)¢(2),
also
((z) = 1(z) , Rz > 1.

W

Die rechte Seite ist meromorph in C. Der Faktor (e?™ — 1) hat einfache
Nullstellen in Z, wihrend die '-Funktion nullstellenfrei ist und einfache
Pole in 0, —1,—2,... besitzt. Folglich hat C eine durch die rechte Seite von
?7?? gegebene meromorphe Fortsetzung nach C mit 1 als einzigem Pol. [J

21.2. Lemma. Fiir Rz > 0 gilt

lim J =0.
n—oo |, ew — 1

nj

BeEwEls. Auf vy, ist [e” — 1| gleichmdflig (in w und n) nach unten durch ein
¢ > 0 beschrankt. Fiir Rw > 2mist [e¥ — 1] > ™ — 1 = e — 1 > 0. Fiir
Rw < 2mist]e” —1|>1—e 2> 0.

Damit folgt die Schranke fiir die Teilkurven vy 4, vn und vy, 6. Auf den
Geraden Jw = =i ist ¥ — 1 nullstellenfrei und limgy,,_,o [€¥ — 1] = oo,
limgy——oo €Y — 1] = 1.

Aus Kompaktheitsgriinden also ebenfalls nach unten beschrankt. Der
Rest folgt nun aus der 2mi-Periodizitdt von exp. Somit folgt fiir vy j,j > 1

W= 1
dw| < L(ynj)— sup W <C-n-n?1 50,n > oo,
ew —1 e
Yn,j WEVn,j

falls Rz < 0. O
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Wir wenden nun auf vy, den Residuensatz an und erhalten mit Lemma
272

WZ—]

e —1
n

dw
n—oo

I(z) = lim J
v

z—1
= lim —27mi
[E]<mt(2n+1),E#40

e —1

Wz—]

= 27 Z (Resan + ReS—zmn) ewi_]

n=1

_ —Zﬁii(ZTU'l)Zi] (el/2(z=1) | g3/2inlz=1))
n=1
_ 27‘[(63/27ﬁ7' _ eﬂ/liz) 2m* ' ¢(1 — 2).
21.3. Satz (Funktionalgleichung der (~Funktion).
(1 —2z) =2(2m)7%-cos(m/2z) - T(z) - {(z)
Insbesondere ist {(—2n) = 0,n =1,2,3,.... Mit ¥(z) :== w %% .T(z/2) -

((z) gilt
Y(1 —2z)=Y¥(z).

Beweis. Die letzte Rechnung zeigt mit Satz ???
(™ =T (2)¢(2) = 1(2)
— (zn)zein/zz(eiﬂz o 1)&(1 o Z).

. e2miz _
(1 —2) = 2m) 2 =S _—T(2)(z)
ez — 1
... und die Funktionalgleichung ist bewiesen. O

22. Der Weierstrafische Produktsatz fiir C

22.1. Problemstellung. Sei G C C ein Gebiet. Gegeben sei eine diskrete
Menge S C G und eine Abbildung m : S — Z,. Gesucht ist eine Funktion
f € O(G) mit

flz)=0&2z€S

ord, f =m, fiirz € S.

Falls S endlich ist, so kénnen wir sofort eine Polynomlésung angeben:

flz) =] [z—s)™ =N (1 — E)ms, N := ms.
Ist |S| = oo, so wird das mittlere Produkt kaum konvergieren. Bessere
Chancen hat das Produkt auf der rechten Seite (ohne den Faktor “z°°”),
aber auch das konvergiert nicht immer.

Von jetzt an sei G = C und zunichst 0 ¢ S. Das bedeutet keine beson-
dere Einschriankung der Allgemeinheit, jedoch eine erhebliche Verbesse-
rung der Bequemlichkeit. Ist ndmlich f € O(G) eine Losung fiir $* = S\{0},
so ist z™f(z) eine Losung fiir S; dies belegt die erste Behauptung tiber die
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nicht vorhandene Einschriankung der Allgemeinheit. Die Sache mit der
Bequemlichkeit wird gleich noch klar werden.
Sei nun (sn)nen\ (o) €ine Abzdhlung von S mit

Is1] <lsal < .ooymy ==y,

Dann machen wir den Ansatz

f(z) == H(l — i)epn(z),
n=I1 Sn

wobei pn(z) so zu wihlen ist, dass

Z\(] —i)epnm—w < 00

ausfallt. Die Heuristik dahinter ist

| — -z (1—z)e10801-2) — (] — z)eX0 =

11—z

WEIERSTRASS Faktoren Ey(z) := (1 — z),En(z) := (1 — z)eZ?ﬂ 2/} heifen
WEIERSTRASS Faktoren.
1. B/ (z) = —z"e2i=1 /1 Fiir t > 0,z < 1

< Iz|™t" exp (Z f)
j=1
— —2"EL (1),

2. Fir |z] <1

1
En(z)—1] < |z|J B! (t2)]dt
0

1
1 1
< o JO B/ (t)dt = 2™

22.2. Satz (WEIERSTRASSscher Produktsatz, scharfe Form). Sei (s,,) die oben
in 2?7 erklirte Folge. Dann existiert eine Folge (kn) C N natiirlicher Zahlen so,

dass
>0 Z \ knt1
5 m(2)" <o
Sn
n=1

fiir alle z € C. 38 Fiir jede solche Folge konvergiert das WEIERSTRASSprodukt

o T (e (2™
fz) =z H(Ek“(sn)>
kompakt in C. f hat genau in s € S Nullstellen der Ordnung ms.

#¥Man kann konkret kn = m, + n wihlen, aber das ist weder besonders scharf noch
besonders wichtig, siehe aber den HADAMARD Produktsatz unten.
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Beweis. Fiir z € C wihle ein ng mit |z/s,| < % fiir n > ngy. Dann ist fiir

diese n ] ]
z n nTmn
mﬂ}g‘m +n S mn(i)m + < (E)n

Sei nun (ky) eine Folge mit ???. Sei (a,) die Folge

S1yeeey819y82yeeeyS2y.nn
—_———
my my
bzw. 1, die Folge
Kiyee o K1y K2y ey Ko,y e
e i e
my mp
Dann ist Y o, z/an/"" ™ = S mulz/sn*"1 < oo und es ist die

kompakte Konvergenz des Produktes z™ [ Ey, (z/an) zu zeigen. Es gilt
[y, (z/an) — 1| < |z/an|"*! fir alle z € B(0,7) und alle n mit |a,| > 7.
Da limp ;00 lan| = oo gilt die Abschidtzung zu gegebenem r > 0 fiir alle
|z| <1 und alle bis auf endlich viele n. Folglich ist das Produkt auf B(0, r)
gleichméflig konvergent. O

22.3. Theoretische Konsequenzen.

22.4. Satz. [Faktorisierungssatz] Sei f € O(C) mit Nullstellen d,, der Ordnung
mn.39 Dann existiert g € O(C) und ein WEIERSTRASSprodukt, so dass

o0
f(z) = e9z);mo E Z Mn
(z) = 9%z H o ( dn)

22.5. Satz. M(C) ist der Quotientenkorper von O(C). Genauer existieren zu
h € M(C) zwei Funktionen f,g € O(C) ohne gemeinsame Nullstellen, so dass
h=3.

BEwEers. Seien (an) die Nullstellen von h, (by) die Polstellen und sei
g € O(C) ein WEIERSTRASS Produkt mit Nullstellen b, der Ordnung
|ordyp, (h)|. Dann ist f = g - h € O(C) mit Nullstellen genau in a, der
Ordnung ordg, (h). Es ist also N(f) " N(g) = 0 und f/g = h. O

23. Kanonische Weierstrai-Produkte, der Hadamardsche Pro-
duktsatz

23.A. Verschdrfung des Satzes von Liouville

23.1. Satz. Sei f : B(0,r1) — B(0,12) holomorph mit f(0) = 0. Dann ist
f(2)] < 2.

Bewers. Die Funktion g(z) := T]—Zf(nz),lzl < 1 ist eine mittelpunktstreue
(g(0) = 0) Selbstabbildung des Einheitskreises E. Das Lemma von Schwarz
7.15 impliziert dann [g(z)| < |z| fir z € E, also [f(z)| = [r2 - g(z/11) <
T2/71 - Iz O

PWir setzen in jedem Fall do = 0; ist 0 keine Nullstelle, so setzen wir dann eben
mo = 0. Das befreit uns von ldstigen Fallunterscheidungen.
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23.2. Satz. Sei f holomorph auf der abgeschlossenen Kreisscheibe |z| < R,R > 0.
Dann gilt
2|z| R+ |z|

R(f
7 ﬁ%i’é (f(Q)) + R T2

If(2)l < % If(0)]

fiir |z| < R.

Beweis. Fiir konstante Funktionen ist die Behauptung klar, sei also f nicht
konstant.
1. Wir betrachten zunichst den Fall f(0) = 0 und setzen

A= rl?ia%%f(z) > Rf(0).

Die Ungleichung ist strikt, da f als nicht konstant angenommen wurde.
Mit
$(z) = f(z)/(2A — f(z))

ist 2Ab(2)

z

f(z) = T o)

¢ ist sicherlich auf der abgeschlossenen Kreisscheibe B(0,R), ¢(0) = 0,
sowie

[f(z)” <1, furlz]=
2A — Rf(2)? + [If(2)2 —
Nach dem Maximumprinzip 7.14 bildet also ¢ die offene Kreisscheibe
B(0,R) in den Einheitskreis ab und Satz 23.1 liefert |¢(z)| < |z|/R und
folglich

(2)) =

| 2Ad(z ZAIZI/R 2A|z|
2l = ‘1+¢ ST /R "R (23.1)

was behauptet wurde.
2. Fiir allgemeines f (also mit f(0) beliebig) wenden wir 1. auf f — f(0)
an und erhalten

If(2)] < If(0)] + [f(z) — £(0)]

< 17(0)] + =22 - max:(£(0) — (0))
R —|z| |¢=R
R+ |z| 2|z|
< R—\Z||f(0)|+m 'IlglliDR(mf(C)- U

23.3. Erweiterung auf Ableitungen. Wir zeigen noch wie man den vor-
stehenden Satz zu einer Abschdtzung der Ableitungen von f verallgemei-
nern kann. Dazu wenden wir die CaucHysche Ableitungsformel

2mi |C—z|=5 (C — Z)n'H
an mit & = %(R — |z]). Fiir diese ¢ gilt
1
2

| <zl + 8= 5 (R+[z])
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und Satz 23.2 liefert, falls A = max;_g Rf(() >0,
R+ 3R+ z|)
R—3(R+12)

Mit Eq. (23.2) erhalten wir nun

(A+IFO)) < =X (A +[£(0)]).

£(0) < —

n! e4
On R — |z
zn+2n!

_ W(ﬁ%wm + [£(0)]).

Auf diese Weise erhalten wir die folgende Verschirfung des Satzes von
L1OUVILLE 7.7. Anstelle einer Betragsabschdtzung benotigen wir lediglich
eine Abschitzung des Realteils nach oben.

[fM(z)] <

(A +If(0)])

23.4. Korollar. Sei f € O(G) eine ganze holomorphe Funktion mit Rf(z) <
ClzIN. Dann ist f bereits ein Polynom vom Grad < N.

BEweIls. Satz 23.2 liefert mit R = 2|z|

If(z)] < z‘g‘naz‘x'%f(a +3I£(0)] < 2NFTCIZN + 3[£(0))
=2|z

und die Behauptung folgt aus dem Satz von LIOUVILLE 7.7. O

23.B. Jensens’ Formel

Wir erinnern an die Mittelwerteigenschaft (vgl. Abschnitt 30) harmo-
nischer Funktionen. Sei u eine harmonische Funktion auf dem abgeschlos-
senen Ball |z| < r. Dann gilt die Mittelwertformel Eq. (30.1)

1 27t .
u(0)=— J u(re*?)de.
27 0

Sei nun f € O(B(0,r)) irgendeine holomorphe Funktion auf der ab-
geschlossenen Kreisscheibe vom Radius r > 0. Aufierhalb der Nullstellen
von f gilt

= ~ - _of
0dlog |f* = ddlog ff = 9= =0

da f’/f holomorph und somit i?/ antiholomorph ist . Also ist logl|f| =
% log If |2 auBerhalb der Nullstellen von f eine harmonische Funktion.

23.5. Satz. Sei f € O(B(0,1)) und seien ay,...,an die mit Vielfachheiten wie-
derholten Nullstellen von f in der offenen Kreisscheibe B(0,r). Dann gilt

n . 1 27t .
log [f(0)| = Z log|%} + 7 L log‘f(re‘e)]de. (23.3)
j=1

BewEers. Wihle p so, dass max;|aj| < p < 7. Falls die Formel (23.3) fiir p
gezeigt ist, so folgt sie fiir r durch Grenziibergang p ,” r, da beide Seiten
der Formel sicherlich stetig von p abhdngen. 4°

“Es durfen durchaus Nullstellen von f auf dem Rand 0B(0,r) liegen; beachte dass
diese in (23.3) nicht vor kommen!
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Fiir [b| < 1ist z— (z — b)/(1 — bz) ein Automorphismus des Einheits-
kreises . Folglich ist

n

1—aj/pz/p
F(z) .= f(z) - :
(2) = f(2) ]11 o= a/p

holomorph und nullstellenfrei auf der abgeschlossenen Kreisscheibe... [

23.6. Poisson-JensenFormel. Wende die Poisson Integralformel auf die
im obigen Beweis konstruierte Funktion F mit p = r an.

TODO

23.C. Kanonische Weierstrafs Produkte

Sei (an) eine Folge in C*, die dem Betrage nach aufsteigend geordnet
sei, d. h.

] <laaf < ...
Weiterhin gelte

[e o]

D lan P <00

n=1

Dann ist nach dem WEIErRsTRASSschen Produktsatz
o0
P(z) = [ [ Eplz/an)
n=1

eine ganze Funktion mit Nullstellen genau in den Punkten a,.
Man nennt P(z) kanonisches WETERSTRASS Produkt vom Geschlecht p.

23.7. Satz. Zu o > 0 existiert ein 9 > 0 so, dass |P(z)| < exp(oclzlp“) fiir
|z| > To.

23.D. Funktionen endlicher Ordnung

23.8. f € O(G) heifit Funktion endlicher Ordnung, falls es Konstanten K
und a so gibt, dass

If(z)] < Kee* z e C

Das Infimum tiiber alle a fiir die eine solche Abschidtzung (mit von a
abhingigem K) gibt, heifst Ordnung (A(f)) von f #*

23.9. Satz. Mit M(r) = max,_, [f(z)| gilt fiir die Ordnung A(f) von f die
Formel
A(f) =limsup w.
el logr
Satz ?5? sagt, dass ein WEIERSTRASS Produkt vom Geschlecht p eine
ganze Funktion der Ordnung < p + 1 erklart.

#'Es ist dem Studenten natiirlich klar, dass aus der Infimum Eigenschaft eben nicht
geschlossen werden kann, dass fiir die Ordnung auch noch obige Abschitzung gilt.
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23.10. Satz. Sei f eine ganze Funktion der Ordnung A, |ai] < |ap| < ... seien
ihre betragsmiifig geordneten Nullstellen # 0. +*. Dann gilt fiir jedes @ > A

> lan™* < oo
n

23.11. Theorem (HADAMARD Produktsatz). Sei f € O(C) eine ganze Funktion
der Ordnung A. Dann gilt
f(z) = zmeQ?P(2)

mit einem Polynom Q(z) € Clz] vom Grad < A und einem kanonischen WEIER-
STRASS Produkt vom Geschlecht p mit p +1 > A.

23.12. Beispiel. Wegen sin(nz) = 5 ('™ — e\ ist sin(nz) eine ganze
Funktion der Ordnung < 1. Folglich gilt

/
sin(niz) = e“*bZzH n(1— Dez/n

)

Bleiben nur noch die Konstanten a und b zu bestimmen:
sin(7z)

= 70 = e(l)
z=0

e
also

sin(7z) bz / n
=e n(1— ~e¥™,
2 2[[nl1—5

Die linke Seite ist eine gerade Funktion, also muss b = 0 sein.

23.13. Laurent-Entwicklung um 0. Sei f(z) = zMmeQ(2) [ Ep(z/an) eine
ganze Funktion der Ordnung A,p <A <p+1,degQ < p. Sei

Ce(s) = Z a;®, Rs>A

n=1
43 die (~Funktion der Nullstellenfolge von f. Logarithmisches Differenzie-
ren liefert

o 1

i m , Z-
FR=T+QE-Y (=-X )

n=1

~TQE-Y Y

n=1 j=p an

- % +Q'(2) =Y &i+1)7.
j=p

Dies zeigt, dass Q’(z) durch die LAURENT-Entwicklung von f um O be-
stimmt ist. Schlie8lich ist

Q(0) = z7*f(2),_,-
Den wichtigen Fall kleiner Ordnungen halten wir fest als

4#*Wir zidhlen die Nullstellen natiirlich immer mit Vielfachheit
Bjedenfalls fiir reelle s > A ist (¢(s) konvergent und die Definition der Potenzen a,,*
unproblematisch.
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23.14. Satz. Sei f € O(C) eine ganze Funktion der Ordnung A < 2. Dann gilt
f(z) = Zmeaerz H(] _ i)ez/n

a
n=1 n

mit a =z7™f(z)|,_,,b = £(0).

z=0?

24. Die Riemannsche (-Funktion III: Produktentwicklung

Erinnerung;:

(0) = —1 =logV2m=— log 2m)

E(z) =z(1 —z)m *% . T(z/2) - L(2).
24.1. Satz. (1 —z)((z) und &(z) sind ganze Funktionen der Ordnung o1.

Wir erhalten daher

[e o]

(Z— 1)C(Z) _ ea+bz H“ —z/Zn H z/p

n=1

wobei p die nichttrivialen Nullstellen 0 < Rp < 1 durchlauft. Es ist

e = (z—1)¢(z)lz=0 = —C(0) =

)

N —

0.(z—1)C(z)

_ )
b= (z—1)¢(z) -

o = 20(0) =2¢'(0) = =1 +log 2m.

25. Der Primzahlsatz

Wir folgen dem Aufsatz von D. ZAGIER FIXME: Ref {iber NEWMAN’s
Beweis des Primzahlsatzes. Allerdings bringen wir einige Ergdnzungen.

221:#{1)61\1 | p prim,p < x}

p<x

bezeichne die Zihlfunktion der Primzahlen.

25.1. Theorem (Primzahlsatz). mt(x) geniigt der Asymptotik

X

7'[(X) ~ )
log x

X — O0.

Bem. zur Historie FIXME: Vermutet von Gaufs und Legendre, bewiesen
1898 unabhingig voneinander von HADAMARD und DE LA VALLEE Pous-
SIN.
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Wir erinnern an einige Notation*4:

=Y a1 —p ) (25.1)
n=1 P

¢ “Slo
—Fls) = gp ZZlogpp (25.2)
P P j=1
_ Jlogp, n=p,

N Z ns A B {O, sonst. (25:3)
Zlogp, =) logp (25.4)
p<x pr<x

Io
D(s) = Z pgsp (25.5)
P

25.A. Hilfsmittel

25.2. Lemma (Partielle Summation). Seien g € C'[t;,00),t1 < t2 < ...,
sowie (a;) C C. Dann gilt mit Zt,<x aj =: A(x)

> ajgly) J g(t)dA(t)

t<x

25.3. Belsplel O(x) = [Tlogtdn(t) = m(x) - logx — [ t Yat, —¢'/¢(s) =
[ x T dY¥(x) = —s f°° —s1Y(x)dx.

25.4. Lemma. Fiir x > —1,3 € R,c > 0 ist
X
1
J t*logP tdt = mx“ﬂ logP x + O(x* 1 1ogP " x) = O(x* ' 1logP x), x — 0.
C

Ist f € L'Ry N L®°R, mit tlim f(t) =0 (f(t) = o(t)), so ist
—00

X
J f(t)t*logP tdt = o(x** ' logP x), x — oo.

C

Falls f < 0 so muss ¢ > 1 sein.

25.5. Beispiel. Li(x) := [ 4t = + O(

2 logt — logx ) X — 0.

log X
25.B. dquivalenz von Asymptotiken
25.6. Lemma. 1. ©(x) = O(x),x — oo.
2.9(x) < Y(x) < BO(x) + O(x"?logx),x — oo.
25.7. Satz. Fiir « > 1/2, 3 € R sind dquivalent:
(1) m(x) = Li(x) + O(x* log6 x) (bzw. o),
(2) B(x) = x+ O(x*logP* x) (bzw. 0),

“Im Folgenden bezeichnet, wenn nichts anderes gesagt wird, [ ], >, stets Produkt
bzw. Summe {iiber alle Primzahlen



FUNKTIONENTHEORIE 78

(3) W(x) = x + O(x*logP*" x) (bzw. o).

Zusatz: Der Satz bleibt richtig fiir das Restglied o(1). Hierzu verwendet
man den Zusatz zu Lemma ???FIXME.

25.C. Beweis des Primzahlsatzes
25.8. Lemma. Fiir Rs > 1ist ((s) # 0 und O(s) — 5%1 holomorph.

25.9. Satz. Sei f : [0,00) — C eine beschrinkte messbare Funktion. Die Funktion
g(z) = fgo f(t)e *tdt, Rz > O besitze eine holomorphe Fortsetzung nach Rz >

T
0. Dann gilt Th_}rglO o f=9(0).

0(x

25.10. Lemma. lim %dx existiert.

R—o0

25.11. Lemma. 0(x) ~ x,x — oo.

25.D. Primzahlsatz und Riemannsche Vermutung

26. Bloch, Schottky und Picard

26.A. Bloch Konstante

26.1. Satz (A. BrocH). 1. Sei f € O(E) holomorph auf dem abgeschlossenen
Einheitskreis. Es gelte f'(0) = 1. Dann enthiilt das Bild f(E) einen Kreis vom
Radius > ]]—2

2. Ist G C C ein Gebiet, f € O(G), ¢ € G mit f'(c) # 0. Dann enthiilt das
Bild t(G) einen Kreis vom Radius ﬂ—zslf’(c)lﬁir jedes 0 < s < dist(c, 0G).

Man beachte, dass der Mittelpunkt des Kreises nicht 0 bzw. ¢ zu sein
braucht!

26.2. Lemma. Sei G C C ein beschrinktes Gebiet, f : G — C eine stetige
Funktion so, dass f(G) offen ist. Sei a € G mit s ;= min,ep¢ [f(z) — f(a)| > 0.
Dann enthilt f(G) den Kreis B(f(a), s).

Dies ist eine rein topologische Aussage, die nichts mit Funktionentheo-
rie zu tun hat. Sie gilt genauso fiir eine relativ kompakte offene Teilmenge
G eines lokalkompakten metrischen Raumes X

Bewers. f(G), folglich auch 9f(G) C f(G) sind kompakt. Deshalb gibt es
ein w, € 0f(G) mit dist(of(G),f(a)) = lw, — f(a)|. Wiederum aus Kom-
paktheitsgriinden existiert nun eine Folge (z,) C G mit f(z,) — w, und
zn — z+. Wegen der Stetigkeit von f ist f(z,) = wi.

Wire z, € G, so enthielte, da G offen, f(G) einen ganzen Ball um
Wy. W, ist aber ein Randpunkt von f(G), also muss auch z, € 9G ein
Randpunkt sein. Somit ist [w, — f(a)| = [f(z.) — f(a)| > min,eac If(z) —
f(a)| = s. Es folgt nun B(f(a),s) C f(G). O

26.3. Lemma. Sei f € O(B(a,r)),r > 0 eine nicht konstante Funktion und
1']loo < 2If"(a)|. Dann gilt B(f(a),R) C f(B(a,r)) mit R = (3 —2v2)r/f'(a)l.

Man beachte 3 —2v/2 > %.
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26.4. Satz. Sei f € O(E) eine nicht konstante holomorphe Funktion. Die Funkti-
on z — |f'(2)|(1 — |z|) nehme in p € E ihr Maximum M an. Dann enthiilt f(E)
den Kreis um f(p) vom Radius (% —V2IM > 117|f'(0)|-

Dieser Satz impliziert natiirlich Satz ???FIXME.

26.A.1. Anwendung: kleiner Satz von PIcARD. Als Anwendung des
BLochschen Satzes geben wir hier einen Beweis des kleinen Prcarpschen
Satzes. Den grofien PicarRDschen Satz werden wir weiter unten mittels des
Satzes von SCHOTTKY herleiten. Einen weiteren Beweis werden wir im Se-
minar mit Hilfe der elliptischen Modulfunktion kennenlernen.

26.5. Lemma. Sei G C C ein Elementargebiet, f € O(G) mit £1 ¢ f(G). Dann
existiert eine holomorphe Funktion F € O(G) mit f = cosF.

Beweirs. Die Funktion 1 — 2 ist nullstellenfrei, also existiert eine holomor-
phe Wurzel, d. h. g € O(G) mit g> = 1 — 2, folglich 1 = g> + ¢g*> =
(f+1i-g)-(f—i-g). Also sind auch die Funktionen f+1i- g nullstellenfrei und
es existiert ein F € O(G), so dass f+i-g = e'f. Aus FIXME (make displayed
equ) folgt f —i-g=(f+1i- g)~' = e, also cos F = %(eiF +e ) =f 0O

26.6. Lemma. Sei G ein Elementargebiet und f € O(G) mit 0,1 & f(G). Dann
existiert ein g € O(G), so dass f = %(1 + cos(7mtcos(mg))).

Fiir jede Funktion g, die diese Gleichung erfiillt enthilt das Bild g(G) keinen
Kreis vom Radius 1.

BeEwers. 1. Die Funktion 2f — 1 148t +1 aus, also nach Lemma ???FIXME
2f — 1 = cos7iF mit holomorphem F. Wegen cosmk = (—1)* muss F alle
k € Z, insbesondere +1, auslassen. Nochmalige Anwendung von Lemma
???FIXME liefert F = cos rtg. Damit ist die Gleichung FIXME ??? gezeigt.
2. Bla O

26.7. Satz (Kleiner Satz von Picarp). Sei f € O(C) eine nicht konstante ganze
Funktion. Dann lifst £ hochstens einen Wert aus.

BewErs. Wir miissen zeigen, dass eine ganze Funktion, welche zwei kom-
plexe Werte auslifit, bereits konstant sein muss. Da C unter ihrer Automor-
phismengruppe FIXME ref zweipunkthomogen ist, geniigt es, eine ganze
Funktion f zu betrachten, welche die Punkte 0 und 1 nicht annimmt. Nach
Lemma ??? FIXME ist f von der Gestalt f = %(1 + cos(mcos(mg))), wobei
das Bild von g keinen Kreis vom Radius 1 enthélt. Nach dem 2. Teil von
Satz ??? muss g daher konstant sein. Damit ist aber auch f konstant.  [J

26.B. Schottky
S(r):={f € OE) | If(0)| <1,0,1 ¢ f(E)}.

L(©,1) :=exp(mexp (3 + 2r + [3(1@_@))

B > 0 sei irgendeine Konstante fiir die der Satz von BLochgilt, z. B. 11—2
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26.8. Satz (SCHOTTKY). Sei f € S(r). Dann gilt fiir 0 < © < 1 die Ungleichung
If(z)| < L(®,7) fiir alle z € E mit |z| < ©.

26.9. Lemma. Falls cosTta = cos b so ist schon b = +a + 2n fiir geeignetes
ne Z.
Zuw € C existiert ein v € C mit cosov =w und [v| < 1+ w|.

26.10. Satz. Sei f € O(E) mit 0,1 ¢ f(E). Dann existiert ein g € O(E) mit
(1) f=1(1+ cos(mcos(mg))), [g(0)| < 3 + 2[f(0)I.
(2) lg(z)| < Ig(0)| + ﬁfar alle z mit |zl < 0,0 < © < 1.

26.B.1. Anwendung: Normale Familien. Als Anwendung bringen wir ei-
ne Verallgemeinerung des MoNTELschen Satzes, dessen Konsequenz der
grofie Satz von PICARD ist. Fiir ein Gebiet G setzen wir

F={fcO(G) | 0,1£f(G)}.

Wenn die Abhingigkeit von G hervorgehoben werden soll, schreiben wir
auch F(G).4

26.11. Lemma. Fixiere w € G,0 < r < oo0. Dann ist F, = {f eF ‘ [f(w)| <
v} in einer Umgebung von w beschriinkt.

26.12. Lemma. Fixiere p € G. Fy := {f € F | |f(p)| < 1}. Dann ist F; lokal
beschriinkt in G.

26.13. Satz (MONTEL-CARATHEODORY). Jede Folge (fn) C F hat eine kom-
pakt konvergente Teilfolge. Dabei ist kompakte Konvergenz gegen die konstante
Funktion oo zugelassen.

Bewers. Falls (f) Teilfolgen besitzt, die in 77 liegen, so folgt die Behaup-
tung aus Lemma ??? und dem Satz von MONTEL. Liegen nur endlich viele
Folgenglieder in F7, so liegen fast alle % € Fi. Sei (gn) eine (nach Mon-
TEL) kompakt konvergente Teilfolge von 1/f,, g = lim gn. Ist g nullstellen-
frei, so konvergiert f,, = 1/g, kompakt gegen 1/g.

Hat hingegen g Nullstellen, so folgt aus dem Satz von Hurwitz FIXME
name, dass g = 0. Also konvergiert f,, kompakt gegen oco. O

26.14. Theorem (grofier Satz von P1carDp). bla

27. Elliptische Funktionen

27.1. Voriiberlegung. Die Perioden einer nichtkonstanten meromorphen
Funktion f € M(C) bilden eine diskrete Untergruppe

Per(f)={weC | f(-+w)=f} cC

der additiven Gruppe (C, +). Sicherlich sind mit w1, w; auch —w1, wi+w;
Perioden von f. Hat Per(f) einen Haufungspunkt, so muss f nach dem
Identitatssatz 7.9 konstant sein. Folglich ist Per(f) eine diskrete Untergrup-
pe von C. Die diskreten Untergruppen von C kann man leicht bestimmen:

$kommt das vor?
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27.2. Satz. Sei G C (R",+) eine diskrete Untergruppe. Dann gibt es linear
unabhingige w1, ..., w, € R" s0, dass G = Zwj + ...+ Zw,. 1 heifit Rang des
Gitters G.
BeEweis. Wir machen Induktion nach n. Fiir n = 0 ist nichts zu beweisen
46

Die Behauptung sei nun fiir Dimensionen < n bewiesen und wir be-
trachten G ¢ R™"!. Wir wihlen w; € G mit

lwq| = min{lwl ‘ weQG \{0}}.
Cramm. GNRwy = Zws.
Proor oF THE CLAIM. G N Rw; ist eine diskrete Untergruppe des eindi-
mensionalen Vektorraumes Rw; und w; ist Element minimalen Betrages
> 0. Istn € Rwj so wihle n € Z mit
N —nwi| =min{n —kw| | k € Z}.
Dann ist p — nwq| < w1], also muss wegen der Minimalitdt des Betrages
von wj schon n = nwj sein. QED
Betrachte nun den Quotientenraum V := R /Rw; ~ R™.
Cram. G/Zwy C V ist eine diskrete Untergruppe.
PrOOF OF THE CLAIM. Sei g, = gn + Zw7 € G/Zw1 \ {0} eine Folge mit

Ignll — inf{llg]l | g € G/Zw1 \{0}}.

Wihle A € R so, dass ||gn +Aw1|| < ||g,|| + 1. Folglich ist ||gn + [An] w1 <
lgnll + 1 + [|w1]||, also diirfen wir o. B. d. A. annehmen, dass die Folge
(gn) beschrankt ist. Nach Ubergang zu einer Teilfolge sei (g,) konvergent
gegen g € G. Da G diskret ist, ist g = gn flir n > ng. Also ist g ¢ Zw; und
somit

inf{|x|| | x € G\ Zw; \{0}} = |Ig|| >0
und es folgt die Behauptung. QED

Nach Induktionsvoraussetzung angewandt auf die diskrete Gruppe
G/Zw7 gibt es nun Wy, ..., w, € G/Zw; so, dass

G/Zwy = Zws + ... + ZDy.
SchliefSlich zeigen wir
CramM. G =Zwi +...Zw;.

Proor oF THE CLAIM. Die Inklusion C ist klar. Umgekehrt sei x € G.
Dann ist X = 3 i, \j; eine Linearkombination der Z-Basis der Quo-
tientengruppe, folglich x — > Ajw; € Zw; und folglich ist x eine Line-
arkombination der wj,...,w,. Diese sind aber auch linear unabhingig.
Ist ndmlich Aywy + ... + Arw; = 0, so auch durch Ubergang zum Quo-
tienten A, + ... + A;w; = 0. Da die wj’s eine Z-Basis bilden, folgt
A2 =...=A; = 0 und schliefllich dann auch A; = 0. QED

#Wem dies nicht behagt, der analysiere den nachfolgenden Induktionsschritt und
wende ihn auf den Fall n = 1 nochmal an.
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Im Folgenden sei I' = Zw; 4+ Zw; ein Gitter in C. Wir kénnen und
werden w7, w; stets so numerieren, dass
r=LeH={zeC|3z>0}
w2
Mit
F=FT)={Aw;+pw; | 0<A<T,0<u<1}

bezeichnent wir einen Fundamentalbereich fiir T'. Mit M(T") = M(C/T) be-
zeichnen wir den Korper der I'-periodischen meromorphen Funktionen.
Man nennt die Elemente von M (T") auch elliptische Funktionen.

Sicherlich ist die konstante Funktion 1 € M(T'), also ist M(T") jedenfalls
nicht leer. Die Existenz interessanter elliptischer Funktionen muss noch ein
bischen warten.

27.A. Die Liouvilleschen Sitze

27.3. Satz (Liouville). Sei f € M(T'). Dann gilt

1.) ,cpRes, f=0.

2. Die einzigen elliptischen Funktionen mit hochstens einem Pol 1. Ordnung
sind die Konstanten.

3. Sei f € M(T') nicht konstant. Dann nimmt f jeden Wert in C gleich oft
an.

4. fe M(T). Dannist ) , .pz-ord, feT.

Bewers. 1. Wir wéhlen zy € C so, dass auf dem Rand des Parallelograms
F,, == zo + F keine Pole von f liegen. Dann liefert Integration iiber den
Rand und der Residuensatz

ZTEiZ Res, (f) = L f=0,
F-,

zeF

denn wegen der Periodizitdt heben sich die Integrale tiber die Streckenpaa-
re [zg, zo+ w1, [zo+wi+w2, zo+wy] bzw. [zo+ w1, zo+ w1+ w3, [zo+ w2, zo]
jeweils auf. 47

2. Hat f nur einen einzigen Pol 1. Ordnung z*, so ist nach 1. Res,- (f) =
0, also f holomorph. Wegen der Periodizitit ist f(C) = f(F) kompakt, also
ist f beschrankt und nach dem Satz von LiouviLLE 7.7 damit konstant.

3. Sei w € C. Die Funktion g(z) := 7z ist ebenfalls elliptisch. Nach

f(z)—w
dem Satz vom Null- und Polstellen zéh(lénden Integral ist die Residuen-
summe von g {iiber einen Fundamentalbereich gerade gleich der Differenz
der mit Vielfachheiten gezidhlten w-Stellen bzw. Polstellen von f innerhalb
dieses Fundamentalbereichs. Da g aber elliptisch ist, liefert 1., dass die
Residuensumme von g verschwindet.

4. bla. O

#Explain Sprech bzgl. einzig usw, bezieht sich auf Fundamentalbereich ...
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27.B. Die p-Funktion

Von nun sei I' = N w1, wy) := Zw; + Zw;. Die WEIERSTRASS sche p—
Funktion ist definiert durch

plzywr, wy) = — + Z ( %)

27.4. Satz. Die Reihe der p—Funktion konvergiert kompakt im Bereich
{(z,w1,w2) eC? | wy #0,w/wy € H,z & Zw, +sz}.
Folglich ist p(z; w1, wy) in jeder der Variablen holomorph.

Bewers. Sei K eine kompakte Teilmenge von FIXME ???. Dann existiert
ein gvr > 0 so, dass |z| < p fiir alle z € K. Wahle nun ein Kompaktum
K’ C {(wr,w;) € C? | wy #0,wr/w; € H} mit K C B(0,p) x K.

Die stetige Funktion (w7, w2, my, m;) — [mjwy + myw;| nimmt auf
K x S! FIXME 48 ihr Minimum o > 0 an, folglich gilt fiir (my, m,) € R?\ {0}
und (w7, w;) € K FIXME

Imywy + maws| > \/mi+m3 - .

Fiir (my, my € Z2, (m? + m3)"/2 > (p+ 1)/2 folgt
bla viel zu umstaendhch ....... O

27.5. Satz. p = p(;wi, w;z) € M(T'(w1,wy)). p ist gerade mit Polen 2. Ord-
nung genau in den Gitterpunkten.

BewEers. Meromorphie und Lage der Polstellen ist klar mit Satz ??? FIXME.
Ebenso ist p(z) = p(—z). Die Ableitung

"(z) :—ZZ(Z—w) 3
ist sicher 'periodisch. Folglich ist ¢, =  — (- + w) konstant fiir w € T.
Da g aber eine gerade Funktion ist, folgt ¢, = p(—w/2) —p(w/2) =0. O
Fiir k > 4 setzen wir

/
Grlwi,wy) = Y (mar+nwy) ™
(m,n)#(0,0)

Diese Reihen konvergieren sicherlich kompakt auf {(w1 ,wy) € C? ‘ wi #
0, wi/wy € H} Folglich sind die Gy holomorph.

Sicherlich ist aus Symmetriegriinden G117 = 0. Wir berechnen die
LAURENT-Entwicklung von p um 0:

27.6. Satz.

1 o 1
)=+ ()= 1)Gyz" " = 5 +3Gaz" +5Gez' + ...
j=2

#Notation fuer Kreislinie
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Bewers. Die geometrische Reihe FIXME ref vgl. ??? liefert fiir |z| < |w]

1 LR = R
(z—w)zwz_;wj“z )
]:

Einsetzen in die Reihe fiir die p—Funktion liefert

p(z) =Z12+ Z Z w]?+17‘j_]'

wer\{0} j=2

Die Doppelreihe konvergiert fiir |z| < min{lwl | w e F\{O}} =: y(T) sicher
absolut und wir konnen umordnen. Daher

. (2j — 1)Gyz . O

e

Il
)

&
@(Z):?"‘ZJGH]Z] =5+t
j=2 j

27.7. Satz (Differentialgleichung der p—Funktion).
9% =4p® —60G4p + 140Gg, g := 60Gy, g3 := 140G

27.8. Satz. o’ hat einfache Nullstellen in denjenigen w € T fiir die w/2 ¢ T. Die
Nullstellen in F sind also w1/2, w3/2, (w1 + w3y)/2.

Wir setzen ¢j = p(w;/2), w3 := wi + w,. Diese Werte werden wegen
p'(w;/2) = 0 doppelt angenommen. Da g jeden Wert genau zweimal an-
nimmt, sind ej, ez, e3 somit paarweise verschieden.

27.9. Satz. "> =4(p —e1)(p —e2)(p — e3).

27.10. Satz. C(yp) = {f e M(T) { fgerade},M(F) = Cl(p)lg'l. Der Grad
dieser Korpererweiterung iiber C(yp) ist 2.

28. Miscellanea

Es folgt Material, welches ich mir zwar notiert habe, welches jedoch
nicht zum Vortrag gekommen ist.

29. Anhang: Die Stirling Formel
Unkommentiert aus Manuskript:

29.A. Bernoulli Polynome (periodisch)
BO(X) =1, B](X) =X LXJ - %/ [312 =kPk-1, Bk(n) =By,k>2neZ,.

29.B. Eulersche Summenformel

b n 1 " /
;f(k) = L f+ z(f(U +f(n)) + L B1(x)f'(x)dx
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29.C. Stirling direct

VERY ROUGH
Sei zundchst z > 0 reell, dann gilt die Funktionalgleichung des log
uneingeschrankt. Mit der Eulerschen Summenformel

NINZ N N
! _ B N
logz(Z—H)‘...-(Z—i—N) zlogN—i—;logn T;)log(z—i— )
N 1
:zlogN—i—J logxdx+ilogN+
1

N N ] N
L I31£X) dx—L 108(2+X)d"‘2(1082+10g(z+N))_L E!(_x)z i

B 1 < B1(x) *©
—(z—z)logz—z+1+L ™ dx—L dx +o(1).

Grenziibergang N — oo liefert

1
Jlogz —z+1

logT(z) = (z — 7

zunéchst fiir z > 0, a posteriori fiir allez € C- =C\ R_.

30. Anhang: Harmonische Funktionen

Sei f = u+iv € O(G) holomorph mit Realteil u und Imaginarteil v.
Dann ist u bekanntlich harmonisch. Es gilt weiter

—_

fl=2(0x —1i—0y)(u+iv) = uy —iuy,

2
wobei wir die CAuCHY-RIEMANN Gleichungen vy = —uy, vy = uy benutzt

haben. D. h. f’ 146t sich alleine aus %(f) berechnen!.

30.1. Satz. Sei G ein Elementargebiet und u € C%(G) harmonisch. Dann existiert
f € O(G) mit u = R(f).

BEwEIs. g := u, — iuy ist holomorph, denn g € C%(G) und R(g)x =

Ux = —UWyy = J(g)y,R(g)y = Uy = —(—lly)x = —J(g)x- Da G ein
Elementargebiet ist, existiert f € O(G) mit f’ = g. Dann ist nach ???
f)fh?X = ux,f)%?y = 1y, also Rf—u = c € C. Setze f := f — c. Dann ist
f € O(G) mit Rf = u. O

30.2. Korollar (Mittelwerteigenschaft). Sei uw : G — R eine zweimal ste-
tig differenzierbare harmonische Funktion auf dem Gebiet G. Des Weiteren sei
B(z,r) C G. Dann gilt

u(z) = 7 J u(z+ rei®)do. (30.1)
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Bewers. Da Kreise Elementargebiete sind, ist u in einer Umgebung von
B(z,r) Realteil einer holomorphen Funktion f. Also

_ ] f(C)
u(z) = Rf(z) = %z—m jgc—zr - ZdC

1 27 .
= %R J'O f(Z + Tele)ide

1 27t )

= J u(z + re'ae. O
27'[ 0

30.3. Korollar (Maximumprinzip). Sei uw € C?(G) eine reellwertige harmoni-

sche Funktion. Nimmt w im Inneren von G Maximum oder Minimum an, so ist

u bereits konstant.

Dies folgt unmittelbar aus der Mittelwerteigenschaft 30.2.

Indem man in der Cauchyschen Integralformel zum Realteil
tibergeht, erhdlt man fiir harmonische Funktionen die Poissonsche
Integralformel.

30.4. Satz (PorssoN Integralformel). Sei u auf B(0,R) stetig und in B(0,R)
harmonisch. Dann gilt fiir |z| < R

1 R? — |z[?

z) = — u(l)——

) 2n J(—R ) ¢ — z[?

Bewers. TODO U

de, ¢ = Re'®.
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