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Überblick

Gegenstand des Seminars sind Methoden der nicht-
linearen Analysis und ihre Anwendung auf partielle Dif-
ferentialgleichungen. Als wiederkehrendes Beispiel dient
das semi-lineare Randwertproblem{

−∆u(x) = f(x, u(x)) x ∈ Ω
u(x) = 0 x ∈ ∂Ω,

auf einem Gebiet Ω ⊂ Rd, wobei f : Ω × R → R eine
gegebene Funktion ist.

Die erste Klasse von Methoden untersucht Deforma-
tionen des Problems (d.h. statt einer Funktion f(x, u)
betrachtet man eine Familie ft(x, u) in einem Parameter
0 ≤ t ≤ 1) und sucht Eigenschaften (z.B. die Existenz
einer Lösung), die bei der Deformation unverändert blei-
ben. Als Analogie kann man hier Gleichungen der Form

Ft(x) = y, Ft : R2 ⊃ B̄1 → R2

betrachten, deren Lösbarkeit (zu gegebenem y ∈ R2) eng
mit der Windungszahl von Ft(∂B1) um y zusammen-
hängt. Der Abbildungsgrad ist eine Verallgemeinerung
der Windungszahl auf höhere Dimensionen und unend-
lich dimensionale Räume.

Die zweite Klasse von Methoden betrachtet Lösungen
des Randwertproblems als kritische Punkte eines Funk-
tionals J : M → R, definiert auf einem geeigneten Funk-
tionenraum M . Im linearen Fall (d.h. f(x, u) = f(x)
hängt nicht von u ab) eignet sich zum Beispiel

J(u) =

∫
Ω

1

2
|∇u(x)|2 − f(x)u(x) dx,

definiert auf dem Sobolev–Raum1 M = H1
0 (Ω). Um Lö-

sungen zu finden, sucht man also Extrema oder Sattel-
punkte von J — eine anspruchsvolle Aufgabe in Anbe-
tracht der Tatsache, dass M im Allgemeinen nicht kom-
pakt und J nicht beschränkt ist.

Vortrag & Ausarbeitung

Jedes Thema sollte in einem Vortrag von ca. 75 Mi-
nuten vorgestellt und auf einem Handout (1 bis 2 Sei-
ten, geschrieben mit LATEX) und einer schriftlichen Aus-
arbeitung (8 bis 10 Seiten) zusammengefasst werden
(auf Deutsch oder Englisch). Es wird empfohlen, beglei-
tend die Vorlesung V3B1: Partielle Differentialgleichun-
gen und Funktionalanalysis zu besuchen.
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1 Brouwerscher Abbildungsgrad und Brouwerscher Fixpunktsatz AM 3.1 – 3.3 (26-38)
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8 Satz vom Gebirgspass AM 8.1 (116-128)

9 Lusternik-Schnirelmann Theorie AM 9.1 + 9.2 (143-155)
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1Diesen lernern Sie in der Vorlesung Partielle Differentialgleichungen und Funktionanalysis kennen.
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