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Übungsblatt 9

Aufgabe 1: (3+3) + 4 = 10 Punkte

(i) Seien Ω1 := (0,∞)× (0,∞) und Ω2 := (1, 2)× (2, 3)× (0, 2). Berechnen Sie die nachfolgenden
Integrale:

(a)

∫
Ω1

ye−(1+x2)y2

d2m(x, y), (b)

∫
Ω2

z

(x+ y)2
dm3(x, y, z).

(ii) Sei Ω3 = (0, 1)×(0, 1) sowie f(x, y) := xy, g(x, y) := (x−y2, x2y)> für (x, y)> ∈ R2. Skizzieren
Sie g(Ω) in einem zweidimensionalen Koordinatensystem und berechnen Sie∫

g(Ω3)

f(x, y) dm2(x, y).

Aufgabe 2: 10 Punkte

Sei D ⊂ R2 das abgeschlossene Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0)>, (0, 1)>, (1, 0)>. Sei nun
f : [0, 1]→ R eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass dann für m,n ∈ N gilt:∫

D

f(x+ y)xmyn dm2(x, y) =
m!n!

(m+ n+ 1)!

∫ 1

0

f(t)tm+n+1 dt.

Aufgabe 3: 10 Punkte

Sei f : R2 → R definiert durch

f(x, y) :=


1, x ≥ 0, x ≤ y < x+ 1,

−1, x ≥ 0, x+ 1 ≤ y < x+ 2,

0, sonst.

Zeigen Sie, dass ∫
R

∫
R
f(x, y) dm1(x) dm1(y) 6=

∫
R

∫
R
f(x, y) dm1(y) dm1(x)

und diskutieren Sie dies im Hinblick auf den Satz von Fubini.

Aufgabe 4: 3 + 4 + 3 = 10 Punkte

Sei (Ω,Σ, µ) ein Maßraum und f ∈ L1(Ω, µ) nicht-negativ.

(a) Zeigen Sie, dass durch

ν : Σ 3 A 7→
∫
A

f dµ ∈ R

ein Maß definiert wird. Wir sagen dann, dass ν bezüglich µ die Dichte f hat.



(b) Seien nun µ1, µ2 zwei endliche Maße auf Rd, die bezüglich des d-dimensionalen Lebesguemaßes
md die Dichte f1 bzw. f2 besitzen. Sei weiters µ1 ∗ µ2 das Bildmaß von µ1× µ2 auf Rd×Rd

bezüglich g : Rd × Rd 3 (x, y)> 7→ x + y ∈ Rd, d.h., µ1 ∗ µ2(A) = (µ1 × µ2)(g−1(A)) für
md-messbare Mengen A ⊂ Rd. Bestimmen Sie mit Beweis die Dichte von µ1 ∗ µ2 bezüglich
des d-dimensionalen Lebesguemaßes.

(c) Sei nun µ = µ1 = µ2, wobei µ1 dasjenige Maß auf R mit

µ1(A) =
1√
2π

∫
A

e−
|x|2
2 dm(x), A ∈ B(R)

ist. Bestimmen Sie explizit die Dichte von µ∗µ bezüglich des eindimensionalen Lebesguemaßes
m auf R.


