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Aufgabe 1: 4 + 6 = 10 Punkte

(a) Berechnen Sie
[ 15000 ) sl .
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(b) Seien —co < a < b < oo und f: [a,b] — R eine Riemann integrierbare Funktion. Zeigen Sie,
dass dann f auch (Lebesgue-)integrierbar ist und gilt:
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wobei das Integral auf der linken Seite im Lebesguesche Sinne und das auf der rechten Seite
im Riemannschen Sinne zu verstehen ist.

Aufgabe 2: Konvergenzsitze 4 + 3 + 3 = 10 Punkte

Bestimmen Sie

(a) mittels des Satzes iiber dominierte/majorisierte Konvergenz den Grenzwert

lim 1[1700)(x)e*7”(sin(x))n dm,

n—oo

(b) mittels des Satzes tiber dominierte/majorisierte Konvergenz den Grenzwert
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(¢) mittels des Satzes iiber monotone Konvergenz von Beppo Levi den Grenzwert

lim n/ In (1 + i) dm,
n— 00 R n
wobei f: R — R>( eine beliebige messbare Funktion mit fR fdm < o ist.

Begriinden Sie dabei genau die Anwendbarkeit der aus der Vorlesung zitierten Sétze.

Aufgabe 3: Konvergenzsitze: Beispiele & Gegenbeispiele 4 + 3 + 3 = 10 Punkte

(a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,)nen gegeben durch f,(z) := nze="*" auf [0, 1] keine
integrierbare Majorante besitzt, und dass
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lim | 1o q)(z) fn(2) dm;«é/nli_}rr;o(l[oyl](x)fn(x))dm
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gilt, wobei der rechtsseitige Limes punktweise zu verstehen ist.



(b) Es seien (X, A, p) ein MaBraum und f, f1, fo...: 2 — R messbare Funktionen, fiir die eine
messbare Funktion g: Q — R mit fX lg| dp < 0o und f,, > —g fiir alle n € N existiert. Zeigen
Sie, dass dann gilt

/ liminf f, dp <lim inf/ fndp.
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(¢) Zeigen Sie (durch Angabe eines Gegenbeispiels), dass die Aussage von (b) im Allgemeinen
nicht wahr bleibt, wenn wir auf die Existenz einer wie dort angegebenen integrierbaren Funk-
tion ¢g: Q — R mit f,, > —g¢ fiir alle n € N verzichten.

Aufgabe 4: 7 + 3 = 10 Punkte
Sei X C R? messbar (bzgl. m?) und T' C R™ messbar (bzgl. m™). Sei weiters f: X x T'— R so,
dass das Folgende gilt:

(i) Fiir jedes x € X ist die Funktion ¢ — f(z,t) auf T messbar und [, f(x,t) dm"(t) < oco.
(ii) Fiir jedes t € T ist die Funktion z — f(z,t) stetig.

(iii) Es gibt eine messbare Funktion ¢: T — R{ mit [, &(t) dm"(t) < oo und |f(,t)| < D(t) fiir
alle (z,t) € X x T.

(a) Zeigen Sie, dass die durch
FiQ52m Fz) = / P t) dm™ (1)
T

definierte Funktion wohldefiniert und stetig ist.
(b) Es sei f: RY — R integrierbar (bzgl. m?) und setze fiir & € R%:
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Zeigen Sie, dass F f wohldefiniert und stetig ist.

Hierbei ist jeweils m™ bzw. m® das n- bzw. d-dimensionale Lebesguema$.
Bemerkung: Hierbei nennen wir eine Funktion g: R? — C (Lebesgue-)integrierbar, falls sowohl

Real- als auch Imaginirteil als Funktionen RY — R (Lebesgue-)integrierbar sind. Wir definieren
dann fiir solches integrierbares g: R — C

/ gdm4 :z/ Re(g)dmd—H/ Im(g) dm?.
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