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Aufgabe 1: Hausdorffdimension 4 x 2.5 = 10 Punkte
Fiir s > 0 sei H* das s-dimensionale Hausdorfima im R<. Fiir A ¢ R¢, definiere
dimy (A) := inf{t > 0: H'(A) = 0}.
Zeigen Sie das Folgende:
(a) dimy (A) = sup{t > 0: H'(A) = oo}.
(b) dimy(A) € [0,d].

(c) Sind A, B C R% so ist dimy (A U B) = max{dimy(A),dimy(B)} sowie dimy (4 N B) <
min{dimy (A4), dimy(B)}.

(d) Sei X ein affiner Unterraum des R? mit X = 2+ V, wobei z € R? und V ein k-dimensionaler
Untervektorraum des R? ist; hier, k < d. Zeigen Sie, dass dimy (X) = dim(V) = k. In diesem
Sinne verallgemeinert dimy; den aus der linearen Algebra bekannten Dimensionsbegriff fiir
Vektorrdume auf beliebige Mengen.

Aufgabe 2: Messbarkeit 5 +5 = 10 Punkte
Seien (£, A;, 113), @ = 1,2,3, drei Mafirdume. Wir nennen eine Abbildung f: Q; — Q; A; — A;-
messbar, falls fiir alle A € A; gilt: f~1(A) € A;. Zeigen Sie:

(a) Ist f: Q1 — Qo A; — Asy-messbar und g: Qo — Q3 A — As-messbar, so ist go f A; — As-

messbar.
(b) Sei f wie in (a). Zeigen Sie, dass dann v: Ay — [0, 00] definiert durch v(A) := ui(f~1(A))
ein Mafl auf As definiert.

Aufgabe 3: 5 + 5 = 10 Punkte

In dieser Aufgabe arbeiten wir direkt anhand der Definition 4.2 des Lebesgueintegrals beziiglich
eines Mafes.

(a) Sei P(N) die Potenzmenge von N und p: P(N) — [0, oo] definiert durch
u(4) =HO(4),  AeP).

Zeigen Sie, dass (N, P(N), 1) ein Mafiraum ist. Zeigen Sie weiters, dass jede Funktion f: N —
R>¢ messbar ist und gilt:

[ rau=3"s00.
N k=0

Insbesondere kann also die Theorie der Reihen aus der Analysis 1 als Spezialfall des Lebes-
gueintegrals beziiglich des Mafles p interpretiert werden.



(b) Es sei K C R eine nichtleere, kompakte Menge und sei A := {UNK: U € B(R?)} die
o-Algebra relativ zu K (vergleiche Ubungsblatt 3, Aufgabe 3(c)). Sei weiters p ein MasB,
sodass (K, A, p) ein Mafiraum ist mit p(K) < oco. Zeigen Sie: Fiir alle stetigen Funktionen
f: K —Rgilt

’/deu‘ < u(K) sup | f(z)].

reK

Aufgabe 4: Berechnung von Integralen 4 x 2.5 = 10 Punkte

Es bezeichne im Folgenden fiir eine Menge A C R? 14 ihre Indikatorfunktion. Berechnen Sie direkt
anhand Definition 4.2

(a) fiir 0 < p < oo das Integral

[ v,

(b) fiir eine ungerade, gleichmifig stetige Funktion ¢g: B(0,1) — R (i.e., g ist gleichmiiBig stetig
mit g(x) = —g(—=z) fiir alle z € B(0,1)) das Integral

wobei fj,(z) = 1o (7).

/ 150,19 dm?,
Rd

wobei B(0,1) := {z € R?: |z| < 1} der offene Einheitsball im R? ist.

(c) fiir die Funktion f := 1yp(0,1),

fdm?.
]Rd

(d) in Abhingigkeit von a € R die Integrale

/ he dm? und /jadmd,

wobei hq(z) := 1p(o,1)(2)|z|* und jo(z) := 1ga\p(o,1)(7)|2|*.

Gehen Sie hierbei insbesondere auf die Messbarkeit der jeweiligen Integranden ein.



