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Diese Zusammenfassung ist nur fiir Horer der Vorlesung V2B1 Analysis 3
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Die zentralen Themen der Vorlesung sind Integration, insbesondere das Le-
besgueintegral und Lebesguemafl und Hausdorffmass, sowie Integralséitze:
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1. EINFUHRUNG

1.1. Formeln. In dieser Vorlesung werden wir eine Reihe von Formeln ken-
nen lernen: Den Satz von Fubini, die Transformationsformel, die Areaformel,
die Coareaformel und den Satz von Gauss. Wir werden eine Reihe von Au-
driicken explizit auswerten:

/ e dr = V.

—0o0

Fiir eine Teilmenge A C R sei |A| € [0,00] das Volumen. Wir stellen die
Definitionen zuriick. Es gilt

|BY(0)] = mr?

4
|BE(0)] = -mr®

3
/2
B O = ~
(52)

Herleitung im Fall d = 3: Wir betrachten die Halbkugel
BT ={zeR?®: |z| < 1,23 >0}

und das Komplement des Kegels um Zylinder Z = {z € R3 : 23 4+ 23 <
17 0 < zs3 < 1}7

C:{x€R3:0<x3<1,x3§\/x%—i-a:%gl

Der Zylinder has das Volumen |Z| = 7 (Grundfliche mal Hohe). Der Kegel
hat das Volumen 17 (3 Grundfliiche mal Héhe), also

2
Die Schnitte in der Hohe s haben die gleiche Fléche:
{i e R?:|2| < V1 — 82} =7(1 — s?)
{z eR?:s<|2| <1} = 7(1 — s%)
also sind nach dem Prinzip von Cavalieri die Volumen gleich. Damit ist

3 4
B (0)] = 5

Fragen:

(1) Definition des Volumens?

(2) Berechnung des Volumens?

(3) Mehrdimensionale Integrale?

(4) Was ist die Dimension einer Teilmenge?
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1.2. Fourierreihen und euklidsche Vektorrdume. Erinnerung: Ein eu-
klidscher Vektorraum H ist ein K = R oder K = C Vektorraum mit einem
Skalarprodukt

HxH> (z,y) > (z,y) €K
sodass immer gilt:
(A1 + Aoz, y) = Ai(T1, ) + Ao (72,9)

{z,y) = {y,z).
Damit ist (x,z) € R und wir fordern
(x,z) >0 fir x € H
und
(r,x) =0<= 2z =0.

Wir definieren einen Norm |z| = /(z, z).
Eine Folge von Vektoren (e,) heiit Orthonormalsystem, falls

|1 fallsj=k
(e ex) _{ 0 sonst

Sei (€j)1<j<oo €in Orthonormalsystem. Dann gilt fiir alle x € H und N € N

=0 =0
und
N N )
lall? = | (z = Yo (@ esdes ) + Yo (asesde|
=0 =0
N ) N
=oY@ ees| + 1D (@ esel
=0 =0
N N
+ 2Re(z — Z(a}, e;)e;, Z(ac, e;)€;)
7=0 7=0
Da
N N N N
<'C1j - Z<x7 ej>€j7 Z(xa €k>€k> = Z <.T, €k><x - Z<x7 €j>€j7 ek>
=0 =0 k=1 j=0

N
= Z(x,ek> ((z, ) — (x, e5) (€5, ex)) =0

fallt der letzte Term weg. Genauso entwickeln wir den zweiten Term

N

N N N
(D twephen Y (aeer) = D (wep) @ enen = Y Il

§=0 k=0 §,k=0 =0



Wir erhalten die Besselsche Ungleichung
N N
Sl en) o+ [lu =Yt egdes| = lul?
§=0 §j=0

Insbesondere, falls (e;) en ein Orthonormalsystem ist,

oo
> e e <l
j=0

und die Reihe auf der linken Seite konvergiert. Insbesondere sind die Parti-
alsummen

N
E T ej
Jj=0

eine Cauchyfolge.
Sei H={ue€ C([0,1];C) : u(0) = u(1)} mit dem Skalarprodukt

1
<u,v>:/ uodz.
0

Der Raum H ist ein euklidscher Vektorraum mit der Norm

1
Hw%z/hwm
0
Seien ej(x) = e*™%, Da

(1 fallsj=k
{ej en) = { 0 sonst

bilden die Funktionen ein Orthonormalsystem. Fiir u € H folgt die Identitét

M
HUHH _ Z ’ 27rmz ‘2 + Hu o Z(u, €27rj9&>€27rimc||2
j=N
Es gilt nun die fundamentale Aussage
Lemma 1.1.
. o2 2
@&23\ ) = ully
die wir hier zunichst zur Kenntnis nehmen.
Es folgt
N
Z <’LL, 627rn3:>627rnz S u
n=—N

in H. Das motiviert die Frage: Sei (a,,)nez eine quadratsummierbare Folge,

d.h.
o
> agl? < o0

j=—o00
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Konvergiert
N
un = 2 an€27rmk?
n=—N

Die Folge uy ist eine Cauchyfolge in H, aber H ist nicht vollstindig.

Mit Hilfe des Lebesgueintegrals werden wir einen Raum L?([0, 1]) konstru-
ieren, der H als dichten Teilraum besitzt. Das Lebesgueintegral erlaubt das
Vertauschen von Limiten und Integration unter wesentlich schwécheren Be-
dingungen als fiir das Riemannintegral.

Fiir f € H definieren wir die Fourierkoeffizienten

1
o —2mine _
an = /0 F(@)e 2T dy = (£, e,)

und die Fourierreihe

00
§ : an€27rmm'

n=—0oo

Beweis des Lemmas. Wir definieren den Dirichletkern

k
Dk(l‘) _ Z e27rinx

n=—k
2k e2mi(2k+1)z—1
_6—27rikm (627”'1)” _ e—27rz'km
- z : - e2miz _ q
n=0
eRk+)miz _ o—(2k+1)miz

ewia: _ 6—7Ti.1’

Dann gilt
k ) A k 1 A 1
S (e = 37 [ iy = [ Dita =) sy
n=—=k

n=—~k

und

1 1
(1.1) / Dy(z)dx = / XTIy = 1
0 0



Wir definieren Fejérkern

N-—
N
k=0
1 1 N-1
_ Z (€(2k+1)7riz o e—(2k+1)7riz)
T N eTiz _ o—Tix
k=0
2Nmix —2Nmiz
_i 1 ewixe -1 - e—wime -1
N ewix _ efmz eQﬂ'i:p -1 672771‘:2 -1

1 62N7riw —24 6—2N7riw

:N (em':c _ effrix)Z

1 (sin(Nrx) 2

N sin
Eigenschaften:

(1) F(z) 2 0.
()f Fy(x)dz =1 (folgt aus (1.1)).
()Fﬁr0<m<1gﬂt |FN($)|§%. L

sin? (mx) *
Aufgrund der Definition gilt
N In| . .
(12)  fnle)i= [ Pule—g)fwdy = Y (1= g emmeenine
n=—N
und
! 2 al |n| 27rzn:1: 27T1nx
InPdr =37 (1= Tl(fe Z i
0 n=—N
Wir zeigen nun: Ist f € H so folgt
[ Ex@ =)@y - @
gleichméssig. Zunéchst gilt
[ Exta =Sy - 1) = [ Fxta =)@ - )y

Sei ¢ > 0. Da f stetig ist existiert 6 > 0 so dass |f(x)
|z —y| < 0. Sei z € [0,1]. Wir zerlegen

1
/ Fx(a—y)(f(y)—f(2))dy = / Fx(a—y)(f(y)—f (@))dy+ /
0 0<|z—y|<1—=6

|lz—y|<d

Das erste Integral ist durch

2 1
NHf”SUPSinQ((;)

— fly)| < /4 fir

..dy—l—/ .dy
|lz—y|>1-6
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beschriankt. Beim zweiten und dritten Integral schreiben wir

/ Fy(z —y)(f(y) — F(z))dy
|z—y|<o

15 F dy = /4.
und zusammen

falls N grof3 ist.
Sei jetzt f € H und ¢ > 0. Dann existiert Ng sodass

| [ Evte - i@y - 5@ <=

fiir N > Ny und daher fy — f gleichméssig und daher

/01 /OIFN(:E —y) f(y)dy|dx — /01 F(z)|2da.

Wir schliessen mit (1.2)

1
<e/d+ g”f”suz? sin~%(md) < e

3 2> - L—n., _ 1F p 2 )
3 lelz 3 e =] [ s swn] i

n=1—-N
U

(09.10.2018]
[11.10.2018]

1.3. Der Satz von Banach-Tarski. Das Volumen oder Mafi von Mengen
steht in engem Zusammenhang mit Integral. Fiir Mengen A C R? bezeichnen
wir das (hypothetische) Volumen mit |A|. Minimalanforderungen an einen
Volumenbegriff sind:

(1) |A| € [0, o0] fiir alle A C RY

(2) Sind A und B disjunkt, so folgt |AU B| = |A| + | B|
(3) |A] ist invariant unter Kongruenzabbildungen.

(4) (0, 1) =1

Diese Minimalanforderungen kénnen weder erfiillt werden, noch geniigen sie
fiir eine zufriedenstellende Theorie.

Satz 1.2 (Banach-Tarski, 1924). Es ezistieren paarweise disjunkte Mengen
Aj C Bﬂl§3 (0), 1 < j <6 und sechs Kongruenzabbildungen ¢; so dass

(1.3) B1(0) = US_; 4;

(1.4) Bi(—2e1) U Bi(2e1) = Uj_,¢;(4))

Da aus (1.3) folgt dass
J
|B1(0)] = Y [4]

J=1



und aus (1.4)

6 6
2|B1(0)] = [Bi(—2e1)| + |B1(2e1) <> [¢5(A5)| = > |45 = |B1(0)]
=1

=1

wiirde | B1(0)| = 0 folgen, was im Widerspruch zu | (0, 1)¢| = 1 steht. Der Satz
von Banach-Tarski impliziert, dass wir keine Funktion auf der Potenzmenge
mit den obigen Eigenschaften finden kénnen.

2. DAS LEBESGUEMASS

2.1. Dyadische Wiirfel und das duflere Lebesguemaf.
Definition 2.1. Ein dyadischer Wiirfel Q;r, j € 7%k € 7 ist durch
Qje ={x: 2% <y < 2"(ju+1),1 <1 < d}
gegeben. Q ;i ist ein Wiirfel der Kantenlinge 27 mit dem Eckpunkt 27%j.

Eigenschaften:

(1) ij N Qj’k’ 75 {} impliziert ij C Qj/k/ oder Qj’,k’ C ij.

(2) Jede offene Menge U ist disjunkte abzihlbare Vereinigung dyadischer
Wiirfel: Sei U # R?. Zu x € U sei Q(z) der maximale dyadische
Wiirfel, der x enthilt. Die maximalen Wiirfel sind eindeutig. Jeder
Punkt liegt in einem maximalen dyadischen Warfel. Also folgt die
Aussage. Im Fall U = R? schreiben wir

R* = | Qjo.
jezd
Wir kénnen U als Vereinigung disjunkter Wiirfel schreiben, die min-

destens den Abstand 2* vom Komplement haben. Es geniigt, die
maximal Wiirfel mit dieser Eigenschaft zu nehmen.

Das Volumen ist durch
Qi = 2%
definiert.

Lemma 2.1. Ist ein dyadischer Wiirfel endliche Vereinigung disjunkter dya-
discher Wiirfel,

N
Qit = | Qjukn
n=1

so gilt
N
Qikl =D 1Qjuk,|
n=1

Beweis. Wir verifizieren zuerst den Spezialfall einer disjunkten Vereinigung
eines Wiirfels

N
Qjr = U Qj. i
n=1
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Dann ist &’ < k, es gibt 29~*) Wiirfel der Kantenlinge 25 und
gdk’

okl = | Q| = 210Kt =N, .
n=1

Im allgemeinen Fall gibt es eine kleinste Kantenldnge. Wir schreiben al-
le Wiirfel rechts als disjunkte Vereinigung dyadischer Wiirfel dieser Kan-
tenléinge, und wenden die Aussage in diesem Fall auf jeden der Wiirfel
an. (]

Definition 2.2. Sei A C R?. Wir nennen eine Folge dyadischer Wiirfel
(Qj.kn )n €ine Uberdeckung von A falls

Ac|JQjuk.

Wir definieren das duflere Lebesquemaf$ durch

m.(A) = inf{) 2% A | JQjk, }-

Eigenschaften (A, B und A, sind beliebige Mengen des R?):

(1) (Monotonie) Ist A C B so gilt m.(A) < m.(B).

(2) (Subadditivitit) m.(A U B) < my(A) + m.(B). Haben A und B
einen positiven Abstand, so gilt m.«(A U B) = mu(A) + m.«(B). Es
gilt immer

(2.1) ma(| ) An) <> ma(A4y)

(3) Fiir jede beschrinkte Menge A gilt m,(A) < oc.

Satz 2.2. Fir jede disjunkte Vereinigung dyadischen Wiirfel gilt m*(UfLO Qjnkn) =
om0 |Qiukal: N € NU {00}

[11.10.2018]
[16.10.2018]

Beweis. Da | J,, @k, sich selbst iiberdeckt gilt

N
M @) <D 1Qika-
n n=0

Fiir die umgekehrte Ungleichung betrachten wir zunéchst den Fall N < oo
und der Einfachheit halber N = 0. Sei jetzt

N
Qjr C U Q-
n=1
Wire diese Uberdeckung endlich, so diirften wir wie in Lemma 2.1 anneh-
men, dass die Vereinigung disjunkt und gleich @;;, ist. Mit Lemma 2.1 folgt

dann
N

1Qikl =D 1@l

n=1
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Sei jetzt
(o]
Qi € | Qi
n=1

und m > 1. Wir definieren

Qi ={z:2"j <z <2"(G+1-2"m)

Qlr, ={w: (2" =27y <y <2%(ji 4+ 1).
Es folgt
Qi € Qi € |JQjurn < | J QT2
n n

Der linke Wiirfel ist kompakt. Er wird durch die offenen Wiirfel rechts
tiberdeckt. Daher existiert eine endliche Teiliiberdeckung bzw N € N so
dass

Q]k - U Q]nk'n
n=0
Der Wiirfel ij hat die Kantenlinge 2¥(1 — 27™ und enthilt eine disjunk-
te Vereinigung von (2™ — 1)? dyadischen Wiirfeln der Kantenlinge 2F~™
enthalten.

Die Wiirfel Qj,x, haben die Kantenlinge 2% (1 + 27™) und sind in einer
disjunkten Vereinigung von (1 + 2™)¢ dyadischen Wiirfeln der Kantenlinge
2Fn=m enthalten. Wir wenden Lemma 2.1 auf jeden der Teilwiirfel von Qjk
an und erhalten

N
n=0
und damit

d oo

1+27™ 14+2™™
‘ka‘ < a > Z|ankn|_< - > Z’Q]nkn

Die Aussage folgt nun mit m — oc.

Der allgemeine Fall einer abzéhlbaren Vereinigung folgt nun leicht: Die dya-
dischen Wiirfel @;, %, seien disjunkt. Es folgt fiir alle N € N

N N %) [e%e)

Die linke Seite ist die Partialsumme der rechten Reihe. Damit muss die letzte
Ungleichung ein = sein. O

2.2. Messbare Mengen.

Definition 2.3. Wir nennen eine Menge A C R? Lebesquemessbar, falls
fiir alle e > 0 eine offene Menge A C U C R? ezistiert, so dass

m«(U\A) < &
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Wir werden sehen: Jede offene Menge ist messbar. Abzdhlbare Vereinigun-
gen und Schnitte messbarer Mengen sind messbar. Komplemente messbarer
Mengen sind messbar. Das duflere Maf} eingeschrinkt auf die messbaren
Mengen hat gute Additivitdtseigenschaften.

Figenschaften:

(1)

(2)

Jede offene Menge ist trivialerweise messbar. Nach Satz 2.2 ist das
Mafl die Summe der Volumina disjunkter dyadischer Wiirfel, deren
Vereinigung die offene Menge ist.

Jede Menge A mit m,(A) = 0 ist messbar: Ist € > 0, so existiert eine
Uberdeckung durch dyadische Wiirfel mit

AcC U an,kn

und

D 1Qj k| < 27%.
n

Sei
Qn = {{L‘ : 2kn (jn,l - 1) <7 < 21% (jn,l + 1)}

die offenen Wiirfel mit doppelter Kantenlénge. Deren Vereinigung
ist offen und iiberdeckt A. Da @, in 2¢ dyadischen Wiirfeln der
Kantenliinge 2F» enthalten ist folgt

m*(U Qn) < 2¢ Z Qi k| < €.

Diese Mengen nennen wir Nullmengen.

Jede abzihlbare Vereinigung messbarer Mengen ist messbar. Seien
A, messbar fiir n € N und € > 0. Dann existieren offene Mengen
A, C Uy, mit

my(Up\Ay,) < 27" te

und

ma (U Am) € ma((JU\AR) < ma(Un\An) <e.

Abgeschlossene Mengen sind messbar. Wegen Eigenschaft 3 geniigt
es zu zeigen, dass kompakte Mengen messbar sind. Sei A kompakt.
Fiir € > 0 existiert eine offene Menge A C U mit

m.(U) < my(A) +e.

Da A kompakt ist V' = U\ A offen. Daher ist V' disjunkte Vereinigung
dyadischer Wiirfel

V= U Qi
n=1
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mit positive Distanz zu A. Daher ist mit Satz 2.2

M
ms(A) + € 2m.(U) = m(AUply Qjk,) = )+ ( U Qjn k)

M
=m.(A) + Y |Qjokal = ma(A) + Z Qi |
n=1 n=1

=ma(A) + m.(U\A)

Damit ist m4(U\A) < € und A messbar.

(5) Das Komplement einer messbaren Menge ist messbar. Sei A messbar.
Dann existieren offene Mengen U, die A enthalten, mit m. (U, \A) <
1/n. Deren Komplement ist abgeschlossen und daher messbar, und
damit auch S = (J°° | (RA\U,,). Nun folgt C R\ A und fiir n > 1

T := (RNAN\S c U,\A

Damit ist

m(ROANS) < -

und daher eine Nullmenge. Das Komplement ist die Vereinigung
zweier messbarer Mengen

RNA=SUT,

und damit messbar.
(6) Abzihlbare Schnitte messbarer Mengen sind messbar. Dies folgt
durch zweimalige Komplementbildung.

Satz 2.3. (Abzdhlbare Addititivitit). Seien E; disjunkte messbare Mengen.
Dann ist die Vereinigung messbar und es gilt

(| Ba) = 3 ma(E))
n=1 n=1

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dass alle E,, beschrankt sind. Sei ¢ > 0.
Da R%\ E,, messbar ist existiert nach der Definition eine abgschlossene (und
daher kompakte) Teilmenge F,, C E, mit m.(E,\E,) < 27" !e. Die Men-
gen F), sind disjunkt und kompakt, haben also einen positiven Abstand und
daher gilt fiir N € N

N N N
n n=0 n=0 n=0
Daher folgt
ma(|JEn) =D ma(En).

Die umgekehrte Ungleichung gilt immer fiir das duflere Mafl und wir erhalten
die Aussage fiir beschriankte E,,.

Im allgemeinen Fall definieren wir

Epm=E,N{zecR:m < |z] <m+1}
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und wenden die erste Aussage auf

E%/::leﬂum
m

U= U Fun
n n,m

an. O

und

Definition 2.4. Wir definieren das Lebesgue m durch die Einschrinkung
des duferen Mafes auf messbare Mengen.

Wir erhalten eine Reihe von Konsequenzen.

Lemma 2.4. Seien E, messbar. Es gelte £, C Fpy1 und E = U;;O:l E,.
Dann ist E messbar und es gilt

(2.2) m(E) = lim m(E,).

n—oo

Ist Enyq C By und m(Ey) < oo fiir einn so ist E = (\o— E,, messbar und
es gilt (2.2)

Beweis. Sei E,, C Ent+q und Fy = Ey, F,, = Ey,11\E,. Dann ist

N 00
Ex=JF., E=JF
n=0

n=0

F,, = E,11 N (R}\E,) ist messbar und damit

N o)
m(Ex)=> m(F,), m(E)=> m(F,) = lim m(E,).
n=0 n=0

N—oo

Ist 41 C Ey, so nehmen wir zunéchst an, dass Fy beschrankt ist, d.h. es
existiert R > 0 so dass Ey C Bgr(0). Es folgt

m(Bg(0))=m(E) = m(Br(0)\E) = lim m(Br(0)\E,) = m(Bgr(0))— lim_m(E,).

n—o0

Damit folgt der allgemeine Fall. O

[16.10.2018]
[18.10.2018]

Satz 2.5. A C R% sei messbar und € > 0

(1) Es existiert eine offene Menge A C U mit m(U\A) < €.
(2) Es existiert eine abgeschlossene Menge B C A mit m(A\B) < €.
(3) Istm(A) < oo so existiert eine kompakte Menge K C A mit m(A\K) <

€.
(4) Ist m(A) < oo, so existiert eine endliche Vereinigung
N
F=JQj.k
n=1

disjunkter dyadischer Wiirfel, so dass fiir die symmetrische Differenz

EAF = (EUF)\(ENF)
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gilt
m(EAF) < e.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition der Messbarkeit.
Die Aussage zwei folgt mit dem Ubergang zu Komplementen. Fiir die dritte
Aussage verwenden wir die Existenz einer abgeschlossenen Menge F' so dass
m(A\F) < /2. Wir definieren die kompakten Mengen

K, = Fn By, (0).
Aus Lemma 2.4 folgt die Existenz von ng mit
m(Ky) > m(F)—¢e/2
flir n > ng. Damit gilt fiir diese n

m(A\K,) < e

Satz 2.6. Se:
¢o:x—Ax+0b
eine affine invertierbare Abbildung. Ist E messbar, so ist auch ¢(E) messbar

und es gilt
m(¢(E)) = | det(A)[m(E).

Beweis. Da die Umkehrabbildungen jeweils die selbe Gestalt haben, geniigt
es zu zeigen, dass

m.((A)) < | det(A)[m.(A).
Ist AcC U,2 Qj.k, so folgt

ma(3(A)) < mu(| 3 Qjokn) <D ma(d(Qji,)
n=1

und es geniigt nachzuweisen, dass
ma(¢(Qjr)) < [ det(A)]|Qji-

Affine invertierbare Abbildungen lassen sich als Komposition einer Translati-
on und einer invertierbaren linearen Abbildung schreiben. Jede invertierbare
lineare Abbildung ist Produkt von Elementarmatrizen. Damit geniigt es, die
Behauptung fiir Translationen und Elementarmatrizen zu zeigen.

(1) Translation in eine Koordinatenrichtung. Die allgemeine Translation
ist eine Komposition von Translationen in einzelne Richtungen. Wir
betrachten eine Translation in die erste Koordinatenrichtung. Sei
Qjr ein dyadischer Wiirfel, und Qjr + he; der um h verschobene
Wiirfel. Die Kantenlédnge bleibt gleich. Sei m < k. Dann ist Qi+ hey
in der Vereinigung von 2(-=m)(d=1)(2k=m 4 1) disjunkten dyadischen
Wiirfel der Kantenldnge 2™ enthalten und damit

ms(Qjk + hey) < de(l + 2m7k) —y okd mit m — —oo.

Damit folgt die Aussage fiir jede Translation.
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(2) Der Fall
A0
A=101

mit A # 0. Sei @, ein dyadischer Wiirfel und AQ);;, sein Bild unter
A. Wir argumentieren wie oben. Da sich nur die erste Koordinate
dndert, geniigt es, d = 1 zu betrachten. Wir unterteilen ein Inter-
vall der Linge 2¥|\| in kleine dyadische Intervalle. Sei 2™ < 2F| ).
Dann ist das Intervall in hochstens der Vereinigung von A2k~ 4 2
dyadischen Intervallender Lange 2™ enthalten und

my(A(Qjr) < A28 —2™) — \2F.

(3) Der Fall
1 h
A=10 1

Das Argument ist am klarsten im zweidimensionalen Fall. Die Ab-
bildung ist eine Scherung, die die zweite Koordinate fest 1aft. Sei
wieder @, ein dyadischer Wiirfel und AQ)j; sein Bild. Sei wieder
m € 7Z mit 2" < 2% Die in Qjr enthaltenen dyadischen Wiirfel
der Kantenlinge 2™ unterteilen wir in 25~ horizontale Schichten.
Jede Schicht ist in hochstens 2F~™ + 2|h| + 1 dyadischen Wiirfeln
enthalten. Damit folgt

ma(AQj 1) > 22F(1 + (2|h] 4+ 1)2m7F) =— 22* mit m — oc.

(4) Da Permutationen dyadische Wiirfel auf dyadische Wiirfel abbildet,
haben wir die Aussage fiir Permutationen.

Jede invertierbare Matrix ist Produkt von Elementarmatrizen. O

Definition 2.5. Sei X eine Menge. Fine Familie von Teilmengen des X,
A C P(X), heifit o Algebra, falls

(1) {reA
(2) Ac A= X\Ac A
(3) A, e A= |JA, € A

Die Lebesguemengen bilden eine o Algebra.

Wir bei den Lebesguemengen sieht man, dass fiir jede o Algebra auch
abzdhlbare Schnitte von Mengen der o Algebra wieder in der o Algebra
liegen.

Beispiele

e Sei X eine Menge, A =P(A) und A= {{ }, X}.

e Die Lebesguemengen

e Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gibt es eine kleinste o Algebra,
die alle offenen Mengen enthilt. Wir definieren sie als den Schnitt
aller o Algebren, die alle offenen Mengen enthalten. Da es mit der
Potenzmenge mindestens eine derartige o Algebra gibt, und da man
leicht zeigen kann, dass beliebige Schnitte von o Algebren wieder o
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Algebren sind, ist diese o Algebra wohldefiniert. Wir nennen sie die
o Algebra der Borelmengen und bezeichen sie mit B(X).

Bemerkungen
(1) Da
Qjk = {z -2 < 2"(Gi + DY N {a 12 > 2%}
wobei die erste Menge offen und die zweite abschlossen ist (und damit
das Komplement einer offenen Menge) ist @, € A.

ranslate von Borelmengen sind wieder Borelmengen. Das liegt aui-
2) T 1 Borel ind wieder Borel Das li f
grund der Definition nahe und ist Teil einer Ubungsaufgabe.

Satz 2.7. A: A — [0,00] eine Abbildung mit den Eigenschaften
(1) MQop) =1

(2) Sind A,, € A disjunkt, so gilt X(IU,, An) = >_,, A(4yn).
(3) Fiir alle A€ A und x € R gilt \(A+ z) = A(A).

Dann gilt A\(A) = m(A) fir jede Borelmenge A.

Beweis. Aufgrund der Translationsinvarianz ist A(Qjx) nur eine Funktion
von k und

A@Qjr) = MQox) = 2°MQo 1)
Mit Induktion erhalten wir m(Qjx) = 2k Da offene Mengen disjunkte Ver-
einigungen dyadischer Wiirfel sind folgt mit der Additivitat A(U) = m(U)
fiir jede offene Menge U. Die allgemeine Aussage folgt mit Satz 2.5 . O

[18.10.2018]
[23.10.2018]

3. ALLGEMEINE MASSE UND DER SATZ VON CARATHEODORY

Die Strukturen des Lebesguemafles konnen abstrahiert und verallgemeinert
werden.

3.1. AuBere Mafle, das Hausdorffma8.

Definition 3.1 (Hausdorffma$). Sei (X,d) ein metrischer Raum und 0 < «

und
a/2

L(232)

Co =

Wir definieren fiir A C X

HY(A) = cq int { i(diaanﬂ)o‘ CAC G Fn}
n=1 n=1

und das duflere Hausdorffmafs
H(A) = limsupmg,s(A) € [0,00) U oo
1)

Eigenschaften:

(1) 6 = mq5(A) fallt monoton in 6. Damit ist das Supremum der Limes.
(2) Es gilt: A C B = H§(A) < H§(B),HI(A) < HY(B).
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(3) Es gilt immer

Ho((JAn) <D HE( An)
n=1

Wir zeigen diese Aussage fiir H§ genauso wie beim dufleren Lebes-
guemaB: Seie > 0, (F,)m eine Uberdeckung von A,, mit diam F,,, <

§ und
Ca i(diam Frum/2)® < HE(Ap) + 271,
Da "
O U r
folgt - o
Hf;( G An) < i%gmn) te
und " "

Hy [ An) <D M3 (A0,
n=1 n=1

(U ) =t U o)
n=1 n=1

n=1

(4) Seien A, B C X mit posititivem Abstand. Dann gilt
HY(AUB) =HI(A) + H(B).

Das folgt aus der Aussage fiir H§ falls ¢ kleiner als der Abstand ist.
(5) H2(A) ist die Zahl der Elemente.
(6) Sind (X,d) und (Y, ) metrische Rédume, ¢ : X — Y Lipschitzstetig
mit Lipschitzkonstanten L, so gilt

HL(9(A)) < LOHL(A).
Diese Aussage folgt aus
HEs(p(A) < H5(A)

da aus

AC GFn
n=1
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folgt

o) ¢ U o(F)
und -

diam ¢(F,) < Ldiam F,.

(7) Fiir X = R? ist das #uBere Hausdorffma$ translationsinvariant and
es gilt

HI(AA) = A*HA(A)
(8) Falls a < 8 und HY(A) > 0 so ist HE(A) = co. Ist HP(A) < oo so
ist HY(B) = 0.
3.2. Der Satz von Carathéodory.
Definition 3.2. Sei X eine Menge. Eine Abbildung
1o+ P(X) — [0,00) U {0}
heif$t duferes Maf, falls

o u({}H=0
e AC B = p(A) < u(B)

b N(Un An) S Zzozl M(An)

Ist (X,d) ein metrischer Raum und p ein duferes Mafl, so nennen wir ji.
dufSeres metrisches Mafs, falls

(AU B) = 1.(A) + i (B)
falls die Distanz zwischen A und B positiv ist.

Definition 3.3 (Carathéodory messbar). Sei u, ein duferes Mafi auf X.
Wir nennen eine Menge A C X 1 messbar, falls

1(B) = (AN E) + 1 (X\A) N E)
fiir jede Teilmenge B C X.

Satz 3.1. Die u messbaren Mengen bilden eine o Algebra. Sind die Mengen
Ay, messbar und disjunkt fiirn € N so gilt

N*(U Ap) = Z fix(An).-
n n
Ist p. ein metrisches duferes Maf so ist jede Borelmenge messbar.

Wir definieren das Mafl y als die Einschrinkung von u, auf die messbaren
Mengen.

Beweis. Offensichtlich sind X und die leere Menge messbar. Ist A messbar,
dann ist offensichtlich X'\ A messbar.



20

Seien jetzt A; und Ao disjunkt und messbar, £ C X. Es folgt
12(E) =1, (A1 0 E) + o (X\ A1) N B
=pus(A1 N A2 N E) + p(X\A1) N A2 N E)
+ pa(A1 0 (X\A2) N E) + p((X\A1) N (X\A2) N E)

>+ ((A1 U A2) N E) + pa(X\ (A1 U A2) N E)

2 s (E).
Daher miissen alle ’ <’/ =/ sein. Mit E = X erhalten wir

m. (A1 U Ag) = mi (A1) + my(Ag).

Sei jetzt G = |J,, An eine abzdhlbare Vereinigung disjunkter Mengen und
Gy =, Ap. Dann ist Gy messbar. Fiir E C X
Sei £ C X. Dann ist - da A,, messbar -

N
1(GN N E) = pu(Ax N (GN N E)) + pu( X\AN NGy N E) = > p1u(An N E)
n=1

und

() =p-(Gy 0 B) + = (X\Gw) N E)

>3 (4,0 B) 4 (X\G N E)
n=1

> (GNE) + p(X\GNE) > po(E).

Damit miissen alle Ungleichungen Gleichungen sein. Mit E = G erhalten wir
die Additivitéit. Seien jetzt A, messbare Mengen, nicht notwendig disjunkt.
Wir schreiben rekursiv By = A;.

N—-1 N-1
AN:(ANH(ANQUAH))UANQUAR)::BNUDN
n=1 n=1

Dann ist (wieder mit rekursiver Argumentation) By messbar und

N N
U 4. = B
n=1 n=1

Sei jetzt p, ein metrisches duleres Mafl. Wir zeigen: Abgeschlossene Mengen
sind messbar. Daraus folgt das jede Borelmenge messbar ist.

Sei F eine abgeschlossene Menge und £ C X mit u.(F) < co. Wir definieren
E,={x € X\F :d(z,F) > 1/n}. Es folgt

(X\F)NE=|]JE,
n=1
Die Mengen F'N E und E,, haben mindestens den Abstand 1/n. Also folgt
px(E) = p((FNVE)U Ep) = po(F N E) 4 pa(Ey).
Wir behaupten
p((EUFNF) = lim p(Ey),
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woraus die Messbarkeit von F' folgt.

Da p, ein metrisches dufleres Maf ist folgt

ps(Eant1) > p((Eont1\Eaon) U Eop—1) = pis(Eont1\Fan)) + ps(Eop—1)
und daher

s (Any1) > ZM(E2j+1\E2n)-

j=1
Genauso sehen wir
n—1
ZM(E2j —Eoj_1)) < px(Eop)
j=1
Da p, ein &ufleres Maf ist gilt
(o]
pa(Bn) < i ((X\F)NVE) < pu(Bn) + Y il Bj\Ej1).
j=n+1
Die Reihe konvergiert und wir erhalten . (E,) — p«((X\F) N E). O
[23.10.2018]
[25.10.2018]

Das duflere Hausdorfimaf} ist ein metrisches dufleres Mafl. Wir nennen das
entsprechende Mafl das Hausdorffmafl der Dimension «.

Definition 3.4. Sei X eine Menge und A C P(X) eine o Algebra. Ein Mafs
auf A ist eine Abbildung

p: A—[0,00]
mit den Eigenschaften

(1) p({ }) =0
(2) (o Additivitit) Sind A, € A disjunkt, so gilt

M(U An) = Z 1(An).
n n=1

Das Tripel (X, A, u) heifst Mafsraum. Ist (X,d) ein metrischer Raum und
A = B(X) so heifit p Borelmaps.

Beispiele fiir Mafle sind das Lebesguemafl und die Hausdorffmafle. Sie sind
keine Borelmafe, da die o Algebra zu grof3 ist, aber die Einschrankung auf
Borelmengen ist ein Borelmaf.

Lemma 3.2. Sei (X, A, ) ein Mafiraum, A, messbar und A, C Api1.
Dann gilt

(0)) = i .
n=1

Ist Apy1 C Ay und p(An) < oo fiir ein N,

u( ﬁ An) = lim wu(4,).
n=1

n—o0

Der Beweis ist identisch zum Beweis von Lemma 2.4.
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Lemma 3.3 (Regularitit). Das Borelmafi p sei endlich auf jedem Ball,
d.h. w(By(x)) < oo fiir x € X und r > 0. Fir jede Borelmenge A existieren
eine offene Menge U und eine abgeschlossene Menge F mit F C A C U
und w(U\F) < e. Ist zusitzlich X = R? und u(A) < oo, so emistiert eine
kompakte Menge K mit K C A und u(K\A) < co.

Beweis. B sei die Menge der Borelmengen A, fiir die fiir alle € > 0 eine
offene Menge U existiert mit A C U und
u(A\U) < e.

Jede offene Menge ist in B. Wie in Abschnitt 2.2 sehen wir, dass B abge-
schlossen unter abzdhlbaren Vereinigungen ist. Sei A C X abgeschlossen mit
px(A) < oo und U, = {x : dist(z, A) < 1/n}. Dann ist A = (,_; Up. Nach
Lemma 3.2 folgt falls pu(Upy) < oo fiir ein N (was gilt falls A beschrinkt ist)

Jim pu(Un) = p(A)
und damit
H(U\A) = 0.

Im allgemeinen Fall betrachten wéhlen wir o € X und A4,, = AN By, (xo).
Dann existieren offene Mengen V,, mit A, C V,, und u(V,,\A4,) < 27" le.
Wir definieren U = |JVj,. Ahnlich in Abschnitt 2.2 sehen wir, dass das
Komplement einer Menge in B wieder in B liegt. Hierbei verwenden wir,
daas das Komplement einer Borelmenge wieder eine Borelmenge ist.

Damit ist B eine o Algebra von Borelmengen, die alle offenen Mengen
enthilt. Daher ist B die Menge der Borelmengen.

Die restlichen Aussagen des Satzes folgen wie beim Lebesguemaf3. O

Bemerkung: Mengen vom &ufleren Mafi Null heiflen Nullmengen. Nullmen-
gen sind messbar.

3.3. Das d dimensionale Hausdorffmaf in R¢.

Satz 3.4. Jede Lebesguemenge ist H® messbar und umgekehrt. Es gilt
m(A) = HY(A)

fiir jede Lebesquemenge A.

Wir beginnen mit der isodiametrische Ungleichung die wir spéter beweisen
werden.

Lemma 3.5 (Isodiametrische Ungleichung). Sei A € R%. Dann gilt
ms(A4) < m*(Bﬁimm)/z)
Beweis. 1. Schritt Wir zeigen zunichst: Fiir A ¢ R? gilt
my(A) < HU(A) < cq274dY*m.(A).

Wir bemerken zunéchst, dass wir in der Definition des Hausdorffmasses ohne
Einschrinkung offene Mengen A; nehmen (Warum?).
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Sei zuniichst H(A) < oo und A C | J02, Ay, A, offen. Dann gilt

ma(A) <Y ma(A) < cg Y (diam(4,)/2)¢
n=1 n=1

wobei wir die isodiametrische Ungleichung verwenden. Fiir jedes € > 0 und
§ > 0 koénnen wir eine derartige Uberdeckung mit offenen Mengen finden, so
dass zusitzlich diam 4,, < § und die Summe rechts < H%(A) + ¢ ist. Damit
folgt die erste Ungleichung.

Sie jetzt my(A) < 00, § > 0 und A Teilmenge der disjunkten Vereiningung

AcC U Qjken |

n=1

mit 2¥7v/d < § (und damit diam Qj, 1, < J). Dann folgt

oo o0 [e.e]
Af < g ) (diam Q) = ca Y 27922 = 272N " |Qj i, |-
n=1 n=1 n=1
Damit folgt die rechte Ungleichung.
2. Schritt: Das Uberdeckungslemma von Vitali

Lemma 3.6 (Uberdeckungslemma von Vitali). Sei (X,d) ein metrischer
Raum und By, (xy), 1 < n < N eine endliche Menge von Bdillen. Dann
existiert M C {1,...N} so dass

N
U B, (zn) C U By, (2m)
n=1

meM
und By, (zp) N By (1) = {} falls m,l € M und m # L.

Beweis. Ohne Einschrankungen seien die Bille der Grofle nach geordnet:
Tn+1 < rn. Wir wihlen rekursive Bille aus und beginnen mit B, (z1). Wenn
wir m Bélle ausgewihlt haben wéhlen wir als nichstes den n&chsten Ball,
der die davor ausgewéhlten nicht schneidet.

Sei jetzt By, () ein nicht ausgewéhlter Ball. Da er nicht ausgewé#hlt wurde,
hat er mit einem der vorher ausgewéhlten Bélle einen nichtleeren Schnitt,
den wir mit By, (7,,) bezeichnen. Dessen Radius ist mindestens r;,, da sonst
B,, (z,) ausgew#hlt worden wére.

Dann ist B, (z,,) C Brnj (Tn;) - O

Lemma 3.7. Sei U C R?, offen und ro > 0. Dann existiert eine Folge
disjunkter Bille By, (xy) in U so dass Bs;, (zn) C U,

m(U\By, (z,)) =0

und r; < rg.

Beweis. Zunichst sei U beschrankt. Wir werden zeigen: Es existiert 6 > 0
und eine endliche Menge disjunkter Bille B, (z,) 1 < n < N, so dass
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rn < 1o, Bap, (n) C U und

N
U v (20))) > Om(U).

Daraus folgt die Aussage mit folgenden Argument: Wir definieren

N N
=U\ | B, (2n).

n=1

Dann folgt

N
m(th) = m(U) —m(| J B,
n=1

da m(By(z)) = m(By(x)). U; ist offen, und wir wenden die Aussage augf U;
an. Rekursiv erhalten wir U, mit

m(Unr) < (1=6)"m(U)

und wir erhalten die gewiinschte Folge von disjunkten Billen.

By, () < (1-0)m(U)

||C2

Sei K C U eine kompakte Teilmenge mit m(K) > m(U)/2. Die Bille

Bdist(z,Rd\U)/s(ff?)
iiberdecken K. Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung.
Mit Lemma 3.6 wihlen wir N disjunkte Bélle B, (x,) aus mit
N

K C ] Bar, (zn).

n=1

Damit folgt

N
m(U)/2 < m(K) <m(| ] Bsr, (z0))

und wir erhalten die Aussage mit 6 = %3_‘1. O
3. Schritt. Wir zeigen: Fiir jede offene Menge U und & > 0 gilt H4(U) <
m(U).

Nach Lemma 3.7 existierten disjunkte Bélle B, (z,) C U so dass r, < rg
und mit V = (J;7 | By, (z,) und W = U\V

m(W) = 0.
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Daher ist auch H4(W) = 0 und fiir £ > 0 existiert eine Uberdeckung mit
diam A4,, < § und

W C UA“ cd i(diam(An)/Q)d <e.
n=1

Es folgt

[e.o]

HUU) < cd< Z rd Z(diam(An)/2)d)
n=1 n=1

n=1

=m(V)+e
=m(U) + e.

4. Schritt Jede Lebesguemenge A ist Hausdorffmessbar.

Ist A eine Lebesguemenge, so existieren zwei Borelmengen A9 C A C A3
mit m(A;\A4p) = 0. Damit ist A = Ag + A\ Ap. Die Menge Ay ist eine Bo-
relmenge, und daher Hausdorffmessbar. A\ A4y ist eine Lebesguenullmenge,
daher eine Hausdorffnullmenge und Hausdorffmessbar. Also ist A Hausdorff-
messbar. Die Aussage iiber das Maf folgt.

5. Schritt Jede Hausdorffmessbare Menge A ist eine Lebesguemenge und
m(4) = HI(A)

Es geniigt, Hausdorffmessbare Mengen mit endlichen Hausdorffmass zu be-
trachten. Zu e > 0 existiert eine Uberdeckung mit offenen Mengen A,, und

cq i(diam A /2) < HYA) + e

n=1

Sei V' =J;2; Ay. Diese Menge ist offen und
m.(V\A) < HYV\A) = HYU) — HY(A) < ¢

und A ist eine Lebesguemenge.

Sei jetzt A eine Lebesguemenge von endlichen Maf, € > 0 und U offen, so
dass A C U und m(U\A) < e. Dann folgt

[m(4) = HIA)| =|m(U) — m(U\4) = (1) — H(4))
= |m(@\4) - Hd(U\A)‘ < 27 dq%.

Die Aussage folgt mit ¢ — 0.
O

[25.10.2018]
[30.10.2018]
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3.4. Die Cantormengen Cy/3. Wir betrachten die sogenannte Cantor 2/3
Menge. Dazu schreiben wir Zahlen x zwischen 0 und 1 als Dezimalbruch zur
Basis 3,

[o.¢]
T = Zaj?fj =(0,a1az...)s
j=1

wobei a; € {0,1,2}. Diese Darstellung ist nicht eindeutig, aber sie wird
eindeutig, wenn wir verlangen, dass immer wieder 0 und 1 auftaucht.

Definition 3.5. Die 2/3 Cantormenge Cy/3 besteht aus den Zahlen in [0, 1],
fir die a; € {0,2} gewdhlt werden kann.

Figenschaften:
(1) 0, %7 %7 le C’2/3:

(2) (3,2)NCyy3 = (0).
(3) Cyy3 ist perfekt:
e Die Menge ist abgeschlossen. Das folgt aus der Beobachtung:
Ist

T = (0,&1...)(3)
und
Yy = (O,bl, .. )(3)
mit ay, b, € {0,2} und ay # by fiir ein NV, so ist

]a;—y]z?)*N.

Daher konvergieren alle Ziffern wenn z,, € Cy/3 falls (x,,),, kon-
vergiert, und damit ist der Limes in Cy /3.
e (y/3 enthilt kein Intervall, da es sonst ein Intervall der Form
(137%, (1 + 1)37%) enthalten miisste. Die Darstellung zur Basis
3 von 137F 4+ %3*]“*1 ist an der k£ + 1 und k + 2ten Stelle 1 also
nicht in Cy/3 enthalten.
e Jeder Punkt z € Cy/3, der sich nicht als endlicher Tertiérbruch
schreiben 148t, ist Hiufungspunkt, da die Reihe konvergiert. Sei
jetzt x = (0,a1 ...a,0) ). Dann ist x + 37" € Cy3 for m > n.
Die Folge konvergiert gegen .
(4) Rationale Zahlen sind dicht in Cy /3.
(5) Die Multiplikation mit 3 definiert eine bijektive Abbildung

1
C2n{o, g] — Cy3

und z — 3z — 2 definiert eine bijektive Abbildung

Beide Abbildungen werfen die erste Ziffer weg, und verschieben den
Rest nach links.
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Satz 3.8.
M2 (Cypg) = 27 ey

Beweis. 1. Schritt. Ist § > 37, so kénnen wir Cy/3 mit 2% Mengen der
Linge 37% {iberdecken. Also ist

HY(Cyy3) < ca2F37% = ¢ exp(k(In2 — aln 3)
und mit & =1n2/1n3
Hln 2/ lnS(C2/3) < 9—In 2/1n gcln 2/ In3
2. Schritt. Fiir € > 0 sei jetzt

02/3 - UI"

mit offenen Intervallen I,, und

Ca D /2™ < H*(Clys) +e
n=1
Da C3/, kompakt ist diirfen wir annehmen, dass die Uberdeckung endlich
ist, also

N
Coss C | (an, bn),
n=1
ap+1 > ap und byyy > b, fiir alle n (wir verzichten auf Intervalle, die
komplett in anderen enthalten sind) und

N
In2/1In3 In2/In3
Cmajing Y (bn — an)™ ¥ M < HMAMI(Cy 5) 46
n=1
Wir diirfen annehmen, dass b, < an+1. Wére a,y1 < b,, so enthielte das
Intervall (an+1,by,) ein z im Komplement von Cy /3, das offen sit, und wir

finden l~)n < a, wihlen, so dass die modifizierten Intervalle mit (a,, I;n) und
(@n+1,bnt1 statt (an,by) und (ap41,byq1) wieder Cy /3 iiberdecken. Da Cy /3
abgeschlossen ist, konnen wir im Fall a,,+1 = b, genauso argumentieren.
Wir diirfen also annehmen, dass die Intervalle disjunkt sind. Ist z € R\Cy /3
so ist der néchste Punkt in Cy/3 einer mit endlichen Tertiéirbruch, da es
bei einem Element mit nicht abbrechendem Tertidrbruch rechts und links in
beliebig kleiner Umgebung Punkte in Cy/3 gibt.

Wir kénnen also Intervalle der Form
I, = [ln,rn)
mit Zahlen [,,r, € 37%Z und
O=h<r<lh<---<ry=1L

Wir betrachten eines der Intervalle I, und wollen zeigen, dass wir es durch
die Vereinigung von Intervallen der Linge 3* schreiben kénnen, ohne die
Summe zu vergréfern.

Ist 3™ < 1, — I, so diirfen wir annehmen, dass [l,,, 7] ein offenes Intervall
(a,b) der Lénge 3" aus dem Komplement enthélt - sonst verkleinern wir
das Intervall. Wir wihlen m maximal. Genauso diirfen wir annehmen, dass
a—1,<3und r, —b<3"da3™>(b—a)/3.
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Es folgt
((l _ ln)ln2/ln3 + (Tn - b)ln2/1n3 < (rn _ ln)ln2/1n3
dafirb<z<r,

d In2/1n3 d in2/1n3
A — > " (r—
dz (z-b) T dx (@ =ln)

und damit
(rn - b)ln2/1n3 _ (rn _ ln)ln2/ln3 < 3m1n2/1n3 - (b—|— 3m _ ln)ln2/ln3
und genauso

(a_ln)an/ ln3+3mln2/ln3_<b+3m_ln>ln2/ In3 < 23mln2/1n3_3(m+1)1n2/1n3 —0.

Rekursiv diirfen wir also annehmen, dass alle Intervalle die Lénge 3* haben.
Im ersten Schritt haben wir diesen Fall betrachtet. (|

30.10.2018]
(06.11.2018]

Wir beschliessen diesen Abschnitt mit der Konstruktion einer speziellen
Funktion, deren Graph Teufelstreppe genannt wird.

Wir definieren ¢ : [0, 1] — [0, 1] durch

¢((0,a1a2 ... )(3)) = Z(a)aj/QQ_j

N
Jj=1

wobei wir die Darstellung durch einen endlichen Terti&rbruch vermeiden und
stattdessen die Periode 2 wihlen. Hier ist N die grofite natiirliche Zahl ist,
sodass aj # 1 fir 1 <j < N. Es gilt

(1) ¢ ist konstant auf Intervallen der Form
[(0,a1az . ..ax0)s, (0,a1as...agl...0)]

(2) Da m(Cy/3) = 0 ist das Lebesguemaf des Komplements in [0, 1] 1.
(3) ¢ ist stetig. Genauer gilt

lp(z) — p(y)| < |z — y‘ln2/1n3'

Genauer gilt fiir x >y

d(x) — p(y) = H™¥ ™3(Cy5 N [, y])

da diese Aussage fiir endliche Tertidrbriiche gilt. Damit folgt die
Aussage aus dem Beweis des vorigen Satzes.

(4) ¢ ist surjektiv, da wir leicht die Urbilder von beliebigen Zahlen in
der Bindrdarstellung finden.

(5) 3|Cy/3 = Cyy3 — [0,1] ist bijektiv. Hier ist Cyy3 die Teilmenge, bei
der wir die linken Endpunkte entfernen.
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4. DAS LEBESGUEINTEGRAL

In diesem Kapitel ist (X,.A,p) ein Mafiraum. Wir schreiben R = R U
{—00, 00} mit offensichtlichen Rechenregeln fiir +00. Wir setzen 0oo = 0.

Definition 4.1. Eine Funktion f : X — R U {£oo} heifft messbar, wenn
fiir alle t € R die Menge f~1((t,00) U oo) € A messbar ist.

Wir halten erste Eigenschaften fest.

(1) Stetige Funktionen auf einem metrischen Raum sind Borelmessbar.
(2) Die Urbilder von Borelmengen sind messbar: Sei

B={B:fYB) e A}

Dann enthélt B die leere Menge und alle Intervalle der Form (¢, co)U
{oo}. Mit B enthélt B auch R\ B und mit B,, auch deren abzihlbare
Vereinigung. B ist also eine o Algebra, die alle offenen Intervalle
und damit alle offenen Mengen in R enthélt, und damit auch alle
Borelmengen.

(3) Die Abbildung
[0,00) 5t — p({x: f(z) >t}) €0, 00]
ist monoton fallend.

Definition 4.2 (Lebesgueintegral). Sei f : X — [0, 00)U{oc0} messbar. Wir
definieren

/ fduz/ u({z € X 1 f(z) > th)dt € [0, 00) U {oo).
X 0
Ist f: X — R messbar und gilt entweder

/ max{f,0}du < oo
X
oder
/ max{—f,0}du < oo
X

so definieren wir

/fdu = /max{f,()}d,u — /max{—f, 0}dp € RU {fo0}
Wir nennen f integrierbar, falls beide Integrale endlich sind.

Bemerkungen: Jede beschrinkte monotone Funktion auf einem kompakten
Intervall ist Riemann integrierbar. Ist f: X — [0,00) U {oo} messbar und

u{ s f(@) > t}) = oo
fiir ein ¢ so setzen wir [ fdu = oo. Im anderen Fall existiert das Riemann-

integral f;u({w : f(z) > t})dt fiir 0 < a < b < oo und wir definieren das
Integral als das uneigentliche Integral

b
lim p({z: f(z) > t})dt.

a—0,b—00 J,
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Wir betrachen f : R — (0,1], f(z) = e~12* . Diese Funktion ist stetig und
daher Lebesgue messbar. Fiir 0 <t < 1 ist

{z: f(z) >t} = B(0)
mit 7 = /—1In(¢). Da

m(B,(0)) = m(B1(0))r
folgt der Definition und der Substitutionsregel

/Rd e —m(Bx(0) [ )

0
(4.1) =m(B1(0)) /000 sie %ds

d+2)

=m (B ()" (=

4.1. Messbare Funktionen.

Satz 4.1. Die messbaren Funktionen f : X — R bilden einen Vektorraum.
Summen und Produkte zweier messbarer Funktionen f,g : X — R sind
messbar. Ist I ein offenes Intervall und f : X — I messbar und ¢ € C(I;R)
s0 ist g o f messbar. Seien f, : X — R messbar. Dann sind x — sup,, fn(1),
x — inf, fr(z) und x — limsup,,_, fn(z) und iminf, _, fn(z) messbar.
Insbesondere folgt fiir

f) = lim fu(2)

unter der Annahme, dass der Limes fir alle x existiert, dass f messbar ist.

Beweis. Seien f,g messbar und t € R. Es gilt

{z: f(z)+g(x) >t} = U U{ z) > n/(m+1), g(z )>t—n/(m+1)}.

m=0neZ

Damit ist die Summe messbarer Funktionen messbar. Da Vielfache messba-
rer Funktionen trivialerweise messbar ist, bilden diese Funktionen einen Vek-
torraum. Da fiir ¢ > 0

@@ > = Ufeex: s> 201 g > D

m=0n=0 n+l

ist diese Menge messbar. Das Argument 148t sich leicht fiir t =0 und ¢ < 0
modifizieren. Die Messbarkeit der Komposition folgt sofort, da ¢~1((t,c0))
offen ist fiir stetige Abbildungen ¢.

Seien f, : X — R messbar und ¢ € R. Dann ist

{xzsipfn >L‘}—U{{L‘ fn(z) > t},

{w:inf f,(« >t}—ﬂ{m fulz) > t}
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{a: : hfl_)S;p fnl(z) > t} = ﬁ D {z: fo(x) >t}
n=1m=n

und

o o0
{a: : hnnil.%ff”@) > t} = U m {z: fn(x) >t}
n=1m=n
und damit sind diese Funktionen messbar. Falls der Limes fiir x existiert, so
gilt
lim f,(x) = limsup f,(x).

n—00 n—o00

O

[06.11.2018]
(08.11.2018]

Definition 4.3. Wir sagen, eine mit x € X parametrisierte Aussage gilt
fast diberall, falls eine p Nullmenge N existiert, so dass die Aussage fiir alle
x € X\N gqilt. Sind f,g messbare Funktionen, so sagen wir

f=g fast tiberall

falls eine Nullmenge existiert, ausserhalb derer f(x) = g(x) gilt.

Satz 4.2. Wir betrachten die Awivalenzklassen messbarer Funktionen, fir
die |f(z)] < oo fast dberall ist, bzgl der Relation f = g fast tberall. Diese
Aquivalenzklassen bilden einen reellen Vektorraum.

Beweis. Die Beziehung f = g fast iiberall definiert eine Aquivaenzrelajion
messbarer Funktionen f : X — R. Sei f wie im Satz, d.h. f: X — R ist
messbar und Ny = {z : |f(z)| = oo} ist eine Nullmenge. Wir definieren

_]E(l’) _ { f(l’) falls = §é Nf

0 sonst

Dann ist f = f fast iiberall und f ist messbar. Jede Aquivalenzklasse hat
also einen Vertreter, der Werte in R annimmt.

Nach Satz 4.1 sind A fiir A € R, f+§ messbae und £, \f = \f, f+§ = f+g
und fg = fg auflerhalb von der Nullmenge Ny U N,. Wir definieren die
Summe der Aquivalenzklassen als die Aquivalenzklasse von f +g und genauso

das Produkt. Damit bilden die Aquivalenzklassen einen reellen Vektorraum.
O

Definition 4.4. FEine einfache Funktion ist eine messbare Funktion, die
beschrinkt ist und nur endlich viele Werte annimmdt.

Lemma 4.3. Sei f: X — [0,00) U{oco} messbar. Dann existiert eine Folge
von einfachen Funktionen f, mit

0< fa(@) < frsa(z) < f(2)
und
fo(z) = f(2)
fiir alle x € X. Die einfachen Funktionen bilden einen Vektorraum. Produkte
einfacher Funktionen sind einfach.
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Beweis. Wir definieren
B 2" falls f(z) > 27
fnl(z) = % falls 0 < f(z) < 2™

Dann nimmt f,,(x) nur n? Werte an. Die Funktion ist messbar. Ist f(z) < oo
und 2" > f(x) so folgt fiir alle z und n

(@) =27" < fol2) < fasi(z) < f(2).
Die Aussagen iiber Summen und Produkte einfacher Funktionen sind offen-
sichtlich. O
Wir betrachten nun metrische Rdume (X,d) und B die Menge der Borel-

mengen.

Satz 4.4 (Egorov). Sei B die Menge der Borelmengen auf R® und p ein Bo-
relmap, fir das i(R%) < co. Sei (fn)nen eine Folge nichtnegativer messbarer
Funktionen, die fast iberall < oo ist und

fu(z) = f(x) (n — o0) p fast iberall in RY.

Dann existiert fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K C E so dass
m(E\K) < e und f,|k — f|x gleichmissig.

Beweis. Da eine Nullmenge fiir die Aussage irrelevant ist, diirfen wir anneh-
men, dass f,,(z) — f(z) fiir alle 2 € R% Sei € > 0. Da

ﬂ {z € R?: sup |fu(x) — f(x)| <1/m} C{}
N=1 nzN

existiert N, so dass

p({z e R sup |[falz) = f(2)] > 1/m}) <2717

Dann existiert nach Lemma 3.3 eine kompakte Menge K,,, C R? so dass
p(RUNK,,) < 27 ™e
und
|fu(z) — f(x)] < 1/m fir x € Ep, und n > N,
Wir definieren

Km
1

=
I
DY

und erhalten
1
fula) ~ (@) <
fir z € K und n > N, K ist kompakt und
pRNK) <7 p(RAK,) < Y 27 Me=e.

m=1 m=1
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Dieses Lemma hat Konsequenzen fiir das Lebesguemaf. Ist E eine Borel-
menge in RY mit m?(E) < oo, so definiert
u(A) = m(E 0 A)
ein Borelmafl mit diesen Eigenschaften.

Satz 4.5 (Lusin). Sei pu wie oben und f eine Borelmessbare Funktion, die
fast diberall endlich ist. Dann existiert fiir jedes € > 0 existiert eine kompakte
Teilmenge K. mit u(RN\K.) < € so dass f|x. stetig ist.

Beweis. Es gentigt, eine nichtnegative Funktion zu betrachten. Dann exi-
stiert eine Folge von einfachen Funktionen f,,, die fast {iberall gegen f kon-
vergiert. Wir diirfen annehmen, dass sie {iberall gegen f konvergiert. Sei
€ > 0. Nach dem Satz von Egorov existiert eine kompakte Menge Ky C F
mit u(E\Ko) < €/2 so dass f, — f gleichméssig auf K.. Jede einfache
Funktion ist eine Summe von Vielfachen von charakteristischen Funktionen
disjunkter Mengen,

N
fn(x) = Z Amn X Apm n
m=1
mit A, messbar und A, ;, N A, = {} falls m # m/. Sei

Ano =RN | Anm.

m>0

Dann existieren nach Lemma 3.3 kompakte Mengen K, ,, C A, ,, mit
A\ ) < 27277,

Dann ist
K, =) Kum
kompakt, u(RN\K,) < 2717 und f, ist stetig auf K,. Sei

o0
K:KgmﬂKn.

n=1

Dann ist u(E\K) < ¢, f, — [ gleichméssig auf K und f,|x ist stetig.
Damit ist f|x stetig als gleichmissiger Limes stetiger Funktionen auf dem
metrischen Raum K. (]

4.2. Das Integral. Wir beginnen mit Betrachtungen des uneigentlichen
Riemannintegrals von monoton fallenden Funktionen. Im Folgenden seien

0,0, : (0,00) — [0,00) U{o0}.
Dann ist

/Oo 8(t)dt € [0,00) U {oo}
0

wohldefiniert. Wir erhalten sicher oo, falls 6(t) = oo fiir ein t.
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Lemma 4.6. Ist n — 6,,(t) monoton wachsend und
On(t) — 6(1)

fiir alle t € (0,00) so folgt

/O T 0n(t)dt — /0 o).

Beweis. Es gilt immer

/ab O ()t < /abﬁ(t)dt

und, mit einer dquidistanten Zerlegung a =tg < t; < ...tyr = b,

und die gleiche Abschétzung gilt fiir . Wir nehmen an, dass

/ 0(t)dt < oo,
0

im anderen Fall fithrt eine Variation des Arguments zum Ziel. Sei € > 0. Da
das uneigentliche Integral existiert, existieren 0 < a < b < 0o so dass

00 b
/0 H(t)dt—/a f(1)dt < /3.

Wir wiahlen M so dass

und N mit
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fiir n > N. Dann ist fiir diese n

/ Towd> [ ont)dt
0

m=1
Z/bﬁ( )dt —2e/3
> /OO O(t)dt — e
’ (]
[08.11.2018]
[13.11.2018]

Als Konsequenz erhalten wir Konvergenzsétze fiir das Lebesgueintegral. Wir
beobachten zunéchst: Sind 0 < f < g beide integrierbar, so folgt

/fdu < /gdu-

Sei f eine nichtnegative messbare Funktion. Dann gilt die T'schebyscheffsche
Ungleichung: Fiir ¢t > 0 ist

(4.2) ul{z: f(z) > 1)) < / fdu

Satz 4.7 (Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz). Es seien fy, :
X — R messbare nichtnegative Funktionen mit

0 < fulz) < fayi(z)
und
fu(x) = f(x) fiir n — oo
fast diberall. Dann folgt

Jim [ frdp = / fdp
Beweis. Nach Satz 4.1 ist f messbar. Da
{z:f >t}—U{x fulz) >t}

folgt
pl{z: fulz) > t}) < p({z: f(z) > 1) = T p({z: fn(z) > t}.

Wir definieren

On(t) = p({z : fulx) > 1)}).
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Diese Funktionen konvergieren monoton gegen 6(t),

On(t) = p({z: fz) > 1)}),

woraus mit Lemma 4.6

/fndu:/Oooen(t)dta/oooe(t)dt:/fdu

folgt. O

Satz 4.8 (Das Lemma von Fatou). Seien fp : X — R messbar und nicht-
negativ. Dann ist

. < T
/11nrr_1>£ffndu_hnrr_1>£f/fdu

Beweis. Wir definieren

f(z) = liminf f,(x)

n—oo
und

gn(x) = inf fn(t)
Nach Satz 4.1 sind alle Funktionen messbaur7

0< gn(x) < gn+1($) — f(.CL‘)

fiir alle z € X. Nach dem Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz
folgt

/gmiu—)/fdu fir N — oc.
Nach Definition ist gy (x) < f,(x) fiir n > N und damit

/fdu— lim /gNdu<hm1nf/fndu

Satz 4.9 (Dominierte Konvergenz, Satz von Lebesgue). Sei g integrierbar
fs fn messbar , fn, — f und |f,| < g fast dberall fir alle n. Dann sind die
Funktionen f, und f integrierbar und es gilt

[ i [

Die Funktion g heifit Majorante.

O

Beweis. Da f,, — f fast iiberall genau dann wenn
max{ fn,0} — max{f,0}
und
max{—fy,0} — max{—f,0}
fast {iberall geniigt es, nichtnegative Funktionen zu betrachten. Es gilt

liminf £,(@) = f(z)

fast iiberall. Nach dem Lemma von Fatou folgt

/fduﬁlirr_l}inf/fndu.
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Um die umgekehrte Ungleichung zu zeigen wéhlen wir € > 0 und 0 < a <
b < oo so dass

00 b
/0 uw({x:g(x) > t})dt < / p{z:g(z) > t})dt +¢/4
was aufgrund der Konvergenz des uneigentlichen Integrals moglich ist. Sei
A:{z:a<g(z) <b}

Dann ist u(A) < oo, die Funktionen f, sind auf A fast iiberall durch b
beschréankt und

/XX\Afnd,U <e/4,

sowie
/XX\Afdu <e/d.
Die umgekehrte Ungleichung folgt, wenn wir zeigen
(4.3) lim sup/XAfnd,u < /XAfd,u.
n—oo
Mit der monotonen Konvergenz gilt
(1.4) 0= i< timint [ xav - £
Da

{zeAd:b—fx) >t} =A\{zx € A: f(x) >b—t},
daher

p{z e A:b— f(x) 2 t}) = p(A) —p({z € A: fz) > b—1t})
und (die erste Gleichung ist eine Ubungsaufgabe)

/ xalb— f)dp = /0 T e Ab— f(x) > 1))
:/Ooo,u({xeA:bf(:v) > 1))t
b
—bpu(A) — / w({z € A: f(z) > t})dt
—bu(4) ~ [ xafdp.

Genauso argumentieren wir mit f,,. Mit (4.4) folgt (4.3). O

Lemma 4.10. f: X — R sei integrierbar, A,, messbar und disjunkt, sodass
oo
X=[]JA,
n=1
dann gilt

/fdu—i/mnfdu
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Wir schreiben

/Afdu
/XAfdu-

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir nichtnegative Funktionen f, zu zeigen.
Da

fiir

{z:flx)>t}={z: flx) >t} NA)U{z: f(x) >t} NB)
fir X = AU B, A, B disjunkt und messbar folgt

/fdu:/Afdqu/deu

und allgemeiner fiir disjunkte Mengen A und B
/ fduz/fdu+/fdu
AUB A B

fn = XA10--04, f-
Mit dem Satz von Beppo Levi folgt

/fduzggn;o/fnduzggngoz;/AjfduzZ;/Aj dp.
J= J=

Sei jetzt

O

Lemma 4.11. Fiir integierbare einfache Funktionen f und g ist f 4+ g in-

tegrierbar und es gilt
/f+gdu=/fdu+/gdu-

Seien A, messbar, i(Ay) < 0o und A, € R fiir 1 <n < N. Dann ist

N N
/Z AnXA,dp = Z Anft(An)
n=1 n=1
Beweis. Wir zerlegen

N
X = U A,
n=1

sodass die A, paarweise disjunkt sind, und sowohl f wie auch g auf A,
konstant sind. Nach Lemma 4.10 geniigt es, das Integral iiber ein A, zu
betrachten. Wir diirfen also annehmen, dass f und ¢ Vielfache einer festen
charakterischen Funktion sind. Dieser Fall ist trivial. Die zweite Aussage
folgt mit Induktion iiber N und dem ersten Teil. O

Satz 4.12. Seien f, g integrierbar. Dann existiert eine Nullmenge N so dass
|f(z)] < oo und |g(z)| < oo fiir v € X\N. Die Funktion

Flr) — 0 fallsze N
() = f(z)+g(z) fallsx e X\N
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st integrierbar und es gilt

/qu=/fdu+/gdu

Beweis. Ohne Einschrankung seien f,g: X — R und F' = f + g. Dann sind
|f| und |g| integrierbar. Da

{el|F(0)] > 1) € {ellf@)] > t/2} U {allg(a)| > 1/2}
folgt
/ |F (@) dp < / | f (@) > £/2))dt + / " u{allg(@)| > t/2))dt
0 0

oo

:2/000 p({ellf ()] > t})dt+2/0 p({zllg(x)| > t})dt

=2 [ 7idu+2 [ lgldn.

Daher ist F' integrierbar. Es existieren einfache Funktionen f,, — f, g, — ¢
mit |£,] < || und|ga| < [g]. Nun gilt

/ fHgdp = lim / Jotgndp = lim < / Tndp + / gndu> = / fdu+ / gdp

wobei die erste und die letzte Gleichheit aus dem Konvergenzsatz von Le-
besgue mit den Majoranten |f|, |g| und |F|, und die mittlere aus Lemma
4.11 folgt. (]

Definition 4.5. Wir definieren L'(X,u) als die Aquivalenzklassen inte-
grierbarer Funktionen mit der Norm

1Pl = / \Fldu.

wobei f ein beliebiges Element der Aquivalenzklasse ist.

Da
|f(2)| = max{f(x),0} + max{—f(x),0}

ist das Integral rechts fiir jede integrierbare Funktion endlich. Der Wert ist
fiir alle Elemente der Aquivalenzklasse gleich und daher aus der Aquivalenzklasse
wohldefiniert. Offensichtlich ist |f(x) + g(x)| messbar. Da

[f (@) + g(x)] < |f(2)] + |g(2)]

[15+glan= [ 171+ [ loidn
[ M= [ 171

Nichtnegativitét ist offensichtlich. Da

[ 11 =0

impliziert |f(x)| = 0 fast iiberall erhalten wir die Normeigenschaft.

folgt

und
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Satz 4.13. L'(X, ) ist ein Banachraum, d.h. ein vollstindiger normierter
Vektorraum.

[13.11.2018]
[15.11.2018]

Beweis. Es sei f,, eine Cauchyfolge von Aquivalenzklassen und f,, eine Folge
von Elementen der Aquivalenzklassen. Es geniigt, Konvergenz einer Teilfolge
zu zeigen und wir diirfen annehmen, dass

o1 = full <27
Sei

gn = fol + > _1fa = fa1l
k=1

und

9(2) = 1ol + 31— Furl.

k=1
Nach dem Satz von Beppo Levi ist

[oau=tim_ [150+ 315~ feald < ollisorgn + IERES
k=1 n=

und g ist integrierbar und
Gn — 9
fast iiberall. Da fiir m > n
|fon = ful < 9= 9n

konvergiert f, fast tiberall. Sei f der Limes, falls f,, konvergiert, und f =0
sonst. Dann konvergiert f,, — f fast iiberall, und damit auch |f,| — |f| fast
iiberall. Da

|fol <gn <y

und f,, — f fast iiberall ist g eine integrierbare Majorante von f,. Daher ist
f integrierbar. 2¢g ist Majorante fiir |f — f,,| und daher

/]f—fn]du—>0 fiir n — oo.

Die Aquivalenzklasse f ist der Limes. O
Lemma 4.14. Die Abbildung

LNX,p)> f> f—>/fdu

ist eine stetige lineare Abbildung von L'(u) nach R. Es gilt

‘/fdﬂ‘ < e x g
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Beweis. Wir haben gesehen, dass die Abbildung wohldefiniert ist - sind
fi,fo € f € LN X, p) so ist fi = fo fast iiberall und

[ fn= [ poa

Die Abbildung ist linear nach Satz 4.12 und es gilt da f < |f|

/ fdu‘ < [ 1f1du= 17111

O

Wir werden bald nicht mehr zwischen der Aquivalenzklasse und einem Ver-
treter unterscheiden.

Lemma 4.15. Sei K cine kompakte Menge, A abschlossen und K N A =
{ }. Dann existiert eine stetige Funktion ¢ die Werte zwischen Null und 1
annimmt, die auf A Null und auf K 1 ist.
Beweis. Sei § = dist(A, K) > 0. Wir definieren
¢(z) = max{0,1 — dist(z, K)/6}.
O

Satz 4.16. Sei u ein Borelmaf auf R?, das auf allen Billen endlich ist. Sei
f € LY(R? 1), pu endlich auf Billen und € > 0. Dann existiert eine stetige
Funktion g mit kompaktem Triger mit

/If—gldu<€

fiir einen und daher aller Vertreter der Aquivalenklasse. Wir sagen, stetige
Funktionen mit kompaktem Trdger sind dicht.

Beweis. Es existiert eine einfache Funktion

N
h=> Anxa,
n=1

mit A4,, Borel, \,, € R\{0}, u(4,) < oound

/\f—h|du < /2.

Nach Lemma 3.3 existieren kompakte Mengen K, und offene Mengen U,
mit

1
< ST
In Lemma 3.3 benétigen wir fiir die Existenz der kompakten Menge u(R%) <
00, was wir aber durch das Maf} pa,(B) = p(A, N B) erreichen konnen.
Nach Lemma 4.15 existiert eine stetige Funktion ¢ mit diesen Eigenschaften.
Daher ist

M(Un\Kn)

1
/‘)‘”XAH = Andldp < [An|p(Un\Kn) < INE
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Satz 4.17. Sei f : R4 - R Lebesguemess- und integrierbar und e > 0. Dann
existierten eine Borelmessbare Funktion f mit f = f Lebesque fast diberall
und eine stetige Funktion g mit kompaktem Trdger und

/]f—g\dmd<€

Beweis. Nur der erste Teil ist zu zeigen. Sei f eine nichtnegative Lebesguein-
tegrierbare Funktion und f,, eine monoton wachsende Folge von einfachen
Funktionen,

M,
fn - Z )\mnXAmn
m=1

Es existieren Borelmengen By, C Ay mit m(Apmn\Bmn) = 0. Wir defi-
nieren
N,
In = 1{135; AkXBy,-
Die Funktionen g, sind eine monoton wachsende Folge einfacher Funktionen
mit f, = gy fast iiberall aufgrund der Konstruktion, d.h. auerhalb einer
Nullmenge N,, Dann ist auch N = J;7; N,, eine Nullmenge. Sei

g(x) = nh_}rrgo gn(x).

Es folgt g(z) = f(x) fiir € RY\N. Da die Funktionen g,, Borelmessbar
sind, gilt dies auch fiir g. Wir wenden dieses Argument auf den positiven
und den negativen Anteil an. O

Definition 4.6 (Lebesguepunkte). Sei f : R — R m? integrierbar. Wir
nennen x einen Lebesquepunkt von f, falls fiir alle e > 0 ein R > 0 existiert,
so dass

m(B,, (:cl))_l/ udm? — md(BTQ(ﬁz))_l/ udm?

Bry (z1) Bry (22)

fir alle Bille mit r1,m72 < R und x € By, (x1) N By, (z2).

<e€

Bemerkung: Hingt nur von der Aquivalenzklasse ab.

Wir definieren die sogenannte Maximalfunktion

(15 M(a) =sup {(m'(Ba)" [

]f\dmd tx € BR(y)}.
Br(y)

Lemma 4.18. Es gilt
(46) w05 > 1)) < 5 [ glam

Beweis. Die Menge

A={x: Mf(x) >t}
ist aufgrund der Definition offen: Falls M f(z) > t so existiert ein Ball Br(y),
der x enthélt, und fiir den

/ fldm? > tm?(Bp(y)).
Br(y)
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Dann folgt aber Br(y) C A. Sei K C A offen. Jeder Punkt ist in einem
Ball enthalten, in dem der Mittelwert grofler als ¢ ist. Da K kompakt ist,
existieren endlich viele Bélle B, (z,) C A mit

/ Fldm > tm(Ba, (e2))
BRn (x’ﬂ)

und K C | Bg, (). Mit dem Lemma von Vitali konnen wir disjunkte Bélle
daraus auswihlen, die wir mit B, (z,,), m < M bezeichen mit

N M
K c | By, (xn) € | Bsr, (@n,)-

n=1 m=1

Es folgt

O

Satz 4.19. Sei f integrierbar und L die Menge der Lebesquepunkte. Dann
ist RI\ L eine Nullmenge.

Beweis. Sei g : R? — R stetig mit kompakten Tréiger und B,(x) ein Ball.
Dann ist fiir z € B, (y)

m (B ()~ / f—gdmé| < mé(B,(y))"! /

Br(y) B (y
Fiir e > 0 und t = ¢/4 erhalten wir

: |[f=gldm? < M(f—g)()

d
mi({M(f — g)(x) > £/4)) < - |f gl

Fiir f integrierbar p > 0 existiert g stetig mit kompaktem Trager so dass
m ({M(f - g)(x) > ¢/4}) <p
Dann ist g gleichméssig stetig und es existiert d so dass
l9(z) —g(y)| <e/2  falls [z —y| <9
Es folgt mit Béllen B, (z1) N By, (z2) 2 x und 2r; + 2ry < 9

B e0) [ g (B ) [

gdmd‘ <eg/2
BT1 (1) BTQ (22)

und damit m?(N.) < p fiir jedes p > 0, wobei x € N, genau dann, wenn

limrsup ‘md(Bn (1)) / fm —m"(Byy(x2)) ! /

fdmd‘ > €.
B'f'l (ml) B7"2 (Z‘Q)



44

Sie ist eine Nullmenge, da die Aussage fiir alle p > 0 ist. Der Schnitt
N = Nym
n>1

ist eine Nullmenge als abzé&hlbare Vereinigung von Nullmengen. Das Kom-
plement ist die Menge der Lebesguepunkte. U

[15.11.2018]
[20.11.2018]

4.3. Produktmafle und der Satz von Fubini. In diesem Abschnitt be-
trachten wir Mengen X,Y mit o Algebren A und B. Wir definieren A ® B
als die kleinste o Algebra, die alle Mengen der Form A x B, A € A und
B € B enthilt.

Satz 4.20. Sei C € A® B und x € X. Dann ist
y:(z,y)eCteB

fiir alle C € A® B. Sind (X,d) und (Y,0) separable metrische Riume, und
sind A und B die Borelmengen auf X resp. Y, so ist A x B die Menge der
Borelmengen auf X XY mit der Metrik

d x 6((wo, y0), (x1,91)) = max{d(xo, z1), (Y0, y1)}-

Beweis. Sei x € X. Wir betrachten die Teilmenge C C A ® B sodass
Cr={yeY:(z,y)eC}leB

Eigenschaften:
(1) Mit A, € C fiir n € N ist auch |J,- A, € C, da B eine o Algebra
ist.
(2) Mit A,, ist auch X x Y\A4,, € C. Auch das folgt direkt aus der
Definition.

(3) Alle Mengen der Form A x B, A€ A, B € B sind in C.

Damit ist C' = A ® B, die kleinste o Algebra, die alle messbaren Rechtecke
enthalt.

Sind A und B Borelmengen, so enthélt A® B alle Bélle . die sind das Produkt
von Béllen in X und Y.

Da X und Y separabel sind gilt das auch fiir X x Y. In einem separablen
metrischen Raum sind offene Mengen abzihlbare Vereinigungen von Billen
(Warum?). Damit sind alle offenen Mengen und auch alle Borelmengen in
X xY.

Wir zeigen: Sind A und B Borelmengen, so gilt das auch fiir A x B. Sei
also A offen und C C B die Menge aller Borelmengen, fiir die A x B eine
Borelmenge ist. Das gilt offensichtlich fiir jede offene Menge B, abzéhlbare
Vereinigungen bleiben in C und genauso Komplemente da

Ax (Y\B)= (X xY\(Ax B))N(AxY).

Damit ist C die o Algebra der Borelmengen. Wir wiederholen das Argument
mit einer Borelmenge B und C die Menge der Borelmengen in X, fiir die
A x B eine Borelmenge ist.
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Damit sind alle Produkte von Borelmenge Borelmengen, und daher ist AR B,
die die kleinste o Algebra ist, die alle Produkte von Borelmengen enthélt,
selbst in den Borelmengen enthalten. U

Definition 4.7. Ein Maf p eines Mafraumes (X, A, p) heifst o endlich,
falls eine Folge von messbaren Mengen A, ezistiert, so dass

1(An) < o0
firn e Nund X =J,2,A

Satz 4.21 (ProduktmaB). Seien (X, A, ) und (Y, B,v) Mafrdiume mit o
endlichen Mafien. Dann existiert genau ein Maf pp X v auf A® B so dass

u X v(Ax B)=u(Ayv(B).
X v ist o endlich. Fiir C € A® B ist
z—=v({y: (z,y) €C})

messbar und nichtnegativ und es gilt

(47) pxil©) = [ iy @9) € Chn
Sind p und v Borelmafle, so ist i X v ein o endliches Borelmaps.

Bemerkung: Das Lebesguemaf. Sei d = d; + ds. Dann stimmt das Produkt-
maB m? x m? mit der Einschrankung von m? iiberein: Zunichst ist die
Aussage fiir dyadische Wiirfel klar (2¢% = 291%242%) Dann gilt sie auch fiir
abzihlbare Vereinigungen, und damit fiir offene Menge und deren abzéhlbare
Schnitte. Insbesondere existiert fiir jede Borelmenge A ein abzéhlbarer Schnitt
von offenen Mengen B, so dass A C B, m%(B\A) = 0 und m% x m®(B) =
m?(B). Jede Nullmenge ist Caratheodory messbar, also folgt die Aussa-
ge daraus, dass Lebesguenullmengen Caratheodorynullmengen fiir das Pro-
duktmaf} sind. Das folgt aber aus der Definition.

Insbesondere ist fiir jede nichtnegative Borelmessbare Funktion f : R? —
[0,00) x {c0} die Menge

{(z,t) e R0 < t < f(x)}
eine Borelmenge und nach dem obigen Satz
mi L {(z,t) e R0 < t < fz)}) = fdm?.
R4
Wir erhalten insbesondere das Prinzip von Cavalieri.

Beweis von Satz 4.21. Wir definieren das duflere Mafl

(X V) 1nf{Zp : A, € A, By, GBCCUA XB}

n=1

Es gilt

(1) (uxv)u({}) =0
(2) Aus C1 C Oy folgt (1 x v)4(C1) < (p X v)4(Ca).
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(3) Es gilt immer (wie beim Lenesguemaf)

(U ) £ 300 (0o
n=1

n=1
Wir zeigen nun fiir A C A und B C B
(1 X V)1(A x B) = pu(4) x v(B)

Da aufgrund der Definition mit 41 = A, By = B, A, = {}, B, = {} fir
n>1(uxv)i(AxB) < u(A)r(B) missen wir die umgekehrte Ungleichung
zeigen. Sei also

[o.¢]
Ax B C U A, X B,.

n=1
Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass A, C A und B,, C B, da die
Summe in der Definition des dufleren Mafles nicht wéichst, wenn wir die
Mengen A, mit A schneiden. Als Néchstes konstruieren wir disjunkte A/, x
B, so dass wieder die Summe nicht grofier wird. Seien fiir N € N disjunkte
Al x Bl mit m < M gewéhlt, so dass

N M
UA"XB": UA;an;n
n=0 m=0

und
N

M
(48) S (AL (B < S u(Anv(By).

Wir schreiben
L

M
An+1 X Bn+1\((An+l X Bn+1) U U A;n X B;n) = U A;, X Bl”
m=0 =1

mit einer disjunkten Vereinigung auf der rechten Seite. Wir konstruieren
diese Zerlegung rekursiv. Da fir A C A’ and B C B’

A" x B'\(A x B) = (A\A) x (B'\B)U (A'\A) x BU A x (B'\B)
erhalten wir diese Zerlegung rekursiv. In jedem Schritt verifizieren wir die
Ungleichung analog zu (4.8).

Wir fixieren nun x € A. Da jedes y € B genau in einer Menge A,, X B, liegt
folgt

v(B)=f(x):= Y v(By)
n:x€An X Bp
und

() s u(B) = [ fdu= [ 3" (B
n=1

_ V(Bo)dn =S p(An)v(By)
;}/An m ;u

mit dem Satz iiber monotone Konvergenz. Es folgt
X vi(Ax B) = u(A)v(B).
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Nach dem Satz von Caratheodory definiert die Einschrankung auf die Caratheodory-
messbaren Mengen ein Maf. Wir zeigen nun: Alle Produkte von messbaren
Mengen sind messbar. Seien also A € A und B € B. Zu zeigen ist: Fiir alle
ECX XY gilt

uxXv(E)=puxvi(EN(AXB))+puxv(EN(X xY)\(A X B)

Da’ <" aufgrund der Eigenschaften des #dufieren Mafes gilt, geniigt es > zu
zeigen. Sei

o
EC UAann.

n=1
Wie oben diirfen wir annehmen, dass die A, x B,, disjunkt sind. Wir zerlegen
A, in AN A, und A, N (X\A) und schreiben
Ec|JAnAy) x (BNB,)U [ J((X\A)NA,) x (BN By)

n=1 n=1
oo

U G (AN A) x (V\B) N By) U | ((X\4) N 4,) x (Y\B) 1 B,
n=1 n=1

und daher
S i AV(BL) >(u x v). (A x B)NVE) + (1 x 1).((X\A) x B) N E)
n=1

T (1 x V)((A x (V\B)) N E)
+ (1 x V) ((X\A) x (YAB)) N E)
>(uxv)(AXB)NE)+ (ux 1)« (X xY\(AXx B)NE).
Damit folgt die gewiinschte Ungleichung. Da A ® B die kleinste o Alge-

bra ist, die alle messbaren Produkte enthilt, ist jedes Element von A ® B
Caratheodory messbar.

Es ist leicht zu sehen, dass das Produktmafl ¢ endlich ist.

Insbesondere sind aber auch abzéhlbare Vereinigungen von Produkten messba-
rer Mengen messbar, und fiir diese gilt mit monotoner Konvergenz (wir
koénnen sie als disjunkte Produkte schreiben) die Integralformel: Sei C' =
U,, An x By, disjunkt so folgt wie oben

o0

= [ >, @(Ba)du(x)

:/ v({y: (z,y) € C}du(x),
X

was die gewiinschte Integralformel fiir abzéhlbare Vereinigungen von Pro-
dukten ist.
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Als nichsten zeigen wir die Formel fiir abzéhlbare Schnitte V = (o2, U,
wobei U,, abzéhlbare Vereinigungen von messbaren Produkten sind, die end-
liches Mafl haben. Ohne Einschrankung nehmen wir an, dass U,,+1 C U, fiir
alle n. Es folgt

pxv(V)=lim puxv(Uy,)

n—oo

= lim v
n—oo X

= [ vy (2.9) € V(o)
mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue, da fiir alle x

v({y: (z,y) € Un}) = v({y: (z,y) € V})
falls v({y : {(z,y) € Up}) < oo, was fiir fast alle z gilt.

({y: (z,y) € Un})du(z)

Sei jetzt C' A ® B messbar mit endlichem Maf. Dann existieren nach De-
finition endliche Vereinigungen von messbaren Produkten U, mit C C U,
und

1
pxv(Uy) < pxv(C)+ -
Sei V' =JU,. Dann gilt

pxvd) = wx V) = [ vy (@) € Vhiduto)
Sei jetzt B = V\A. Dann ist u x v(B) = 0 und die Aussage folgt sobald wie
zeigen
v({y: (v,y) € B}) =0
fast iiberall. Wie vorher existiert eine monotone Folge von abzéhlbaren Ver-
einigungen U, mit B C U, und p x v(U,) < % Sei V.= U2, Uy. Es
folgt

0= [ vlfy: (@) € VDin(a)
woraus *
v({y: (z,y) € BY) <v({y: (z,9) €V} =0
fast iiberall folgt. Ist pu x v(C) = oo, so finden wir mit der o Endlichkeit

aufsteigende Mengen C),, fiir die die Integralformel gilt. Damit ist dann auch
die rechte Seite oco.

Diese Konstruktion impliziert auch die Eindeutigkeit: Sei u/>_<\y ein zweites
Maf, das die Produkteigenschaft hat. Dann folgt

—

(1) uxv(U) = uxv(U) fiir jede abziéhlbare Vereinigung von Produkten.

(2) 1o x v(A) = puxv(A) fiir jeden abzihlbarem Schnitt von abzihlbaren
Vereinigung von Produkten.

(3) 1w X (N) = p x v(N) fiir jede Nullmenge

(4) px v(C) = pxv(C) fir C e A® B.

Sind X und Y metrische Rdume und p und v ¢ endliche Borelmafle, so ist
das duflere Produktmafl ein dufleres metrischen Mafl und das Produktmafl
ist auf den Borelmengen definiert. Die Borelmengen sind aber die Elemente
der Produkt o Algebra in diesem Fall. O
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Satz 4.22 (Satz von Fubini). Sei d; +dy = d und f : R? — R sei eine
nichtnegative Lebesquemessbare Funktion. Dann ist fiir fast alle x; € R%
die Abbildung

g — f(x1,72)
messbar und

r1 — fa1, 22)dm® (z5)
Rd2

ist m messbar und es gilt
fdm? :/ f (21, 22)dm (xo)dm (x1).
Rd R%4 JR42

Ist f : RY — R Lebesque integrierbar, so ist fir fast alle x;
o — f({L‘l, :L‘Q)
integrierbar und

T — f (1, wg)dmdQ(acg)
Rd2

ist m™ messbar und es gilt
fdm? :/ f (21, 22)dm (x)dm (7).
Rd R42

Beweis. Es geniigt, diese Aussagen fiir einfache Funktionen zu zeigen. Fiir
jede Lebesguemenge A existiert eine Borelmenge B mit A C B und B\A
ist eine Nullmenge. Fiir charakteristische Funktionen von Borelmengen folgt
die Aussage aus Satz (4.21). Genauso ist jede Lebesguenullmenge in einer
Borelnullmenge mit selbem Maf} enthalten, fiir deren charaktische Funktion
die Integralformel gilt.

Sei N eine Lebesguenullmenge. Diese ist in einer Borelmenge B vom Maf
Null enthalten. Fiir diese gilt

0= md(B) = / / XB(J:‘l, :ch)dmd2 ($2)dmd1 (.Tl)
R JRI2
Dann ist aber das innere Integral fiir fast alle 1 Null und da
le = {(.%‘1,.%2) S N} C Bxl = {(1‘1,1‘2) € A}
ist Ny, fiir fast alle ; eine Nullmenge, und damit md messbar. O

Beispiele:
(1) Sei
1 :—/e_|x|2dmd
Mit dem Satz von Fubini folgt

Lay+dy = Lay L,
Mit 7 = m?(B1(0)) erhalten wir

12:7T
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und I; = 72 und

d/2

L(452)
(2) Sei A = {(z1,72) € R : 0 < 1y < w3 < 1}, und f: A — R

stetig. Wir identifizieren die Funktion mit der auf ganz R?, die Null
aufBerhalb von A ist. Dann gilt

2 _ 1 2
/Afdm —/(0’1) /(m’l) fdm* (z2)dm=(zy)

11 1 as
:/ / f(z1, z2)dzodxy =/ / f(z1, x2)dx1dxs
0 Ja o Jo

Zur Notation: Es ist wichtig, dass Maf}, Integrand und Integrationsgebiet
klar sind. Es gibt die unterschiedlichsten Notationen insbesondere fiir das
Lebesgueintegral:

[ gamt = [ g@amte) = [ gaz= [ 1= [ dos

In der Vorlesung werden wir zuriickhaltend bei der Wahl der Notation sein.

[20.11.2018]
[22.10.2018]

m®(B1(0)) =

Das Prinzip von Cavalieri ist eine einfache Konsequenz.

Lemma 4.23. Es seien A, B C R¢ Borelmessbar, di + do = d und fiir alle
z1 € R% gelte

m®({y € R® : (x1,y) € A}) =m®({y e R® : (x1,y) € B})

Dann folgt m*(A) = m?(B).
Wir beweisen nun die isodiametrische Ungleichung fiir offene Mengen.
Lemma 4.24. Sei A C R? offen. Dann gilt
diam(A)“
mi(4) < Cdlan;U

Beweis. Wir definieren
Aj = {x . 2|I’]| < ml({y : (1'1, ey L1, Y Tty - $d)})}

und beweisen: A; ist offen. Ohne Einschrénkung betrachten wir j = d um
die Notation zu vereinfachen. Sei fiir 2/ € R%~!

Ay =mi({t: (2 t) € A})
und € > 0 und K C A, kompakt so dass
m'(Ay) <m'(K) +e.
Dann ist dist({z'} x K,R%\ A) =: § > 0 und damit
{YIxKcCcA
fiir |2/ — /| < 4. Damit ist A4 offen. Nachdem Prinzip von Cavalieri gilt
mé(A;) = m(A)
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Wir zeigen nun
diam(A4;) < diam(A),

was wir wieder fiir j = d tun. Wir definieren

Fola!) = suplt : (1) € A}
f-2') = inf{t(2',t) € A}
und
g(z') = sup{t: (2',t) € Ag}
Es folgt falls g(z') > 0
2g(2") < f(2") = f-(2")
und daher

o) + 9(y') <5(Fe@) ~ £ )+ Fo (o) — F- &)
<max{f(z') — f-y, f+(y) — [-(2)}
und damit
@)+ fFQIP+ 12—y )P <
< max{|g4(2') — - ()% 19+ (V) — g- (@) + |2’ — o/ I}
< diam(A).

Jede Symmetrisierung fiithrt offene Mengen in offene Mengen iiber, verin-
gert den Durchmesser, und erhélt das Volumen. Wir symmetrisieren in jede
Koordinatenrichtung. Offensichtlich bleiben vorherige Symmetrien erhalten.
Wir erhalten nach d Schritten eine offene Menge, die in jeder Koordina-
tenrichtung symmetrisch ist, und damit auch beziiglich der Spiegelung am
Ursprung, mit dem gleichen Volumen, und einem Durchmesser, der nicht
gewachsen ist. Diese Menge ist aber in einem Ball Bgjam(4)/2(0) enthalten,
und hat daher héchstens dieses Volumen. (]
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5. FORMELN FUR INTEGRALE

5.1. Der Transformationssatz. Das Ziel dieses Abschnittes ist es, die aus
der Analysis 1 bekannte Subtitutionsregel fiir Integrale auf den mehrdimen-
sionalen Fall zu verallgemeinern.

Erinnerung.

1. Ist ¢: [a,b] — [« B] bijektiv und stetig differenzierbar, so gibt es zwei
Félle: Entweder ¢’ > 0, womit dann ¢(a) = o und ¢(b) = S gilt, oder ¢’ <0,
womit dann t(a) = S und ¢(b) = « gilt. In beiden Fillen sehen wir, dass

dann
/ F(t@)IE (z)|dz = / o

gilt. Wir werden spéter sehen, dass wir |¢/(x)| als | det(¢'(z))| interpretieren
koénnen - im Eindimensionalen macht das keinen Unterschied.

2. Sind U,V c R? offen, so heifit T: U — V ein (C')-Diffeomorphismus,
falls T stetig differenzierbar, bijektiv mit Inverser der Klasse C! ist.

Nun kurz zur Idee des Transformationssatzes. Seien U,V wie oben und
f:V — R eine integrierbare Funktion. Angenommen, U kann in kleine
Wiirfel Qr mit Mittelpunkt zp zerlegt werden, und der Diffeomorphismus
T bildet jeden der Wiirfel Q. auf ein Py ab, wobei weiters vy := T'(x).
Sind die Wiirfel Qj fein genug, so ist f auf jedem Py 'fast’ konstant, und T
auf jedem Q. (als C'-Diffeomorphismus) 'fast’ affin (Linearisierung). Dann
ist aber >, f(yr)m(Py) eine gute Niherung an [, fdm. Andererseits wissen
wir: Ist @ ein Quader und S: Q — R? affin, so ist m(S(Q)) = | det(S")|m(Q).

Also erwarten wir

/V fam = 3 flum(2)
= X ATl det(T 1) (@) / F(T(@))| det(T" (2)) [dm.

Das ist in der Tat wahr:

Satz 5.1 (Transformationssatz). Seien U,V C R offen und sei T: T: U —
V ein C-Diffeomorphismus. Dann ist f: U — V genau dann integrierbar
iiber V., wenn (f oT) - | det(T")] diber U integrierbar ist, und in diesem Fall

gilt
/f )| det(T"(z))|dm(x /fdm

Bevor wir zu dem Beweis des Transformationssatzes kommen, einige Bei-
spiele.



53

Beispiel 5.1 (Polarkoordinaten). Sei | - | die Euklidische Norm und sei I C
[0,00) ein offenes Intervall. Weiters sei K (I) := {z € R?: |z| € I} die zu-
gehorige Kugelschale. Die Polarkoordinatenabbildung Py bildet diffeomorph
Py: I xII — K*(I) ab, wobei

_— {(—Tr, ), falls d = 2,

™

(—m,m) x (=%, 3)72, fallsd > 3,
und K*(I) := K(I)\ (S x R¥2) mit S := {(21,0)7: 21 < 0} C R? ab.
Genauer: Im R? bzw. R3 ist sie gegeben durch
Pa(r, p1) i= (reos(ipr), rsin(pn)) |
Ps(r, 01, 02) 1= r(cos(p1) cos(p2), sin(p1) cos(ps), sin(g2)) '
Dann gilt fiir (r, ) := (7,1, ..., pa—1) € I x II:
| det(Py(r, ¢))| = 171 C(p),
wobei C(¢) = cos?(p1) cos! (p2)... cos?2(g_1). Insbesondere:
| det(P5(r, )| =7, |det(P5(r,))| = 7° cos(i2).

In Verbindung mit Fubini erhalten wir dann: Eine Funktion f: K(I) — Rist
integrierbar genau dann, wenn f(P;(r, ¢))C(¢)r?! iiber I x II integrierbar
ist. Dann gilt

- / / F(Pulr,9)C()r dm(p)dm(r).
K(I) 1Ju
Explizit fiir d = 2 und d = 3:

. fdm(zx) :// o f(rcos(p), rsin(p))rdedr,

/ fdm(z) = // / F(Ps(r, 0,0))r? cos(v)dm(y)dm(p)dm(r).
K(I) mal =53
Beispiel 5.2 (Radiale Funktionen). Sei wieder I C [0, 00) ein offenes Intervall
und f: I — R. Dann ist z — f(]z|) genau dann auf K (I) integrierbar, falls
r — r4=1f(r) iiber I integrierbar ist, und es gilt

/ F(aldm(a dcd/f yrd=Tdm(r),

wobei cgq das Lebesguemaﬁ der d-dimensionalen Euklidischen Einheitskugel
ist. Dies folgt aus dem obigen: Wir kombinieren den Transformationssatz
mit Fubini, um

/ F(ieldm(z /f Jrd=Sdm(r /c ()

zu erhalten. er miissen dann noch das letzte Integral auswerten. Die letzte
Formel gilt insbesondere fiir die konstante Funktion f = 1 und I = (0,1),
und damit

1
m(K(1) = [ [ Clopm o) = 3 [ Clopm o),

aber da m(K(I)) = ¢q im vorliegenden Fall, folgt dann die Behauptung.
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Nun zum Beweis des Transformationssatzes. Im Folgenden nehmen wir die
Wiirfel immer achsenparallel an. Wir werden an mehreren Stellen benotigen,
dass Diffeomorphismen Nullmengen auf Nullmengen abbilden. Hierzu zuerst
zwei Lemmata.

Lemma 5.2. Ist N C R? eine Lebesque-Nullmenge und T: R4 — R Lip-
schitzstetig, so ist auch T(N) eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Dann finden wir eine Folge von Wiirfeln (Qg)
mit N C (J, @ und ), m(Qk) < e. Da T Lipschitzstetig beziiglich einer
Norm ist, ist es wegen der Aquivalenz aller Normen auf R insbesondere auch
Lipschitzstetig beziiglich der Maximumsnorm | - o, mit Lipschitzkonstante
L. Daraus schlieflen wir, dass T'(IN N Q) in einem Qiirfel mit Mafl héchstens
(2L)%m(Qy,) liegt, und damit

m(T(V) <m(T(JWN N Q) < YmINNQu) < QL)
k

Da & > 0 beliebig, folgt hieraus die Behauptung. U

Corollar 5.3. Sei N C R? eine Lebesgue-Nullmenge, U C R¢ offen und
T:U — RY eine C-Abbildung mit N C U, so ist T(N) auch eine Lebesgue-
Nullmenge.

Beweis. Da U C R? offen, ist U messbar und wir finden abzihlbar viele
kompakte Quader Q C U mit U = |J,, Q. Also ist T|g, als stetig diffe-
renzierbare Abbildung auf dem Kompaktum () Lipschitzstetig. Nach dem
vorherigen Lemma ist also T'(IV N Q) eine Lebesgue-Nullmenge, und wir
haben weiters

T(N) cT(JNnQw) | JT(NNQy).
k k

Also ist T'(N) enthalten in einer abzéhlbaren Vereinigung von Lebesgue-
Nullmengen, und damit selber eine Lebesgue-Nullmenge. U

Sei nun im Folgenden T: U — V mit U, V C R offen ein C*'-Diffeomorphismus.
Wir kommen nun zum Hauptteil der Vorbereitungen zum Beweis des Trans-
formationssatzes. Hierzu bendtigen wir zuerst Abschéitzungen, die es uns
erlauben, das Maf} einer Menge unter der Abbildung T gegen das Maf} der
Menge selber abzuschétzen. Wir beginnen mit

Lemma 5.4. Sei U C R? offen und W C U ein kompakter Wiirfel. Dann
gilt
m(T(W)) < max | det(T"(x))| - m(W).
zeW

Beweis. Zuerst ist T (W) kompakt als Bild des Kompaktums W unter der
stetigen Abbildung 7. Damit ist 7'(W) insbesondere messbar. Wir diirfen
auBerdem m (W) # 0 annehmen (ansonsten nutze das vorherige Lemma).
Sei nun a > 0 diejenige Zahl mit m(T(W)) = am(W). Wir zerlegen W
durch d kantenhalbierende Hyperebenen der Form {z; = ¢;} in 2¢ kom-
pakte Teilwiirfel. Unter diesen Teilwiirfeln gibt es einen Wiirfel W mit
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m(T(W1)) > am(Wp). Wir iterieren diese Vorgehensweise und erhalten dar-
aus eine Folge von kompakten Wiirfeln (Wj) mit Wi D Wy D W3 O ... und
m(Wy) — 0 mit k — oo und m(Wy) > am(Wy) fir alle k € N. Damit gibt es
genau einen Punkt, der allen W},’s angehort, also a € (1), Wy, und wir setzen
b := T'(a). Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, dass a = b = 0. Sei
nun my, der Mittelpunkt von Wy und ¢ die halbe Kantenldnge von W. Dann
gilt Wi :={z: |2 — mp|eo <275}, und da 0 = a € Wy, |mp|ee < 27FL.

Da A :=T'(0) invertierbar, kénnen wir schreiben:
T(@) = Az + |oloor(z),  z€U,

wobei 7(z) — 0 mit |z|sc — 0. Dies ist eine Folge der Differenzierbarkeit
von T'. Wir behaupten: Es gibt zu jedem € > 0 ein k = k() € N so, dass
die Menge Vi, = {z + |2|or(z): x € Wy} im Wirfel W7 = {z: |z —
Mi|oo < 27F0(1 4 €)} enthalten ist. Um das zu einzusehen, wihle k so, dass
|7(2)]|oo < /2 fiir & € Wy. Nun ist |7|s < 271/ fiir 2 € Wy, und damit
T+ |z|oor(x) € Wi. Da Vi, C W fir k = k(e), folgt T(Wy) = AV, C AWE.
Da wir allerdings bereits wissen, wie sich das Lebesguemafl von Wiirfeln
unter linearen Abbildungen verhélt, schliefen wir weiters m(T'(Wy)) < (1+
e)?| det(A)[m(Wy).

Zuriick zum Hauptteil des Beweises: Angenommen, « erfiille

!
> .
o> gg‘}/c]det(T (z))| > | det(A)]

Wiihle dann € > 0 so klein, dass (1+¢)?| det(A)| < a gilt. Fiir Wy, k = k(¢)
erhalten wir dann nach dem Obigen m(T(Wy)) < am(Wy), was im Wider-
spruch zur Annahme m(T(Wy)) > am(Wy) steht. Damit ist die Aussage
bewiesen. O

Eine Verfeinerung dieses Arguments liefert:

Lemma 5.5. Sei K C U eine kompakte Menge, und sei Q := T(K). Dann
qgilt:

min | det(T" (2))] - m(K) < m(Q) < ma | det(T"(2))] - m(K).

Beweis. Ubung,. O

Im Folgenden nennen wir eine Funktion f: R — R eine Treppenfunktion,
wenn es endlich viele paarweise disjunkte Quader @1, ..., Qs gibt, so dass f
auf jedem Q;, i = 1, ..., s konstant ist und ¢(x) = 0 fiir alle z € R?\ UL, Qi
gilt.

Lemma 5.6. Der Transformationssatz gilt fir jede Treppenfunktion mit
kompaktem Tréiger in'V .

Beweis. Wegen Linearitit des Lebesgueintegrals miissen wir die Aussage nur
flir charakteristische Funktionen von Quadern zeigen, und wir kénnen uns
dabei auf kompakte Quader beschrinken, da der Rand von Quadern stets
eine Lebesuge-Nullmenge ist.
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Sei also @ ein kompakter Quader in V. Da xg o T aulerhalb der kom-
pakten Menge T~ 1(Q) verschwindet und 7T, |det(T")| stetig sind, ist (xg o
T)|det(T")| tiber U integrierbar. Wir miissen also nur noch die Formel

[ 1t @m = [ am

zeigen. Sei hierzu € > 0 beliebig und setze S := T~!. Da |det(S")| ™! stetig
ist auf @, kénnen wir Q = @1 U...UQ, zerlegen in kompakte Quader Q);, die
hochstens Randpunkte gemeinsam haben und so klein sind, dass in jedem
Q; auch gilt: maxg, | det(S’)|~! — ming, | det(S)|™! < e. Sei K; := S(Q;).
Dann folgt aus dem vorausgegangenen Lemma:

/ | | det(T"(z))dm — m(Q;)

k3

< €m(KZ)

Da die Durchschnitte K; N K; = S(Q; N Q;) Lebesgue-Nullmengen sind,
erhalten wir durch Summieren:

/ | det(T"(2))|dim — m(Q)| < em(S(Q)).
S(Q)

Daraus folgt die Behauptung. O

Lemma 5.7. Sei f: V — R integrierbar. Dann gibt es fiir alle € > 0 eine
Treppenfunktion ¢: V. — R, die kompakten Triger in V hat und fir die

If— el <e gilt.

Beweis. Da die einfachen Funktionen dicht in L'(V,m¢) sind, geniigt es, die
Aussage fiir einfache Funktionen und sogar nur fiir characteristische Funk-
tionen y 4 fiir Mengen A von endlichem Maf zu zeigen. Sei € > 0. Aufgrund
der Regularitit des Lebesguemasses existiert eine kompakte Menge K C A
so dass
mi(A\K) < /3.

Aufgrund der Definition des dufleren Mafles existieren disjunkte dyadische
Wiirfel @, x, so dass Qj,r, C V (da der Abstand von K zu R\ K positiv
ist, und wir kleine Wiirfel nehmen diirfen), A C |J Qj,x, und

> m Q) < mUK) + /3

Da die Summe konvergiert existiert N so dass

> mUQjr,) <e/3.

n=N+1
Wir definieren
N
E= U Qjnkn
n=1
und es folgt
mY(AAE) < e

und
/’XA — XE\dmd < e.
Hier ist AAE = (AUE)\(ANE). O
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Nun kommen wir zum
Beweis des Transformationssatzes. Sei f integrierbar {iber V. Nach Lemma
5.7 gibt es eine Folge von einfachen Funktionen (¢y), die

(1) kompakten Tréger in V' haben,
(2) |If — ¢kll1 = 0 mit & — oo erfiillen.

Nach Ubergang zu einer Teilfolge (siche Beweis zum Satz 4.13) koénnen wir
weiters

o — f

punktweise fast tiberall — genauer, auflerhalb einer Lebesgue-Nullmenge N
— erreichen. Wir setzen nun

Pk = (proT) - |det(DT)],
f:=(foT)-|det(DT)|.

Nach Lemma 5.7 ist jedes @y iiber U integrierbar und weiters eine L!-
Cauchyfolge. Es ist dann

||95k—<5kH1I/U|<5k—5k|dm=/v|<ﬂk—90l|dm—>0

mit k,l — oo. AuBerhalb T~ (N) konvergiert o — f Also ist ]?auch nach
Satz 4.13 integrierbar mit

/fdm: lim Prdm = lim / gokdmZ/ fdm.
U k—oo Jur k—oo Jy/ \%

Umgekehrt sei nun fv iiber U integrierbar. Dann wenden wir das bereits
Bewiesene auf die Umkehrabbildung S := T 1.V — U an und erhalten,
dass (f o S)-|det(S")| = f iiber V integrierbar ist. O

[22.10.2018]
(04.12.2018]

5.2. Die Singuldrwertzerlegung. Wir suchen eine Normalform fiir eine
lineare Abbildungen A : R — R™, n,m > 1. Die Abbildungen A stehen
in einer 1 zu 1 Beziehung zu m x n Matrizen, die wir mit den Abbildungen
identifizieren. Wir erlauben orthogonale Basiswechsel in R” und R™, um
eine moglichst einfache Gestalt zu erreichen.

Satz 5.8. Sei A eine m xn Matriz. Dann existieren eine orthogonale m xm
Matriz U |, eine orthogonale n x n Matrix V und eine m x n Matriz, die nur
auf der Diagonalen nichtverschwindende Eintrige hat so dass

A=UDVT

Die Fintrige von D sind nichtnegativ. Sie heiffen Singuldrwerte.

Beobachtungen



58

(1) Es folgt
ATA=vDTDV"
wobei D eine positive semidefinite n x n Diagonalmatrix, deren Ein-
trige die Quadrate der Singuldrwerte (plus moglicherweise 0) sind.
Die Spalten von V sind orthonormale Eigenvektoren von A7 A, und
die Singuldrwerte sind Wurzeln der Eigenwerte von AT A.

(2) Genauso ist AAT = UDDTU” und die Spalten von U sind ortho-
normale Eigenvektoren von AA”.

(3) In dieser Basis wird die Abbildung durch die Abbildungsmatrix D
beschrieben. Equivalent ist: Sind v; die Spalten von V und Uj die
von U, und s; die Diagonalentrige von D, so gilt

Avj = S]’Uj

(4) Es gilt fir n <m

det ATA =] s}
j=1

Wenn a; € R™ die Spalten von A sind, so ist
ATA = (a;‘rak)jk.
Die Determinante

det(a] ar)1<jk<n

heifit Gramsche Determinante. Fiir n = 2 ist sie die Fliache des durch
die Vektoren ai,as definierten Parallelograms in R™. Fiir n = m
erhalten wir das Quadrat des n dimensionalen Lebesguemasses des
von aj ... ay, definierten Parallelepipeds.

Beweis. Nach der Hauptachsentransformation existieren eine orthogonale
Matrix V und eine Diagonalmatrix D; mit nichtnegativen Eintridgen, so
dass

ATA=vD VT,
Wir permutieren die Spalten von V so dass die Diagonaleintrdge von D;

monoton fallen und schreiben V' = [Vq, V3], Dy wobei D genau

_ <D

~\0 0
die nichtverschwindenden Diagonaleintrige enthélt. Die jte Spalte von V
enthilt einen Eigenvektor von AT A zum Eigenwert, der an der j-ten Stelle

von Dy steht. Insbesondere gilt fiir jeden Spaltenvektor v; von V5
AT Av; =0
und daher
|Av;|? = vaATAvj =0
also auch Av; = 0.
Wir definieren U; = AV; D~1/2. Es folgt
U1D2VT =AV, D~/ D2y T
AV VT
=AWV + W) = AvvT = A
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Wir ergénzen die Spalten von Uy zu einer orthogonalen Basis, und damit Uy
zu einer orthogonalen Matrix. U

5.3. Varianten des Satzes iiber implizite Funktionen und Umkehr-
funktionen.

Satz 5.9. a) Es sei U C R4 T : U — RY eine Abbildung, die fiir ¢ < 1 der
Lipschitzartigen Bedingung

T (22) = T(21) — (32 — 21)| < elwy — a1
fiir alle 1,29 € R? geniigt. Dann ist T injektiv und mit V. = T(U) gilt fiir
die Umkehrfunktion S
€
15(y2) = S(y1) = (y2 —w1)| < 17_6|y2 -l
Die Menge V ist offen, falls U offen ist, und U = R¢ impliziert V = R<.

Beweis. Aus

T (z2) = T(21)| < [w2 — 21| +[T(22) = T(1) — (w2 — 1) < (1 4 &)|z2 — 21
folgt die Stetigkeit. Aus

T (z2) = T(21)| = [w2 — 21| = [T(22) = T(1) — (w2 —21)[ = (1 — &)|w2 — x4
folgt die Injektivitdt und mit y; = T'(x1), y2 = T'(x2) auch

1S(y2) — S(y1) — (y2 —y1)| = [T (x2) — T'(21) — (22 — 71)| < €|w2 — 71
3
1—e¢

Sei jetzt U offen B,(2¢) C U und yo = T'(z) und y € R, Wir suchen eine
Losung zu

< ly2 — y1-

T(z)=y
was wir als Fixpunktgleichung
r=y+(x—T(z))
schreiben. Dann ist * — ¢(z) = y + « — T'(z) eine Kontraktion, da
¢(22) — ¢(21)| = |T(22) = T(21) — (22 — 21)| < efwg — x1.
Sei rekursiv (unter der Annahme, dass |z; — zg| < 1)

Tj41 = ¢(95j)

Dann ist
i1 — @] < €1 — @0
und
) — wo| < 1_5’1"1 To| <7
falls

|21 — x| = |y = T'(wo)| = ly —yol < (1 —e)r.
In diesem Fall konvergiert die Iteration. Damit erhalten wir aber auch die
Surjektivitit im Fall T : R — R, O
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Satz 5.10. Sei d < n. Wir schreiben y = (z,2) mit v € R?, 2z € R"~%. Sei
U C R? offen und T : U — R™ geniige

T (z2) — T'(x1) — (z2,0) — (21,0)| < elwy — x1].

Sei
V={P(T(x)) :x €U}
Dann ezistiert genau eine Abbildung 1 : V. — R~ mit

£
[Wh(z2) — p(z1)] < 1_-
und y = T(x, z) genau dann wenn z = Y(Pyy). Ist U offen, so gilt das auch
fiir V. Ist U = R% so ist auch V =R,

|zo — 1]

Beweis. Wir definieren
T:R?* = RYT(z) = PT(x)
Sei S die Umkehrabbildung nach Satz 5.9. Wir Wir definieren
¥(7) = PT(5(2)).

Dann folgt
~ €

[Y(Z2) — Y(31) — (F2 — &1)| < €] S(@2) — S(@1)] <

1 _€)|x2 -

Da

y=(1,2)=T(x) = y=(T(2)p
erhalten wir mit Satz 5.9 die gewiinschten Eigenschaften. Die Eindeutigkeit
folgt sofort. O

(04.12.2018]
(06.12.2018]

Wir definieren einen analogen Satz iiber implizite Funktionen.

Satz 5.11. Sei d = n + m. Wir schreiben x = (y,z) mity € R", z € R™.
Sei U C R? offen, 0 < e <1 und

T:R*—R™
so dass
T (z2) — T(21) — (22 — 21)| < elawg — m1]
fiir x1,20 € U. Sei
V={(y,2) : es existiert z mit Z =T (y, 2)}
Dann ist V' offen und es existiert eine Abbildung v : V — R™ so dass

[9(#2) = (1) = (2 = 20)| < 7=

— &

|Zo — Z1].
und
(5.1) T(x,2) =2 <= z=1(x,2).
Bemerkung: Fiir festes Z definieren wir

R" >z — (z,9¢(z, 2)).
Diese Abbildung geniigt den Annahmen von Satz 5.10.
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Beweis. Fiir (r,z) € RY sei
T(z,2) = (z,T(z,2)).
Es gilt
T (y2) = T(w1) — (v2 — y1)| < elyo — w1l
Sei S die Umkehrfunktion. Wir definieren
b(§) = PS(7).
Es folgt
() = () — (2 — 20| < TG —
und aufgrund der Definition folgt (5.1) Die restlichen Aussagen folgen aus

Satz 5.9. O

5.4. Der Transformationssatz 2.

Satz 5.12 (Lemma von Sard). Sei U C R? offen, T € C1(U;R?),
A={x €U :DT(z) ist nicht invertierbar }.

Dann ist m(T(A)) = 0.

Beweis. Sei € > 0 und K C A kompakt. Wir zeigen
m(T(K)) < e.
Da dann auch m?(T(K)) = 0 und
m4(T(A)) = sup{T(K) : K C A kompakt
folgt daraus die Aussage.
Sei xg € A. Wir zeigen nun: Es existiert ein Ball B,.(zg) C U, r < 1 so dass

(5.2) m¥(T(By(x0))) < 3~ %em?(B,(z))
Wir stellen den Beweis zuriick. Offensichtlich ist

K C |J Biguoa(o)
roEK

wobei die Bille die Eigenschaft (5.2) haben. Nach dem Lemma von Vitali
existiert eine endliche Menge disjunkter Bille B, /3(x;) mit der Eigenschaft
(5.2). Damit ist

i d
w () < emt (B, o) < em(Ba(o)) (L)

Da e beliebig war folgt die Aussage. Wir miissen nur noch (5.2) beweisen.

Mit der Singuldrwertzerlegung ist
DT (z9) = UDVT

wobei D eine Diagonalmatrix mit nicht negativen Diagonaleintrégen ist. U
und V7 sind orthogonale Matrizen. Da

m!(T(A)) = m UTT(V (VT A)))
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diirfen wir annehmen, dass 7'(xzo) = D. Da DT (z) nicht invertierbar ist,
ist mindestens einer der Eintriage, ohne Einschriankung s; = 0. Wir diirfen
also annehmen, dass
DTy(z9) =0
Fiir € gibt es r > 0 so dass
|(DT)4| <€
Es folgt
|Td(l'2) — Td(IL‘l)| < 5|l’2 — ZL'1| < 2er
falls xo, 21 € By(x0), sieche auch Punkt 4 weiter unten. Sei
A = sup{|| DT ()||ga—ralx € Br(z0)}-
Wir diirfen annehmen, dass A < oo. Dann ist
|T(x) — T(x0)| < Ar
fir z € By (z) und
T(By(x0)) € Ba(T(z0)) N{y : [ya — T(xo)a| <&
und daher
m(T (B, (x0))) < 249 1&pd
O
Satz 5.13 (Transformationssatz, ohne Invertierbarkeit der Ableitung). Sei
T € CHU,RY)
injektiv und f : T(U) — R nichtnegativ und messbar. Dann gilt
/ |det DT f o Tdm® = fdm<.
U T(U)
Die Aussage gilt auch, wenn f messbar ist und eine der Seiten integrier ist.
Sei A = {z : det DT(x) = 0}. Nach dem Lemma von Sard ist T'(N) eine
Nullmenge, und

/ |det DT'(z)|f o Tdm® = 0
A

da die Determinante verschwindet und

/ fdm® =0
T(A)

da T(A) eine Nullmenge ist. Aufgrund der Stetigkeit ist U’ = U\A offen
und die Aussage folgt aus Satz 5.12 und dem Transformationssatz 5.1.

Da die Transformationsformel extrem wichtig ist, fiihren wir einen zweiten
Beweis fiir Satz 5.1 . Wir verwenden eine Reihe friitherer Resulte:

(1) Zunéchst erinnern wir an Satz 2.6: Sei T eine invertierbare lineare
Abbildung, so gilt fiir alle messbaren Mengen A

m(T(A)) = | det T|m?(A)
wobei wir die Abbildung und die Matrix identifizieren. Es folgt

/|detT|fonmd:/fdmd

fiir jede lebesgueintegrierbare Funktion f.



63

(2) Des weiteren erinnern wir daran, dass das Lebesguemafl mit dem d
dimensionalen Hausdorffma$ tibereinstimmt (Satz 3.4).

(3) Nach Bemerkung 6 nach der Definition des HausdorffmaBes gilt fiir
jede Lipschitzstetige Abbildung 7" mit Lipschitzkonstanten L und
jede Lebesguemessbare Menge A

(5.3) m4(T(A)) = HUT(A)) < LYHY(A) = LImi(A).

Lemma 5.14. Ist T : U — V eine Homeomorphismus zweier Men-
gen in R, mit

Ly — 21| < [T(x2) — T(1)| < La|wg — a1

fiir x1, 29 € U und ist f : V — R messbar und nicht negativ, so folgt

ch/fdmdg/fngLg/fdmd
14 U 14

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir charakteristische Funktionen zu
beweisen. In diesem Fall folgt sie aus (5.3) O

(4) Auf einer konvexen Menge A gilt mit dem Hauptsatz

1
IT(y) — T(2)| = | /O DT(x + t(y — 2))dt(y — )

< sup || DT(2)||ga—galy — =
z€A

(5.4)

und daher ist Lipschitzkonstante hochstens so grof3 wie das Supre-
mum. Das mittlere Integral ist die Matrix, deren Komponenten die
Integrale tiber die Eintrige des Integranden sind.

Das sieht man folgendermaBen: Sei v € R? und f(t) = (v, T(x +
t(y — x))). Dann ist

1
(0, T(y) — T(x)) =f(1) — £(0) = / £(t)dt
0
1
— /0 (v, DT (@ + t(y — 2))(y — ) dt

1
:<U,/0 DT (z +t(y — x))dt(y — x)).

Auflerdem ist

1
/0 (0, DT (2 + t(y — x))(y — w)>dt} < sup [DT(z+t(y = z))lrspe

X Jolly — .

Da die (Un-)gleichungen fiir alle v gelten erhalten wir die obige Aus-
sage.

06.12.2018]
[11.12.2018]

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns dem Beweis zu.
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Zweiter Beweis von Satz 5.1: (1) Sei € > 0 und zg € U mit det DT'(x) # 0.
Dann existiert r > 0 so dass
(5.5)

(1-¢) / fdm® < / | det DT(z)|foTdm? < (1+¢) / fdm?
T(By(w0)) B (0) T(By(wo))

fiir alle f : T(B,(z0)) — R messbar und nichtnegativ.

Wir beweisen diese Aussage. Nach eine Rotation im Bild und im Urbild
diirfen wir annehmen, dass DT'(z() eine Diagonalmatrix mit positiven Ein-
trigen (den Singuldrwerten) ist. Diese sind alle > 0. Nach einer weiteren (af-
finen) linearen Transformation mit einer Diagonalmatrix (so dass zp auf xg
abgebildet wird) diirfen wir annehmen, dass DT'(zp) = 1ga, wobei wir einen
Faktor | det DT'(z)|(vor der Transformation) erhalten. Fiir alle 0 < € < 1/2
existiert ein r so dass

(5.6) |DT () — 1ga|gi_ga < €.

fiir |z — xo| < . Daraus folgt fiir ¢(z) = T'(z) — z

1D (2)||ra—sre <€

und auch

T (x2) = T(x1) — (w2 — 21)| < glwz — 31
und insbesondere
(1= &)z — 21| < [T(x2) = T(x1)| < (1 +€)|wg — z1].

Wir wenden nun Lemma 5.14 an und erhalten fiir f nichtnegavtiv und
messbar:

(1-— a)d/~ fdm? < /f o Tdm® < (1 +€)d/ fdm?.
T(Br(z0)) T(Br(z0))
Fiir T' bedeutet das mit einem kleineren Radius, den wir wieder mit r be-
zeichnen, dass

(1—€)d/ fdm? < |det DT () /fonmd < (14—<€)d/~ fdm<.
T(Br(20)) T(Br(w0))

Da
det DT (z) = det(DT (xg)) det DT () DT (20)"* = det(DT(xo) det DT ()

und wegen (5.6)
(1—e)? <det DT(z) < (1+¢)?

erhalten wir

fdm® < |det DT'(x / foTdm® < / fdm?®.
(1+€) T(Br(z0)) | ( 0)‘ (1 —6) T(Br(xo))

Wir wahlen € klein.

(2) Nach den Voriiberlegungen diirfen wir annehmen, dass DT (z) fur alle
x € U invertierbar ist. Es geniigt, den Satz 5.1 fiir nichtnegative messba-
re Funktionen zu zeigen, da die Integrale iiber die Integrale nichtnegativer
messbarer Funktionen definiert ist. Wir definieren

K,={z eV :|z| <n,dist(z,R\V) < =}.

S|
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Die Mengen K,, sind kompakt, T~!(K,) ist kompakt als Bild einer kom-
pakten Menge unter einer stetigen Abbildung, V' = (J,, K;, und daher mit

monotoner Konvergenz
/ fdm® — / fdm?
Ky, v

/ |detDT|fonmd—>/ |det DT'| f o Tdm?.
T-1(Ky) \%

und

Wir diirfen also annehmen, dass f einen kompakten Trager K C V hat.
(3) Sei € > 0. Fiir alle x existiert r(z) so dass die Aussage in Schritt 1
in Bs,(y)(z) gilt. Da K kompakt ist existierten endliche viele derartiger
Bille. Wir wahlen r als Minimum dieser endlichen vielen Béllen und diirfen
annehmen, dass Schritt 1 in jedem Ball B, (z¢) mit 2o € K gilt.

(4) Wir wihlen k so dass 2% < r/+v/d. Dann ist jeder dyadische Wiirfel, der
K schneidet, in einem dieser Bille enthalten. Insbesondere gilt die Aussage
(1) in jedem derartigen dyadischen Wiirfel. Wir summieren iiber diese und
erhalten

5.7) (1—8) /T(K) fdmdg/K\detDT(a:)\fonmdg (1+2) /T( Fdm

K)

fiir alle € > 0, und damit fiir € = 0.

5.5. Die Areaformel.

Satz 5.15 (Areaformel). Sei d < n, U € R? offen, T € CY(U,R™). Dann
gilt fiir nichtnegative Borelmessbare Funktionen

/ \/det((DT)TDT) foTdm® = intp fdH.
U

Allgemeiner ist foT genau dann Lebesquemessbar, wenn fxr H? messbar
ist, und die Formel gilt auch, wenn zusdtzlich eine der Seiten integrierbar
15t.

Beweis. Zunéchst nehmen wir an, DT'(z) habe immer den Rang d. Wir
gehen wir beim zweiten Beweis der Transformationsformel vor. Wie dort
geniigt es, eine zu (5.5) analoge Aussage in einem kleinen Ball zu zeigen. Wie
dort reduzieren geniigt es, den Fall DT'(xy) = D zu betrachten. Wiederum
wie beim Transformationssatz machen wir eine lineare Transformation im
x Raum, mit den zu det(D) analogen Faktor bekommen. Es ist wieder das
Produkt der Singulirwerte, also \/det(DT D) = y/det((DT(z0))T DT (z0).
Es gentigt also zu zeigen: Ist DT'(z9)(y) = (y,0) und € > 0, so existiert r > 0
sodass fiir jede nichtnegative Borelmessbare Funktion f

(1-— g)d/ fdH? < / foTdm? < (1+ g)d/ fdm®.
T(By(w9)) By (x0) T(By(wo))

Das folgt sobald wenn wir ein r > 0 finden, so dass

(1 —e)lze — 21| < |T(x2) — T(21)] < (1 +¢)[w2 — 21
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was wiederum aus (wie in Satz 5.9
T(22) = T(21) = ((22,0) = (21,0))] < elwa — a1
folgt. Diese Ungleichung wiederum folgt aus
IDT(z) — Pr|gasgn <e,

was wir in By (z¢) durch die Wahl von r erreichen kénnen. Der allgemeine
Fall folgt aus dem néchsten Lemma. O

Lemma 5.16. Sei U C R? offen, n > d und T € C1(U;R"). Sei
A= {z:det DT~ (x)DT(z) = 0}.
Dann st
HYA) =0
Beweis. Wir definieren fiir ¢ > 0 7. € C*(U;R™ x R,
T.(x) = (T(z),ex)

Dann ist der Rang von DT, immer d und wir kénnen die Areaformel fiir
diesen Fall anwenden. Auflerdem ist

DTIDT.(z) = DTTDT + £*1ga
und auf kompakten Teilmengen K und ¢ < 1
det DTT DT < det DTT DT, < det DTT DT + cye?

was man sieht, wenn man die Determinante entwickelt, fiir ein cx < co. Sei
€>0und
K:={z € K : det DTT (2) DT () < €°.
Es folgt, da die Projektion P; auf die erste Komponente die Norm 1 hat
HUT(ANK)) < HUTL(AN K))
< Hd(TE(Ké)

= / 1dH?
T:(Ks)

= [ 1\/det(DT.)T DT.dm?
Ks

< / VO T Cr2dm
Ks

= m?(Kz\/(8)2 + Cre?

< m(K)\/(6)2 4 Cge?

wobel wir die Areaformel im bewiesenen Fall verwenden. Wir erhalten die
Aussage mit €, — 0.

O

[11.12.2018]
[13.12.2018]

Beispiele:
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(1) d=1,n> 2. Sei vy : [a,b] — R™ ein regulérer stetig differenzierbarer
injektive Weg. Dann ist

b
H (([a,B]) = / /(1) dt

die Liange des Weges.
(2) Sein=d+1und f € CY(U). Dann ist

H?(Graph(f)) = /U V14 |V f2dm?

die Fliche des Graphen (d = 2).
(3) Wir wollen D(&B?d(O)) berechnen. Es gilt

w08 (0) =2

RrRd—1
Bl

1
:2/ 2dmd_1
B ) \| 1— |z

—2m=1(B,(0)) (1 + /100 1-(1- ;)T> dt

Fiir d = 3 erhalten wir

<1
27 <1 +/1 t2dt> = 4.
Alternativ beschreiben wir die zweidimensionale Sphéire durch Po-
larkoordinaten
(¢,0) — T(4,6) = (sin psinb, cos psinb,cos ), 0<p<2m0<h <7

Diese Parametrisierung 18t Nord- und Siidpol aus. Wir berechnen

V14 VY= 2P 2dmd!
o)

cos¢psinf  sin¢cosf
DT(¢,0) = | —sin¢sinf cos ¢ cosd
0 —sinf

und

DT*(¢,0)DT(4,0) = (sin?() 0 1)
sowie Vdet DTT DT = sin 6. Wir erhalten
H2(0B1(0)) = / sin(f)dm?(¢,0) = 27 x 2 = 4.

0<¢<2m,0<b<m
(4) Wir betrachten die zweidimensionale Fliche
A={(z,w) €C?: 2% =wd |2] <1}

Wir definieren die Quadratwurzel als die mit dem positiven Real-
teil falls z nicht in (—oo,0). Wir erhalten eine Parametrisierung der
Hélfte der Fliache durch

(0,00) x (0,27m) > (¢,0) — T'(t,0) = e 2

Wir berechnen die Jacobi matrix
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—e %tcos(%Q) —em 3t sin(26)
DT(t, ) _ 3| —e gtsin(%&) e %tcos(%ﬁ)
’ 2 | —2e73tcos(30) —2e 3t sin(30)
—2e73tsin(30)  2e73 cos(36)
und
9 g (e+4 0
T 2 —6t
DT DT = 46 ( 0 €3t +4)
sowie
9
Vdet DTTDT = Z(e—“"“ﬁ + 4e76%)
und daher

3 6

Wir versehen die d x d Matrizen mit der Hilbert-Schmidtnorm. Da-
durch werden die Matrizen zu einem euklidschen Vektorraum. Die or-
thogonalen Matrizen sind eine Mannigfaltigkeit der Dimension @.
Da die Multiplikation mit einer orthogonalen Matriz die Hilbert-
Schmidt Norm nicht dndert, definiert das a = @ dimensionale
Hausdorffmaf} ein Maf3 auf den orthogonalen Matrizen, das invariant

unter der Gruppenmultiplikation ist. Frage: Was ist

o 1 1
H2(A) = 97r/ e 3 4 4e7Odt = 9 (= 4 =) = 97/2.
0

HYT (0(d))?
Da O(d) kompakt ist und wir einem Ball um jeden beliebigen Punkt
nach der Areaformel einen endlichen Wert erhalten, ist das Mass
weder 0 noch oo.

5.6. Die Coareaformel. Die Coareaformel ist eine nichtlineare Variante
des Satzes von Fubini. Wir betrachten zunichst den linearen Fall, T : R¢ —
R”™ ist durch eine d x n Matrix A gegeben, die wir wie Vektoren in R% =

R™ x R™ in Bloécken schreiben, z =

Z1

- ), A = (Ay, Ay. Wir nehmen an,
2

dass Ay invertierbar ist. Wir definieren

- (1 0
A= b)

und berechen

sowie

(Ay, Ag) = Aa(A7 AL, 1)

det(A1 AT + Ay AT) = det(Aq, A3) (A1 A5)T
=det Ay (AT AL, 1) (A7 AL )T AT
= (det Ag)? det(1pn + Ay A; AT AT

det A = det As.
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Dann ist mit der Areaformel, dem Satz von Fubini und dem Transformati-
onssatz

/n /A—l( )fd?—[d—n dm'(z) = /Rn/\/det(len +A1TAQ_TA2_1A1)><
x f o A7y, 2)dm" " (y)dm' " (2)
B / Vdet(lgan + ATA;TA; 1 A1) x
Rd

x fo A7 (y, z)dm(y, 2)

_ /R Jdet A\ Jdet(1pan + AT A;T AL AL fme’

und die Ausage folgt, sobald wir zeigen, dass fiir jede d x n Matrix B
det(1gn + BT B) = det(1ga + BBT).
Wir verwenden die Singuldrwertzerlegung, B = UDV'. Dann ist
det(1gn + BT B) = det(U(1gn + D'VIVD)U)
= det(1gn + DT D)

n

=[J+s%)

j=1
= det(1ga + DDT)
= det(1ga + BBY).

Lemma 5.17. Sein < d, U C R? offen und T € CY(URY,R™) . f: R —

R sei Lebesquemessbar und nichtnegativ oder v DT DTT f sei integrierbar.
Dann gilt

/ det(DTDTT) fdm? = / / fAHIdm™ (y)
U T-1(y)nU

Beweis. Es geniigt, f nichtnegativ und Borel messbar zu betrachten. Sei
xg € U. Es geniigt, die Aussage in einem Ball um zy zu zeigen. Mit der
Singulérwertzerlegung kénnen wir

DT (z9) = UDVT

schreiben und nach einer Rotation in Bild und Urbild diirfen wir annehmen,
dass DT'(z9) = D = (0, Do) wobei Dy eine invertierbare Diagonalmartix ist.

Wir wéhlen » > 0 so dass mit DT'(x) = (D17 (x), D2T(z)) DT (x) fiir
|x — xo| < r invertierbar ist. Wir definieren

7= (1)

DT (z) = < qu{(x) D2§($)>

Sie ist in xo invertierbar und daher existiert r so dass mit V = T'(B,.(x0)

T : BT(.T}()) -V

Die Jacobimatrix ist
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ein Diffemorphismus ist und so dass D2T'(z) in diesem Ball invertierbar ist.
Dann ist fiir (21, 22)7 € B,(x0)

T(x1,22)" =2 (21, T(x1,20)7) € V und (21, 22)7 = T (21, 2)7.
Wir wiederholen nun unter Verwendung von

Jy = [det(Ign-a + D1TT(DoT) T (DyT) D1 T))2

und
Jo = | det DQT‘

und der aus der obigen Rechnung folgenden Identitét
JiJo = (det DTDTT)z

die Rechnung fiir den linearen Fall mit Areaformel, Fubini und Transforma-
tionssatz

/ / fAHE " dm™ = / / foT ™ dma=" dm™(z)
" J B (0)NT 1 (2) {(y2)Tev

:/ Jif o T~ Y)dm?
.

:/ JoJif o T~ Hdm?
By (zo)

= / (det DTDTT)2 fdm?
By (zo)

wobei die erste Gleichheit aus der Areaformel, die zweite aus Fubini, und
die dritte mit dem Transformationssatz folgt. U

Beispiele:
(1) Sein=1und T € CY(U) mit DT(x) # 0 in U. Dann folgt

/\DT]fdm —// L fae

(2) Sei U = RN{0} und T(z) = |z|. Dann ist VT'(z) = z/|z| sowie
DTDT?(z) =1 und

/fdm —/ /BB fdHIdr.

/ fdHT =t / flra)di* (z)
8B (0) 8B (0)

erhalten wir die dquivalente Form

/fdmd:/ rd_l/ f(ra)dH4 ™ dr
U 0 dB1(0)

(3) Sei nun f(x) = g(|x|). Wir erhalten

[ allaham’(e) = 1 @8:(0) [ g () dr
RI\{0} 0
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(4) Wir erhalten

wd/2 _ / dmt = Hd—l(aBl(O)) /1 rd—1 — lHd—l(aBl(O))
142 Jew 0 a
und daher
dj2 d/2
HIOB1(0) = de iy = 2

r(%2)  T(d/2)

Fiir d = 1ist H°(0B1(0)) = 2, m'(B1(0)) = 2 und I'(1/2) = /7. Fiir
d = 2 erhalten wir wieder H'(0B1(0)) = 2, fiir d = 3 H2(0B1(0)) =
47 und fiir d = 4

7'(2 2

#3(0B% (0)) = 2@ =2

[13.12.2018]
[18.12.2018]

5.7. Die Zerlegung der Eins und der Satz von Gauf3.

Lemma 5.18. Es existiert eine beliebig oft differenzierbare Funktion ¢ €
C>®(RY), die Werte zwischen 0 und 1 annimmt, mit Trager By(0), und
o(z) =1 fir |z| < 1.

Beweis. Aus der Analysis 1 wissen wir, dass
—¢—1 .

_Je firt >0

f(t)_{ 0 firt<o

eine beliebig oft differenzierbare Funktion ist, die Werte zwischen 0 und 1
annimmt. Die Funktion

Fd—1la*) + f(jz|* = 1)
ist beliebig oft differenzierbar und nimmt positive Werte an. Der zweite
Summand ist 0 fiir |z| < 1.
Wir definieren nun
f(4—|x?
o) (= left)

fA—1z*) + f(lz? = 1)

Die Funktion g ist beliebig oft differenzierbar, ihr Tréger liegt ist B2(0) und

sie nimmt auf B;(0) den Wert 1. Sie nimmt Werte zwischen Null und 1
an. U

Satz 5.19. Sei K C R? kompakt und Up,, 1 < m < M eine Uberdeckung von
K. Dann existieren Funktionen ¢, € C®(R?) mit Triger in Uy, so dass fiir

re K
M
> dm(z) =1
m=1

Beweis. Da dist(K, R\ (U,; Um)) > 0 kénnen wir § > 0 wiihlen, so dass

M
K5 ={x e R : dist(x, K) < 6} C | Un

m=1
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und
M

dist(Ks, RN\ | ) Um) >0
m=1
Fiir alle x € K; existiert ein 0 < r(x) < 6/3 und ein m(z) so dass Bs,(y) C

Un(z) liegt. Da Ks kompakt ist existieren endlich viele derartige Bille, so
dass

N
K5 C | Byaon) (@n).
n=1

Sei r = min7,. Dann liegt B,(z) mit + € K in einem der Bille Bs, (5,
Wir definieren mit ¢ aus dem vorigen Lemma

o= Y e
nm(zn)=m,Bap (g, ) (n ) VK #{}

und

do(x) = > P((x = n)/1(20))-

n:BZT(Zn) (CC")HK:{}

Dann ist ¢,, € C™, Z%:o ¢m > 0 auf K, Es gilt supp bm C Uy, N K fiir
m>1, ¢ € C°(R?) und

m=1 m=0
fiir x € K. Wir definieren
— % pllsrek
b =4 T obm@ TSR
0 sonst.

Aufgrund der Konstruktion ist 0 < ¢;, Z%:l ¢m < 1, supp ¢, C U, und

Z%:l ¢m($) =1firz e K. 0
Lemma 5.20. Sei G = [a,b] x (c,d) CR xR, f:C(G) sei stetig. Dann ist
b
(c,d) >y —>/ f(z,y)dx

stetig. Ist f zusdtzlich bzgl der zweiten Koordinate differenzierbar und ist
Oy f stetig auf G, so ist

b
cd)sy [ g
stetig differenzierbar mit Ableitung

b b
glfmmmzl%ﬂmwx

Beweis. Sei yo € (c,d), ¢ < co < yo < do < d. Dann ist flqp]x[co,do] StEtig
auf einer kompakten Menge und daher beschrinkt. Da

f(x7y) —>f<377y0) fury—>y0
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ist nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue fiir jede Folge v, — 5o

b b
[ t@nde > [ sap)ds
und damit ist ,
y— / f(z,y)da

stetig.

Sei jetzt f stetig nach y differenzierbar. Dann ist auch J, f |[a,,b}><[co,do] eine
stetige Funktionen auf einer kompakten Menge und daher beschréinkt. Sei

max{‘f(l'?y)‘: ‘6yf(xay)‘} S ¢
fiir x € [a, b],y € [co,dp]. Dann ist mit dem Hauptsatz

f(x,y0 +h) — f(x,y0)

<
3 <C
fiir |h| < min{do — yo,y0 — co}. AuBerdem ist
_ f(@,y0 +h) — fz,y0)
lim - = 0y f(x,y0)

fiir alle x € [a, b]. Mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue (wieder zunéchst
fiir jede Folge) erhalten wir

b b
i ([ st mao = [ pewin)
b h) — b
= lim/a f@,yo + }z f(x’yo)dx:/a Oy f(z,yo)dz.

h—0

Stetigkeit der Ableitung folgt mit dem ersten Teil. O
Definition 5.1. Es sei G C R? offen und k € NU {00}, k > 1.

(1) Ein Punkt a € 0G heifit C* regulirer Randpunkt von G, falls eine
offene Umgebung U von a existiert sowie eine Funktion p € C*(U,R)
mit Vp(x) # 0 in U und

GNU={zeU:p<0}.

(2) Die Menge der C* reguliren Randpunkte heift regulirer C* Rand,
OFG. Das Komplement 0*G = 0G\0*G heifit C* singulirer Rand.

(3) Eine beschrinkte offene Menge G C R? heifit CF Polyeder, falls ihr
regulirer C* Rand in OG dicht ist und

HITL(9FG) = 0.

Bemerkungen

(1) Sei @ € 9*G und U und p wie in der Definition. Dann ist 0 ein
reguldrer Wert von p, d.h. Vp # 0 in einer Umgebung, und damit
0G N U in dieser Umgebung eine Mannigfaltigkeit der Dimension
d — 1. Umgekehrt folgt aus p(z) = 0 dass z € dG. Sei h € R ein
Vektor mit Vp(z) - h > 0. Dann ist

d
Ep(x + th)|t=0 = Dp(z)h > 0.
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Dann existiert T > 0 sodass p(z 4+ th) < 0 fir =T < ¢t < 0 und
p(x+th) >0 fiir 0 <t < T und damit liegt x im Rand.

(2) Dann gibt es genau einen Einheitsnormalenvektor n(z) mit |n(x)| =
1 und p(z 4+ tn) > 0 fiir ¢ > 0 klein. Er ist durch

_ V(=)
Vo(2)]

gegeben.
(3) Ist » € CHRI¥!) und G = {w € R? : x4 < ¢(z')}, so ist

0G = {(', (")) : ' € R4}
Der Tangentialraum wird durch die d — 1 Vektoren

0

—_

0
djh(a’)
aufgespannt, wobei die 1 an der j ten Stelle steht. Wir definieren

p(x) = zq — P(2').
Dann ist G = {z : p(z) < 0} und dG = 9!G. Der duBere Einheits-

normalenvektor

n(@’, ¢ (x)) = (=V(a'), 1)

_Vp
Vol

Definition 5.2. Sei G C R?) offen und F € C1(G;R?). Wir definieren die
Divergenz durch

d
V-F=>Y 0.F&)
j=1

Der Satz von Gauf verallgemeinert den Hauptsatz der Integral- und Diffe-
rentialrechnung.

Satz 5.21 (Satz von GauB). Sei G C R? ein C' Polyeder mit duferem
Einheitsnormalenvektorfeld n € C(0)G;R?) und F € C(G U 9,G;R?) ein

beschrinktes Vektorfeld mit F|lg € CY(G;RY), (F,n) € L'(0G;H* 1) und

V- F e LYG,m%). Dann ist

/V.ded:/ (F,n)dH 1.
G oG

Ist H=1(0G) < o0, so ist die Integrierbarkeitsbedingung fiir alle beschrénkten

Vektorfelder automatisch erfiillt.

Wir betrachten zunéchst einen Spezialfall.
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Lemma 5.22. Sei R ein offener Wiirfel inRY™" ¢ < d € R, € CY(R;(c,d)),
U=Rx(c,d) und

G:={(2,2q) €U :2g < ()}
Sei ' € C(G;RY) und F|g € ¢'(G;RY), V- F € LYG) und suppF C U,
Dann ist

/ V- Fdm? = F-n(z)dHI
G oG

[18.12.2018]
[20.12.2018]

Beweis. Wir berechnen fiir ¢ > 0 aber klein (so dass ¥ (z’) > ¢ + € ist) mit
Ge={reG:c<zyg<yp(a —s}

/@CdFddm —// 8xdFd x xd)dxddm

- [ Fulal vta) =)
und, mit 1 < j <d

J Y(z')—e
/ O, Fydm® = / / 0 Fjdxgdm?™?
G RrJo
lah)=e d—1 / d—1
—/ 8%./ Fidxqdm —/ Oz; 9 (x") Fydm
R 0 R

Der erste Term ist 0. Da
n(@'mi(z')) = (1+ [V'e(a')[) 2 (=V'y, 1)

erhalten wir

V. Fdm® = / > VIH VP (e ¢(a’) — £)dm?!
Ge R

= / n-F(x, xg—e)dHi L.
oG
Beide Seiten konvergieren mit € — 0. U
Lemma 5.23. Die Aussage des Satzes gilt, falls suppv kompakt in GUOLG
15t.
Beweis. Sei
K =suppF Cc GUJ'G, K, =suppF NIG

Wir nehmen zunéichst an, dass zusétzlich F(z) = 0 fir x € 0G. Wir setzen
F durch Null in RN\G fort und bezeichnen die Funktion wieder mit F. Dann
ist F|pe = 0 und das Randintegral ist Null. Mit Fubini und dem Hauptsatz

gilt
/8ijdmd:/ 8ijdmd:/ /aijdxjdmd_l(i'j)
G Rd R¢

wobei R? der d — 1 dimensionale Raum ist, den wir erhalten, wenn wir die
jte Koordinate weglassen. Das innere Integral ist eine Summe iiber Integra-
le disjunkter kompakter Intervalle, auf denen F} stetig differenzierbar ist,



76

und auf deren Rand Fj verschwindet. Die Integral verschwinden nach dem
Hauptsatz.

Sei jetzt a € 9}G und n(a) die #uBere Normale. Wir zeigen: Es existiert
r(a) > 0, so dass die Integralformel gilt, falls supp F' € B,(4)(a) N G. Den
Beweis stellen wir zuriick.

Sei jetzt K C G U JLG. Insbesondere ist K NG abgeschlossen und daher
auch kompakt in R?. Es gilt

KnoalGc |J Buwla)
a€KNOLG

Daher existieren endliche viele a,, so dass die Bille K N d}G iiberdecken.
Sei jetzt (¢r)1<k<k eine zugehorige (subordinierte) Zerlegung der Eins und

FF = ¢pF und FO = (1 — 3 p | ¢%)F. Dann gilt

/v . Fram® = / (FF.yaHa—!
oG
fiir alle n und daher

K K
/v-ded:Z/v.demd:Z/ (FRy 0! :/ (F)dHo,
k=0 k=0 Y9G oG

Nur die Behauptung ist noch zu zeigen. Mindestens eine der Komponenten
von n(a) ist > 1/d. Ohne Einschrinkung sei dies 2¢. Dann folgt die Aussage
mit Lemma 5.22. (]

Beweis von Satz 5.21: Sei F' wie im Satz und € > 0. Da nach Voraussetzung
HI1(OLG) = 0 existieren Bélle B, ;) mit

oo

m*(B1(0)) > (2r)" <&

n=1

und
0:G C | By, (zn).

Da 0!G kompakt ist, geniigt es, endlich viele (sagen wir N) Bille zu neh-
men. Mit ¢ aus Lemma 5.18, ¢, (z) = ¢((x — x,)/ry). Dann ist supp ¢, =
Boy, (x1), ¢n = 1 auf B, (zy,). AuBerdem existiert ein C' so dass

V| < Cfra

Wir definieren
K

ae = [J(1 = ¢r(2)) € C*RY)
k=1
Dann ist a.(z) = 0 falls dist(z,01G) < ¢, a.(x) = 1 falls dist(x, d}G) > e,
a. nimmt nur Werte in [0, 1] an und

|VO[E| < CZ XB},

Dann gilt
/V(aEF)dmd = /(ong, n)ydH*!
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und nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue

/ (0 F, n)dHe / (F,n) !
da die rechte Seite von
aeFym)| < [(F,n)]
eine integrierbare Majorante ist und
(e Fyn) — (F,n)
fiir z € 01G.

Wir beschliessen den Beweis durch

/V-(l—aE)deddmd—/(1—as)V-ded—/<Va€,F>dmd.
G G G

Der erste Summand konvergiert gegen Null mit £¢ — 0 mit dem Konvergenz-
satz von Lebesgue. Fiir den zweiten Term schéitzen wir ab:

K
S/ DT X (o) dm
RY 2

<m?(B;(0)) ng_l supp{|F| : =z € G}
<esupp{|F|: = € G}

/ (Vae, FYdm?
G

O

Beispiel: Wir erhalten wieder eine Formel, die das Mafl der Sphére und das
Maf eines Einheitballes verkniipft. Sei F'(x) = z. Dann ist V - F' = d und

m(5:(0) = [

V- wdm? = / (2, )M = HL (DB, (0)),
B;1(0) 0B1(0)

Mit allgemeinen Radien ist
dr=¢m%(B,(0)) = r¢1HI" (0B, (0))

und
d—
HH (0B, (0) = (dm(B.(0)) 7.
Die isoperimetrische Ungleichung besagt, dass fiir jede messbare Menge A
d—1

HTH0A) > (dm?(A) T

und konkret fiir d = 2
HL(DA) > (2m2(A)z.

Fiir eine d x d Matrix A ist die adjunkte Matrix

ailp ... | aid
b i+j ' TSP
Ay =D det | = = (i) — -

agr .- | ... G
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die Matrix der Cofaktoren, der Determinanten der Matrix, die durch Strei-
chen der j ten Zeile und iten Spalte entsteht. Dann ist

d
det(A) = Z Agjaji.
ig—1

Lemma 5.24. Sei g € C?(U;R?). Dann ist fiirr 1 <i<d
n

Z @'Dg?i(x) =0.

j=1
Beweis.

d . . . . ~ . . . . . d
9;Dg; = (~1)i (algl, 01905 O ang) = (1) Y Ay
k=1

k=1

Mit dem Satz von Schwarz erhalten wir Ay; = (—1)*7771 4. Wir schreiben

d d
(1) 9Dk =33 .. 4+ =5+,
j=1

j=1 k<j k>j
mit

d
Sy = ZZ(—l)kilAjk = Z(—l)jflAkj =-51.

=1 k>j k<j
O
Satz 5.25 (Brouwersche Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f : B1(0) —
B1(0) hat einen Fizpunkt.

Lemma 5.26. FEs gibt keine stetige Abbildung

f:B1(0) = 0B41(0)
mit f(z) = x fir |z| = 1.

Beweis des Brouwerschen Firpunktsatzes. Sei f eine Abbildung wie im Satz,
aber ohne Fixpunkt. Da

B1(0) 3z — |f(z) — x|

nie Null ist, die Abbildung stetig und das Urbild kompakt ist existiert 6 > 0
mit |f(x) — x| > § fiir alle z. Fiir jedes x schneidet der Strahl von h(x) nach
x 0B1(0) in einem Punkt y. Die Abbildung

B1(0) > — y € 0B1(0)
ist stetig (man bestimme eine Formel fiir y). O
Beweis. Wir beweisen Lemma 5.26 unter der stirkeren Annahme, dass sogar
f € C?(B1(0);0B1(0)) mit f(z) = x fiir z € dB1(0) gilt. Wir defnieren

glt,x) = (1 —t)x +tf(x)

und
F(t) = / det Dg dz.
B1(0)



Dann ist
F(0) = m%(B1(0))
und nach dem Lemma von Sard F(1) = 0. Wir berechnen

d 0 d
(5.8) ﬁF(t) = /Bl(o) adet Dgdm?®.

Nun ist

9 d
E det Dg = Zdet(@lg, e ,8t2jg, ...049)

7j=1

d
=>_ > Dai;0dhg;

da g:(t,x) = f(x) — 2z =0 fir |z| = 1.

79



80

20.12.2018]
(08.01.2019]

6. DIE LEBESGUERAUME LP(u)

Es sei (X, A, u) ein Mafiraum. In diesem Kapitel werden wir Banachrdume
von Aquivalenzklassen von Funktionen betrachten. Zur Erinnerung:

(1) f:X — R heifit integrierbar, falls f messbar ist und

/max{f, 0}dp < oo, /max{—f, 0}du < oo

was dquivalent zu f messbar und

[ 151dn <
ist.

(2) Wir definieren eine Aquivalenzrelation
f~g genau dann wenn f = g fast tiberall.

Ist f ~ g, so ist f genau dann integrierbar wenn ¢ integrierbar ist.

AuBlerdem gilt dann
/Iflduz/lgldu-

Sei jetzt f integrierbar und f die Aquivalenzklasse. Wir haben
1Fescean = 1o = 1Fls = [ 171
definiert und bezeichnen den Raum der Aquivalenzklassen integrier-

barer Funktionen mit L*(X,u) = L'(u) = L.
(3) Der Raum L'(X, p) ist ein Banachraum. Die Abbildung

IAE A /fdu

wobei f ein Vertreter der Aquivalenzklasse ist, ist eine stetige lineare
Abbildung der Norm 1. Es gilt

/fdu’ < [ 1fldu

fiir jede integrierbare Funktion.

6.1. Die Lebesguerdume.

Definition 6.1. Sei 1 < p < co. Wir sagen, f : X — R ist p integrierbar,
falls f messbar ist und

(1) |fIP integrierbar ist fir p < oo
(2) eine Nullmenge N existiert, auflerhalb derer f beschrinkt ist, falls
p = 00.
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Wir sagen, f : X — C ist p integrierbar, wenn Real- und Imagindrteil p
integrierbar sind.

Ist f p integrierbar und f die Aquivalenzklasse, so schreiben wir

1/p
I fllzr = </ |f|pd’“> falls 1 < p < oo
inf{SupzeX\N |f(z)| : N ist Nullmenge }  falls p = oo

Wir bezeichnen den Raum der Aquivalenzklassen p integrierbarer Funktionen
mit LP(p) bzw LP.

Bemerkung: Das Infimum im Fall oo wird angenommen. f ist genau dann p
integrierbar, wenn es messbar ist und || f]|z» < oc.

Lemma 6.1 (Young). Sei 1 < p,q < oo und ]l) +% = 1. Dann gilt fiir alle
komplexen Zahlen x,y

1 1
zy| < ~|2[P + ~[yl?.
p q
Wir erhalten Gleichheit genau dann wenn x = +|y|97 1.

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass fiir 1 < p,q < oo (Multiplikation der
linken Gleichung mit pq)

11
—+-=1 == pg=p+q.
poq

Es geniigt, die Aussage fiir x,y > 0 zu zeigen. Die Abbildung

1 1
2= o(z) = o —zy + 2L
p qy
ist strikt konvex: ¢’ = (p — 1)zP~1 > 0. Fiir z = ¢! ist 2P = yPa—1) = 41

da {1
plg-1)=q= —+-=1
P oq

und ¢(y?") = 0. Da ¢/(y? ") =y VD —yund (p — 1)(g — 1) = pq -
p—q+ 1 =1 erhalten wir mit der der Taylorformel
1

(@) = 58" (@ -y ) >0
Damit ist ¢(x) > 0. O
Satz 6.2 (Holdersche Ungleichung). Sei 1 < p,q < oo und
1 1
-4+ - =1,
P q

f p integrierbar und g q integrierbar. Dann ist fg integrierbar und

/ fadp

Das Integral auf der linken Seite hingt nur von den Aquivalenzklassen ab.

< |1 fllellgll La

Bemerkung: Der Fall p = ¢ = 2 ist die Cauchy-Schwarzungleichung

‘ / fgdﬂ‘ < 117l 32
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Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall p = 1 und ¢ = co. Dann ist fiir jede
Nullmenge

‘ / fgdﬂ‘ < [1fllslan < [ 171dusup{lg(a) = € X\N}

und damit folgt die Aussage in diesem Fall. Sei jetzt 1 < p,q < oo und
%—i— % = 1. Dann ist fiir alle A > 0

‘/fgdu’ < /IAfIIA‘lgldu

1 1,
< [ LIPS gl

p q

1 P|| £||P 1 —q|| 5|4
=2 111z + e 191 Zq
Falls || fllz» = 0, so ist f = 0 fast iiberall und [ fgdu = 0. Dann ist nichts
zu zeigen. Das Gleiche gilt falls |||z« = 0. Wir nehmen also an: ||[LP > 0
1 1

und ||§||re > 0. Wir setzen A = || f|| .7 ||| 24 und erhalten (da P=p—1und
9 _ 54—
T=q-1)
1 1
=+ I llerligllza.
U

Satz 6.3 (Minkowskiungleichung). Sei 1 < p < oo und seien f,f e Lr.
Dann gilt

1 +dllze < 1Fze + 1131l

Insbesondere ist LP (1) ein normierter Vektorraum mit dieser Norm.
Beweis. Zunichst betrachten wir den Fall p = 1:
IF+alls = [ 1£+aldu< [ 1f+loldn = [ 190wt [ lgld =171z +al

Im Fall p = 0o sei f € f, g € g und N eine Nullmenge so dass

| Flle = sup [f(2)]  |lgllzee = sup |g(x)]
zeX\N zeX\N

Dann folgt fir z € X\N

/(@) + g(@)] < [f @)+ lg(@)] < IF e + llglze.

Sei jetzt 1 < p < co. Aus

[f(2) + g(@)[P < 2°(|f (2)[P + |g(2)]")
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folgt dass f + ¢ p integrierbar ist, falls f und ¢ p integrierbar sind. Wir
wahlen ¢ mit % + % = 1 und schreiben

[17+arau= [ 1£+ 9P T g + )i
=/\f+g|p2(f+g)fdu+/!f+g\p2(f+9)gdﬂ
< [1f+ g isldn+ [ 1f + 9P glan
<17 + 3Pz (1l + 3]0

=I1F+ 315" (IAllee + 10 )

Die erste Gleichheit ist offensichtlich, da die Integranden gleich sind. Die
zweite ist die Linearitét, fiir die wir die Integrierbarkeit beider Integranden
benétigen. Die Integrierbarkeit folgt mit der letzten Ungleichung, die aus
der Holderungleichung folgt. Fiir die letzte Gleichung verwenden wir

1549 1du = [15+ glran

Man iiberzeugt sich leicht, dass die Menge der z, fiir die f(z)+ g(x) = 0 ist,
keine Probleme bereitet.

Ist || f + g||z» = 0 so ist nicht zu zeigen. Andernfalls teilen wir beide Seiten
durch || + gl O

Wir betrachten das folgende Beispiel: Sei X = {a, b},

A= P(X) = {{}’ {a}v {b}v {av b}},

u(A) = #A die Anzahl der Elemente. f : X — R ist durch die Werte f(a)
und f(b) gegeben. Jede Funktion ist messbar, und integrierbar genau dann
wenn f: X — R. Jede Aquivalenzrelation enthélt genau eine Funktion. Es
gilt

1£llze ey = (LF (@7 + 1))

Der Vektorraum der p integrierbaren Funktionen hat die Dimension 2, und
damit isomorph zu R?. Wir definieren den Isomorphismus

LP(p) > f — <J}EZ;> 5 R2.

Damit erhalten wir die p Norm auf R?,

()

mit den offensichtlichen Modifikationen fiir p = oco. Es ist instruktiv, die
Einheitsbélle dieser Normen zubetrachten.

Sei jetzt X = N, A = P(N), u(A) = #A die Anzahl der Elemente, d.h.
p ist das ZahlmaB bzw H. Die leere Menge ist die einzige Nullmenge. o
Additivitét ist offensichtlich.

= (lz1|P + |zo|P)"/P
p
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Wir identifizieren LP(u) mit den p summierbaren Folgen (7,

© N}
(an)nenllr = (2 |an|p>
n=0

falls 1 < p < 0o und
H(an)nGNHloo = Sup{|an| ne N}

Satz 6.4 (Fischer-Riesz). Sei 1 < p < oo, f, p integrierbar und fn sei
eine Cauchyfolge. Dann konvergiert eine Teilfolge fast tiberall gegen eine p
integrierbare Funktion f und

1 fo = fllze — 0.

Insbesondere ist LP (1) ein Banachraum.

08.01.2019]
[10.01.2018]

Beweis. Sei zunichst p = oo, f, so dass f, eine Cauchyfolge in LP (n). Fur
alle k existieren dann M (k) > 0 so dass fiir alle n,m > M

. 1
Hf’l’b_meLOO < E

Also existiert eine Nullmenge N, ,, 1, so dass
1

’fn_fm| < E

auBerhalb von N, ,, .. Wir definieren

o0
N:U U N ke

k=1nm>M (k)

Dann konvergiert f,, aulerhalb der Nullmenge N gleichmiissig. Fiir definie-
ren f auflerhalb von N als diesen Limes, und Null in N. Dann folgt

| fu — flle < sup{|fu(z) — f(z)| : 2z € X\N} — 0.

Sei jetzt 1 < p < co. Durch Ubergang zu einer Teilfolge diirfen wir anneh-
men:

| fat1 — follr <277
Sei

F=1fil + Z | frt1 = fal
n=1

Dann ist mit dem Satz von Beppo Levi
N
P, — : _ p
J1Eran= [+ Jim 3 s = ol

N
p L KRS SRR A
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und mit dem Satz von Minkowski

N N
AT+ Farr = Falllee < [ Allze + D s = Fallze < [ Allze +2.
n=1 n=1

Daher ist F' p integrierbar. Die Folge

N
il + ) | fnsr = fol

n=1
ist fiir fast alle x beschriankt und monoton, also konvergent. Daher konver-
giert auch

N
fn=h+) (far1— fa)
n=1

mit dem Majorantenkriterium fast iiberall. Sei f der Limes, falls dieser exi-
stiert, und 0 sonst. Dann konvergiert f, fast iiberall gegen f. f ist messbar
als Limes messbarer Funktionen (auBerhalb der Nullmenge).

Da |f| < F fast iiberall und F' p integrierbar ist, ist auch f p-integierbar.
Die Folge |f — fn|P konvergiert fast iiberall gegen Null. Da

|f - fn|p < FP
ist die rechte Funktion eine Majorante und
an_fHI[)/p_)O mit n — oo.

Also ist f Limes der Teilfolge. Hat in einem metrischen Raum eine Teilfolge
einer Cauchyfolge einen Limes, so ist das auch der Limes der Folge.

O

6.2. Der Fall p = 2.

Lemma 6.5 (Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Seien f,g € L? komplex-
wertige quadratintegriebare Funktionen. Dann ist fg integrierbar und

/ fgdu

Das ist ein Spezialfall der Holderungleichung mit p = ¢ = 2.
Definition 6.2. Wir definieren fir f,g € L* das Skalarprodukt

(f9) = [ fad

< Iflle2llgll 2

Offensichtlich gilt

@) [(f 9 < IS lzellgllp= fiir £, g € L.

(2) (f,9) = (9. f)-
(3) 0<(f. f) = IIflZ. fir alle f € L2,
(4) Fiir alle g € L? ist f — (f, g) linear.

Damit ist L? mit diesem Skalarproduckt ein euklidscher Vektorraum.

Definition 6.3. FEin Hilbertraum ist ein vollstandiger euklidscher Vektor-
raum.



86

Insbesondere sind L?(p) und ? Hilbertriume.

Wir erinnern an die Besselsche (Un-)gleichung aus Kapitel 1: Sei H ein
(komplexer) Hilbertraum und (e;);es orthonormale Vektoren, J = {j € N :
j < N} mit N € NU{oco}, d.h.

(1 fallsj=k
{ej, en) _{ 0 sonst

fiir j,k < N. Dann gilt fiir alle z € N

N
(6.1) > e < lz)?,
7=0

falls N < oo
N N
(1 = 1> (@, e)esll” + o =Y (@, e5)e?
n=0 n=0
und

N N
1Y s eg)esll =D 1, e
n=0 7=0

Falls in (6.1) Gleichheit vorliegt, so konvergiert die Reihe und
N

x = Z<$,€j>€j.

J=0

6.2.1. Fourierrez'hen Sei X = [0,27), A die o Algebra der Lebesguemengen
und p = m das eindimensionale Lebesguemass.

Definition 6.4. Fir f € L? mit komplexen Werten und n € Z definieren
wir

2
/fem:rdu - i fe*mxdx — <f, m:p)

Die Funktionen e,, = "™ sind orthonormal.
n

Satz 6.6. Es gilt immer fir f € L?

f= lim aneinT
N—00
n=—

in L2.

Da e ¢ L? sind die Fourierkoeffizienten a,, wohldefiniert. Da fiir

N
fn=> ane™
n=—N

(f = fn.fx) =0
gilt 3 L
I1F1Z2 = lfn 172 + 1f = Fnlle
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und
N

IvlEe = > lanf
n=—N
Ist f stetig, so gilt nach Lemma 1.1
. 3 112
Jim (|~ Fl3 =0
und fy — f in L2
Der Einheitskreis ist kompakt. Wir identifizieren [0,27) mit dem Einheits-
kreis auf die offensichtliche Art und Weise. Dann definiert p ein endliches
Borelmass. Offensichtlich sind einfache Funktionen dicht in L?(u) (wie in
L', siehe auch niichste Vorlesung) und daher sind stetige periodische Funk-
tionen dicht in L?(p) (wieder wie in L') . Sei also f € L? und ¢ > 0. Dann

existiert eine stetige periodische Funktion g mit ||f — g||;2 < /3 und N so
dass

lg — gnlle <e/3.
Dann ist aber auch

Ifv = gnllez = 1(f —@)nllee < |f =gl < /3.
Insgesamt folgt

If = Inllez < IF = gllz +llg —gnllzz + llgy — Fllrz <e
6.2.2. Der Projektionssatz.

Lemma 6.7. Sei H ein Hilbertraum und x,y € H. Dann gilt
Iz + ylI* + Iz — ylI* = 2[|z[|* + 2]}y

Sei H ein Hilbertraum mit innerem Produkt (., .).

Definition 6.5. Wir nennen K C H komvex wenn mit x,y € K und 0 <
A<1auch dx+ (1—- Ny e K.

Satz 6.8. Sei K C H mnichtleer, abgeschlossen und konvexr. Fir x € H
existiert genau ein y € K so dass

& — yll = dist(z, K).
(1) Fir alle z € K gilt
(6.2) Re(z — h,z — h) <0.

(2) ISt x € H und y € K, und gilt (6.2) fir alle z € K, so isty der
Punkt, der den Abstand realisiert.

(3) Wir nennen die Abbildung x — y = P(x) die Projektion auf K. P
ist Lipschitz stetig mit Konstante 1.

(4) Ist K ein abgeschlossener Untervektorraum, so ist p linear und (z —
p(z),z —p(x)) =0 fir alle z € K.

Beweis. Sei y, € K eine Folge mit
|l — yn| — dist(z, K).
Dann ist

1y — ) + (Ym — D)2 + 1y — ) + (Y — 21> = 2llyn — 2] + 2]y — 2|
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und daher (mit ||y, + 2 + Ym + || = 2| (yn — ym)/2 — || > 2dist(z, K)? da
(Yn +ym)/2 € K )

5 = Ymll? < 2llz = yall® + 2|z — ym||* — 4 dist(z, K)* — 0 mit n,m — oo.
Also ist (yy) eine Cauchyfolge. Da H als Hilbertraum vollstandig ist, kon-
vergiert die Cauchyfolge. Der Limes realisiert den Abstand. Das Argument
impliziert auch die Eindeutigkeit des Limes, und damit der Projektion. Sei
jetzt z € K. Dann ist fiir 0 <¢ <1 auch y +t(z —y) € K und

2= yl? < 1= (y+ 1z = )P = llo — yl1> + 2t Rew —y, = — ) + 2]}z —
Damit folgt die Ungleichung.

Sei nun x € H, y € K und es gelte (6.2) fiir ein z. Dann ist

lz—21? = |z —y—(z=9)[1* = llz—y|*+]|2=yl|*~2 Re{z—y, z—y) > |z —y]|?
und y ist die Projektion falls (6.2) fiir alle z € K gilt.
Sei z1,22 € X, y; = p(z;). Dann folgt

Re(z1 — p(x1), p(x2) — p(z1)) < 0 < Re(zg — p(x2), p(x2) — p(21))
und daher

0 < Re(wz — p(x2) — (z1 — p(21)), p(22) — p(21))
= Re(zy — 21, p(x2) — p(21)) — ||p(z2) — pla1)|?

und

lp(x2) — p(a1)|* < Re(ws — a1, p(x2) — p(a1)) < |lw2 — 1] [[p(x2) — p(21))]
woraus

Ip(z2) = ple)|| < o2 — 21|
folgt. Man verifiziert leicht, dass die Lipschitzkonstante nicht kleiner sein
kann.

Sei nun K ein abgeschlossener Untervektorraum und p die Projektion. Sei
jetzt x1,x9 € H. Dann ist fiir w € K

Re(z1 + w2 — p(x1) — p(a2), w — (p(x1) + p(e2)))
= Re(z1 — p(21), (w — p(22)) — p(21)) + Re(z2 — p(x2), (w — p(x1)) — p(22))
<0
und damit ist p(z1 +2x2) = p(x1) +p(x2). Genauso sieht man p(Az) = Ap(z).
Da fiir w € K
Re{z — p(x), w — p(x)) < 0
und
Re(z —p(x), p(x) — w(x)) = Re(r — p(z), (2p(z) — w(z)) — p(z)) <0
folgt
Re(z —p(z),w — p(z)) =0
und
Re(z —p(x),i(w — p(x))) = — Reilr — p(z),w — p(z))
= Im(z — p(z), w - p(z))
=0
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[10.01.2018]

6.3. Der Satz von Riesz. Sei 1 < p,q < o0
Abbildung

1
q

LP > g — T(g) ::/gfd,uEC
ist offensichtlich linear und es gilt

1T\ £(zr—c) < |1 fllLa-

Ist 1 < p < o0, so kénnen wir

g=If1""2f
einsetzen und erhalten
Tr () = 11£ 117
und
A2 Fllee = 1155

da p(q — 1) = g, also || T¢||rr—c > || f||Le. Wir erhalten

[15.01.2019]

=1 und f € LY. Die

Satz 6.9. Die Abbildung f — Tf € L(LP;C) ist linear, und bildet L7 iso-

metrisch auf einen Teilraum von L(LP;C) ab.

Satz 6.10. Sei H eine Hilbertraum und T : H — C eine stetige lineare

Abbildung. Dann existiert genau ein z € H so dass
T(x) = (z,2)
fir alle x € H.

Beweis. Sei T wie im Satz. Ist T' = 0, so ist z = 0. Sei jetzt § € H mit T'(g) #
0 und K = {z: T'(z) = 0}. K ist ein abgeschlossener Untervektorraum (da

T stetig) und damit konvex. Wir definieren

1 5
= =@ ~P@)

Da dist(y, K) > 0 ist § # p(y). AuBerdem ist p(y) = 0.

Behauptung: Wir kénnen « € H genau auf eine Weise
=y +w, AeCwekK

schreiben. Sei z € H. Dann ist

Lo~ F0) =
und damit
r=Ay+w
mit
e W)
A Ty L(y)"

Wir definieren

als
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Damit ist
L(x) = L(\y + w)

= AL(y)

= XNy, 2)

= (\y+w,z2)

= (z, z).
Zur Eindeutigkeit: Aus (z,y1) = (x,y2) fiir alle z € H folgt (x,y2 —y1) =0
fiir alle x, und mit z = yo — y1 folgt yo = 1. O

6.4. Die Jensensche Ungleichung.

Definition 6.6. Es sei I ein Intervall. f : I — R heifit konvexr, wenn fiir
allexz,y e I und 0 <t <1

fltz+ 1 —t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y)
Beispiele

() I=R,z— |z|* fira>1
(2) I =10,1], f(x) =1fiir z =0,1 und f(z) =0 fiir z € (0,1)
(3) = — exp(z)

Es folgt fiir o < 1 < @9, x; € 1

f(x1) — f(z0) < f(z2) — f(20)

1 — Xo T2 — X0

und damit sind die Differenzenquotienten fiir p im Inneren (und x; in einer
kompakten Menge ohne z() nach oben und unten beschrénkt. Die Abbildung

f(x1) = flxo)

1 — Zo

1 —

ist monoton fallend und nach unten beschriankt. Damit existiert die rechts-
seitige Abbildung 0% f(z) , und genauso die linksseitige Ableitung 9~ f(z0)
(im Inneren) und

9~ f(wo) <07 f(xo)
Lemma 6.11. Sei g im Inneren von I, und 0~ f(x9) < a < 0T f(xg).Dann
15t
f(@) = f(zo) + a(z — o)

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir a = 97 f(x(). Das Argument fiir 9~ f ()
ist genauso, und damit folgt die Aussage. Fiir alle 1 > x ist

F(2) > flag) + L&) =T (@0)

T1 — X
fir x < x¢ und fiir x > x1. Damit folgt die Aussage fiir x1 — xo. O

Satz 6.12. Es sei (X, A, u) ein Mafraum mit w(X) = 1. F: R - R sei
konvex. Dann ist fir f : X — R integrierbar max{—F o f,0} integrierbar
und es gilt

(x — x)

F([ gaw) < [ Fo sy
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Beweis. to = [ fdu und ¢ € R so dass
F(t) = F(to) + c(t — to).
Dann ist

[ Fotanz [ Fto)+ el7 ~to)du = Fito) +el [ fdu — to) = Fito).

Die Integrierbarkeit des negativen Anteils folgt aus diesen Ungleichungen.
O

[15.01.2019]
[17.01.2019]

6.5. Die Faltung und die Lebesgueriume LP(RY). In diesem Abschnitt
ist X = R? oder X eine offenen Teilmenge und p = m¢

Definition 6.7 (Testfunktionen). Sei U C R? offen. f : U — C heift

Testfunktion, wenn f beliebig oft differenzierbar ist und
supp f C U

kompakt ist. Die Testfunktionen bilden eine Algebra (Summen und Produk-
te von Testfunktionen sind Testfunktionen. Wir bezeichnen den Raum der
Testfunktionen mit C3°(U). Wir sagen f, — f in C§°(U), falls eine kom-
pakte Menge K C U existiert mit supp fn, C K und

O%fn — 0 f
gleichmdssig fiir alle Multiindices a.

Satz 6.13. Sei U C RY offen, 1 < p < oo, f € LP(U) und ¢ > 0. Dann
existiert eine Testfunktion mit

If —gllzr <e
Beweis. Wir zeigen zuerst: Es existiert eine einfache Funktion A mit

1f = gllze) < /2.
Es geniigt, nichtnegative Funktionen f zu betrachten. Dann existiert eine

Folge einfacher Funktionen h,,, die monoton gegen f konvergieren (siehe ).
Dann ist fP Majorante fiir |f — hp|P, |f — hn|P — 0 fast iiberall, also

If — hull?y = / = holPdim — 0.

Sei A messbar und € > 0. Dann existieren eine kompakte Menge K und eine
offene Menge V mit

KcAcCcVcU
und m?(V\K) < é. Nach Lemma 5.19 (mit einer einzigen offenen Menge)
existiert eine Testfunktion, die 1 auf K ist und den Trager in V hat. O

Lemma 6.14 (Youngsche Ungleichung 1). Sei 1 < p,q,r < oo,
1 1 1
- +-+-=2
p q T

f, g und H seien p, q, resp. r integrierbar. Dann ist

(z,y) = f(z —y)g(y)h(z)
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m2? integrierbar und

(6.3) /f(w — y)gWh(z)dm* (2, y)| < [|fllzellgllzel[p]L--

Beweis. Die Messbarkeit ist offensichtlich, und wir kénnen zu Betrigen
tibergehen. Ist ein Exponent r = 1 so ist % + % =1 und

I/f(:v —y)g()dm® ()| < | f(@ = llzellglze = I fllzellgllza-

Wir argumentieren genauso wenn p = 1 ist. Ist ¢ = 1 so machen einen
Koordinatenwechsel ( — (2,vy), 2 =y — x. Wir halten

/ 7(2)gly — )y >dm2<y, 2).
Ist einer der Exponenten oo, so sind die anderen 1, und wir betrachten nur
noch 1 < p,q,r < 0.

Wir nehmen an, f, g, h sind nichtnegativ und wir definieren z% =1-
und

1
> etc

F = gq/p’hr/p” G = fp/q’hr/q’H — fp/r’gq/f’.

Dann ist
f(x —y)g(y)h(z) = FGH
da 1 1 1 1
D D
St =p5+ ) =pl--+1--)=1
g et =m0
etc und

/ fghdm??® = / FGHdm?*
<||F|l o |GH]

1
<||F|| </ Gpdem2d>p

1 1
<||F|l IGPIYE I HP (12,
=Pl o 1G ot | || o

Es gilt mit Fubini

l,
E o
1El o = </gq(y)h"(w)dm2d> HgHLthHU

und genauso

1’

161 = ([ 2t @) = 115 01,

[HI = </fp(y)gq(w)dm2d> /

S =

q
= 171 l1Rl

und



93

und es folgt (6.3). O

Satz 6.15 (Youngsche Ungleichung). Sei 1 < p,q < o0, %—l—% > 1, f
Lebesgue p integrierbar und g Lebesgue q integrierbar. Dann ist fir fast alle
x

y = [ —y)g(y)
Lebesgueintegrierbar und

- / f(@ = )g(y)dm(y) = f * g(z)

definiert eine Element in L™ mit

1 1 1
,_‘_,:14_,
P 4q r

und
1f*gller < [[fllLellgll s

Beweis. Wir zeigen die Youngsche Ungleichung fiir nichtnegative Funktio-
nen. Daraus folgt die Aussage fiir allgemeine Funktionen. Dann ist

h(z) = /f(x —y)g(y)dm?(y)

fiir fast alle « definiert - und moglicherweise co. Wir definieren H(x) =
|h|"~2h. Dann ist

1Rl = [[H|,. = /f(x—y)g(y)ﬂ(m)dmzd < [fllzeligllzalH 1 v

und die Aussage folgt falls h € L". Wir ersetzen h durch

Hpr = xp, min{H, R}.
Wir erhalten

IHRI < W fllzellgllLel [ HRI 1

und damit

1Rl < [ fllzellgllze-

O
Satz 6.16. Es sei j € LY(R?Y) mit [ jdm? = 1. Fiir f € LP(RY) definieren
wir
Je=f*Je
wobei
Je = 5_df(33/5)‘

Dann gilt

(1) [ fellze < 1712 @ay 11| 2o may
(2) fo = f mite — 0 in LP falls p < co.

Beweis. Die erste Aussage ist ein Spezialfall der Youngschen Ungleichung.
Die zweite Aussage ist klar fiir beschrinkte stetige Funktionen. Sei € > 0,
fn stetig mit kompaktem Tréiger und || f — fn|lzr < 1/n. Da

fre = fn
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mit € — 0 fiir alle x folgt

/ e — falPdz — 0
Br(0)

mit n — oo.
|

Satz 6.17. Sei f € LP(R?). Dann hat das Komplement der Menge der
Lebesguepunkte das Maf$ Null und

(mB, ) [ fdm? = f(a)
Br(x
fur dberall.
Satz 6.18. Sei 1 <p < oo, f € LP und g € C'(R?) mit kompaktem Trager.
Dann ist f x g € CY(RY) und

8Z'jf *g =[x (al'jg>
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