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Aufgabe 1 (Gute Kerne). Eine Familie von Funktionen {Kj : RY — R}sso heiit eine Familie von guten
Kernen, wenn fur alle § > 0

(1) Joa Ks(z)dr =1.
(ii) fga |[Ks(x)|dx < A < co. (Hier ist A unabhéngig von 4.)
(iii) Fir jede n >0
/ |K5(x)|dx — 0, wenn § — 0.
lz|=2n
Sei ¢ : R? — R eine integrierbare Funktion auf R? mit [, ¢(z)dz = 1. Definieren Sie ®;(z) := §~%p(2/4),6 > 0.
Zeigen Sie, dass {®s}s~0 eine Familie von guten Kernen ist.

Aufgabe 2 (Interpolation in LP-Riume). Seien pq,ps,p3 € (1,00). Zeigen Sie:

(a) Ist p1 < p2 < ps3, so ist
P2 C Pt + LPs.

- 1 _ 6 , 1-6 -
(b) Sei 6 € (0,1). Ist = = -~ + ==, so ist
£l < LFU, A1,

Aufgabe 3 (Minkowski-Ungleichung fiir Integrale). Seien (Xp,v1) und (X2, v9) zwei o-endliche Mafirdume,
und sei f: X7 X Xo — R eine messbare Funktion.

(a) Seien 1 < p < oo und f > 0. Zeigen Sie:

([ ([ ) i) < |

(b) Seien 1 < p < oo und f(-,y) € LP(14) fiir fast alle y. Angenommen ist, dass die Funktion y — || f(-,v)p
in L' () ist. Beweisen Sie:

( i f(z,y)Pdin (x)) 1/pdl/2 (y).
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(b.1) Die Funktion f(z,-) € L*(vo) fiir fast alle z.

(b.2) Die Funktion x fX2 f(z,y)dva(y) ist in LP(vq).

(b.3) Es gilt:

Conna), < [ 176Dl
P Jx,

/..

Aufgabe 4 (Integraloperatoren). Seien p € [1,00] und 1/p+ 1/¢ = 1. Sei K : (0,00) x (0,00) — R eine
messbare Funktion mit K (Az, \y) = A~ K (x,y) fiir alle A > 0 und so dass

/ |K (2,1)|z"YPdz = C < co.
0
Fir f € L? und g € LY definieren Sie die Operatoren
T7w)= [ Kaa)f@de wd So@):= [ Ko

Beweisen Sie:
(a) Die Funktionen T'f und Sg sind fast iiberall wohldefiniert.

(b) Es gilt: [[Tf], < Cllf]l, und [Sfllq < Cllfllq-



Seien nun
oo

Tfy) =y /Oyf(z)dx wd Sg(e)i= [ gty

Zeigen Sie:

(a) Sind 1 < p<oound 1< g < o0, so ist

p
ITfllp < Ellfllp und - [Sgllq < gllgllg-



