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Aufgabe 1 (AuBere MaBie). Definieren Sie Abbildungen sy, pi2, g3 : P(N) — [0, 00] und g4, g5 : P(R) — [0, oc]
durch

0 A ist leer 0 A ist leer
A) = A) =
() {1 A ist nicht leer H2(4) {oo A ist nicht leer

u3(A) = limsup %#(A Nn{1,2,...,n})

n—oo

0 A ist leer
ps(A) =<1 A ist nicht leer und beschrankt
0o A ist unbeschrankt

0 A ist beschrankt
1 A ist unbeschriankt

pa(A) = {

(a) Entscheiden Sie fiir jede der Abbildungen, ob p; ein dufleres Maf} ist.

(b) Bestimmen Sie fiir jede Abbildung 1, die ein &ufleres Maf} ist, die jeweilige Familie der messbaren Mengen.
Aufgabe 2 (Offene und geschlossene Mengen und Messbarkeit). Sei d € N>;. Beweisen Sie:

(a) Jede offene Teilmenge des R? ist eine abzihlbare Vereinigung dyadischer Wiirfeln.

(b) Jede geschlossene Teilmenge des R? ist Lebesgue-messbar.

Aufgabe 3 (Beispiel: p und 7 stimmen auf erzeugenden Mengen nicht notwendig iiberein). Seien d € N> und
a > d. Sei T die Menge aller dyadischen Wiirfeln in R%. Definieren Sie die Abbildung 7 : 7 — [0, cc] durch

7(Q) := 28, VQ € T :scale(Q) = k.
Sei p : P(RY) — [0, oc] definiert durch

E):= inf T
1u(E) Jinf ZT( )
UTET’TDE T

Zeigen Sie: u(Q) =0 fiir alle Q € T.

Aufgabe 4 (Auﬁeres Hausdorff Ma8). Seien o, 3 > 0 und d € N>;. Ist E eine nichtleere Teilmenge des R4, so
heifit

m%(E) := sup HS (E)
6>0

das dufere a-dimensionelle Hausdorff Maff von E, WobeiE|

o (E) = inf{Z(diaka)o‘ . E C | Fr,diam Fy, < 6 fiir alle k}
k k=1

Zeigen Sie:
(a) Ist 81 > 8o, so ist HOH(E) < HO2(E).
(b) Die Abbildung my, : P(R?) — [0, c0] ist in der Tat ein duBeres MaSB.
(c) Ist inf{|x —y|: x € E1,y € Ea} > 0, so ist
my (B U Ea) = mg (Er) + mg (Es).

(d) Sind m}(E) < oo und 8 > a, so ist mj(E) = 0. Sind mj,(E) > 0 und 3 < a, so ist mj(E) = oo.

!Hier bezeichnet diam S den Durchmesser von S C R? d.h. diam S = sup{|z — y| : z,y € S}.



