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Aufgabe 17 (Komplexe Zahlen)
Bei dieser Aufgabe geht es darum den Umgang mit den komplexen Zahlen zu Uben.
a) Berechnen Sie den Real- und Imaginarteil von
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b) Seiz, = (14+i)"+(1—14)". Zeigen Sie die Existenz reeller Zahlen A und ay, a;, as, as
mit z4, 11 = A"ay, fUurn € Z und k € {0,1,2,3}. Geben Sie diese Zahlen an.

Tipp: Berechnen Sie (1 + 7)) fur kleine n € N.

Aufgabe 18 (Polarkoordinaten)

Bei dieser Aufgabe geht es darum mit Hilfe der komplexen Multiplikation die Additi-
onstheoreme flr die trigonometrischen Funktionen herzuleiten. Wir definieren einen
Winkel als bestimmt durch zwei im gleichen Punkt beginnende Strahlen ¢, go. Wir nen-
nen zwei Winkel gleich, falls es eine orientierungserhaltende Kongruenzabbildung gibt,
die den einen Winkel (d.h. die jeweiligen Strahlen, die den Winkel bestimmen) in den
anderen Winkel abbilden.

Nun identifizieren wir einen Winkel mit einer komplexen Zahl > mit Betrag 1 (vgl. Skiz-
ze): Dazu bilden wir den gegebenen Winkel durch eine orientierungserhaltende Kon-
gruenzabbildung so ab, dass der Strahl g; auf die positive z-Achse Uberfuhrt wird. Der
Schnittpunkt des zweiten Strahls g, mit dem Einheitskreis bestimmt auf eindeutige Wei-
se eine komplexe Zahl z. Ferner definieren wir dann die trigonometrischen Funktionen
als

sin(p) = Im(z), cos(y) = Re(z).

a) Nutzen Sie die Multiplikation komplexer Zahlen, um die folgenden Additionstheo-
reme herzuleiten:

sin(py + ¢2) = sin(py) cos(pz2) + cos(¢p1) sin(ps),
cos(p1 + ¢2) = cos(p1) cos(pa) — sin(py) sin(ps).



b) Finden Sie einen elementargeometrischen Beweis der oben angegebenen Addi-
tionstheoreme.

c) Wir betrachten die Abbildung > — 22 als Abbildung der komplexen Zahlen in
sich selbst. Bestimmen Sie das Bild der durch {z € C| sin(yp) = %} gegebenen

Strahlen sowie das Bild des Halbkreises {z € C| |z| =1, Im(z) > 0}.

d) Beschreiben Sie geometrisch die Anordnung der Losungen von z? = —1, 2* = —1,
2* = 1 in der komplexen Ebene.

Aufgabe 19 (Folgen 1)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Folgen konvergent ist und bestimmen Sie ge-

gebenenfalls den Limes. Skizzieren Sie aul3erdem die Folgen.
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Beweisen Sie lhre Behauptungen!

Ay =
n3

Aufgabe 20 (Folgen Il)

Sei {a, }.en C R eine konvergente Folge mit Limes a. Sei ¢, := %(al +---+a,). Zeigen
Sie, dass die Folge {¢, },en konvergiert und lim ¢, = a.

n—o0

Tipp: Teilen Sie die neue Folge {c,}.cn in Abhangigkeit von dem erlaubten Fehler ¢
so auf, dass nur fir endlich viele Summanden grof3e Abweichungen zum Grenzwert
vorliegen und die restlichen Folgenglieder héchstens um $ von dem Limes a entfernt
sind.

Hinweis: Begriinden Sie bei allen Aufgaben alle Ihre Behauptungen sorgféaltig!



