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Ubungsblatt 3

Aufgabe 1: 10 Punkte

Sei X eine Menge und d die diskrete Metrik auf X. Zeigen Sie, dass eine Menge A C X genau
dann kompakt beziiglich d ist, wenn A endlich ist.

Aufgabe 2: 444444444 = 20 Punkte
Ist (X,d) ein metrischer Raum und B C X eine Teilmenge, so nennen wir B (prd)kompakt, falls
(B, d) als metrischer Raum (pré)kompakt ist. Weiters nennen wir fiir eine Teilmenge A C X eine
Menge B C A offen in A, falls B offen im metrischen Raum (A, d) ist. Zeigen Sie das Folgende:

(i) Ist (X,d) ein metrischer Raum und sind K7, ..., Ky C X endlich viele kompakte Mengen, so
ist UZ\LI K; ebenfalls kompakt.

(i) Ist (X, d) ein metrischer Raum und ist (K;);er eine beliebige Familie kompakter Teilmengen
von X, so ist [, K; kompakt.

(iii) Ein metrischer Raum (X, d) ist genau dann kompakt, wenn er vollstéindig und prikompakt
ist.

(iv) Ist (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, so ist A C X genau dann prikompakt, falls A
kompakt ist.

(v) Ist (X,d) ein metrischer Raum und A C X, so ist B C A offen in A genau dann, wenn es
eine offene Menge U C X gibt mit B=ANU.

Aufgabe 3: 10 Punkte

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Familie von Teilmengen {A;: ¢ € I'} heile zentriertes System,
falls alle A; abgeschlossen sind und fiir jede endliche Teilmenge Iy C I gilt: [ A; # 0. Zeigen
Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

i€lp

(a) (X,d) ist ein kompakter metrischer Raum.

(b) Fiir jedes zentrierte System {A;: i € I} gilt ()., A # 0.

Aufgabe 4: 10 Punkte

Sei £? wie in Ubungsblatt 2 definiert. Zeigen Sie, dass B1(0) := {(an)nen € £2: ||(an)nenll2 < 1}
nicht kompakt ist beziiglich || - |2, jedoch B := {(an)nen € £2: |an| < 1 fiir alle n € N} in der Tat
kompakt ist beziiglich || - ||2-

Aufgabe 5: 10 Punkte
Finden Sie A, B € M3x2(R), sodass exp(A+ B) # exp(A) exp(B) und begriinden Sie Thre Antwort.
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