Kapitel 14 — Der Satz von Picard-Lindel6f

Dieses Kapitel besteht aus einem einzigen Satz mit Anwendungen. Inhalt des
Satzes ist das Anfangswertproblem fiir Systeme von Differentialgleichungen.
Die Formulierung ist lang, und erfasst verschiedene Aspekte, die ich zusam-
men sehen mochte. Wie bei den linearen Gleichungen lassen sich Gleichungen
und Systeme hoherer Ordnung als Systeme erster Ordnung umschreiben.

Wir betrachten folgende Situation:

1. U C R x R? sei offen. Fiir t € R sei
Ui={zcR?: (t,2) € U}.
Die Mengen U; heiflen Schnitte und sind offen.

2. Essei ' € C(U;R?) und k > 1 Fiir jedes t € Rsei F(t,.) € C*(Uy; R?).
Ist o ein Multiindex der Linge |o| < k in R? so sei 0°F € C(U;R%).
Diese Bedingung ist sicher erfiillt, falls F' € C*(U;R?).

3. Sei (tg, zp) € U. Wir betrachten das Anfangswertproblem
T = F(t,x) z(tg) = xo.

Wir werden sehen, dass es genau eine Losung auf einem maximalen
Zeitintervall gibt. Existenz, Eindeutigkeit und die Charakterisierung
des maximalen Zeitintervalls sind zentrale Elemente.

4. Dariiberhinaus werden wir die Losung xz(t) als eine Funktion von ¢
und xg betrachten und die Differenzierbarkeit dieser Funktion unter-
suchen. Insbesondere miissen wir hierfiir den Definitionsbereich dieser
Funktion verstehen.

5. Man kann allgemeinere Situationen betrachten, wie die Abhéngigkeit
von Parametern. Wir tun das nicht, da wir derartige Aussagen auf
unseren Satz zuriickfithren kénnen.

6. Wir konnen auch Mengen U der Form J x W betrachten, wobei W
offen und J ein halboffenes oder sogar kompaktes Intervall ist. Die
Anderungen sind unwesentlich.

Lemma. Es existiert eine Funktion n € C™(R?) mit
1. 0 <) <1 firzeR?
2. n(x) =1 fir |z| <1

3. n(x) =0 fir |z| > 2.



Beweis. In Analysis 1 hatten wir gesehen, dass
(s) = 0 fallss<0
W)= e=1/s falls s > 0
beliebig oft differenzierbar ist. Wir definieren

= no(4 — |z[?)
no(4 — |x[?) +no(s? — 1)

Der Nenner ist immer positiv. Damit ist der Triager {z : n(x) # 0} C B2(0)
und n(z) =1 fir |z] < 1. O

Satz 0.1. Es seien U und F wie oben.

1. Sei (to,zo) € U. Dann existiert genau ein offenenes Intervall I und
genau eine Funktion x € C*(I) sodass

(a) Fiir jedest € I gilt (t,z(t)) € U.
(b) z(to) = xo und & = F(t,x(t)) firtel.

(c) Sei
Ay ={(t,z(t)) : t € I,£(t — tog) > 0}.

Entweder ist Ay nicht in U enthalten, oder A+ ist nicht kompakt.
2. Fir xzo € Uy, sei I, das obige Intervall.

(a) Die Menge
V = {(.To,t) 1t e Ixo}

ist offen.
(b) z(t;zo) € C(V).

(c) = st fiir festes t kmal stetig nach x differenzierbar. Ist « ein
Multiindez in R? der Linge < k, so ist

0%u(t,z) € C(V).
Auflerdem ist 0%u stetig nach t differenzierbar und
0“Owu(t,x) € C(V)

Beweis. Mit Hilfe des Satzes von Picard, Satz 77 werden wir zunéchst zei-
gen, dass fiir (t9.zg) € U ein offenes Intervall I 5 zp und eine Losung des
Anfangswertproblems mit dem Anfangswert z(tg) = z( existiert.

Sei also (tg, o) € U. Dann existiert > 0 so dass

B37~(330) X [to —7r,to+ 7’] cU



Da Bo,(xg) X [to + r,to + r] kompakt ist, existiert nach dem Satz vom Ma-
ximum ein C' > 0 so dass

|F'(t,x)| < C |0y, F(t x)] < C/d

und daher auch

fiir |1’ - .Z'0|, |y - $0|a |t - t0| <.
Wir betrachten nun die Differentialgleichung
T = "7((1' - xo)/r)F(t,x) = F(tv .%'), x(tO) = Z0-

Da n und F stetig differenzierbar sind, gilt dies auch fiir F. AuBerdem sind
die Ableitungen von F' und 7 auf den relevanten Mengen beschrinkt, also
gilt dies auch fiir F', und damit ist F' Lipschitz stetig.

Nach Satz 7?7 existiert genau eine Losung auf [tg — 7, tp + r|. Es existiert
0 > 0 sodass
z(t) € By(xo)

fiir |t — to| < §. Wir erhalten also eine lokale Losung, da n((x — xg)/r) auf
diesem Ball identisch 1 ist.

Zusammengefasst erhalten wir genau eine lokale Losung des Anfangswert-
problems.

Seien jetzt Iy und I; offene Intervalle, die einen gemeinsamen Punkt tg
enthalten und zwei Losung 2° € C1(Ip; R%) und z* € C'(I1;R?) mit ' (¢y) =
22(tp). Nach dem ersten Schritt existiert eine Umgebung von tg, auf der die
Losungen iibereinstimmen. Sei I = (a, b) das grofite offene Intervall in IoN 1y,
auf dem die Losungen iibereinstimmen. Wir nehmen nun an, b € Iy N Iy.
Dann ist 22(b) = 2! (b) und die Losungen stimmen auf einer offenen Mengen
um b iiberein. Daher ist I = Iy U I und wir konnen die Losung zu einer
Losung auf der Vereinigung der Intervalle fortsetzen.

Sei nun [ die Vereinigung aller offenen Intervalle, die tg enthalten, und auf
denen eine Losung mit z(ty) = zo existiert. Sei I = I'NJa, 00). Wir nehmen
nun an dass A, prikompakt in U ist. Wir zeigen, dass dann eine Losung
auf einem groBeren Intervall existiert. Da also Ay C U kompakt ist, ist
F|; beschréinkt, damit ist @(t) in Iy := Io U [to, 00) = [to, 1) gleichmissig
beschriankt und der Limes
z(ty) = tlg?l x(t)

Aus der Gleichung folgt dass dann x|, ;) € C L([to, t1]; R). Wir lsen nun das
Anfangswertproblem mit den Anfangswerten (t1,z(¢1)). Die Losung ist wie-
der eindeutig und wir setzen die Losung zu einer Losung auf einem grofieren
Definitionsbereich zusammen. Damit erhalten wir die Aussage 1(c).



Wir wenden uns nun der Differenzierbarkeit zu, woraus auch die Stetigkeits-
aussagen folgen werden. Sei z(t) eine Losung zum Aanfangswertproblem
x(to) = wp und J C I, ein kompaktes Intervall, das ty enthilt. Dann exi-
stiert r > 0 so dass

{(t,y) : ly —=z(t)| < 2r CU.

Da
Ar={(ty):ly—=z@)| <r

kompakt ist existiert C' > 0 so dass
[F(t,z)| <C  [F(t,z) = F(t,y)] < Clz —y|

in dieser Menge. Sei yo € B,(29) und y € C1(I,) die Lésung des AWPs mit
Anfangswert y(tg) = yo. Sei J; C J das maximale Intervall so dass

ly(t) — ()] < 2r

fiir t € J;. Wir betrachten

%6—2C\t—to\|m(t) —y()2
_ 672C\t|(_20|x(t) _ y(t)z + 2<x(t) — y(t), F(t, (L‘(t)) - F(t7 y(t))>)
<0

und daher

j2(t) = y(#)] < el ag — yol.

Sei L die Lange von J. Wir wihlen

Ist yo € B(xg) so folgt (¢,y(t)) € A, fir t € J.

Dann ist JJ;1 = J und wir haben die Lipschitzstetigkeit und damit die Stetig-
keit gezeigt. Insbesondere folgt auch, dass V' offen ist. Wir schreiben z(¢; yo)
fiir die Losung des Anfangswertproblems. Als Funktion von yq ist diese Funk-
tion Lipschitz stetig in B¢ (xo) mit einer von ¢ unabhéngigen Lipschitzkon-
stanten. Da die Losung differenzierbar und damit stetig in ¢ ist, folgt die
Stetigkeit als Funktion von ¢ und y.

Wir zeigen nun die Differenzierbarkeit.

Sei jetzt
A(t) = Dy F(t, z(t; z0))

und, 2§ = xo + sv mit |v| = 1, y wie oben und

yh(t) = %(w(t;xg + sv) — x(t; x0))



fiir |s| <e. Dann gilt
ly" ()] < e“ltol,

Sei z die Losung des linearen Anfangswertproblems

und w = y" — 2. Es geniigt der Gleichung

W = A(t)w—l— <F(t7$(t))}l_ F(t’y(t) _ A(t)yh(t))

mit dem Anfangswert w(a) = 0.
Wir erhalten

K(t) = [F(t, x(t; xo + hv})L) — F(t,z(t;20) A(t)} J(0)

1
:/ D, F(t,2(t;z0) + sha(t; xg + hv)) — D F(t,2(t))dsy" (t).
0
Sei € > 0. Dann existiert r so dass
|K(t)] < ely"(t)].

Wir berechnen wieder

d
£672C\t7t0\ ]w(t)|2 < 2

also
lw(t)| < elty — to|eClt!

Damit ist z(¢;z9) in zp in Richtung v total differenzierbar mit Richtungs-
ableitung z(t). O

SchluBlbemerkungen:

1. Im letzten Kapitel hatten wir die Gleichung
-y +tay =Ny

mit den Anfangswerten y(a) = 0 und y/(a) = 1 betrachtet. Wir schrei-
ben dieses Anfangswertproblem als System von drei Gleichung

01 0
zt=1|q 0 -1
00 O



0.1

mit den Anfangswerten

Die Losung hingt dann stetig und sogar differenzierbar von A ab. Wir
erhalten

y(t; A) = 21(t).

Allgemein koénnen Gleichungen hoherer Ordnung zu Systemen umge-
schrieben werden.

Zusammenfassung Differentialgleichungen

. Der Existenzsatz von Picard-Lindelof stellt die Existenz einer lokalen

Losung von ziemlich allgemeinen Anfangswertproblemen sicher. Au-
Berdem macht er relativ abstrakte Aussagen iiber das Existenzintervall
und die Abhéngkeit von Anfangswerten.

Differentialgleichungen sind ein wesentliches Hilfsmittel zur Beschrei-
bung von zeitabhingigen Prozessen, z.B die Planetenbewegungen im
Sonnensystem. Im Allgemeinen gibt es keine explizite Losungen und
das Studium spezieller Gleichungen ist in der Regel schwierig. Die nu-
merische Simulation ist ein Hilfsmittel, das Einsichten gibt, aber ein
analytisches Verstdndnis nicht ersetzt, sondern ergénzt.

Fiir lineare Gleichungen gibt es klarere Strukturen. Stichpunkte sind

(a) das Fundamentalsystem: Der Losungsraum des homogenen Sy-
stems mit d Gleichungen und d Unbekannten hat die Dimension
d.

(b) die Variation der Konstanten zur Losung der inhomogenen Glei-
chung, falls ein Fundamentalsystem gegeben ist.

(c¢) Fiir konstante Koeffizienten (d.h. von ¢ unabhéngige Koeffizien-
ten) kann man mehr Aussagen: Ein Fundamentalsystem ist durch
die Spalten der Matrixexponentialfunktion gegeben, die wieder-
um mit Hilfe eine Jordanzerlegung bestimmt werden kann. Fiir
Gleichungen hoherer Ordnung erhilt man ein Fundamentalsy-
stem iiber die characteristischen Exponenten, d.h. die Nullstellen
des zur Gleichung gehérenden Polynoms.

4. Fiir skalare Gleichungen (d = 1) kann man Losungen oft mit analyti-

schen Methoden bestimmen. Beispiele sind

(a) Die Wachstumsgleichung
#(t) = alt)x(t) + 1)



(b)

Gleichungen mit getrennten Verdnderlichen

&= f(t)g(x)

Im Unterschied zum Existenzsatz von Picard nehmen wir hier an,
dass g(z) # 0, und wir bendtigen keine Lipschitzbedingung an g
- hier geniigt Stetigkeit.

Noch allgemeiner sind exakte Differentialgeleichung. Zu der Dif-
ferentialgleichung

T = f(tv .TL‘)
gehort die Pfaffsche Form

w(t,x) = f(t,z)dt — dx.

Dann ist z(t) genau dann eine Losung wenn

w(t, (1)) <i> —0

Ist w exakt, d.h. falls F' existiert mit w = dF, so folgt fiir die
Losung
F(t,x(t)) =0

und die Losung der Differentialgleichung reduziert sich auf eine
Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen.
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