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Aufgabe 1 (Laurentreihen). Seien 0 < r < R < oo und sei f eine holomorphe Funktion auf dem offenen
Kreisring A, g := {r < |z| < R}. Zeigen Sie dass f auf A, g eine Laurentreihenentwicklung besitzt:

f(z)= Z anz",

n=—oo

wobei die Reihe auf der rechten Seite lokal gleichméfig absolut konvergiert. Hinweis: wenden Sie den Cauchy-
Integralsatz zunéchst auf den Rand eines abgeschlossenen Kreisrings A, gy mit r < ' < R’ < R an und

schreiben Sie -1 = $°°° 27 /("1 baw. 24— = — 3> (" /2"t auf den beiden Komponenten des Randes.
¢(—=z n=0 C—z n=0

Aufgabe 2 (Torusabbildungen). Seien A, A’ C C Gitter und sei f eine ganze Funktion mit der Eigenschaft
Vzl,ZQ €eC z21—2€eAN = f(Zl) — f(Zz) e .
Zeigen Sie dass f ein affine Funktion ist, also f(z) = az + b.

Aufgabe 3 (Charakterisierung der Gammafunktion). In der Vorlesung wurde implizit bewiesen dass fiir jede
meromorphe Funktion I'; auf C die die Funktionalgleichung 2I';(z) = I';(z + 1) erfiillt und auf dem Streifen
{1 < Rez < 2} beschrénkt ist die Funktion

Ti(2)T:(1 — z)sinmz

auf C konstant ist. Diese Aussage wird als gegeben vorausgesetzt.
Seien nun I'y, T’y zwei Funktionen dieser Art. Zeigen Sie dass I'1(2)I'2(1) = I'1(1)T'(2) fur alle z € C.

Aufgabe 4 (Mellintransformation). Die Mellintransformation einer Funktion f ist definiert durch
M) = [ faea
0

wobei das lintegral als limp_, fi r aufgefasst wird. Zeigen Sie
(a) (Mcos)(z) =T(z)cos(mz/2),0 < Rez < 1.
(b) (Msin)(z) = T'(z)sin(7rz/2), —1 < Rez < 1.

Hinweis zum Teil (b): betrachten Sie zuerst Rez > 0.
Die Aussage (b) verallgemeinert das Ergebnis der Aufgabe 2 vom Blatt 3.



