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Einfuhrung in die partiellen Differentialgleichungen
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Aufgabe 1

a) Ldsen Sie die folgende Wéarmeleitungsgleichung auf (0, co) x (0, ):
Opu — 02, u = sin(x),
u(0, ) = sin(x) + 3sin(3z),
u(t,0) =0 = u(t, 7).
b) Es sei 2 C R" offen und beschrankt mit Normalenvektorfeld v und ug € C(2), ug > 0 nicht-trivial.
Zeigen Sie, dass wenn eine Losung u € C?(Qr) N C(Qr) des Anfangsgswertproblems

Ou — Au = u?,
O,u = 0auf (0,7) x 09,

u(0, ) = uo(x),

existiert, dann ist ' < cc.
Hinweise:

e Zeigen Sie, dass der Mittelwert

m(t) = ﬁ/ﬂu(f,x)dw
die Ungleichung
om(t) > mi(t)?

erfallt.

e Zeigen Sie, dass nicht-triviale Lésungen der Ungleichung nur flr eine endliche Zeit existieren
kénnen.

Aufgabe 2

a) Finden Sie eine Lésung des Anfangswertproblems

d .
au(t) =t? — t*sin(u(t))? in R,

u(0) = 7.

Ist die Losung eindeutig?



b) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung des Problems

d? d 2 T T

c) Wir betrachten die gewdhnlichen Differentialgleichung

Zpult) — (2t = Du(t)? = 0.

(a) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung der Differentialgleichung.
(b) Skizzieren Sie je eine Lésung mit u(0) = £ und u(0) = —2.

d) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung des Systems

d (25 18 —0

art T \=36 —26)" "%
Hinweis: Hier sind die Koeffizienten fir einfache Rechnungen ausgewabhlt, d.h. Determinante, Spur,
Eigenwerte und Koeffizienten der Eigenvektoren sind kleine ganze Zahlen.

Aufgabe 3

a) Es seien f,g € C?(R?). Geben Sie die Lésung des Problems
OAu — Au =0,
u(0,-) = f,0u(0,") = g

an.

b) Nehmen Sie zuséatzlich an, dass die Trager von f, g in Br(0) enthalten sind. Was folgt hieraus fir
den Trager von u(t,-)?

c) Bestimmen Sie eine Lésung des Anfangswertproblems

2. a2
Opu = 0;,u,

u(0,2) = €*, Ou(0, z) = sin(x).

Aufgabe 4

a) Es sei Q2 c R™ offen. Definieren Sie was es heif3t, dass G die Greensche Funktion des Problems

—Au = finQ,
u = g auf 99,

ist.

b) Es seinun Q = (0,00) x R™ und g € C?(R™) mit kompaktem Trager. Finden Sie eine Losung des
Problems

D2+ Au 4 20,,u + 205u + 8u = 0,
u(0,2) = g(x).

Hinweis: Betrachten Sie v(t, ) = exp(at + b - z)u(t, z) fir geeignete Konstanten a € R, b € R™.



