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Pro Aufgabe sind 10 Punkte erreichbar.

Aufgabe 1 (Komplementarraume und Abschluss). Sei U ein Unterraum eines Hilbert-Raums H. Zeigen Sie:
U= (UhHt

Aufgabe 2 (Orthonormalbasen und Separabilitét). Sei H ein unendlichdimensionaler Hilbert-Raum. Beweisen
Sie, dass die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

(a) H ist separabel.
(b) Alle Orthonormalbasen sind abzéhlbar.
(c) Es gibt eine abz&hlbare Orthonormalbasis.

Aufgabe 3 (Unbeschrinkte Variation auf L2[0,1)). Sei € > 0. Sei f :[0,1) — R die Funktion definiert durch

o= i 3 S G 0

k=0|I|=2-F

und sei F': Z — R das Martingal definiert durch

(Wie in der Vorlesung sind h; die Haarsche Funktion auf dem dyadischen Intervall I € Z und H; ihr zugehoriges
Martingal.) Zeigen Sie:

(a) F e L?0,1).
(b) Die Funktion f ist wohldefiniert (d.h. der Limes in existiert fiir alle 0 < z < 1).
(c) Die Funktion f ist nicht von beschrankter Variation auf [0, 1).

Aufgabe 4 (Gram-Schmidt und Legendrepolynome). In der Vorlesung haben wir den reellen Hilbert-Raum
L2[0,1) betrachtet. Den reellen Hilbert-Raum L?[—1,1] kann man analog definieren. L?[—1,1] enthélt Funk-
tionen von beschriankter Variation; fiir zwei solche Funktionen f, g : [-1,1] — R hat man

1
g = / f@)ga)ds

Als Ziel dieser Aufgabe ist Folgendes zu beweisen: Wendet man das Gram-Schmidt Verfahren auf L?[—1,1] und
Ty mit z,(t) =t", n > 0, an, erhdlt man

1 . 1 d\" 2 n
en(t) =1/n+ §Pn(t), wobei P, (t) = ﬁ(@) t*—1™

Zeigen Sie nacheinander die folgenden Aussagen fiir ¢t € [—1,1] und n,m € N:
(a) P,(1)=1.
(b) Phr () = gy e (22 = 1))
(©) Pipa(t) = (2n+1)Pu(t) + Py (1).
(d) Py (t) =tP}(t) + (n+ 1)P,(t).
nPy(t) = tF;(t) = Py, _,(b).

f) (1 —t2)P.(t) = nP,_1(t) — ntP,(t).
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(8) Qn(t) == % ((1 = 2)P(t)) + n(n + 1) Po(t) = 0.

(h) Fiir n # m sind P, und P, orthogonal in L?[—1,1].

(i) Ru(t) :i=(n+1)Pry1(t) — 2n+ 1)tP,(t) + nP,_1(t) = 0.
()

1 1
2n —1
P,(t)%dt = P,_{(H)3dt fiir n > 2.
L () %HLMO iir 7>

(k) { n 4+ %Pn} ist eine Orthonormalbasis von L?[—1, 1], die durch Orthonormalisierung der Funktionen x,,,
2, (t) = t", entsteht.

Bemerkung: Sofern Sie einen Aufgabenteil nicht bearbeiten kénnen, so nutzen Sie dessen Aussage fiir den Beweis
der nachsten Teilaufgaben.



