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Einleitung

Die von D. Mumford entwickelte ,,Geometrische Invariantentheorie (GIT)*
dient zur Konstruktion von algebraischen Quotientenvarietéiten, fiir Aktionen
von reduktiven Gruppen auf projektiven algebraischen Varietéten. Dabei bildet
der semistabile Ort X *¢ einer projektiven algebraischen Varietét X, hinsichtlich
dieser Quotientenbildung, eine offene interessante Untervarietét.

Fiir holomorphe Vektorbiindel auf einer kompakten Riemannschen Fliche
existiert ein wesentlich elementarerer Begiff der Semistabilitét, welcher auch
von Mumford stammt. Dabei heifit ein Vektorbiindel £ semistabil (bzw. stabil)
& VFCE gilt: % < d:,fgg (bzw. <). Hierbei bezeichne deg (bzw. rk) den
Grad (bzw. den Rank) des jeweiligen Vektorbiindels. Zwischen diesen Begriffen
und denjenigen aus der GIT, bzgl. der Aktion der GL,, auf dem Produkt von
gewissen Grassmannschen, existieren Beziehungen, welche benutzt werden um
Modulrdume von semistabilen (bzw. stabilen) Vektorbiindel zu konstruieren.

Auf ein noch elementareres Beispiel hat Faltings ([?]) hingewiesen. Man star-
tet mit endlich-dimensionalen k-Vektorrdumen V und betrachtet endlich vie-
le absteigende Z-Filtrationen F = {F?|i € I} auf V. Dabei heifit dann das
Paar (V,F) semistabil < p(W) < u(V) fiir alle nichttrivialen Unterrdume W
von V. Hierbei sei u(W) = dim(W)~! Zmndim(}"ﬁ(W)/ffH(W)). , wobei
FrW) = Fr N W. Es zeigt sich, daf§ viele der Sétze von Vektorbiindel auf
Riemannschen Flidchen sich auf solche Objekte iibertragen lassen. Der tieflie-
gendenste Satz ist dabei derjenige von Faltings+Totaro ([?],[?]), der besagt,
dafl das Tensorprodukt zweier semistabiler Objekte wieder semistabil ist. Diese
Themen wurden im iibrigen in verschiedenen Vorlesungen zur GIT von M. Ra-
poport an der BUGH Wuppertal behandelt.

In dieser Diplom-Arbeit wird eine Variante des vorherigen betrachtet. Wir
betrachten zunéchst fiir einen beliebigen Korper k gewisse Objekte (V, @, Vi, F),
bestehend aus einem endlich-dimensionalen Vektorraum V mit einer Zerlegung
V = @,V; in ein-dimensionale Unterrdume und einer absteigenden Z -Filtration
F auf V. Diese Objekte bilden mit noch zu definierenden Morphismen eine Kate-
gorie. Dabei werden zum Testen der Semistabilitét, entsprechend obiger Formel,
nur solche Unterrdume betrachtet, die sich durch ein Teil der fixierten Geraden
aufspannen lassen. Wir zeigen fiir diese Variante im 1.Kapitel die Existenz der
Harder-Narasimhan-Filtration, ihre Semikontinuitéit unter Spezialisierung und
ihre Beziehung zur GIT-Semistabilitét, falls F als Punkt einer partiellen Flag-
genvarietit F aufgefafit wird. SchliefSlich beschreiben wir den semistabilen Ort
F°° von F bzw. die Stratifikation von J, welche durch die Harder-Narasimhan-
Filtration definiert wird. Es stellt sich heraus, daf} jene Stratifizierung sehr kom-
pliziert sein kann, wie Beispiele belegen. Diesen Beispielen ist das 2.Kapitel ge-
widmet. Hier berechnen wir fiir einen vier-dimensionalen Vektorraum sédmtliche
auftretene Harder-Narasimhan-Filtrationen und deren Strata, wobei wir diese
zum Teil graphisch (HN-Polygone, Hasse-Diagramme) notieren.
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Kapitel 1

Numerierte Filtrationen

1.1 Filtrationen

In diesem Paragraphen wird zuniichst der Begriff einer Z -Filtration (bzw. @-
Filtration) eines endlich-dimensionalen Vektorraumes eingefhrt. Darauf autbau-
end betrachten wir gewisse Objekte, bestehend aus einem Z -filtrierten Vektor-
raum und einer Geradenzerlegung des zugrundeliegenden Vektorraumes. Jene
Objekte bilden eine Kategorie, mit der wir uns den Rest dieser Arbeit beschfti-
gen werden.

Sei k ein beliebiger Kérper und V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum.

Definition 1.1.1 FEine Z -numerierte Filtration des k-Vektorraumes V (kurz
Z -Filtration) ist eine monoton fallende Abbildung

F*:Z — {U|U ist Unterraum von V } |

a — V°

so daff o, 3 € Z existieren mit V¢ = (0),VF =V .

Bemerkung 1.1.1 1. Wenn die Situation es erfordert, schreibt man auch
F* oder F*V oder Vg anstelle von V.

2. Gelegentlich gibt man eine Filtration auf einem Vektorraum V in der fol-
genden Art und Weise an:

FUYCF*2C...CcF¥=V oder

(F'oan), (F3an), ..., (F o) = (V,ap) oder



ve = (0) ¢ Ft ¢ F2 c ... Cc WV
a1 (65 [67%%

Hierbei werden nur die F** angegeben, bei denen ,Spriinge“ vorhanden
sind , d.h. grei (V) #(0), wobei fr o € Z ,gr* (V') den Subquotienten
Ve [Verl pezeichnet.

3. Entsprechend obiger Definition hat man den Begriff einer @ -Filtration.
Sei fir a € @, Vot = Z[ba VP, Schlieflich definiert man gro(V) =
Va/V(H‘.

Wie sich der Leser schon denken kann, lassen sich zu Operationen aus der
linearen Algebra neue Filtrationen aus Bestehenden zusammensetzen. Seien
nidmlich V, W zwei Z -filtrierte Vektorrdume. Fiir a € Z setze

VPW)* = Vepwe"
VW)™ = Y VW’
Bty=a
(V) = (i)

Hierbei bezeichne V'V den Dualraum von V und (V~%)1 das orthogonale Kom-
plement.
Ferner sei fiir ein Unterraum U von V

v = unve
(V/U)a = (U+ Vo‘)/U
Durch sukzessives Anwenden dieser Regeln erhilt man ebenso Filtrationen auf

ven Sym"V, \" V.

Wie anfangs angekiindigt definieren wir nun eine Kategorie k — FV, deren
Objekte fiir uns von besonderer Bedeutung sein werden.
Ein Objekt

(V. Bicr)Vir F) € Ob(k — FV)

ist ein Tripel bestehend aus einem k-Vektorraum V mit einer Zerlegung in ein-
dimensionale Unterrdume V=P, 1(v)Vi und einer Z-Filtration F auf V.
Ein Morphismus

f € Mor((V, @ieI(V)Vi,}—)a W, @iEI(W)Wm}-/))

ist ein Homomorphismus von Vektorrdumen f : V. — W | so dafl folgende
Eigenschaften erfiillt sind.



1. Vie I(V) 3jeI(W)mit f(V;) C W,.

2. Falls I(f):={i € I(V)|f(V;) # 0} , so ist die von f induzierte Abbildung
k(f) : I(V) — I(W) injektiv.

3. f(VY)C W VaeZ

Bemerkung 1.1.2 1. Die Kategorie k — FV ist nicht additiv, da die Sum-
me von zwei Morphismen i.a kein Morphismus ist.

2. Wdhlt man Basen von V bzw. W, die den Geradenzerleqgungen entspre-
chen, so hat die zugehdrige Darstellungsmatriz in jeder Zeile und Spalte
hochstens einen von Null verschiedenen Fintrag.

3. Zur abkiirzenden Notation schreibt man einfach V € k — FV, anstatt
(V.@®icr0)Vis F) € Ob(k — FV), wenn keine Irrtirmer zu erwarten sind.

Definition 1.1.2 Sei Ve k- FV.

a. ) Ein Unterobjekt ist ein Objekt W zusammen mit einem Morphismus
f:W —V fiir den gilt :

I(f)=1(V) (& finjektiv) und fV*) =Ven f(WV).

b. ) Ein Quotientenobjekt ist ein Objekt W zusammen mit einem Morphismus
f:V — W fiir den gilt :

k(f) ist surjektiv (< f surjektiv) und f(V) = W

Achtung : Diese Definition eines Unterobjektes (bzw. Quotientenobjektes)
unterscheidet sich von dem Begriff des Monomorphismus (bzw. Epimorphismus)
in der Kategorie.

In offensichtlicher Weise sieht man, dafl diese Kategorie bzgl. Tensorpro-
dukt, alternierenden Produkt, direkte Summe etc. abgeschlossen ist. Auflerdem
148t sich zu je zwei Unterobjekten eines Objektes der Durchschnitt bilden. Sind
namlich Uy,Us € k — FV, so ist Uy NUy € k — FV mit folgender Geradenzerle-

gung
UinUs = @i;(Ul)mUz;éo(Ul)i



und Filtrierung
(U1 NnUx)* =UyNUS.

Bezeichne weiter Hom(V,W) = VY @W fiir zwei Objekte V, W. Dann ist
Hom(V,W) € k — FV. Wie man leicht feststellt , 148t sich unter der Identifizie-
rung VYQ®W = Hom(V,W), Hom(V,W)®als {f : V — W|f(VF) Cc Wet8 vg}
auffassen. Schliefllich sei I das eindimensionale Objekt (k, k, F) € k — FV mit

o _J k 1+ aZ0
‘7:_{0 a>0 "

welches das neutrale Objekt bzgl. des Tensorproduktes ist.
Desweiteren haben wir auch kurze exakte Sequenzen in unserer Kategorie.

Definition 1.1.3 Fine kurze exakte Sequenz
0—V —V —-V"—0

in k— FV ist eine Folge von Morphismen, so daf
0 — Ve —-V* —=V'*——90

eine exakte Folge von k-Vektorrdumen ist Va € Z &
00— gro(V') — gr(V) — gr* (V") — 0

exakt Vo € Z.

Zum Schluf} dieses Paragraphen nun noch die Definition der @ -Filtrierung
eines Objektes aus k — FV, welche fiir die Harder-Narasimhan Filtration von
Bedeutung ist.

Definition 1.1.4 FEine Q -Filtration eines Objektes V € k — FV ist eine mo-
noton fallende Abbildung

*F:Q — {U|U ist Unterobjekt von V } ,
a — VvV
so daf o, 3 € @ existieren mit “V = (0), bV =V .

Entsprechend wie bei dem Begriff der @Q-Filtration eines Vektorraumes V
seien TV und “gr(V) definiert. AuBerdem werden die gleichen Notationen, bei
der Darstellung einer Filtrierung benutzt.



1.2 Numerische Invarianten + Stabilitat

Dieser Paragraph behandelt u.a. numerische Invarianten von filtrierten Vek-
torrdumen, welche grundlegend fiir die folgenden Abschnitte dieser Arbeit sind.
FEine Invariante ist dem Leser bereits bekannt, da sie lediglich die Dimension des
zugrundeliegenden Vektorraumes ist. Représentiere (V, F) = V einen eindimen-
sionalen filtrierten Vektorraum. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes o € Z
mit gr*(V') # (0). Diese ganze Zahl o wird der Grad von V genannt (Bez. o =
deg V). Schlieflich sei fiir einen Vektorraum V mit A™** V' die maximale dufere
Potenz bezeichnet, d.h. A"V =A™V V.

Definition 1.2.1 Sei (V, F) = V ein filtrierter Vektorraum.
a. ) vk V =dim V heifit der Rang von V.

b. ) deg(V) = deg(AN"™* V) heifit der Grad von V.

c. ) slope(V):Cfsfg‘y heifit der Anstieg von V, falls V # (0).

Lemma 1.2.1 Sei f : V — W ein Morphismus in 'k —FYV mit vk V =1k W
=1, f#0. Dann ist deg(V) < deg(W).

Beweis: Klar.

Lemma 1.2.2 Sei 0— V' —V — V" — 0 eine kurze exzakte Sequenz
in k — FV. Dann gilt deg(V) = deg(V"’) + deg(V").

Beweis: Nach Wahl eines Schnittes aus Hom(V”, V) zur Abb. V. — V" sieht
man, dal V =V’ @ V", Es folgt A"V 2 A" V/QA™ V" als Objekte in
k — FV. Offensichtlich gilt dann wegen tk(A™** V') = rk(A™* V") = 1 und
der Definition einer Filtration bzgl. des Tensorproduktes das Behauptete. O

Folgender Satz bietet die Moglichkeit den Grad eines Objektes aus unserer
Kategorie praktikabler berechnen zu kénnen.

Satz 1.2.1 deg(V) = > «dim gre(V)
an



Beweis: 1. Fall: dimV < 1. Dann ist die Behauptung trivial.

2. Fall: Sei W C V ein Unterobjekt kleinerer Dimension mit W # (0). Betrach-
te die kurze exakte Sequenz 00— W —V — V/W — 0 . Mit vorigem
Lemma und Induktion nach dim V folgt :

deg(V) = deg(W) + deg(V /W) = Z a dim gr*(W) + Z o dim gr®(V /W)
acZ acZ

= Z a(dim gr*(W) + dim gr*(V/W)) = Z a dim gre(V)O
acZ acZ

Kommen wir nun zum Begriff der Stabilitidt bzw. Semistabilitit eines Objek-
tes V. Diese Begriffsbildung ist, wie wir in 4 sehen werden, eng mit derjenigen
in der geometrischen Invariantentheorie (GIT) bekannten, verbunden.

Definition 1.2.2 Se; V€ k— FV.

V heif$t semistabil (stabil) <= Fiir alle echten Unterobjekte W # (0)
von V gilt slope(W) < slope(V) ( slope(W) < slope(V) )

Proposition 1.2.1 Sei 0 — V' — V — V" — 0 eine kurze exakte Se-
quenz in k — FV . Es gilt: slope(V') < slope(V) <= slope(V) < slope(V").
Beweis:
deg V < degV’ + deg V"
tkV = tk V' +rk V"

— deg V'rk V" < deg V" 1k V'

deg V' 4+ deg V" deg V"
tk V! + 1k V" — 1tk V'

Hieraus ergibt sich folgende dquivalente Formulierung der Semistabilitit.

Korollar 1.2.1 FEin Objekt V ist semistabil <= Fiir alle Quotientenobjekte W
von V gilt slope(V) < slope(W).

Zum Schluf} dieses Abschnittes nun noch einige Eigenschaften des Anstieges.

Proposition 1.2.2 Seien V, W aus k — FV.
a. ) slope(V QW) = slope(V) + slope(W)
b. ) slope(VY) = — slope(V)



c. ) min{slope(V'), slope(W)} < slope(VEPW) < max{slope(V'), slope(W)}

d. ) Sind V, W semistabil vom gleichen Anstieg p , so ist V@ W semistabil
vom Anstieg .

e. ) Falls VW semistabil vom Anstieg o , so sind V und W semistabil vom
Anstieg .

Beweis: a.) Man hat folgende Isomorphie

A"V RW) = \TH(VTH)QA™ (WY,

Da obige Behauptung offensichtlich fiir eindimensionale Objekte gilt, hat man
deg(VRW) = deg(V"*W) + deg(W"™ V) =rkW deg V +1kV deg W =
slope(VQW) = slope(V') + slope(W).

b.) Verifiziere A" (VV®V) = 1.

d

c.) Benutze Proposition 1.2.1 .
)
e.) Folgt aus c) . O

Folgt aus c) .
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1.3 Harder-Narasimhan Filtrationen

Jedem Objekt (V,D;cr Vi, F) € k— FV wollen wir nun eine eindeutig be-
stimmte @ -Filtration dieses Objektes zuordnen. Diese Filtration wird die Harder-
Narasimhan Filtration zu (V. ;¢ Vi, F) genannt [?]. Diese Filtrierung ist
dadurch charakterisiert, dafl sie das betrachtete Objekt als sukzessive Erwei-
terung von semistabilen Objekten auffaft. Dabei hatte Faltings die Idee, diese
Filtration durch die ,slopes“ zu parametrisieren. Diese Vorgehensweise kommt
u.a. der Beweistechnik zugute.

Fiir ein Objekt V aus k — FV gibt es nach Lemma 1.2.1, Proposition 1.2.2 d)
und der Tatsache, daf ein Element aus dieser Kategorie nur endlich viele Un-
terobjekte besitzt, ein eindeutig bestimmtes Unterobjekt Vi .x maximaler Di-
mension mit

slope(Vipax) = max {slope(V')|V’ Unterobjekt von V} .
Offensichtlich ist Vi,ax semistabil und es gilt V semistabil < V=V, ..
Satz 1.3.1 (Harder-Narasimhan)

a. ) Sei V.= (V.@cr0nVis F) € k—FV. Dann ezistiert eine Q -Filtration
*V won V mit folgender Eigenschaft: Falls “gr(V) # (0), so ist *gr(V)
semistabil vom Anstieg o

b. ) Die Q -Filtrierungen aus a) sind kompatibel mit Morphismen ,
d. h. f(*°V) C *W fir f € Mor(V,W).

Korollar 1.3.1 Die Q -Filtration aus a.) ist eindeutig bestimmd.

Beweis: Setze in b.) V=W und f=id. O

Dieses Korollar gibt Anlass zu folgender Definition.

Definition 1.3.1 Die oben genannte Q -Filtration eines Objektes V € k — FV
heifit die Harder-Narasimhan Filtration (HN-Filtration) oder kanonische Filtra-
tion von V.

Beweis: a.) Sei ap= slope(Viax). Wie am Anfang dieses Abschnittes erwéhnt
ist Vinax semistabil. Setze

a _ Vmax ) CYSOZO
V{ 0) , a>w

Per Induktion nach dem Rang des Objektes existiert die HN-Filtration

“aWw ceWwc...cW

11



zZu V/O‘OV , d.h. es ist O‘igr(V/aoV) semistabil vom Anstieg «;,i = 1,...,n
a1 > g > ... > ap. Sei 1V das Urbild von “W unter der kanonischen Pro-
jektion p : V. — V/*V. Wegen “igr(V) = ®igr(V/*V) i = 1,...,n ist
%igr(V') semistabil vom Anstieg «;. Es bleibt zu zeigen : ag > ;.
Dazu betrachte die exakte Sequenz 0 — *°V — 1V — alV/o‘“V —0
Auf Grund der Eigenschaft von “V = Vi,ax gilt ag =slope(* V) > slope(*1 V)
und somit nach Proposition 1.2.1 aq > slope(“V / V) =a.

O

Bevor wir nun zum Beweis von Teil b.) kommen, noch ein Hilfssatz.

Lemma 1.3.1 Seien V, W € k—FV semistabil mit slope(V) > slope(W).
Dann ist Mor(V, W) = (0).

Beweis: Angenommen es existiert ein f € Mor(V, W) mit f # 0. Betrachte
das kommutative Diagramm

0 — Kem(f) < V. — V/Kem(f) — 0

Lf l=f
0 «— cokern(f) «— W < Im(f) — 0

mit exakten Zeilen. Die kanonisch induzierte Abbildung f induziert einen Mor-
phismus A" (V /Kern(f)) — A™* Im(f). Nach Lemma 1.2.1 folgt
deg(V /Kern(f)) < deg(Im(f)) und somit slope(V /Kern(f)) < slope(Im(f)).
Insgesamt gilt wegen der Semistabilitéit von V bzw. W somit slope(V) < slope(V /Kern(f))
< slope(Im(f)) < slope(W). Dies ist ein Widerspruch zur Annahme.
O

Beweis: von b) Der Beweis wird per Induktion {iber die Léinge der Harder-
Narasimhan Filtration von V gefiihrt.
Ist zun#chst V semistabil vom Anstieg «q , so gilt

ats V a<a
V= { 0) a>ag

Annahme f(*V) ¢ “WW. Dann existiert eine grofite Zahl & € Z mit
a < ag, %r(W) # (0) und f(*V) C %W. Also ist die durch f induzierte
Abbildung f : @V —% gr(W) von Null verschieden mit slope(* V)= ay >
& = slope(®gr(W)). Dies ist ein Widerspruch zu Lemma 1.3.1 = f(®V) C W
und damit f(*V) C* WVa < «ap.
Induktionsschritt : Betrachte die HN-Filtration

oy cuayc...cewv=V
von V. Offensichtlich ist dann

oy cuy c...CceV

12



die kanonische Filtration von ®~1V =:V. Per Induktionsvoraussetzung koénnen
wir schlieBen, daff f(“V) C *W Va € Z , wobei f die Einschréinkung von f auf
V sei. Zu zeigen bleibt : f(°V) C W VYa < a,.. & f(“V) C *W.

Falls f(*rV) ¢ “~W, so wihle wiederum & € Z grofitméoglich mit & < a,.,
Sgr(W) # (0) und f(* V) C¥W. Per Induktion gilt f(*-1V) C *—1W C *TW.
Dann ist der kanonische Morphismus f sV / a1}/ —& gr(W) wohldefiniert
und von Null verschieden. Nach Lemma 1.3.1 ist «, < &. Dies ist ein Wider-
spruch. O

Als néchstes wollen wir die Harder-Narasimhan Filtrationen in die Ebene
projizieren. Sei dazu *V eine @ -Filtration durch Unterobjekte von V € k — FV.
Betrachte folgende Punkte

(0,0), (rk®*V,deg(“V)), (rk®>V,deg(*2V))..., (rk®V, deg(®V)) € R ?,

wobei die a3 > ag > ... > «, gerade die Sprungstellen der @ -Filtration seien.
Falls wir nun diese Punkte in der Ebene verbinden erhalten wir ein Polygon
p(*V). Ist speziell *V die HN-Filtration von V, so schreibt man HN-p(V) anstatt
p(*V). HN-p(V) heifit das Harder-Narasimhan-Polygon von V.

Weiterhin sei p(V), nicht zu verwechseln mit p(*V'), die Kante welche die Punkte
(0,0),(rk V, deg(V')) miteinander verbindet.

Bemerkung 1.3.1 Da sich die Anstiege der *gr(V) # (0) streng monoton
fallend verhalten, sieht man, dafy HN-p(V) ein konvezes Polygon beschreibt.

Es soll nun noch fiir ein Objekt V € k — FV der Zusammenhang zwischen
dem HN-Polygon und p(*V) fiir eine beliebige Q -Filtration *V erldutert werden.
Bezeichne 7, : IR? — IR die Projektionsabbildung auf die x-Achse. Weiter sei
P die Menge aller konvexen Polygone mit Anfangspunkt (0, 0) in der Ebene.
Definiere eine Ordnungsrelation < auf P wie folgt.

P <P P/PeP:<=P liegt unterhalb P’ und es gilt 7, (P) C 7, (P")

Satz 1.3.2 Sei Ve k—FV und V' CV ein Unterobjekt. Dann gilt
p(V') < HN — p(V).

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion {iber die Lange der HN-Filtration
von V gefiihrt.

Ist V semistabil, so gilt per Definition slope(V”) < slope(V). = p(V') < p(V)
=HN-p(V).

Nun zum allgemeinen Fall. Sei ag :=slope(Viyax)-

Fall 1: slope(V’') = «ap. Aus der Maximalitéitseigenschaft von Vi.x bzgl. der

13



deg Ein HN-Polygon sieht etwa so aus.

rk

Dimension gilt tk V' <tk Vipax = p(V') < HN — p(V).
Fall 2: slope(V') < ag. Setze r =rk Vipax, ' =tk V', d’ = deg(V"’). Betrachte
die kurze exakte Sequenz

0 — Viax NV — Vi0ax @BV — (Vipax + V') — 0,

wobel (Vimax +V’)" das Quotientenobjekt von Vi@V’ darstellt, welches durch
den kanonischen Homomorphismus Vipax@V’' — Viax + V' charakterisiert
ist. Nach Lemma 1.3.1 gilt deg((Vinax + V')") < deg(Vinax+ V). Deshalb folgt
deg(Vimnax+V’) + deg(VinaxNV’) > deg(Vinax) + deg(V').

Sei s =rk(VinaxNV’). Da slope(VinaxNV') < slope(Vinax)=ayp ist

deg(Vinax N V') < aps = deg(Vinax + V') > ap(r — s) + d'.

14



Falla:r =5 = Vyax C V' = V’/VmaX ist ein Unterobjekt von V/Vmax. Per
Induktionsvoraussetzung gilt p(V’ / Vinax) = HN-p(V / Vinax). Wegen der Additi-
vitdt von rk und deg in exakten Sequenzen, sieht man, dafl

p(V') = (rkVinax, deg(Vinax)) + p(V' [ Vinax) (+)
Dann liegt aber p(V’) unterhalb von
HN —p(V) = (rkVinax, deg(Vinax)) + HN = p(V /Vinax)- (%)
Fall b: s < r Wegen slope(V') < «g sieht man folgende Ungleichung.
deg(Vipax + V') > f—:(r —8)+ f—:r' = (:—:(r +7 =)
= slope(Vinax + V') > slope(V’). Per Induktionsvoraussetzung gilt
P(Vinax + V' /Vinax) < HN — p(V [ Vinax).-

Wie im Fall a) verifiziert man p(Vipax + V') < HN-p(V).

Da rk(V') < rk(Vmax + V') und slope(V’) < slope(Viax + V') liegt p(V”)

unterhalb von p(Vinax+V"’). Aus Transitivitdtsgriinden folgt die Behauptung,.
0O

Korollar 1.3.2 Fiir eine beliebige Q) -Filtration *V des Objektes V € k — FV
gilt p(*V') < HN-p(V) und beide Polygone haben die selben Eckpunkte.

Beweis: : Das Polygon p(*V') wird durch Verbindung der Punkte (rk(*V'),deg(*V))
realisiert. Da HN-p(V) ein konvexes Polygon darstellt, folgt die Behauptung. O

(*) Hier bedeutet das ,, + “ eine Addition (bzw. komponentenweise Addition)
von Vektoren in der Ebene.
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1.4 Beziehungen zur GIT

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen der in 2 eingefiihrten Definition
von Semistabilitdt und der Semistabilitdt in der Invariantentheorie nach Mum-
ford [?] erortern. Die Varietéten, welche hierbei im Bezug auf die Semistabilitét
in GIT , betrachtet werden sind die sogenannten Flaggenvarietaten. Doch zuvor
noch einige FEigenschaften von filtrierten Vektorrdumen.

Sei V ein k-Vektorraum fiir einen belibigen Korper k.

Sind F, 7’ @-Filtrationen auf V, so induziert F’ (bzw. F) fiir jedes o € @
auf kanonische Weise eine @ -Filtrierung auf gr&(V) bzw. grg, (V).

Definition 1.4.1 Fiir zwei @Q -Filtrationen F,F' eines k-Vektorraumes V sei
< F,F' >= Za7ﬁ€Q af dim gr%(gri,(‘/)).

Lemma 1.4.1 Sei F eine Z -Filtration und F' eine Q -Filtration des Vektor-
raumes V. Dann gilt

< F,F' >=

Z (slopes, (V) — sloper (V) dim Vi + sloper (V') sloper, (V)dimV,
acZ

wobei V2 eine durch F' induzierte Filtrierung ererbt.
Beweis: Allgemein gilt fiir einen beliebigen Z -filtrierten Vektorraum (V, F)

degV =Nz(V)dimV+ > dimV*=MdimV + »_ dimV*
a>N_7:(V) a>M
VM € Z : M < Ng(V) , wobei Ng(V) die kleinste ganze Zahl ist mit
g™ (V) £ (0)
Also
Z (slopez (V2) — slope (V) dim V£ + slope (V)slope 7 (V) dimV
acZ

= Z (slope (V) — slope (V) dim VE + deg(V)slope z (V)
O¢>N}'(V)

= Z (slope s (Vg) — slope s (V) dim V£
a>Nx(V)
+ ) dimVgslopeg (V) + Nx(V) dim Vslope s (V)
a>N]:(V)

= > (slopes (VR)dim Vg + Np(V)degr (V)
Q>N]:(V)
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Z degz/ (VE) + Ne(V)degz (V)

a>Ng(V)
Yo (Y] Bdimgr, (VR) + Na(V) Y Bdimgry, (V)
a>Nz(V) pe@ Be@

= > B8( Y. dimgr (VR) + Ne(V)dimgrz, (V)

;36([2 a>Nx(V)

>80 X2 dim(grn (V)5 + Ne(V) dimgrz, (V)

pe@ a>Nz(V)

= 3 Bdegs(grh (V) = 3 Y Bagri(eri (V)
,BEQ ﬁEQ acZ

= <FF>.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir:
Korollar 1.4.1 Sei (V, @ie[(v)‘/i’]:/) € k— FV semistabil vom Anstieg 0
=< F,F ><0 V@) - Filtrationen Fdes Objektes V.

Beweis: : 1. Fall : F ist Z -Filtration. Dann folgt die Behauptung aus obiger
Formel.

2. Fall : F ist @ -Filtration. Dann existiert ein A € IN, so daf} die Filtration AF,
definiert durch Vi = V3, eine Z-Filtration darstellt. Es gilt : < AF, F' >=
A < F,F' > Hieraus resultiert die Behauptung. O

Fiir den verbleibenden Teil dieser Arbeit sei k ein algebraisch abgeschlossener
Korper.

Sei nun fiir eine lineare algebraische Gruppe G iiber k
X« (G) ={\:@,, — G| ist Homomorphismus von algebraischen Gruppen}

die Menge der Einparameter-Untergruppen (1-PS) von G,{,, bezeichne da-
bei die multiplikative Gruppe iiber k. Ist nun V ein endlich dimensionaler k-
Vektorraum und G = GL(V'), so induziert bekanntlich jede 1-PS eine Zerlegung
V=@, .z Vi), wobei V(i) = {v e V[\(t)v = t'v VteGy} .

Betrachte nun den Fall , dafl G = T' ein maximaler Torus in GL(V') ist. Dann ist
X.(T) eine freie abelsche Gruppe vom Rang n , also X,.(T) =2 Z", und folglich
X.(T)q = X.(1)®z Q = Q.

Jedes v € X*(T)Q definiert eine @ -Filtration. In der Tat sei n € IN, so dafl
nv € X,(T) und a = % € @Q, [,7¢€ Z. Betrachte

V(o) :={veVpty =t Vtek*} :={veV|(w)t)v==tPHv Vtek}.
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Wie man leicht verifiziert ist V' (a)) wohldefiniert, und es gilt V = EBae(Q V(a).

Die zu v assoziierte Q@ -Filtration F, sei definiert durch 7} = P4,V ()

Bezeichnet Ty den Diagonaltorus in GL(V'), so haben wir unter der kanoni-
schen Identifikation X, (Tp) = Q" ein Skalarprodukt auf X, (Tp), welches vom
Standardskalarprodukt des @ " herriihrt.Fiir einen beliebigen anderen maxima-
len Torus T in GL(V') haben wir folgende Isomorphie:

X(T) = X, (Ty) = Q™.

Dabei ist diese Entsprechung bis auf Permutation der Eintrdege im Q" (d.h.
bis auf der Aktion der Weylgruppe S,,) eindeutig. Infolgedessen kénnen wir vom
Standardskalarprodukt des X, (T reden.

Lemma 1.4.2 Sind v,u € X*(T)Q , 50 hat man folgende Gleichung.
<Fu,Fu>=<puv>,

wobei < p,v > das Standardskalarprodukt von u,v bezeichne.

Beweis: Wihle eine Basis vy,...,v, von V, so daf§l T" den Diagonaltorus in

GL(V) entspricht. Seien v = (a1, ..., an), = (B1,..., ) € Q". Offensichtlich
ist

gy (V) = V(a) = span{vila; = a}
gz, (V) = V(B) = span{v;|8; = B}
fiir o, § € Q. Weiter gilt gr;‘_-y (gréj_- (V) =V(e)nV(B)

=<FuFo>= Y abgr oy (V)= Y af dim(V(a)nV(5)
Q,QGQ a,BeQ

= Y aB#{ila=a,Bi =8} =) i =<pv>.
Ol,BEQ i=1

Lemma 1.4.3 Sei (V,,V;, F) € k — FV und T der Diagonaltorus in GL(V)
bzgl. der Geradenzerlegung V = @,V;. Man hat eine 1 : 1 Beziehung

{Q -Filtrierungen von (V,@®,V;, F)} «— X*(T)Q.

Dabei entspricht X.(T) gerade den Z -Filtrierungen durch Unterobjekte von
(V. B.Vi, F).
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Beweis: Sei *V eine Q) -Filtrierung des oben genannten Objektes.
Sei v = (ay,...,a,) das n-Tupel aus X*(T)Q mit “gr(V) = @ Vi. Ist
auf der anderen Seite v = (ay,...,q,) ein Element von X, (T)Q , so gibt

;=

nach obiger Konstuktion eine eindeutig bestimmte @ -Filtration *V mit *gr(V)
= D,,—.Vi-Wie man sofort feststellt handelt es sich bei diesen konstruierten
Abbildungen um zueinander inverse Bijektionen. O

Bevor wir in der Theorie weiter voranschreiten, soll im folgenden kurz auf
einige Begriffe der geometrischen Invariantentheorie eingegangen werden.

Sei X eine G-Varietiit iiber den Korper k und £ ein Linienbiindel auf X. Wir
erinnern daran [?], dafl eine G-Aktion von G auf £ (oder eine G-Linearisierung
von L) ein System von Isomorphismen oy : g*£L — L ist, so daB folgende Ei-
genschaften gelten

(i) ae = idﬁ

(ii) agn @ (gh)*L — L entspricht der Komposition
(gh)* L= h*(g°L) " g 2

Falls nun U C X eine G-stabile offene Teilmenge darstellt, so hat man eine
Operation von G auf I'(U, L) wie folgt :

LU, L) 2= T(g~'U, " L) = T(U, g* L) 2% T(U, £)
Speziell der Fall U = X liefert offene Teilrdume
X*3(L) ={r e X|3r>0,f e (X, L®)C z € Xy, X; affin}
X§(L):={x e X|3r>0,f eT(X,L%)% 2 € Xy, X; affin
G ist endlich und die Operation von G auf Xy
ist abgeschlossen}

der semistabilen bzw. stabilen Punkte.

Kommen wir nun zum Begriff des Anstieges in einem Punkt z € X bzgl. einer
1-PS von G und L. Fiir den restlichen Abschnitt wird X stets als vollstéindig
vorausgesetzt.

Sei z € X und X € X.(G). Betrachte den Morphismus o, o A : ,,, — X mit

o,: G — X

g — g{[]
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Da X vollstandig ist erweitert sich o, o A in eindeutiger Weise zu einem Mor-
phismus ¢ : &, — X. Wie man leicht feststellt ist lim;—o A(t)z =: ¢(0) ein
Fixpunkt der Operation von &,, via A. Also hat man eine Operation von G,
auf L(¢$(0)) durch einen Charakter p d. h. t x v = t*v,v € L(¢(0)). Dann heifit

pE (@A) = —p
der Anstieg von A in x bzgl. L.

Sei speziell X CIP ™ eine projektive Varietdt mit linearisierter G-Aktion, d.h.
man hat eine Darstellung G — GL(V),V = k", so da§ X invariant ist unter
der induzierten Aktion auf IP ™. Ist L=0x (1), so sind Liftungen der G-Aktion
von X auf £ und lineraisierte G-Aktionen auf X zueinander dquivalent. Wir
schreiben dann p(x, \) anstelle von ,uﬁ(a:,/\). Liegt # € A™"! iiber x und ist
V =@,z V(i) die Eigenraumzerlegung bzgl. einer 1-PS A, so gilt u(z,\) =
max {—r|E, # 0} , falls £ =), &;,%; € V;.

Hier noch einige Eigenschaften des Anstieges :

o 1F(gz,grg™) = iE(z, N).

e Sei y:=lim;_.q A(t)z. Dann gilt ,uﬁ(y,/\) = uﬁ(x,)\).
. ,uﬁ(gc,)f) =r uc(x,)\).

e Sei f : X — Y ein G-Morphismus und M ein G-linearisiertes Lini-
enbiindel auf Y. Ist £:=f*(M) das G-linearisierte Linienbiindel auf X, so

gilt £ (x, ) = pM(f(2),N).

e Sei X = Xy x...xX,, ,L; G-linearisierte Linienbiindel auf X;. Bezeich-
net £ das Linienbiindel pri(£1) ® ... @ pr (L) auf X, so ist Mﬁ(x, A)
= iy wFi (i, A).

Zum Schluf} sei noch das Hilbert-Mumford Kriterium erwihnt.

Satz (Hilbert-Mumford) Sei G eine reduktive algebraische Gruppe, X eine
vollstandige G-Varietdt und £ ein Linienbiindel auf X mit gelifteter G-Aktion.
Dann gilt :

Lz,0)>0 YAe X, (G)

e X®(L) & u~(z
& wL@ ) >0 Yre X.(G),\#0.

x € X5(L)

Wir fixieren nun einen Vektorraum V der Dimension n iiber den algebraisch
abgeschlossenen Korper k, a3 > as > ... > «a,, «a; € Z,r € IN und natiirliche
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Zahlen ni,..,nemit Yo, mg=n.
Sei

F=FV,a1,...,qr,n1,...,0;)

:= {F|F ist Z-Filtration von V, dimgrz* (V) =n;,i=1,...,7 } .
F ist eine projektive Varietdt, welche isomorph zur Flaggenvarietit vom Typ
(’I’Ll,’l’Ll +ng,...,n1 +...+ n,.) lbt([?] S. 241).

Betrachte fiir d < n die Menge Grq(V) aller d-dimensionalen Untervektorrdume
von V. Die Abbildung

pl:Grg(V) — P (AV)
wWo— AW,
die die ,, Pliicker-Abbildung “ genannt wird, vererbt Gr,(V') die Struktur einer
projektiven Varietét. Man nennt Gry(V) die Grassmannsche Varietéit der d-

dimensionalen Unterrdume von V ([?] S. 239-240). Aus diesen Fakten ergeben
sich abgeschlossene Einbettungen

F = [1Grasin V)= [[P A HY).
=1 i=1

Weiter operiert die algebraische Gruppe G = GL(V) in kanonischer Weise auf
den Varietiten F, [T/_, Grnyt..n: (V), [Ti—; P (A" TV | s0 daB die abge-
schlossenen Immersionen G-dquivariant sind.

Sei L; das ample Linienbiindel auf Gry, +,... 4n,;, welches die Pliicker-Einbet-
tung definiert. Wir haben eine G-Linearisierung auf £; , die durch die G-Lineari-
sierung auf Op (yni+..+n;1) (1) induziert ist. Schliefllich sei £ das G-linearisierte
ample Linienbiindel auf F, welches durch die Einschrankung des Geradenbiindels

M =
pri(L 2 @prs (L% 7N Q. @pri_y (L # ) @prr(£,597)

auf H:Zl G7py+...4+n,; (V) gegeben ist. Dabei bezeichnen
pri - HGrnl"l‘---ni (V) - Grnl-‘r-u-‘rni (V)
i=1

die jeweiligen Projektionsabbildungen.

Lemma 1.4.4 Sei A eine 1-PS von G und x € F ein Punkt, der fest ist unter
der Aktion von X\. Bezeichnet F, die zu x gehorige Z -Filtration, so gilt

/J,’C(SU,)\):—<.FI,.7)\ >

Also ist ¢ GIT semistabil bzgl. L und X\, genau dann wenn < F,, Fy ><0.
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Beweis: Betrachte die abgeschlossenen Einbettungen

f — HGTnlerJrni (V) s HIP (/\n1+...+niv) ~ P (®;‘:1/\n1+"'+ni‘/‘)
i=1

=1

Sei & = (x1,...,2,) und V* der zu x; gehorige Unterraum von V. Auf Grund

der Definition von £ gilt u'c(x, A) = pM((det Vr, ... det Vo), \)

= p((det Vor)@a—a2Q(det Vo2)@x2-as . Q(det V)@ \). Da z von A

fixiert wird ist @)_, (detV®i)®(@i=ai+1) gtabiler Unterraum von @_, (A" v)®(@i—ain)
bzgl. der Operation von A und man hat

@)y (det Ve)ema) = @7 (det g, (V)9
Wihle nun, nach dem Bruhat-Lemma, eine Basis

{617 e ;en176n1+1, ceey en1+n23 cety en1+...nr_1+1» ceey €n1+...nr}

von V bzgl. der die Flaggen F,,F ) erzeugt werden. In der Tat existiert eine
solche Basis, so daf3 gilt :

(1) Es existiert v = (a1,...,a1,00,...,Q2,...,Qp,...,0) € X, (T) mit F, = F,
—_———— ——— ——

ni n2 Ny
(i) A€ X.(T)

wobei T der Diagonaltorus zu dieser Basis sei. Sei A € X, (T") von der Form

A= (B plen) glea) o plea) o glen) L glan)y
Es ist {€n,+..mi41s- -+ €ni+..miyq ) Basis von V(a;) = grre, * (V). Nun gilt aber

/\(t)(enl-i----m:-‘rl TARRRWA 6n1+-~~ni+1) = A(t)enl—i-.“ni-&-l TARRRWA /\(t)en1+---ni+1

g gleg)

= o= (6n1+---717’,+1 AN en1+~-n7‘,+1)'

Also operiert A auf @)_, (det grz, *(V))®. durch den Charakter

T

Z(i@(‘%))ai =< U A>S=<Fr,Fp>.

i=1 j=1
Od

Nun zum zentralen Satz dieses Paragraphen der, wie am Anfang erw#hnt,
den Zusammenhang zwischen den unterschiedlichen Begriffen der Semistabilitét
beschreibt.
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Satz 1.4.1 Sei (V,@,., Vi, F) ein Objekt aus k — FV und T der zur Geraden-
zerlegung assoziierte Diagonaltorus in SL(V'). Dann ist (V, @, Vi, F) semista-
bil <= Der entsprechende Punkt x € Fmit F, = F ist GIT-semistabil bzgl. T
und L.

Beweis: F ist semistabil <= Fiir alle Unterobjekte V' C V gilt slope (V') <
slopez(V) <= Fiir alle Z -Filtrationen F des Objektes V vom Totalgrad 0 ist
> ez (slopexr(VE(V) —slopeg(V))dimVg < 0.

In der Tat ist V' C V ein Unterobjekt, so existieren ay, an€ Z , so dafl die Z -
Filtrierung ((V', a1), (V, a2)) Totalgrad 0 hat. Also folgt: F = F, ist semistabil
< VA e X (T) gilt < F,Fx >< 0. Fixiere jetzt eine 1-PS A = (aq,...,ap)
von T d. h. A € X.(T). Betrachte nun F,,, wobei xg := lim; o A(t)z der
entsprechende Punkt in J ist. Dann ist zg ein Fixpunkt unter der Operation
von A und man hat Fy = @;_, (Vi N Fy).

= 5 (rin, (V) = g8 (@, Vi) = 8%, (Do Vi) = &% (g, (V)
und somit < Fpy, Fa >=< Fu, Fr > .
Insgesamt : F = F, ist semistabil <= VA € X, (T) gilt < Fyy, Fa >

=< Fp, F\>= fuﬁ(x, A) < 0. Nach dem Hilbert-Mumford Kriterium folgt die
Behauptung. O
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1.5 Stratifikation von F

In diesem Paragraphen fixieren wir ein Tripel (V, ae,ne), wobei V ein endlich-
dimensionaler k-Vektorraum (k algebraisch abgeschlossen) und ae : IN — Z
ne : Z — IN die entsprechenden Funktionen der ,, Sprungstellen “ bzw. der

, Dimensionsanstiege “ darstellen. Anders ausgedriickt betrachten wir die Flag-
genvarietdt F mit Elementen F der Form dim gr (V) = nq,. Nach Satz 1.3.1
existiert zu jedem Objekt aus k — FV eine eindeutig bestimmte Harder-Narasimhan
Filtration. Fiir ein zugehoriges HN-Polygon P bezeichne F P die Menge aller Fil-
trationen in F auf V, welche das gleiche HN-Polygon besitzen d.h.

FF ={x e FIHN — p(F,) = P} .

Folglich hat man eine Zerlegung

F= U

P ist HN-Polygon

Wir werden sehen, daff es sich bei den F"um lokal-abgeschlossene Unterva-
rietdten handelt. Dabei geht es uns darum, Aussagen iiber die jeweiligen Ab-
schliise zu treffen. Auflerdem gehen wir der Frage nach, welche moglichen HN-
Polygone auftreten kénnen. Weiterhin unterteilen wir die ¥ in kleinere Strata
und werden in Bezug auf diese ,feinere* Stratifizierung die oben genannten
Aspekte nochmals aufgreifen.

Bevor wir uns diesen Fragenstellungen zuwenden, miissen wir den Begriff
einer Filtration von Vektorrdumen iiber k, auf freie Moduln iiber k-Algebren
verallgemeinern.

Sei R eine k-Algebra.

Definition 1.5.1 Fine Filtration eines endlich erzeugten freien Moduls R-Moduls
M, kurz R-Filtration, ist eine Sequenz

O)=FCFUrC...F¥"=M «a;€Q
von R-Untermoduln, so daf$ folgende dquivalente Bedingungen erfiillt sind.
1. M /F* ist projektiv Vi.
2. gre (M) = F |F*+ ist projektiv Vi.
3. F* ist lokal auf Spec(R) direkter Summand von M Vi.

Wie man aus [?] (Kap. 1 9.9.) erfiahrt stellt F den folgenden Funktor dar.

F: { k-Algebren } — Set
R +— {R-Filtr. auf V ®,R mit rg gr*(V@,R) = 10}
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Deshalb entspricht ein Morphismus Spec(R) — F einer Filtration F des R-
Moduls V), R mit rg gr¥(VQ,R) = na,a € Q. Insbesondere kénnen wir
nicht nur den abgeschlossenen Punkten von J, sondern auch jedem beliebigen
Punkt z € F kanonisch eine Filtration auf V), x(z) zuordnen (k(x) sei der
Residuum-Korper an der Stelle ).

Sei nun speziell O=R ein diskreter Bewertungsring iiber k und

f: Spec(O) — F ein Morphismus von k-Schemata. Also hat man eine O-
Filtration F auf V @), O. Bezeichnet 7 den allgemeinen Punkt und s den spe-
ziellen Punkt von Spec(O), so erhiilt man auf kanonische Weise @ -Filtrationen
Fu, Fs auf V@, k(n) bzw. V &, r(s).

Satz 1.5.1 Es gilt: HN —p(V Q,, (1), Fy) < HN —p(V Q. k(s), Fs) , wobei
beide Polygone gleiche Endpunkte besitzen.

Beweis: Sei also F eine O-Filtration.
1. Schritt : Wegen der Isomorphismen von filtrierten Vektorrdumen

A V®,k(s) = (N (V®,0)®ok(s)  und
K(s) o)

A VRurm) = () (V®,0)®pr(n)

K(n) o

gilt deg(VQ),.k(s), Fs) = deg(VQ,.k(n), Fy). Also haben beide Polygone die
gleichen Endpunkte.

2. Schritt : Bezeichne °V,, die HN-Filtration von (V@ .x(n),F,). Betrachte
die O-Filtration 'f/\;, definiert durch O‘/V; =V, NVR,0 C VQ, r(n). Diese
induziert eine @ -Filtration *V, auf V&, k(s). Nach Korollar 1.3.2 gilt p('/Vvs) <

HN —p(VQ),~(s), Fs). Desweiteren hat man nach 1. Schritt p(*Vs) = p(*V;,) =
HN —p(VQ,k(n),F,) , woraus die Behauptung resultiert. O
Aus diesen Satz ergibt sich folgendes Korollar.

Korollar 1.5.1 Sei P ein Harder-Narasimhan Polygon. Dann gilt

Frc U #

P’ P,P'HN-Pol.

Beweis: Es gilt TP = Uzefp {z} [?](Kap. I 7.3).
Sei also © € F¥ und y € {Jc_} ein abgeschlossener Punkt. Betrachte den zu y
gehorigen Morphismus ¢, : Spec(k(y)) — F  (~ Filtration auf auf V'), x(y)).
Wihle einen diskreten Bewertungsring [?](Kap.I, Prop. 5.5.2) mit Morphismus

¥ Spec(O) — F.

’I7 — T

S [ y
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Dieser induziert Filtrationen F,, F, auf V Q), k(n) bzw. V Q), (s). Es ist HN-
p(F,) = HN-p(F). Also auch HN-p(F,) < HN-p(F,), da k(z) C k(n), k(y) C
K($). O

Bemerkung 1.5.1 Es gilt i.a nicht F = U fPl. Es ist i.a sogar
P’ P,P"HN-Pol.

F keine Vereinigung von Strata.
Beweis: Betrachte dazu Kap. II 3.1 I «). Die Filtration
F:Fl=< e1 + 2es +e3 >,f2 =< e1 +eg,e+ €3 >7.7:3 =< ey1,€9,€3 >

ist ein Element von .Zﬂ“, aber nicht von f8b , da F 2 kein Unterobjekt vom
Rang 1 enthélt. Hierbei bezeichne z.B. F'® das jeweilige Stratum, das zum Fall

Ta gehort.
O

Bemerkung 1.5.2 Selbst die schwichere Aussage
P<P PP ecP= F nF £0
hat keine Allgemeingiiltigkeit.

Beweis: Betrachte wiederum Kap. II 3.1 T «). Sei Fe F* (vgl. Notation in
Bemerkung 1.5.1) = Es existieren Unterobjekte W, W’ von V mit tk W =1,

tk W =2, W cW' cF® und W CF2 Sei F € F**= 3 Unterobjekt W mit
rk W =2, FlcWwcrF?.
1. Fal F*'¢W = W # W und W' + W = F°.
2. Fall W' =W und F? = F'@W= W' = F°.
= fSa mf8b — (Z) O

Satz 1.5.2 Das Stratum F© = {x € FIHN — p(F.) = P} st eine lokal abge-
schlossene Untervarietdt von F.

Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir noch einige Hilfssétze. Sei im fol-
genden I:'= {WCV|Wwird durch ein Teil der Geraden aufgespannt.}

Proposition 1.5.1 Fiir ein W€ Iund c € Q ist die Menge LY :={F € F|slopex(W) > c}
abgeschlossen in F.
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Beweis: Sei Fe F gegeben. Dann gilt
slope £ (W) > c& deg p(W) > edim W

@Z(ai —a;—1)(dim(W NF*) > cdimW — a; dim W =: ¢/,
=2

wobei die a1 < ... < a, gerade die fixierten Sprungstellen sind. Bezeichne
(0)CV@o, CVo,C ... CV,, =V

die zu den Funktionen a,,n, entsprechende Standardflagge des k™. Betrachte
folgenden Morphismus von Varietdten.

®:{¢p: k" — V|pist VR-Isom.} — F
mit ¢ — (0)CP(Va,)Co(Va,)C ... Co(Vy,) = V.

Nun ist £V = &(MY) mit

MY = (0] 3 (0 — i) (dim(W 1 6(V)) 2 )

Wir haben fiir jedes 2 < ¢ < r folgenden Vektorraumhomomorphismus:
@i =& | Vo, @incly : Vo, W — V

Dann gilt
MY = {o| Yo (i — ai1)(rg(#4)) < ¢}

Dabei sei ¢” die entsprechende Konstante, welche sich durch das Umfor-
men der Gleichung ergibt. Also ist MZV abgeschlossen, wie man mit Hilfe des
Morphismus

U:{p: k™ — V]p VR-Isom.} — Z
¢ — Bi_y BT ¢
wobei Z:= Hom(A, B) mit

sieht.
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Korollar 1.5.2 Seien W, W' € I. Dann ist

Ly, = {F € Flsloper(W) > sloper(W')}
konstruierbar .
Beweis: Definiere F)' := {F € Flslopes(W) =i}, fir i € @ und W € 1.
Diese Menge ist nach voriger Proposition lokal abgeschlossen, also konstruierbar.
Offensichtlich gilt L1}, = |, F. WNLY . Hierbei durchlaufe i die rationalen Zahlen,

welche als mogliche Werte fiir slope (W) auftreten kénnen (endlich viele !). Also
ist L%, als endliche vereinigung von konstruierbaren Mengen konstruierbar.

O
Korollar 1.5.3 Die Menge Qw := {F € F|V L. = W} st konstruierbar.
'
Beweis: Es gilt Q= () LIV, N N Ly
Wwrel W’el,dim W/>dim W
WAW/ -

Betrachte W, W/, W" € I mit WCW' WcCW". Wegen
slope (W' /W) > slopeF(W" /W )<
degz(W')(dim W — dim W) — degz(W")(dim W’ — dim W)
> deg (W) (dim W’ — dim W") = const.

kann entsprechend des Beweises von Proposition 1.5.1 und seiner Korollare ge-
zeigt werden, dafl die Mengen

{F|slopez(W'/W) > slope F(W" /W)} bzw.
{F e FIV/W)fax = W' /W}

konstruierbar sind.

Bezeichne nun W := (0)C'WC2WC ... C"W = V eine Kette von Elementen
aus I. Definiere Q3 := {F € F|Die HN-Filtration von (V, F) hat die Form W} .
Aus dem Zuvorgesagten ergibt sich folgendes Korollar.

Korollar 1.5.4 Die Menge QW st konstruierbar.

Beweis: (von Satz 1.5.2 ) Sei nun fiir W := (0)c'Wc2Wc...c'W =V
ganze Zahlen cq,ca,. .., ¢, gegeben. Da nach Proposition die Mengen der Form
{F € Fldegr =¢;} 1<i<rlokal abgeschlossen sind. , sieht man dafl

Q;U[lf““’% = {‘7: € QVT/‘ deg]:(iW) =c,i=1,... 7T}

konstruierbar ist. Sei speziell W die HN-Filtration zu (V, F) fiir ein F mit HN-
Polygon P und ¢; = degz(*W),i = 1,...,r. Sei T der Diagonaltorus bzgl. der
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Geraden zerlegung mit Weylgruppe W = N(T)/T = S,,,n = dim V. Offensicht-
lich gilt dann

P _ w
f - U O-chvu-ycr’

0€Sn/Say X... XS4,

wobei d; = dim’ gr(V).Hieraus folgt die Konstruierbarkeit von F¥. Definiere

AP = UpipF". Nach Korollar 1.5.1 folgt die Abgeschlossenheit von A"

[?](Kap. T 7.3). Nun gilt aber F* = AP (Jprp AP, woraus die Behauptung
PI#P

resultiert. a

Wir kommen nun zur ,feineren ¢ Stratifizierung von JF. Sei dazu
m = (my, ..., ms) eine geordnete Partition, d.h. es gilt Y .;_, m; =n,m; € IN,
und ) die Menge all jener Partitionen. Wir haben eine Operation von W = 5,
auf @™, welche von der Aktion der Weylgruppe N(T)/Z(T) auf X, (T)Q , T

max. Torus, herriihrt.

Sei also @ := {p} = (a1,...,00,00,...,09,...,0r,...,a) und o € W.
—_— e — ———r
Ny Nag Na,.

Gilt fiir oz

1 mi—1+m; 1 my+mi41

— Z )\j> Z )\j 1=1,...,5—1,

m; . miy1 . -

Jj=mi—1+1 J=mi+1

so sagen wir ((myq,...,ms), o) erfiillt die Eigenschaft (SMF) ( (SMF) soll hierbei
soviel bedeuten wie ,, streng monoton fallend “ ) .
Verbindet man in der Ebene miteinander die Punkte

i—1 mi+...+m;_1 i mi+...+m;

Qomi Do X)L Qomi YA,

j=1 j=1 j=1 j=1
fir i = 1,...,s so erhalten wir ein Polygon. Die Eigenschaft (SMF) besagt
dann, dafl die sukzessiven Anstiege der Kanten dieses Polygon streng monoton
fallend sind.
SchlieBlich definieren wir

Iz :={(m,[0]) € Q x W \W /W, |(m,0o)erfiillt die Eigenschaft (SMF) } ,

dabei sei M = M, die std. Leviuntergruppe von P,, mit zugehoriger Weylgrup-
pe Was (P, =std. parab. Untergruppe von GL(V') zu m) und W, die Fixgruppe
zu .

Durch diese neue Menge I; haben wir nun unsere neue Stratifizierung gewon-
nen. In der Tat, sei (m = (m1,...,my),[0]) € Iz mit ofi = (A1, ..., A,). Diesem
Element konnen wir die folgende Menge zuordnen :

F(m.o)) = {F € F|Die HN-Filtration hat Lange s, dim gr§ (‘V/7~'V)
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Jj—1 J

= #{Akp‘k =ay, k= Z m+1,... Z ml} VZ,]},
=1 =1

hierbei bezeichne (0)) = VclVc?2VC...C*V =V die jeweilige HN-Filtration

von (V,@,V;, F) und s die Léinge dieser Filtration.

Dann gilt

F= U Foop

(m,[o]) el

Wie im Fall der ,groben“ Stratifizierung handelt es sich bei diesen Strata
um lokal abgeschlossene Teilrdume.

Satz 1.5.3 Das Stratum F(,, (o)) ist eine lokal abgeschlossene Untervarietiet

von F.

Beweis: Fixiere eine Kette W = (0) = vclvc...c*V =V von Elementen
aus I, so daB W eine HN-Filtration zu einem Element F° aus F. (m,[o]) mit HN-
Polygon P. Sei ¢y, ; := dim gr, (V/i=WVYyi=1,...,rj=1,...,s Wie man
mit Hilfe von Proposition 1.5.1 erkennt, handelt es sich bei

Q) = (F e Fldimgry (VI V) =ciji=1,....r.j=1,...,5}
um eine lokal abgeschlossene Untervarietdt von J. Entsprechend dem Fall,

dafl der Orbit eines Punktes einer G-Varietdt X lokal abgeschlossen ist, folgt
daB {J, ¢ s, TQ%/TC/"‘J') lokal abgeschlossen ist. Wie man sich leicht iiberzeugt gilt

Fomion =F N Ures, TQE/;’j), woraus die Behauptung resultiert. O

Entsprechend gelten auch die Aussagen aus den Bemerkungen 1.5.1,1.5.2 .
Wie man leicht verifiziert sind die beiden Stratifizierungen fiir dim V' < 4 iden-
tisch.

Assoziere nun zu jedem (m, [0]) € I ein Harder-Narasimhan- Polygon P(m, [o])
mit F o)) C FPloD)  Bezeichnet P ein beliebiges HN-Polygon, so hat man
folgende Verfeinerung :

F'= 11 Fomw

(m,[eD) €Iz
P(m,[o])=P

Abschlieflend kénnen wir noch folgende Aussage iiber die Menge I;; machen.

Proposition 1.5.2 Sei (m, [0]) € Iy und m’ eine weitere Partition, derart, daf
P,, C P,,. Dann ist (m/,[o]) € Iy.

Beweis: Falls m = (mq,...,mq) so geniigt es sich auf den Fall m’ = (m},...,m/,_,)

mit m, =m;, i =1,...,7, mL, = mp + mypy1, my = myy,i=r+1,...,d—1
fiir ein 7 < d zu beschrénken. Es sind nachstehende Ungleichungen zu zeigen.
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1 My —2+Mp_1 My 1 +Mp+My g1

1
me—1 Z )\j ~ my +mr+1 Z Aj

j=mg,_2+1 j=m,_1+1

My —1+Mpr+Mpg1 Mypgp1+Mpi2

1 1
b) — > A > Y
m m m
r T+l Jj=myp_1+1 T2 J=mpy1+1
zua) :
My_o+r—1 My 1+Mp+Mp 1
a) @(mr + m7~+1) E /\j > Myp_1 E >\j<:>
j=mp_o+1 j=m,_1+1
My —2+Mp—1 Myp—2+Mp_1 My—1+m, My +Mypy1
s E )\j + my_q E )\j > Myp_1 E )\j + Mmy_q E )‘j'
j=r—241 j=mr_a+1 Me—1+1 j=me+1

Letztere Ungleichung ist aber per Voraussetzung erfiillt. zu b) : dhnlich wie a).

O

Bemerkung 1.5.3 Bekanntlich lif$t sich jedes Element o aus der Weylgruppe
W, als Produkt von einfachen Spiegelungen schreiben [?]. Im unseren konkreten
Fall bedeutet dies, daf$ man jede Permutation als Produkt benachbarter Trans-
positionen darstellen kann. Ist (m,[o]) € Iz und o' < o — daf8 heifst wird o
in kiirzester Form als jene Verkettung einfacher Spiegelungen geschrieben, so
entsteht o' aus o durch Streichen von solchen Transpositionen —, so gilt im
allg. leider nicht (m, [0']) € Iz, wie man in Kap. II 3.1 I o) sieht.

Es gilt ((1,1,2),[(2,3)(1,2)]) € Iz, aber ((1,1,2), [(1,2)]) ¢ Iz
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Kapitel 2
Beispiele

Um eine Flaggenvarietéit eines Vektorraumes hinsichtlich ihrer Sprungstellen
und Dimensionscharaktere zu beschreiben, haben wir bis jetzt eine monoton
fallende Funktion ¢ : Z — {Unterrdume von V} mit endlichen Tréger be-
trachtet. Da sich jede 1-PS u von GL(V) diagonalisieren 1i8t, entspricht jede
Konjugationsklasse {} in GL(V) genau einem n-Tupel

(Q1yce e 1, Q0 Qo Oy ey Q)
—_———— —— ———

Moy Nag Ny

von ganzen Zahlen mit cy > ag > ... > .

Betrachte nun @ -Filtrationen eines Vektorraumes V, d.h. wir fixieren n-Tupel
von rationalen Zahlen und assoziieren dazu die entsprechende Flaggenvarietét.
Durch folgende zwei Operationen dndert sich nichts, bis auf Isomorphie, an den
Flaggenvarietiten und deren HN-Stratifikationen.

1. Ersetze {u} durch {rup},re Q

2. Ersetze {u} durch {u+ (o, ...,a)},a € Q.

Durch passende Wahlen fiir r und (a, . .., «) werden wir in diesem Kapitel des-
halb ohne Einschréinkung annhmen daf$ 7" | a;ng, = 0.

Der Rest der Arbeit bringt Beispiele fiir die vorhergehende Theorie. Dabei
gehen wir wie folgt vor. Wir betrachten einen n-dimensionalen Vektorraum V
mit Geradenzerlegung @, V; und einen Vektor a = (aq,...,a,) € Q" mit
a1 > ... > o, und Z?:l «; = 0. Jener Vektor liefert uns wie oben schon
erwahnt unsere Flaggenvarietdt . Dann bestimmen wir der Reihe nach:

e den semistabilen Ort von F.

e die HN-Stratifikation und die zugehorigen HN-Polygone.
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e das Hasse-Diagramm, bzgl. der Halbordnungsrelation auf den Strata der
groberen HN-Stratifizierung, welche durch die bereits in Kap.1 3 eigefiihr-
ten Halbordnungsrelation < auf P induziert wird. Dabei werden fiir aq, . . ., o
feste Werte genommen, da sich durch Verdnderung dieser Werte, die Re-
lationen zwischen einigen Strata verschieben koénnen.

Dazu berechnen wir vorab fiir ein Unterobjekt W von V den Anstieg slope(W).
Diese Bezeichnungen werden im folgenden immer benutzt. Es sei noch bemerkt,
dafl man auch die beiden nachstehenden Halbordnungsrelationen auf den Strata
der groberen (bzw. feineren ) HN-Stratifizierung angeben koénnte.

o F = F o FcFT .
o« FP < FV s FnFT £0.

2.1 F=1P (V)

Sei (V, @), Vi, F) ein Objekt aus k — FV, so daB F aus der Flaggenvarietiit
F ist, welche der Konjugationsklasse {u} von 1-PS in GI(V') entspricht.Dabei

sei {u} = (o1, @2,...,a2) mit a3 > as und a3 + (n — 1)ag = 0 d. h. F hat
—_————
n—1mal
folgende Gestalt *V = (0) € F' C V. mit dim F' =1. In offensichtlicher Weise
a1 (6)

148t sich F mit dem projektiven Raum IP (V) identifizieren, ndmlich durch die
Zuordnung F— F1.

Sei W CV ein Unterobjekt.

. Fall 7' ¢W = slope(W) = L (aa dim W) = as < 0

. Fall 7' W = slope(W) = L (a1 + ag(dim W — 1)) > 0.

Also F** = {F € F|F" ist in keinem Unterobjekt W #V enthalten. }
=P (V) \U;z, H; mit H; =P (D,; Vj)-

Falls F¢ F°° so hat die HN-Filtration von F die folgende Gestalt:
*V=(0)cC Vinax c W

Q2
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Wie man aus obiger Rechnung entnimmt ist V.« das kleinste Unterob-
jekt,welches F' enthiilt.

Das HN-Polygon zu F sieht etwa so aus :

dim Viax

Stratifikation von F= TP (V) : Fiir ein Unterobjekt V' CV, identifiziere im
nachfolgenden IP (V') mit einer abgeschlossenen Untervarietit von F=IP (V).
Wie wir zuvor gesehen haben gilt F*° = F\ J._, P (Dix;Vi) » d. h. F*° ergibt
sich durch Entnahme aller Hyperebenen. Betrachten wir nun den semistabi-
len Ort bzgl. der von F auf einer Hyperebene V' induzierten Flaggenvarietit
F' = TP (V’), so kann man wiederum JF' durch das Weglassen seiner Hyper-
ebenen beschreiben. Betrachtet man zwei Hyperebenen V', V" mit deren induz.
Flaggenvarietiten F', F", so haben, nach obigen Berechnungen, je zwei semista-
bile Punkte 2’ € F'**, 2" € F'** gleiches HN-Polygon. Sukzessive Anwendung
dieser Konstruktion ergibt nachfolgende Stratifizierung.

P (V)= Lnj.zz«, wobei F; = | P (V)\|JH].
1=1 dim V/=4
V/zul.

Hierbei seien H| die Hyperebenen von V.
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22 dimV =3

Sei (V, @?:1 Vi, F) ein 3-dimensionales Objekt aus k — FV, so dafl F aus der
Flaggenvarietit JF ist, welche der Konjugationsklasse {} von 1-PS in GI(V)
entspricht. Dabei sei {u} = (a1, a2, a3) mit oy > as > a3, a1+ a2 +a3 =0
d. h. F hat folgende Gestalt V* = (0)c F' c F>cC V.

Q) Qs
Betrachte folgende 3 Fille.

laog—as>as—ass a+a3>0> a
ITag—as<ays—ags a;+a3 <0< as

III oy —as =as —az s a1 +a3 =0= s

zu 1
Sei W ein Unterobjekt.

dim W = 2.
. Fall 7' ¢W = slope(W) = 3(as +a3) < 0.
. Fall 7' W, F* #W = slope(W) = %(ay + a3) > 0.
. Fall 72 = W = slope(W) = (a1 + as) > 0.

dim W=1
. Fall W ¢ F? = slope(W) = as< 0.
. Fall W cF? W £F' = slope(W) = as< 0.
. Fall W =F" = slope(W) = a;> 0.

Also F** = {F € F|F" ist in keinem Unterobjekt W #V enthalten. }

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F°*°

1) FL=W' F> =W" beide zul. = *V =(0)c W c W' C V.
(651 (65 Qs
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2.) F' =W’ zul. , F? nicht zul. = *V =(0)c W' C V.
(651 —%
3.) F'nicht zul. , F2 =W" zul. = *V =(0)c W” cC V.

a1tas Qs

4.) F', F* beide nicht zul. . Sei W #V zul. mit F! cCW= *V =(0)c W C V.

al1tog
2

Q1= 3 , Qlg= -1 , Q3= -2

zu 11

Dieser Fall ist ,, dual “ zum ersten Fall. Betrachtet man némlich das duale
Objekt V'V, so geht per Definition der induzierten Filtration au V'V

e a=(aj,...,ay) iiber in @V = (—ay,...,—aq).
e *Vr iiber in *VyY : a— (“FV) L.

o deg(*(VY)) = deg(*V) — deg(V) = deg("V)
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Die HN-Polygone bzgl. VY ergeben sich aus den HN-Polygonen von V(Fall I),
indem man zuerst eine Spiegelung an der y-Achse und anschliefend eine Trans-
lation um dim V nach rechts vornimmt.

zu 111
dim W=2
1. Fall 7' ¢W = slope(W) = % < 0.
2. Fall F' cW, F? #W = slope(W) = 0.
3. Fall 7> = W = slope(W) = 2.
dim W=1
1. Fall W ¢F? = slope(W) = azs.
2. Fall W cF? W £F! = slope(W) =0.
3. Fall W =F" = slope(W) = a;.

Also F** = {F € F|F", F? beide nicht zulissig}

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F°*°

1) Fr=W' F2=W" beide zul. = *V =(0)c W' c W' C V.
(651 0 Q3

2.) F' =W’ zul., F? nicht zul. = *V = (0)c W' C V.

(63
a1 73

3.) F'nicht zul. , F2=W" zul. = *V=0)CcW"cCV.

o
§ o
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Hasse-diagramme zu HN-Polygonen
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23 dimV =4

Sei (V, @?:1 Vi, F) ein 4-dimensionales Objekt aus k — FV, so dafl F aus der
Flaggenvarietit JF ist, welche der Konjugationsklasse {} von 1-PS in GI(V)
entspricht.

2.3.1 {p} = (o1, 0, 03, 04)

{p} entspreche dem 4-Tupel (a1, s, as,aq4) mit a7 > @y > ag > a4 und
Z?zl a; = 0. Betrachte folgende Fille.

a1 + ag > 2as
a1 + ag = 200

v) a1 + az < 209

)

)

)

) a; + ag > 2as
IT a3 =0 B) a1 + az = 2as
)a1+a3<2a2
)
)
)
)
)
)

2

«
I as>0 16}
(67

as + ay < 203
IIT as <0 0B) as + ay = 2a3
v) a2 + g > 203

a) ag + ay < 203
IV as =0 08) as + aq4 = 2ag3
v) a2 + g > 203

V as>0und ag <0

Diesen Fall unterteilen wir in weitere 9 Unterfalle.

a1 +ag > 20y a1 +a3 =20 a4+ a3z < 2y

ag + ay > 2a3 A B C
s + ag = 203 D FE F ’
g+ ay < 2a3 G H I

wobei sich A,C,D,G,H,I nochmals in die folgenden Unterfille unterteilen:

a) a + ay > 2as
A ﬂ) 041+Oé4:2012
v) a1 + ay < 2as

a)a2+a3>0
C ﬁ)a2+a3:0
) as +az <0
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a) a1+ ag > 209
D 08) a1 + ag =209
v) a1 + ag < 2an

Oé) as + a3 >0

G ﬂ)OQ—FO[;gZO

) s +a3 <0

) a1 + ayg > 203
H B) a1 + ay = 2as
) a1 + oy < 2ag

@) a + ay > 2as
I B8) a1 + ay = 2as
v) a1 + oy < 2a3

’L) a1 +ayg < 2as
ZZ) a1 +oayg = a3
Z’LZ) 200 > a1 + ayg > 2a3

Z) 200 > a1 + ayg > 2a3
11) a1 + oy = 209
1i1) a1+ ay > 200

F hat die Form V* = (0)Cc F' c FPc FPc V.

aq

a2
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zu I

dim W=3
1. Fall 7' ¢W = slope(W) =(a2 +az+oay) =—% <0.
2. Fall 7' W , 72 ¢W = slope(W) = 2(a; + a3+ aq) = -2 <0.
3. Fall 72 CW , 7° #W = slope(W) = %(a1 +az + aq) = —% < 0.
4. Fall 7° = W = slope(W) =2(a1 + az + a3) = =% > 0.
dim W=2

1. Fall 7' ¢W , 7> N W =(0) = slope(W) =1 (asz + a4) < 0.
2. Fall 7' ¢W , 72 N W #(0) ,\W ¢F? = slope(W) =1 (as + o) < 0.
3. Fall 7' ¢W , 72 N W #(0) ,W CF® = slope(W) =1 (as + a3) > 0.
4. Fall 7' CW , F? #W W ¢ F°® = slope(W) =1 (a1 + au) < 0.
5. Fall 7' CW , 72 #W, W CF° = slope(W) =1 (a1 + a3) > 0.
6. Fall 72 = W = slope(W) =1(a; + az2) > 0.

dim W=1
.Fall F! #W , W ¢F? | W ¢F? = slope(W) = as< 0.
.Fall F! #W , W ¢F? | W CF? = slope(W) = as> 0.
. Fall F! #W | W CF? = slope(W) = ag> 0.

W N =

. Fall F' = W = slope(W) = a;> 0.

Also F** = {F|F3enthilt kein nichttriviales Unterobjekt}

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F°°

L) FrleW!, FA=W", FP=W"allezul. = *V=0)cW cW'cW" V.
a1 (6%} Qs Qg

2.) F'=W', F2 = W beide zul. , F> nicht zul. = *V = (0)c W' c W" c V.

aq Qo astog

3) F'l=W', F> = W beide zul. , F? nicht zul. = *V = (0)c W' c W" c V.

o aztas Qg
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4.) F' =W’ zulissig, F2, F? beide nicht zulissig.
a) Esex.ein 2-dim. Unterobjekt Wnach5.Fall= *V =(0)c W' cW C V.

aq as Qotay

b) Es ex. kein 2-dim. Unterobjekt W nach 5.Fall = *V = (0) c W/ C V.

_

a7 3

5.) Fluicht zul. , F> = W”, F> = W" beidezul. = *V =(0)c W" CcW" C V.

alta
ITQ as y

6.) F', F3 beide nicht zul. , F> = W" zul. = *V =(0)Cc W" c V.

ajtag az+ay
2

7.) F', F? beide nicht zulissig, F> = W zulissig.

a)

a) Esex. ein 2-dim. Unterobjekt Wnach 5.Fall= *V =(0)c W cW"” c W

a1tas
—a a2 Qg

b) Es ex. kein 2-dim. Unterobjekt nach 5.Fall = *V = (0) c W' C V.

_% Qq
B) =°V=0)cCcWwW”"cVW
—4
7)
a) Esex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall= *V =(0)c W c W" cC V.
Qs a1tas a
2 4
b) Es ex. kein 1-dim. Unterobjekt nach 3.Fall = *V = (0) c W' C V.
Q4 oy

3
8.) F', F2, F3 alle nicht zuliissig.
a) Esex.ein 2-dim. Unterobjekt Wnach 5.Fall= *V =(0)c W c V.

a1tosg agtag
2 2

b) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und ein 2-dim. Unterobjekt

W mit W CW nach 3Fall = *V=(0)cWcCcWcC V.

(0%} a3 7‘11;0‘4

c¢) Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und 8b),8c) treten nicht auf.

=°*V=0)c W c VW

astag a1 tog
2 2

d) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und es ex. kein 2-dim Unter-

objekt nach 3.Fall = *V =(0)cWc W

(&%) —%
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e) Es ex. 1-dim. Unterobjekt W nach 2.Fall und keiner der vorherigen Fille
tritt auf. = V=0 cWc W

a
Qa3 —?3

Bemerkung : (dim W=1, 3.Fall) und (dim W=2, 5.Fall) kénnen nicht gleich-
zeitig auftreten !
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Fall ) a1 =4,a0 =2, 03 =1, 04 = —7
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Fall 93) a1 =3,a0 =2, a3 =1,a4 = —6
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Fall v) oar=4,a0 =3, a3 =1,a4 = —8
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Fall a) Fall g3)

Fall )
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zu IT
dim W=3
1. Fall F! ¢W = slope(W) :%(o@ +ay)=—% <0.

2. Fall 7' CW , F? ¢W = slope(W) = %(a1 + ) = —% <0.

dim W=2
1. Fall 7! ¢W , 7> N W =(0) = slope(W) =% < 0.
2. Fall 7' ¢W , F> N W #£(0) , W ¢F° = slope(W) =1 (as + a4) < 0.
3. Fall 7' ¢W , 7> n'W #£(0) , W CF° = slope(W) =% > 0.
4. Fall 7' W, F? #W W ¢ F? = slope(W) =2 (a; + a4) < 0.
5. Fall 7' CW , F? #W, W CF° = slope(W) =% > 0.
6. Fall 7> = W = slope(W) =3 (a1 + as) > 0.
dim W=1
1. Fall F! #W , W ¢F3 = slope(W) = ay< 0.
.Fall F! #W , W ¢F? | W CF? = slope(W) = az=0 .

. Fall F' #W , W CF? = slope(W) = as> 0.

_ W N

. Fall 7! = W = slope(W) = a;> 0.

Also F** = {F|Falls F? ein Unterobjekt W enthilt, so gilt F*=Wa F* }

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F*°

L) FreW, FP=W", FP=W"allezul. = *V =0)c W cW"CcW" C V.
(651 (65 0 (67}

2) F' =W', F2 = W” beide zul. , F> nicht zul. = *V = (0) Cc W' c W" C V.

o a G

3) F'=W', F> = W beide zul. , F2 nicht zul. = *V = (0) c W/ c W C V.

(651 % Qg
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4.) FL =W’ zul. , F2, F? beide nicht zul.

a)

b)

Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt Wnach 5.Fall= *V =(0)c W' CcW C V.

(5] 0 —%
Es ex. kein 2-dim.Unterobjekt nach 5.Fall = *V = (0) c W' C V.
aq —%

5.) Fluicht zul. , F> = W”, F> = W" beidezul. = *V =(0)c W" CcW" C V.

a1tas
5 0

6.) FL F3 beide nicht zul. , F?2 = W” zul. = *V = 0)c W' CV

ajtag oyq
2

7~) ]:1, .7:2 beide nicht zul. , ]—'3 = W" zul.

a)

a)
b)

B)

20)
a)

b)

Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 5.Fall= *V = (0) c W Cc W"” C V.

o

5 ay oy
Es ex. kein 2-dim. Unterobjekt nach 5.Fall = *V = (0) c W C V.
o gy
= V=0 cCcW"”cCV.
"
Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall= *V = (0) c W Cc W"” C V.
a G
Es ex. kein 1-dim. Unterobjekt nach 3.Fall = *V = (0) c W' C V.
- oy

3

FLF2F? alle nicht zuliissig.

a)

b)

Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 5.Fall = *V = (0) c W C V.

g (5]
2

2
Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und ein 2-dim. Unterobjekt
W mit W CW nach 3.Fall = *V=(0cCcWcWc W
a9 0 —-=
Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und 8b), 8c
=°*V=0cwWc WV
[P

_ Q2

2 2

w8

treten nicht auf.

~

Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und, es ex. kein 2-dim. Unter-
objekt nach 3.Fall = *V =(0)cWc W
(%) —%
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Fall ) a1=3,a0=1,a4=-4
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Fall
all ) a1=2,a0=1,004=-3
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Fall
all ) a1=3,000=2,004=-H
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11

Fall a) Fall g3)

Fall )
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zu 111

Dieser Fall ist dual zum Fall I. (vgl. 2.2)

zu IV

Dieser Fall ist dual zum Fall IT. (vgl. 2.2)

zu'V

dim W=3
. Fall 7' ¢W = slope(W) :%(OQ +az+ag) =—-% <0.
- Fall F!' cW , 72 ¢W = slope(W) = 3(on + a5 + as) = =% <0.
. Fall 72 CW , 7* #W = slope(W) = (a1 + az +ay) = =% > 0.
. Fall 7° =W = slope(W) =%(a1 + az + a3) = —% > 0.
dim W=2
.Fall 7' ¢W , 72 0 W =(0) = slope(W) =3 (a3 + ay) < 0.
.Fall 7' ¢W , 72 N W #£(0) W ¢F* = slope(W) =2 (as + o) < 0.

.Fall 7! ¢W , F2 W £(0) ,\W cF?
<0A,B,Cv),D,
= slope(W) =g(ag +a3) =4 0 E,Cp),
>0 Ca),F,Ga),H, I
.Fall F' cW , F2 4#W W ¢ F?

= slope(W) :%(al +ay) = 0 E,Cp),
<0 Ca),F,Ga), H,1I

.Fall 7' cW , 72 #W, W CF° = slope(W) =1 (a1 + a3) > 0.

. Fall 72 = W = slope(W) =3(a; +a2) > 0.
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dim W=1
1. Fall F! #W , W ¢F? | W ¢F® = slope(W) = as< 0.
.Fall F! #W , W ¢F? | W CF? = slope(W) = az< 0.
. Fall F! #W | W CF? = slope(W) = ag> 0.
. Fall F! = W = slope(W) = a;> 0.

= W N

Also
F i aus0 = {F € FIF? bzw. F°* enthalten kein Unterrobjekt der Codimen-

[e3%
sion 1 und F? ist in keinem echten Unterobjekt enthalten }.

Fortas—0 = {F € F|F? enthilt kein echtes Unterobjekt, ist in keinem

echten Unterobjekt enthalten, und es gibt kein Unterobjekt W mit F'cW CF?}.
% rasco = {F € F| F* enthilt kein echtes Unterobjekt, 7' bzw. F? sind in
keinem Unterobjekt enthalten, welches eine um eins gréfiere Dimension besitzt

}.

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F°°

L) FrleW/, FA=W", FP=W"allezul. = *V=0)cW cW'CcW" V.
a1 (6%} Qs Qg

2.) Fl=W', F2 = W beide zul. , F* nicht zul. = *V = (0)c W c W" c V.
a Qs aztay

3.) Fl=W' F>=W" beide zul. , F nicht zul. = *V = (0) c W' C W" C V.

o Qz2tas ay
4.) F' =W’ zulissig, F2, F> beide nicht zulissig.
G H,I
a) Esex.ein 2-dim. Unterobjekt Wnach5.Fall= *V =(0)c W cW C V.
a1 Qa3 7(12;0(4
b) Es ex. kein 2-dim. Unterobjekt W nach 5.Fall = *V =(0) c W' C V.
(651 —%

D,EJF=°*V=(0cCcW c V.

_ Qa3

Qaq 3
A B,C
a) Esex. ein 3-dim. zul. Unterobjekt W nach 3.Fall. = *V =(0)cW' c W CV.
a1 ozz—g(m as
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b) Es ex. kein 3-dim. zul. Unterobjekt nach 3.Fall. = *V = (0) c W/ C V.

(051 —%
5.) F!nicht zul. , F? = W”, F> = W' beide zul. = *V =(0)c W" cW"” cC V.
a1tas
2 Q3 Qy

6.) F', F3 beide nicht zul. , F2 = W" zul. = *V = 0)c W" c V.

aitas astoag

7.) F, F? beide nicht zulissig, F> = W zuliissig.

A, D,G

a) Esex.ein 2-dim. Unterobjekt Wnach 5.Fall= *V =(0)c W cW"” cC V.
Otl-gag Qo ay

b) Es ex. kein 2-dim. Unterobjekt nach 5.Fall = *V = (0) c W C V.
-7

3

B,ELH = °*V=(0cCcW"cCV.
,% Qg

C,FI
a) Esex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall= *V = (0)c W cC W' C V.

(6%} ul;ra (6%}

b) Es ex. kein 1-dim. Unterobjekt nach 3.Fall = *V = (0) c W' C V.

—a g,
8.) F', F2, F? alle nicht zulissig.
Aa), Da), Gvy)iit)
a) Esex.ein 2-dim. Unterobjekt Wnach 5.Fall= *V =(0)c W <c V.

a1tog oty

b) Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 4.Fall und ein 3-dim. Unterobjekt
W mit W CW nach 3.Fall= *V=(0)c W CcWcW

[ e
1T4 a9 Qa3

c¢) Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 4.Fall, und es ex. kein 3-dim Unter-
objekt nach 3.Fall= *V =(0)c W cC W

a1tag az+tas
2 2

d) Es ex. 3-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und keiner der vorherigen Fille
tritt auf. = *V=(0)cCc W C W

a
—9 oy

e) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt nach 3.Fall und keiner der vorherigen Fille
tritt auf. = *V=(0)cWc V.
a9 — Q2
3
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AB), D), Gy)id)
a) Esex.ein 2-dim. Unterobjekt Wnach 5.Fall= *V =(0)c W c V.

a1~2FO¢3 0245014
b) Esex. ein 3-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall= *V =(0)c W C V.
aitastag _ a3

3
¢) Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 4.Fall und 8b) kommt nicht vor.
=°*VY=0c W c W
a1toy az+tas
2 2
d) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt nach 3.Fall und keiner der vorherigen Fille
tritt auf. = V=0 cWc W

0: —%

Ay), B, Cv), Dv), Gv)i)
a) Esex. ein 2-dim. Unterobjekt Wnach 5.Fall= *V =(0)c W cC V.

c1tas Otz-ga4

b) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und ein 3-dim. Unterobjekt
W mit W CW nach 3.Fall = *V=0cWc W CV.
Qs Q1toy as

¢) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall, und es ex. kein 3-dim. Unter-
objekt nach 3.Fall mit = *V =(0)cWcC V.
(6] 7%
d) Es ex. 3-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und keiner der vorherigen Fille
tritt auf. = *V=(0)c W cC W
(6%}
—% oy
e) Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt nach 4.Fall und keiner der vorherigen Fille
tritt auf. = *V=(0C W C W

a1tog astas
2 2

Cp), E,Gp)
a) Esex. ein 2-dim. Unterobjekt Wnach 5.Fall= *V =(0)c W C V.

artas Qotay
b) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und ein 3-dim. Unterobjekt
W mit W CW nach 3.Fall= *V=(0)CcWcCcWcVW
(65 0 Q3
c¢) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall, und es ex. kein 3-dim Unter-
objekt nach 3.Fall = *V =(0)c W C V.
(%) —%
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d) Es ex. 3-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und keiner der vorherigen Fille
tritt auf. = *V=(0)c W cW
as
-3 X

Ca), F,Ga)iii), Ha), I o)

a) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und ein 3-dim. Unterobjekt
W mit W CW nach 3.Fall = *V=(0cWc W CV.

Qg aleLoa; as

b) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall, und es ex. kein 3-dim Unter-
objekt nach 3.Fall = *V =(0)c W C V.

0 %

¢) Es ex. ein 3-dim. Unterobjekt nach 3.Fall und keiner der vorherigen Fille
tritt auf. = *V=0)cCc W CW

ai1tastay as

d) Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt nach 5.Fall = *V =(0)c W c W

artas oty

e) Es ex. 2-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und keiner der vorherigen Fille
tritt auf. = *V=(0C W C V.

az+asg aitaq
2 2

Ga)ii), H3), 155)
a) Esex. ein 2-dim. Unterobjekt Wnach 5.Fall= *V =(0)c W C V.

ai+tag astay

b) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall = *V =(0)c W C V.

«
(65) —?2

¢) Es ex. 2-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und keiner der vorherigen Fille
tritt auf. = *V=(0cCc W C V.

astas ai1taq
2

d) Es ex. ein 3-dim. Unterobjekt nach 3.Fall und keiner der vorherigen Fille
tritt auf. = *V=0)cCc W CW

a1tastag as

Ga)i), Hy), I)
a) Esex.ein 2-dim. Unterobjekt Wnach 5.Fall= *V =(0)c W C V.

aitag astay
2 2

b) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und ein 2-dim. Unterobjekt
W mit W CW nach 3.Fall= *V=(0CcWcWc V.

Qs as a1tagy
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¢) Esex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall, und es ex. kein 2-dim. Unter-
objekt nach 3.Fall = *V =(0)cWc V.

_ Q2
3

d) Es ex. 2-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und keiner der vorherigen Fille
tritt auf. = *V=(0C W C V.

astag a1tag

Qa2

e) Es ex. ein 3-dim. Unterobjekt nach 3.Fall und keiner der vorherigen Fille

tritt auf. = *V=(0)c W CW
a1+t§2+a4 as

Bemerkung : 1) (dim W=1, 3.Fall) und (dim W=2, 5.Fall) bzw. (dim W=2,
5.Fall) und (dim W=3, 3.Fall) kénnen nicht gleichzeitig auftreten !

2) Falls (dim W=2, 3.Fall) und (dim W=3, 3.Fall) simultan auftreten,so ex.
schon ein 1-dim. Unterobjekt nach 3.Fall.
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Fall A «)

(651 :8,a2=1,a3=-4,a4:—5
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Fall A 3)

aq :6,(12:1,053:—3,044:—4
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Fall A )

aq 25,Ol2:1,053=—27044=—4

62



Fall a) Fall 3)

Fall ~)
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Fall B or=4,a0=1,03=-2,004=-3
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Fall C )

aq :5,0é2:4,053=-3,044:-6
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Fall C ) a1=2,00=1,003=-1,04=-2
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Fall C ~

aq :6,a2=3,a3=-4,a4:—5
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Fall «) Fall 3)

Fall ~
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Fall D «)

041:12,012:1,043:—4,044:—9
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Fall D 3

aq :9,C¥2:1,063:—3,0[4:-7
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Fall D ~)

a1:6,oz2:1,013=-2,o¢4:—5
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Fall a) Fall 3)

Fall ~)
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Fall E a1=3,as=1,a3=-1,a4=-3
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Fall G « i)

a1=10,a0=4,003=-1,a4=-13
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Fall G o ii)

(1128,042:3,043:—1,014:—10
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Fall G « iii)

a1:6,a2:2,a3=-1,a4:—7
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Fall i) Fall ii)

Fall iif)
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Fall G 3

aq :7,042:2,&3 :-2,044:-7,
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Fall B Fall E

Fall G f)

79




-

-

w N =

2.3.2 {u} = (a1,01,00,03) und {u} = (a,00,a3,03)

{n} entspreche dem 4-Tupel (a1,01,09,03) mit @3 > g > ag und
2 a1+ as+ az3=0. Betrachte folgende Félle.

I as>0
II as=0

a) a1 + ag > 2as
IIT as< 0 ﬁ) a1+ ag = 2as
v) a1 + ag > 200

F hat die Form V* = (0) c F' c F2 c V ,dim F' = 2, dim F? = 3
(651 (65)] Qs

zu I
dim W=3

. Fall 7' ¢W = slope(W) = (a1 + a2 + a3) < 0.

. Fall 7' cW , W £F? = slope(W) = £(2a; + a3) < 0.
. Fall 72 =W = slope(W) = 2201 + az) > 0.
dim W=2
. Fall 7' N W =0 = slope(W) =3(as + a3) < 0.
. Fall dim(F' nW)=1, W ¢F* = slope(W) =% (a1 + a3) < 0.
. Fall dim(F' nW)=1, W CF? = slope(W) =1(a; + as) > 0.
. Fall 7! = W = slope(W) = a;> 0.
dim W=1
. Fall W ¢F? = slope(W) = az< 0.

.Fall W ¢F' W CF? = slope(W) = ag> 0.
. Fall W cF! = slope(W) = a;> 0.
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Also F** = {F € F|F? enthilt kein nichttriviales Unterobjekt}

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F°°

1) Fl=W', F2=W" beide zul. = *V =(0)Cc W Cc W" C V.
aq (€5)] ag
2) F' =W’ zul., F? nicht zul. = *V=(0)cW' c V.

aq argas

3.) F? = W" zuléssig, F' nicht zuliissig

a) Esex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall= *V = (0)c W cC W” C V.

ajtas

a1 2 ag
b) Es ex. kein 1-dim. Unterobjekt nach 3.Fall = *V = (0) c W" C V.
Qa3 o3

3
4.) F', F? beide nicht zulissig.

a) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall, und es ex. ein 2-dim. Unter-
objekt W nach 3.Fall mit W CW = *V =0 cCcWcWc W

a]ta
a1 Qo %

b) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall, und es ex. kein 2-dim. Unter-
objekt nach 3.Fall = *V =(0)c W cC W

Q1
3

¢) Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und 4a) tritt nicht ein
=°*VY=0c W c VWV

a1 too a1tog
2 2

d) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 2.Fall und 4a) - 4c) kommen nicht
als Moglichkeiten vor = *V = (0) Cc W C V.

o %

aq
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a1=2,a2:1 ,a3:-5
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zu I1

dim W=3
. Fall 7' ¢W = slope(W) = %(a; +a3) < 0.
. Fall 7! CW , W #£F = slope(W) = 1(201 + a3) = 0.
. Fall 7?2 =W = slope(W) = 3(2a1) > 0.

dim W=2
. Fall ' N W =0 = slope(W) =3(a3) < 0.
. Fall dim(F' nW)=1, W ¢F? = slope(W) =1 (a1 + a3) < 0.
. Fall dim(F' nW)=1, W CF* = slope(W) =1 (ay) > 0.
. Fall F! = W = slope(W) = a;> 0.

dim W=1
. Fall W ¢F? = slope(W) = az< 0.
. Fall W ¢F', W CF? = slope(W) = 0.
. Fall W cF' = slope(W) = a;> 0.

Also F** = {F € F|Falls F? ein Unterobjekt W enthilt, so gilt F! W = F?}

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F°°

L F' =W/, F2=W" beide zul. = *V =(0)Cc W c W" C V.
oq 0 Qs

2. FL =W’ zul. , 2 nicht zul. = *V = 0)cw cWw

o g

3. F2 =W zuliissig, F' nicht zulissig

(a) Esex.ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall= *V =(0)c W Cc W" C V.

(€5}

a1 2 a3
(b) Es ex. kein 1-dim. Unterobjekt nach 3.Fall = *V = (0) c W" C V.
201 a
3 3

4. F', F? beide nicht zulissig.
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(a) Esex.ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall, und es ex. ein 2-dim. Un-

terobjekt W nach 3. Fallmit WCW = *V = (0)c W c W c V.

(651 0 —QI;QS

(b) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall, und es ex. kein 2-dim.
Unterobjekt nach 3.Fall = *V =(0)c W c W

o %

(¢) Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und 4a) tritt nicht ein
=°*V=0cCcWc W

aq a1tas
2 2

041:1,01220 a3:—2

zu 111

dim W=3
1. Fall 7! ¢W = slope(W) = $(on 4+ az +ag) <0.

2. Fall 7' cW , W £F? = slope(W) = £(2a; + a3) > 0.
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3. Fall 72 =W = slope(W) = 3201 + az) > 0.
dim W=2
1. Fall 7' N W =0 = slope(W) =1 (a2 + a3) < 0.
2. Fall dim(F' nW)=1, W ¢F> = slope(W) =% (a1 + a3) < 0.
3. Fall dim(F' nW)=1, W CF? = slope(W) =1 (a1 + a2) > 0.
4. Fall F! = W = slope(W) = a;> 0.
dim W=1
1. Fall W ¢ F? = slope(W) = a3< 0.
2. Fall W ¢F', W CcF? = slope(W) = ay< 0.
3. Fall W CF' = slope(W) = a;> 0.

Also F** = {F € F|F? enthilt kein nichttriviales Unterobjekt}

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F*°

1) FL=W', F2=W" beide zul. = *V =(0)Cc W CcW" C V.
(5] [6%) Qa3

2.) F' =W’ zul. , F? nicht zul. = *V=(0)cW' c V.

aq Ozz-ga'a

3.) F2 =W" zulissig, F' nicht zulissig

a) Esex.ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall= *V =(0)c W c W” CV.

arta
(651 % Qa3

b) Es ex. kein 1-dim. Unterobjekt nach 3.Fall = *V = (0) ¢ W"” c V.

(e
—% oy

4.) F', F? beide nicht zulissig.
a)

a) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall, und es ex. ein 3-dim. Unter-
objekt W nach 2. Fall mit WCcW = *V=(0)cWc W CV.

a ajtag Qo
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b) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall, und es ex. kein 3-dim. Unter-
objekt nach 3.Fall = *V =(0)cWc W

o -5

¢) Es ex. ein 3-dim. Unterobjekt W nach 2.Fall und 4a) tritt nicht ein
=°*V=0)cCc W CV.

_a
3 2

d) Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und 4a)-4c) kommen nicht als
Méoglichkeiten vor = *V =(0)c W C V.

a1taz a1tas
2 2
B)
a) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall = *V =(0) c W C V.
(651 —%
b) wie «),d)

Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall, und es ex. ein 2-dim. Unter-
objekt W nach 3.Fall mit W CW = *V=(0)cWcWc V.
(5] a9 —Oél;ras
b) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall, und es ex. kein Unterobjekt
W nach 3.Fall mit W cW = *V =(0)Cc W C V.
(6751 —%

c) wie a) ,d).

d) wie «) ,c).

Bemerkung : Falls ein 3-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und ein 2-dim. Un-
terobjekt W gleichzeitig existieren, so ist W N W ein 1-dim. Unterobjekt mit
wWnw cr.
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Fall ) a1=3,a0=-1,a3=-5
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Fall j3) a1=3,00= -1 ,a3=-5
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Fall ) a1=4,a0= -1,a3=-7
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III

Fall ) Fall ) Fall v)
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W N

2.3.3 {/L} == (alaa29a27a3)

{p} entspreche dem 4-Tupel (a1,09,02,03) mit a3 > ay > ag und
a1+ 2 as+ asz=0. Betrachte folgende Fille.

I as>0
I as=0
III as< 0

F hat die Form V* = (0)c F' c F2c V ,dimF' =1, dim F°> = 3.
(651 a9 Qs

:%(Oél + 043) < 0.

zu I

dim W=3
. Fall 7' ¢W = slope(W) = 2(2as + a3) < 0.
. Fall 7' cW , 72 #W = slope(W) = 2(a;1 + a2 + a3) < 0.
. Fall 72 = W = slope(W) = 1(a + 2a2) > 0.

dim W =2
. Fall 7' W =0, W ¢F? = slope(W) =2 (as + a3) < 0.
. Fall 7' N W =0, W CF* = slope(W) =2(2a2) >0 .

)

. Fall 7! cW , W ¢F? = slope(W

. Fall 7' cW CF? = slope(W) = L(aq + a2) > 0.
dim W=1

. Fall 72NW =0 = slope(W) = a3< 0.

. Fall F' #W | W CF? = slope(W) = as> 0.

. Fall 7! = W = slope(W) = a;> 0.

Also F** = {F € F|F? enthiilt kein nichttriviales Unterobjekt}
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HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F°°

1) Fr=W' F* = W"beide zul. = *V = (0) c W' Cc W" C V.

a1 (6] Qs
2.) F' = W’ zulissig , F2 nicht zuliissig

a) Esex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach4.Fall= *V =(0)c W cW cC V.

aq Qo a2;a3
b) Es ex. kein 2-dim. Unterobjekt nach 4.Fall = *V = (0) c W/ C V.
aq —%

3.) F! nicht zulissig, F? = W” zuliissig

a) Esex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 4.Fall= *V =(0)c W cW”cCV.

aitas

b) Es ex. kein 2-dim. Unterobjekt nach 4.Fall = *V = (0) ¢ W"” c V.

_ a3

4.) F', F? beide nicht zulissig

a) Esex.ein 2-dim. Unterobjekt Wnach 4.Fall= *V =(0)Cc W C V.

QI;QZ a242ra3
b) Es ex. 2-dim. Unterobjekt W nach 2.Fall = *V =(0)cW c W.
Qs a1tas

¢) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 2.Fall und 4b) tritt nicht ein
= V=0 cwWc W

o %
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(6731 :2,a2:1,a3:—4

zu IT
dim W=3
1. Fall 7' ¢W = slope(W) = (a3) <0.
2. Fall 7' cW , F? #W = slope(W) = 0.
3. Fall 7> = W = slope(W) = 1(a) > 0.
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dim W =2
1. Fall F' N W =0, W ¢F? = slope(W) =2 (a3) < 0.
2. Fall 7' N W =0, W CF? = slope(W) = 0.
3. Fall 7! cW |, W ¢ F? = slope(W) =0.
4. Fall 7' CW CF? = slope(W) = 1(a1) > 0.
dim W=1
1. Fall 72NW =0 = slope(W) = a3< 0.
2. Fall 7' #W |, W cF? = slope(W) = 0.

3. Fall 7! =W = slope(W) = a;> 0.

Also
F** = {F € F|F",F? beide nicht zul. und,es ex. kein Unterobjekt W mit F' CW CF?}

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F°°

L) Fr=W' F2=W" beide zul. = *V=(0)cW cW” cC V.

(05] O Qa3
2.) F' = W' zulissig , F? nicht zulissig
a) Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 4.Fall= *V =(0) Cc W' Cc W C V.

a1 0 %‘1
b) Es ex. kein 2-dim. Unterobjekt nach 4.Fall = *V = (0) c W/ C V.
Qaq %

3.) F! nicht zulissig, F? = W" zuliissig

a) Esex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 4.Fall= *V =(0)Cc W Cc W" C V.

% 0 Qs
b) Es ex. kein 2-dim. Unterobjekt nach 4.Fall = *V = (0) c W” C V.
a g,

3

4.) F', F? beide nicht zulissig = *V = (0) C W C V. ,wobei W ein 2-dim.
o ag
2 2

Unterobjekt nach 4.Fall darstellt.
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(651 :2701220,013:—2

zu III

dim W=3
. Fall 7' ¢W = slope(W) = 1(2as + a3) < 0.
. Fall F' cW , F? #W = slope(W) = (o1 +az +ag) > 0.
. Fall 72 = W = slope(W) = 1(a; + 2a3) > 0.

dim W =2
. Fall 7' N W =0, W ¢F? = slope(W) =1 (as + a3) < 0.
. Fall 7' nW =0, W CF? = slope(W) =1(2as) < 0.
.Fall 7' cW , W ¢F* = slope(W) (a1 +as) > 0.
. Fall 7' cW CF? = slope(W) = (a1 + as) > 0.

dim W=1
. Fall F2NW =0 = slope(W) = az< 0.
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2. Fall 7' #W , W CcF? = slope(W) = ap< 0.
3. Fall 7! = W = slope(W) = a;> 0.

Also F** = {F € F|F" ist in keinem echten Unterobjekt enthalten}

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F°*°

1) FL=W', F2=W" beide zul. = *V =(0)c W c W" C V.
(651 (65 Q3

2.) F' = W' zulissig , F2 nicht zulissig.

a) Esex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 4.Fall= *V =(0)c W' cW cC V.

aq (%) —azgag
b) Es ex. kein 2-dim. Unterobjekt nach 4.Fall = *V = (0) c W/ C V.
(5] —%

3.) F! nicht zul. , F2 = W zul.
a) Esex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 4.Fall= *V =(0)c W cCW"cCV.

aqta
% g Qg

b) Es ex. kein 2-dim. Unterobjekt nach 4.Fall = *V = (0) ¢ W C V.
- (0%
3

4.) F*, F? beide nicht zulissig.
a) Esex.ein 2-dim. Unterobjekt Wnach4.Fall= *V =(0)c W c V.

a1 too aztas
2 2

b) Es ex. 2-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall = *V =(0)Cc W CW.
a1tas Qs
¢) Es ex. ein 3-dim. Unterobjekt W nach 2.Fall und 4a), 4b) treten nicht ein
=°*V=0)cC W CV.

_a
3 2
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a1:4,a2:—1,a3:-2
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2.3.4 {p} = (ai,a1,00,00) und {p} = (ai,a2,00,000)

{u} entspreche dem 4-Tupel (a1,01,01,002) Mit @3 > @y und
3 a1+ as= 0.

F hat die Form V* = (0) c ' ¢ V ,dim F'=3.
(651 (65)

zu I

dim W=3

1. Fall F' #W = slope(W) = 1(2a; 4 ay) < 0.

Wl

2. Fall W CF" = slope(W) = £(3a;1) = aq > 0.
dim W = 2

1. Fall W ¢F' = slope(W) = 1(a; + a2) < 0.

2. Fall W CF" = slope(W) = 1(201) = a1 > 0.

dim W = 1
1. Fall W ¢F' = slope(W) = az< 0.
2. Fall W CF' = slope(W) > 0.

Also F** = {F € F|F" enthilt kein nichttriviales Unterobjekt}

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F°°

L) Fl=W'zul. = *V=(0)CcW CV.

(05] a9
2.) F' nicht zulissig.

a) Es ex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 2.Fall = *V =(0)c W cC V.
aq 04142ra2
b) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 2.Fall und 2a) tritt nicht ein
=°*V=0cWc W
(051 —%
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1= 2,0(22—6
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2.3.5 {u} = (o1,01,00,00)

{n} entspreche dem 4-Tupel (ay,01,09,02) mit a3 > ag und a3+ az= 0.

F hat die Form V* = (0) C Flcv ,dim Fl=9.
a1 (65)

zu I

dim W=3
1. Fall 7' ¢W = slope(W) = ¢14292 <,
2. Fall 7' CW = slope(W) = 24192 >
dim W = 2
1. Fall F' #W = slope(W) = as< 0.
2. Fall dim(F' N W)=1 = slope(W) = 0.
3. Fall 72 = W = slope(W) = a;> 0.
dim W =1
1. Fall W ¢F' = slope(W) = as< 0.
2. Fall W cF' = slope(W) = a;> 0.

Also
F** = {F € F|F" enthilt kein echtes Unterobjekt und ist in keinem enthalten}

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ F°*°

L) Fr=W'zul. = *V =(0)c W' C V.
(651 Q9
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2.) F' nicht zulissig.
a) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 2.Fall und ein 3-dim. Unterobjekt
W nach 2.Fall = *V =0 CWCWcCVW.
aq 0 Qg
b) Es ex. ein 1- dim. Unterobjekt nach 2.Fall und kein 3-dim. Unterobjekt
nach 2Fall = *V=(0)CcWcC V.
a1 —%
¢) Es ex. ein 3-dim. Unterobjekt W nach 2.Fall und die Félle 2a),2b) treten
nicht auf = *V =(0)cCc W CV.

-
—% o

Oélzl ,(12:—1
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W N

. Fall 7! cW , F2 ¢W = slope

. Fall 72 ¢W , F? £W = slope

. Fall F' ¢W, F2 n'W #(0) ,W ¢F? = slope(W) =

2.4 V ist ein 4-dim. sympl. Vektorraum

Sei (V, <, >) ein vierdimensionaler symplektischer Vektorraum.Wé#hle Basis
{e1,€2,e3,e4} von V,so dafl <, > der Matrix A = (f)]fo) entspricht.

Fixiere ay,a0€ Z mit a3> as > 0 und einen zuldssigen Unterraum W CV.
Sei F« ~ die Menge der Filtrationen von V der folgenden Art:

Ve=0O)cF'cFrcFicW
(65} (6%) Q3 Qg

mit dim (F'* / F') =1, i=0,1,2,3 und (F1)" = F*, F2 = ;2"

dim W =3

. Fall 7' ¢W = slope(W) = —4! < 0.

(W)= -2 <0.
(W) =22>0.

3 1
. Fall 72 = W = slope(W) = &£ > 0.

dim W =2

. Fall 72 n'W = (0) = slope(W) = —1(a; + as) < 0.

(ag —a1) < 0.

N[

. Fall 7' ¢W, W cF? = slope(W) =0 .
. Fall 7! W, F?2 #W W ¢ F> = slope(W) =0 .
.Fall 7' W, F? £#W , W CF° = slope(W) = & (o —a2) > 0.

. Fall 72 = W = slope(W) = (a1 + a2) > 0.

dim W =1

. Fall W ¢F® = slope(W) = - ;< 0.

.Fall W ¢F? | W CF? = slope(W) = - ay< 0.
. Fall F! #W , W CF? = slope(W) = as> 0.

. Fall F! = W = slope(W) = a;> 0.
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Also FZ . = {F € F| F? enthilt kein Unterobjekt, ist in keinem Unterobjekt
enthalten, und es gibt kein Unterobjekt W mit F* cW cF>. }

HN-Filtration von V bzgl. eines F ¢ JF°*°

Vorbemerkung: Es gilt F' ist zul. < F? ist zul.

L) FleWw!, FPP=W", FP=W"allezul. = *V=0)CcW cW'cW"”c V.

aq Q2 —Q —aq

2.) F' =W, F* = W" beide zul. ,F” nicht zul. = *V = (0) C W c W"” C V.

(e5] 0 —Qq

3.) F2=W" zul. ,F', F? beide nicht zul. = *V =(0)c W’ c V.
artas _ai1tas
2 2

4.) F'.F? F? alle nicht zulissig.

Vorbemerkungen
e (dim W =2, 5.Fall) und (dim W =1, 3.Fall) bzw. (dim W=2, 5.Fall)
und (dim W=3, 3.Fall) kommen nicht gleichzeitig vor.

e Falls ein Unterobjekt W der Dimension drei mit fiCW ex., so gibt
es bereits ein Unterobjekt W der Dimension 1 mit W CF2.

e Aussage ii) gilt auch in umgekehrter Richtung.
a) Es ex. ein 1-dim. Unterobjekt W nach 3.Fall und ein 3-dim. Unterobjekt
W mit W CW nach 3Fall= V=0 cWcWc WV
(65) 0 — Q9

b) Esex. ein 2-dim. Unterobjekt W nach 5.Fall= *V =(0)c W c W

Q1 — Qg Q22—
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a1:2 ,a2:1
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