Seventh exercise sheet “Class field theory” summer term 2025.

Problem 1 (4 points). Let G be infinite cylic with generator o € G.
In other words, Z k= 0" G must be bijective. Show that the cochain

complez, in which the terms M are in cohomological degrees 0 and 1,

Y i (VNG YN
calculates H*(G, M)!

Let G be finite M a G-module. Throughout the following two prob-
lems we fix a subgroup H C GG. We define

A G
A (a, M) B, g g,

as the composition
H* (G, M) — H*(G,Ind5M) = H*(H, M)

£y Cores? - . ..
and H*(H, M) ——% H*(G, M) as the composition
H*(H,M) =2 H*(G,Ind5M) — H*(G, M).
In this, the isomorphisms are from Corallary 1.3.7 from the lecture and

the other morphisms the result of applying the functor H *(G,—) to

the morphism between M and IndgM obtained by applying Frobenius

reciprocity (1.1.1/2) from the lecture to the morphism M dary ppof

H-modules.

Problem 2 (3 points). Show that CoresZRes% equals multiplication
by [G: H|!

In the following considerations, “cohomological functor” will be used
synomously with “Z-graded cohomological functor”. This is different
from subsection 1.2 of the lecture and the exercise sheets devoted to it,
where the grading only ran from 0 to oc.

Problem 3 (9 points). Prove three of the following assertions!

N G
e Restriction H*(G, ") Resyg, H*(H,-) is the unique morphism

of cohomological functors on the category of G-modules such
that Res%h equals the image of n under M — ]:IO(H, M) when
h is the image of n € MS under MY — HO(G, M).

o Ifh € H (G, M) is the image of n € Ker(M e, M) then
Res$h is the image of > mec/u N N H-'(H,M).

e Ifa € H?(G,A) and b € HY(G, B) then

Res%(a © b) = (Res$a) © (Res$;b).
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e Corestriction H*(H,-) MCHL) H*(G,-) is the unique mor-
phism of cohomological functors on the category of G-modules
such that Coresgh equals the image of > vH € G/H~n under
M€ — HO(G, M) when h is the image of n € M in HO(H, M).

o Ifh e HY(H, M) is the image of m € Ker(M vy, M) then
Cores&h is the image of m in f[’l(G, M).

o Ifa € H?(H,A) and b € HY(G, B) then

Coresg; (a ® Resfjb) = (Coresgia) @ b.

Remark 1. e [t is also easy to see that restriction and corestric-
tion are uniquely characterized by their explicit description in
cohomological degree —1 and the fact that they are morphisms
of cohomological functors.

e For a partial uniqueness assertion only the compatibility with
some connecting morphisms s needed. For instance, Res in
degree —1 is uniquely determined by Res in degree 0 and com-
patibility with

HY(M") Gty {00,

This, together with Problem 4 from the previous sheet, can be
used to avoid unpleasant calculations in the treatment of the
second and fifth point.

Problem 4 (2 points). Show that the diagram

Cores

H*(H,Z) — H*G,Z)

1%
1%

Hab

Gab

commutes, where the lower horizontal arrow is the homomorphism de-
fined by applying the functor (—)ap, to the inclusion H — G!

The cohomological approach to local class field theory starts by es-
tablishing isomorphisms

(1) HA(L/K, [*) VLK, [L:ZK] /7

for finite Galois extension local fields. Let K C E C L be an interme-
diate field. The behaviour of inv under Res and Cores for Gal(L/E) C



Gal(L/K) is
invy, p(Resr) = [E: Klinvy, k(x)
invy/k (Coresy) = invy /g(y).

It follows that for such Galois extensions there is a unique fundamental
class ur)x € H*(L/K,L*) such that
1
iIlVL/K(’U,L/K) = m mod Z.
Problem 5 (2 points). In the above situation, show that
Res(uL/K) = U'L/E
COI‘GS(UL/E> = [E . K]UL/K'
Using a result of Tate, namely Theorem 2 from subsection 1.5 of the
lecture, one derives that

2) (LK, 7) -“SULK o2 LX)
is an isomorphism. When p = —2 this gives us an isomorphism

Gal(L/K)a, = H*(L/K,Z) = H*(L/K,L*) = K* | Ny L".
Let
(3) K* | NyjeL* “LEE Gal(L/K )
be the inverse of that isomorphism.

Problem 6 (2 points). If E is an intermediate field between L and K
as above and e € E, show that wL/K(NE/K(e)) is the image of ¥, i (e)
under the homomorphism Gal(L/E)., — Gal(L/K)ap defined by the
inclusion Gal(L/FE) C Gal(L/K)!

Two of the 22 points from this sheet are bonus points which do
not count in the calculation of the 50%-limit for passing the exercises
module. Solutions should be submitted to the tutor by e-mail before
Tuesday June 3 24:00.

Since the material in subsection 1.3 cannot easily be learned from
any textbook, I append the current version of the script to this exercise
sheet. This is only intendes for listeners of this lecture, not for a general
audience. Also, the material in sections 2 and 3 is still quite likely to
change. Please do not distribute this script to anyone else.



1. GRUPPENHOMOLOGIE- UND KOHOMOLOGIE

Einfiihrung: G-Moduln, Invarianten, Koinvarianten.
Beispiel: C* Quadrierung , C*.

Gruppenhomologie bzw. -kohomologie soll die fehlende Exaktheit dieser Funktoren durch
eine lange exakte Kohomologiefolge ersetzen.

1.1. Eigenschaften der Kategorie der G-Moduln.
Definition 1. G-Modul und Z[G]-Moduln fiir diskretes G.
Definition 2. Produkte, Coprodukte.
Beispiel 1. Moduln.
Definition 3. Punktierte Kategorie, additive Kategorie.
Beispiel 2. Punktierte Raume, (Abelsche) Gruppen, Moduln, Benachraume.
Definition 4. Kern, Kokern. Mono, Epi. Abelsche Kategorien.
Definition 5. Injektives Objekt, projektives Objekt. Geniigend viele davon.
Beispiel 3. R™, R[X] als projektive R-Moduln. Insbesondere geniigend viele.
Satz 1 (Kriterium von Baer).
Folgerung 1. Injektive abelsche Gruppen. Es gibt geniigend viele.
Definition 6. Ind - N, N - ind
Beispiel 4. Z[G] mit (fg)(n) = >, f(my~)g(7).
Definition 7. ®, Hom.
Satz 2 (Frobenius-Reziprozitit).
(1) Homg (M, Ind% N) = Homy (M, N)
f—=o=mcuf
¢ — (f(m))(7) = d(ym)

(2) Homg(ind$ N, M) = Homy (N, M)

f—=¢=fgnu

o= JW)= Y e(v(v)

H~eH\G
(3) (ind§N) ® M = ind% (N @ M)
p@m — f(g) = ¢(g) ® gm

(4) Home(M,indGN) = Ind$ Hom(M, N)
1
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Definition 8. Adjungiertes Funktorpaar.

Fakt 1. Die Kategorien seien als additiv vorausgesetzt.

e Jeder adjungierte Funktor erhélt das Nullobjekt.
e Jeder linksadjungierte Funktor erhélt Kokerne.
e Jeder rechtsadjungierte Funktor erhélt Kerne.

Definition 9. Linksexakt, Rechtsexakt.

Fakt 2. Jeder linksadjungierte eines exakten Funktors erhélt Projektivitét, jeder rechtsadjun-
gierte eines exakten Funktors Injektivitét.

Fakt 3. Es gibt geniigende viele injektive und projektive Z[G].
1.2. Homologie und Kohomologie als abgeleitete Funktoren.
Definition 1. Kohomologische d-Funktoren. Abgeleitete Funktoren.

Theorem 1. Es sei A eine abelsche Kategorie mit gentigend vielen injektiven Objekten.

o Jeder linksexakte Funktor von A mit Werten in einer beliebigen abelschen Kategorie hat
einen rechtsabgeleiteten Funktor.

e Sei @ ein kohomologischer 0-Funktor. Dann ist ®* genau dann ein rechtsabgeleiteter
Funktor von ®°, wenn ®'I = 0 fiir alle injektiven Objekte I gilt.

e Sei F: 0 — & — & — & — 0 eine Folge von linksexakten Funktoren von A nach B
und von Funktormorphismen, so daf fiir jedes injektive Objekt I die Folge

0= =P -d"T—0

exakt ist. Dann gibt es genau eine Folge von natiirlichen Transformationen R'®" —5-L>
R so daf fiir jedes Objekt X von A die Folge

(1) 0= X — dX — &"X OF, RIO'X — ...
LRTW"X VEL RY'X - ROX — RIO"X Oy RHGIX
exakt ist und so daf$ fir jede kurze exakte Folge in A das Quadrat
R'®"X" N R/ X"

2)

S

i+l
oF

Rz‘—H d" X! Ri+2 X’
antikommutiert (also 0% '0gn = —0%=0 gilt) UNDX

Beweis einer Implikation in Theorem 1. Sei ®° —&% U0 ein Funktormorphismus. Wir setzen
natiirlich a® = «a. Seien oy, ..., q;_; bereits konstruiert. Jedem Objekt von A ordnen wir eine
Einbettung ein ein injektives Objekt X — I zu. Fiir [ > 1 definiert der Randoperator der
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langen exakten Kohomologiefolge einen Isomorphismus ®~1(1/X ) 2 ®'X, fiir [ = 1 haben

wir statt dessen den etwas komplizierteren Isomorphismus
(+) Coker (°1 — °(1/X)) % @'X.

I-15-1
Fiir [ > 1 definieren wir o! als die Verkniipfung von ®'X J’—> UL/ X) mit

w1/ X) Ous iy,

Fiir [ = 1 ist U'~'(1/X) durch Coker(¥°I — ¥°(//X)) und ®'~!(1/X) durch die linke Seite
von (+) zu ersetzen.

Wir zeigen durch ein einziges Argument, daB o' von der Auswahl der Einbettung in ein
injektives Obejkt unabhéngig ist und dal wir einen Funktormorphismus erhalten haben. Sei

dazu Y — J eine Einbettung in ein injektives Objekt und X —§¥> Y ein Morphismus. Wir
zeigen

(%) qjl(g)aXI = aYJ(I)l(f)

Durch Anwendung von (%) auf ¢ = Idx folgt die Unabhéngigkeit von ol ; von I und der
Einbettung X — I. Eine nochmahge Anwendung des allgemeinen Falles von (%) zeigt, dafl

wir einen Funktormorphismus ®* —aly gl erhalten haben. Der Beweis von (%) ist EINFach.

Offenbar ist diese Konstruktion durch die Forderungen an o' erzwungen, d.h., wenn es iiber-
haupt einen Morphismus kohomologischer d-Funktoren mit den gewiinschten Eigenschaften
gibt, so stimmt er mit dem soeben konstruierten o! iiberein. Wir miissen uns aber noch davon
iiberzeugen, daf} die Folge ('), wirklich ein Morphismus von kohomologischen §-Funktoren
ist. Sei dazu 0 - X’ — X — X" — 0 eine exakte Folge. Wir wéhlen eine Einbettung X — [
in ein injektives Objekt und erhalten so ein kommutatives Diagramm

F: 0 - X' - X - X" 0
F 0 - X' -] - I[/X' —— 0

mit exakten Folgen als Zeilen. Die Tatsache, dal d¢ . und dy . natiirliche Transformationen auf
der Kategorie der kurzen exakten Folgen sind, rechtfertigt die erste und die letzte Zeile in

Ofx/ 5(1) _/—- — Oéxl (S(I) @l(i//)
= Oy f’aI/X’(I)l( i)
= 5\1/ ]:/\Ifl( )OéX//

= 5\1/7}‘O{é(// .
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Die zweite Zeile folgt aus der Konstruktion von o' und die dritte aus der schon bekannten
Tatsache, da die of natiiliche Transformationen sind. O

Definition 2. Injektive, projektive Auflésung.

Satz 1. Findeutigkeit injektiver Auflosungen.

Satz 2. Injektive Auflosungen und kurze exakte Folgen.

Bemerkung 1. Abgeleitete Funktoren bei geniigend vielen injektiven Objekten.
Definition 3. Ext

Definition 4. Homologie und Kohomologie.

Fakt 1. H, als Tor,, H* als Ext".

Fakt 2. Einschréankung injektiver und projektiver Objekte. H*(H, M |y ) als abgeleiteter Funk-
tor.

Satz 3 (Shapiro). Kohomologie von Ind.
Folgerung 1. Kohomologie und Homologie der additiven Gruppe.

Bemerkung 2. Der Shapiro-Isomorphismus ist mit der langen exakten Kohomologiefolge ver-
traglich.

Definition 5. G,,. CAVE I Y.

Bemerkung 3. G — G, ist linksadjungiert zur Einbettung abelscher Gruppen in allgemeine
Gruppen.

Satz 4. [ 'QDG (IG)G = Gab-
o 9o Hi(G,Z) =5 Hy(G, 1) = G-
e Die Verkniipfung Hom(G, A) = HY(G,A) -Besy HY(H, A) = Hom(H, A) ist die Ein-
schrinkung auf H.

Satz 5. H'(G, M) ist Z/B, wobei Z die Menge der G Ly A mat f(gh) = f(g9) + gf(h)
(sogenannte crossed homomorphisms) und B die Menge aller f der Form f(g) = gm — m ist.
Der Isomorphismus ist durch den Randoperator fiir 0 — M — Ind{GIG}M ’{1G} — Qnr gegeben.

Folgerung 2. H'(G, M) = Hom(G, M), falls G trivial auf M wirkt.
Folgerung 3 (Hilberts Theorem 90).
Definition 6. Restriktion, Korestriktion, Inflation, Deflation.

Bemerkung 4. Kohomologisches Cores und homologisches Res gibt es nur fir [G : H] < oo,
kohomologische Deflation oder homologische Inflation gar nicht.

Satz 6. CoresRes ist [G : H|.
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Fakt 3. Falls H ein Normalteiler in G ist, wirkt G/H auf H*(H, M), und das Bild von
H*(G, M) Besy g+(H M) ist in H*(H, M)/H enthalten.

Folgerung 4. o #G anulliert die hohere Kohomologie.
e Die Kohomologie einer endlichen Gruppe mit Werten in einem Q- Vektorraum.

Definition 7. Verlagerung.
Satz 7. e Hy, = Iy — (Ig)n —Cores, (Ig)e = Gl ist der durch H — G induzierte

Morphismus.
e Dasselbe gilt fir Hy, = Hy(H,7) —COres; H (G, 7).
Falls |G : H] endlich ist:
e Die Verkniipfungen Ga, = (Ig)a —Res, (Ig)g und Gay Verl, Hay = (In)g — (Ug)u
stimmen tiberein.
e Die Verkniipfung Ga, = H1(G,Z) —Res, H\(H,7) = H,y, ist die Verlagerung.

Beweis. Wir betrachten das folgende kommutative Diagram von H-Moduln:

>
0 e Iy —— 7Z[H] =1 g, - 0
C\ c =
>
0 e o —— Z[G] =%+ 7, - 0

und bezeichnen dessen Zeilen mit Z; 5. Aus dessen Kommutativitét folgt fiir jedes g € G,
daB Res$0z,[glc € (I¢)g das Bild unter (Ig)g — (Ig)g von 0z Res$[glg ist. Sei p; eine
Vertretermenge von G/H. Wenn p € Mg das Bild von m € M ist, so ist Res%pu das Bild
in My von 3¢ prlm. Wir kénnen dies auf M = Ig, p = dz,[g]e das Bild in (Ig)e von
m = d, — 9, anwenden, und 832Resg[g]g ist das Bild in (Ig)y von

d d d
(b) Z(égpi - 5m) = Z(épji’ghi,g - 5m) = Z(épg‘i,ghi,g B 5pji,g)

i=1 i=1 i=1
ist, wobei wir die Bezeichnungsweisen von der Definition von Verl iibernommen haben. In (1) g
haben §,, — 0, und J, — 01, also auch 6,, — 0, und 6, — 01, dasselbe Bild. Also haben (b) und

d

Z(éhi,g - 51)

i=1
dasselbe Bild. Der letzte Ausdruck gehort aber zu Iy und sein Bild in (Iy) g ist dasselbe wie
von h=hyg-...-hgq, was ein Vertreter in H von Verl(g) € Hyy, ist. O

Fakt 4. Nach der Identifikation aus Satz 5 entspricht Res der Einschrinkung gekreuzter Ho-
momorphismen.
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Problem 6 sheet J. Throughout the following considerations we identify XHom(G, M) with the
set of all Q%G by chosing the representative vanishing at 0 of each element of Q5; . A similar
identification is made between Qﬂ[ g and XHom(H, M). We consider the following diagram

0 - M » Ind$M —— Quge

0

0 - M ~ Ind!M —— Qug —— 0.

By chosing the representative vanishing at 0, we have an identification between QAH/[G and the

set = of all maps G L M satisfying

f(gh) = f(g9) + 9f(h)
for g€ Gand h € H. Given h € H'(H, M), let ¢ € XHom(H, M) be a preimage of h. Chosing
a set (p;)L, of representatives for G/H such that p; = 1¢, we define G Ny Vi by
f(pih) = pi¢(h)
for 1 <i<dand h € H. Then f € = and f|g = ¢. Because of (3) , the diagram

Qi
> fl s
H dr, 1
GM,H H (H7 M)

commutes where Rqo are the two rows in (3) . Thus h = dg,(f). As R, is a short exact
sequence of G-modules, this implies CoresZh = dgr, ¢® where & = CoresZ f is given by

d d d

O(y) => () =D _(F(vpi) =1 (i) =D f(vpn)

=1 =1 i=1

as f(pi) = pid(1a) = 0. Let vp; = pj, . mi, then Verl(y) = [T 7, in Ha, and

O(7) = Z O(Mir).

So far general M could be allowed. But the last line becomes difficult to deal with in this
generality. However, if H trivially acts on M then H Jﬁ—> M is a group homomorphism and



the last line becomes
B(7) = 6 (Verl)
confirming the claim of Problem 6. In fact, we have obtained a somewhat more general result
since it is sufficient to assume that H trivially acts on M.
Let the finite Group G trivially act on M, and let h, ¢ and ® be as above. If [y]g denotes
the image of v under G — Gy, = H%(G,Z) and a similar notation [n]y € H,p, is employed
for elements of H, then

(4) Res$ ([1]e) ® Coresgh = Coresd ([7]e @ h) = ¢(n)

in My, where 7 € H is such that Res§[y]e = [n]g. The first equality in (4) is the sixth
Point of Exercise sheet 7 Problem 3 and the second one comes from Corollary 1.3.6.b from the
lecture and the fact that the diagram

o~

H™'(H, M) Myn
Cores\ C
HYG, M) —— Myc

commutes, by the fifth point of Exercise Sheet 7 Problem 3. By another application of Corolla-
ry 1.3.6.b the left hand side in (4) equals ¢(Verly) = ®(v) = ¢(n). Since this holds for arbitary

group homomorphisms H 4@—> M with an abelian group M, n = Verly in H,,, confirming our
claim about Verl made in Satz 7 at least in the case of finite groups. The general case can be
done by considerations somewhat similar to the ones following (3) above. While I did not give
the proof of Satz 7 I have carried this out in the current version of this script, in case you are
interested.

1.3. Tate-Gruppen.
Definition 1. Schwach zerfallend. Schwach projektiv. Schwach injektiv.
Satz 1. Aquivalenz dazu, direkter Summand von ind bzw. Ind zu sein.

Folgerung 1 (aus dem Satz und (1.1.3)). Wenn P ein schwach projektiver und M ein beliebiger
G-Modul ist, so ist P ®@ M ein schwach projektiver G-Modul.

Folgerung 2 (aus dem Beweis). Jeder G-Modul ist schwach zerfallender Quotient eines schwach
projektiven, und analog fiir schwache Injektivitdt.

Folgerung 3. Fulls G endlich sind, stimmen diese beiden Klassen tiberein.
Von nun an setzen wir dies voraus.

Definition 2. Kontrahierbar. Nullhomotop.

Fakt 1. Sei 0 - M’ — K — M" schwach zerfallend mit kontrahierbarem K.



e Dann ist M’ ~[—> T genau dann nullhomotop, wenn es zu K — T ausgedehnt werden
kann.
e Dann ist 7 -45 M” genau dann nullhomotop, wenn es zu T — K geliftet werden kann.

Dabei ist die Ausehnbarkeit (bzw. Liftbarkeit) nullhomotoper f (bzw. ¢g) auch dann garantiert,
wenn K nicht kontrahierbar ist.

Definition 3. Homotop. $Hog.

Folgerung 4. Homotopie ist in der Tat eine AqRel.

Fakt 2. $Hog ist additiv und hat alle Produkte.

Satz 2. Sei 0 - M' — K — M" — 0 eine kurze exakte Folge mit kontrahierbarem K und
N:0— N — N — N"— 0 eine schwach zerfallende kurze exakte Folge.

e Jeder Morphismus M" L N" hat einen Lift zu K — N und die Homotopieklasse von
M'" — N' ist durch die Homotopieglasse von [ eindeutig bestimmt.

o Jeder Morphismus N' =45 M’ hat eine Ausdehnung zu N — K und die Homotopicklasse
von N" — M" ist durch die Homotopieklasse von g eindeutig bestimmit.

o Falls zusdtzlich K projektiv (bzw. injektiv) ist, so ist die Aussage des ersten (bzw. zweiten)
Punktes auch dann richtig, wenn die Folge N nur exakt ist, ohne schwach zu zerfallen.

Definition 4. Sei M[1] = Coker(M — K) und M[—1] = Ker(K — M).

Fakt 3. Es handelt sich um Aquivalenzen von Kategorien, die bis auf kanonischen Isomorphis-
mus zueinander invers sind.

Definition 5. Sei QM = Coker(M — M[G]) und SM = Ker(M[G] — M).

Satz 3. () ist linksadjungiert zu S und die Morphismen QSM — M — SQM , welche Idgys bzw.
Sam entsprechen, sind Homotopiedquivalenzen. In $oc hat man Isomorphismen X|[1] = QX
und X[-1] = SX.

Beweis. Nach (1.1.1) und (1.1.2) sind die Morphismen M|[G] Ly N und M L N[G] in
kanonischer Bijektion zu den Homomorphismen M by N abelscher Gruppen, wobei

F) =7 h(uly))

veG
(9(m)) () = h(ym)

gilt. Dabei entsprechen die Morphismen von QM nach N genau den f, die auf dem Bild
von M — M|g|, also fiir u von der Form p(vy) = ym, verschwinden. Das ist dquivalent zum

Verschwinden von
> v h(ym)

veG



fiir alle m € M. Die Morphismen von M nach SN entsprechen gerade den g mit
> v glm))(y) =0
veG

fiir alle m € M, was gerade auf dieselbe Bedingung an / hinausléuft. Die ibrigen Aussagen
folgen nun durch formale Uberlegungen (CAVE). O

Bemerkung 1. Wir haben kanonische Isomorphismen abelscher Gruppen QM =2 M#(G)-1 =
S M. Insbesondere sind QM und SM als abelsche Gruppen frei, wenn dies auf M zutrifft.

Definition 6. H?(X) = Homgeq(Z, X [p]) = Homgeq(Z[—p], X).
Wir betrachten nun eine kurze exakte Folge
(1) X:0—=X 4 X2 X550

Satz 4. Sei (1) eine schwach zerfallende kurze exakte Folge. Wir wdihlen einen schwach
zerfallenden Epimorphismus K — X und einen schwach zerfallenden Monomorphismus X —
L und betrachten das Diagram

0 - K —— K —— X' —— 0

0 - X —— X — X' —— 0
= A

0 - X' - L -1 -0

In $Ho¢ betrachten wir die Verknipfungen k : X"[—1] = K' 55 X" und [ : X" Ay X'[1].
Dann stimmt | mit k[1] dberein. Insbesondere ist \Jx := k nicht von K — X und Ay =1
nicht von X — L abhdngig.

Bemerkung 2. e Hog ist eine triangulierte Kategorie.
e Wenn X kontrahierbar ist, sind Ay und 7 die aus Definition 4 resultierenden Isomor-
phismen.

R ()
Insbesondere bekommen wir einen Morphismus H?(X") —d@ HP1(X") als die Verkniipfung

HP(X") = Homg,,, (Z, X") {(Lxlpl)o, Homy,, (Z, X'[p + 1]) = HPFY(X).

Es ist aber wiinschenswert, diesen Morphismus auch dann zu haben, wenn die Folge X nicht
schwach zerfallend ist. Sei 7}, ein als abelsche Gruppe freier G-Modul mit einem Isomorphismus
T, = Z|—p|. Zum Beispiel kann wegen Bemerkung 1 CAVE label

T QPZ p<O
P sz p>0
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mit dem durch Satz 3 erhaltenen Isomorphismus genommen werden. Dann ist P, = Z[T}] ein
projektiver G-Modul und wir haben eine kurze exakte Folge

Tp:0— Tppy —25 P, 25T, — 0,

und TP = ST, » ist in $os kanonisch isomorph zu Z[—p—1]. Weil T, eine freie abelsche Gruppe
ist, ist 7, schwach zerfallend. Man priift leicht hat, daf§ die Verkniipfung

. v
(2> Homﬁoc (TIN Tp) = Homﬁﬂa (Z[—p], Tp) = HP(TP) _TL> ot (Tp-l-l) =

= Homgog, (Z[—p — 1], Tp41) = Homgo, (Tyi1, Tpi)
Idz, auf Idz  abbildet. Sei

W' e HP(X") = Homg,,, (T}, X"

/!
gegeben als die Homotopieklasse von T, s X", Weil P, projektiv ist gibt es ein P, /N
/

X mit pyp = 7"%¢ und 7 definiert einen Morphismus P, <L+ X’ von G-Moduln, dessen
Homotopieklasse nach Satz 2 eindeutig bestimmt ist durch die Homotpieklasse von n” und
damit durch h”.

Definition 7. Sei dyh € H?*'(X') das Bild der Homotopieklasse von 1/ unter dem Isomor-
phismus

Homye,, (I, X') = Homg,y, (Z[—p — 1], X') 2 Homg,,, (Z, X'[1]) = H'(X).
Aus unserer Bemerkung iiber (2) folgt, dafl dies die einzige derartige Familie von dy ist,

5)

welche fiir schwach zerfallende Folgen mit d(X iibereinstimmt und funktoriell auf der Kategorie

der kurzen exakten Folgen von G-Moduln ist. Insbesondere héngt dy nicht von der Wahl der
T, ab.

Satz 5. Die lange exakte Koho-Folge fiir Tate-Gruppen.
Beweis. Wir betrachten den Ausschnitt
HP(X') = HP(X) — HP(X") — HP*Y(X') — HPPY(X).
Zunéachst zeigen wir, dafl die Verkniipfungen 0 sind, wobei dies an der Stelle H P(X) trivial ist.

Fiir die anderen Stellen iibernehmen wir die Bezeichnungsweisen vor Definition 7, insbesondere
die Bezeichnungsweisen (1) fiir die kurze exakte Folge. Weil die Verkniipfung

. /
Ty Lo X' — X"
auch als Tp+1 — P, 1, X geschrieben werden kann, ist sie nullhomotop. Wenn A” im Bild von

ﬁp(X ) liegt, kann 1" so gewihlt werden, dafl es auch zu einem Morphismus 7, — X geliftet
werden kann. Dessen Verkniipfung mit P, — T}, liefert dann ein 7, fiir welches 7" verschwindet.

. ' /
Wenn dh” = 0ist T},44 1, X’ nullhomotop und kann nach Fakt 1 zu P, Ty x ausgedehnt
werden. Dann verschwindet n — 4n] auf 7,1, und definiert daher einen Morphismus 7, — X,
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also ein Element von H?(X), dessen Bild in H?(X") offenbar h” ist. Fiir die Exaktheit in
[:IPH(X "} gehen wir von TpH —77/—> X' aus, so daB in’ nullhomotop ist, also nach Fakt 1 zu
P, _7]_3 X ausgedehnt werden kann. Dann definiert n einen Morphismus 7, —77L> X", also ein
R € HP(X"), so dal dyh durch i’ gegeben ist.

Fiir die Exaktheit in H? (X) betrachten wir 7, —§—> X, so dafl p£ nullhomotop ist, also nach

Fakt 1 zu P, oy ausgedehnt werden kann. Auf Grund der Projektivitdt von P, gibt es
P, L X mit n” = pn. Wir diirfen £ durch & — nm, ersetzen und haben dann pn = 0. Dann

/
gibt es genau ein T}, s X' mit i =17 O
Beispiel 1. Wir haben Homg(Z, M) = M® wobei nach Fakt 1 die nullhomotopen genau die auf

[

Z|G] ausdehnbaren Homomorphismen sind. Nach Frobenius-Reziprozitat ist Hom(Z[G], M) =
M wobei der zu m gehorende Morphismus f € Z[G] auf >7 f(g)g~'m abbildet. Wenn f die
konstante Funktion 1 ist, wird dies genau zu Trm. Also

(3) H° = Coker(Mg 1 M9).

Beispiel 2. Wir haben H~' = Homg,, (Z[1], M). Wenn Z[1] als Coker(Z — Z[G]) = Q¢
gebildet wird,

(a)  Homg(Z[1], M) = Ker(Homg(Z[G], M) — Homg(Z, M)) = Ker(M 113 M©).

Nach Fakt 1 sind die nullhomotopen genau die zu Z[1] — M|[G] liftbaren. Anwendung von (a)
auf M[G] statt M gibt

f=>Y flg)

(b) Homg (Z[1], M[G]) = Ker(M|[G] > M)

wobei die Abbildung von (b) nach (a) durch M[G] — M, f — >° ;9 "'f(g) gegeben ist,
deren Bild gerade Ker(M — M) ist. Also gilt

(4) HY(M) = Ker(Mg -1 M)

Folgerung 5. Fiiri > 0 haben wir kanonische Isomorphismen H'(M) = H (M) und H;(M) =
H==1(M).

Bemerkung 3. Rand H~'(M") — H°(M").

Beispiel 3. Wir haben eine Bijektion zwischen den Homomorphismen /4 L M abelscher
Gruppen und den Abbildungen G @5 M mit #(1) = 0, indem ¢(g) = f(6,-2 — 1) und
f) => eC Ag)éd(g™") gesetzt wird. Dabei entsprechen die G-dquivarianten f genau den ¢
mit ¢(gh) = ¢(g)+g¢(h), also den Elementen von XHom(G, M). Nach Fakt 1 ist f genau dann
nullhomotop, wenn es zu einem Morphismus Z[G| — M von G-Moduln ausgedehnt werden
kann. Ein solcher Morphismus hat nach (1.1.2) die Form f(A) = > 4 A(y)y~'m mit einem
eindeutig bestimmten m, entsprechend ¢(g) = g(m) — m. Wir erhalten eine neue Herleitung
von Satz 1.2.5.
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Satz 6. Se:
0 0 0
0 - X — e x 2 x ———
5 j i
O - Y/ 1y Y Py Y” - 0
q/ q q/l
O _ Z‘/ (34 N Z' Pz N Z// _ 0
0 0 0

ein kommutatives Diagramm von G-Moduln mit exakten, schwach spaltenden Zeilen und Spal-
ten. Dann haben wir ein in in Hog antikommutatives Diagramm

Z// Z’[l]

()

X' —— X'[2]

Beweis. Wir betrachten einen schwach spaltenden Monomorphismus X’ —£5 K und einen
schwach spaltenden Epimorphismus L Ay 7" Diese induzieren Isomorphismem

(a) X1~ A
und
Z"[-1= B

in $Hog, wobei wir mit K -4 A einen Coker(x) und mit B By I einen Ker(\) bezeichnet
haben. Weil K (bzw. L) schwach injektiv (bzw. projektiv) ist, gibt es Morphismen von G-
Moduln Y & K (bzw. L =5 Y') mit ejix = x (bzw. ¢"pys = A). Auf Grund der universellen
Eigenschaften von X” als Coker(ix) und Ker(q”) sowie von Z' als Coker(j") sowie Ker(py)
gibt es eindeutige Morphismen X” —4X5 A %2 7/ mit axpx = aej und azq = aeiy sowie
x7 s g bzy gt j"bx = pysB und izby = qs. Wenn o die Summe der beiden Wege
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von der linken oberen nach der rechten unteren Ecke in (5) ist, so gilt o[—1] = axbx + azbz
unter der Identifkation (a). Weil die rechte Seite in

(b) abe + azbz = 05685

sich iiber die kontrahierbaren K und L faktorisiert, ist sie nullhomotop, und die Behauptung
folgt. Zum Beweis von (b) sei t € B und y = s(t). Wenn = € X mit px(x) = bx(t) gewahlt
wird, so gilt py (y — j(z)) = 0. Es gibt also ein y' € Y’ mit y = j(z) + iy (y), und man priift
leicht bz (t) = ¢'(v/). Es kommt

(axbx + azbz)(t) = axpx(z) + azq' (v') = aej(x) + aeiy (y') = ae(y) = aes(t)
und (b) folgt. O

Seien A und B G-Moduln. Wir wéahlen schwach zerfallende Monomorphismen A — K und
B — L mit kontrahierbaren K und L und haben kurze exakte Folgen

0—+A—-K—A =0,

0-B—>L—B =0
0 >A®B—K®B—>A®B

0>A®RB—-AQL - A® B’

wobei K ® B und A ® L nach Folgerung 1 kontrahierbar sind. Diese Folgen definieren Isomor-
phismen A" = A[l], B’ = B[1], A/ ® B ¥ (A® B)[1]  A® B’ in der Homotopiekategorie,
also A[1]® B % (A® B)[1] ¢4 A® (B[1]). Ahnlich gehen _;; und ¢_;, und durch Iteration
bekommt man ;¢ und ¢, fiir alle k € Z.

Zusammen mit Folgerung 1 folgt

Satz 7. Falls zwei Morphismen A M B von G-Moduln homotop sind, so sind auch f®Idy,
und g®1dy; homotop. Ahnliches gilt fir den zweiten Tensorfaktor, man kann ® also als Funktor
Hog X Hog — Hog betrachen. Wir haben Funktorisomorphismen

(6) A® (B[p]) - (A® B)lp] 2% Alp| @ B,
und das mit diesen Isomorphimen gebildete Diagramm
Alp] ® Blg) ——— (A Bla))[p]

(7) Lq Lq

(Alp) ® B)[q] —"—~ (A®@ B)[p+ 4]

kommutiert bis auf einen Faktor (—1)P1.
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Wir definieren das Produkt o ® 8 zweier Kohomologieklassen v € H?(A), 8 € HI(B) als
die Verkniipfung

L_g—pl

Zi—p—q =) g ez 288, 4o B
Direkt aus den Definitionen erhélt man ziemlich leicht

(8) Axpc((a0pB)oy)=a0 (B67y)

wobei Ay p o den Isomorphismus (A® B) ® C = A® (B ® C) sowie dessen Wirkung auf den
Tategruppen bezeichnet. Aus (7) folgt weiterhin

(9) BOa=(=1)"uplaop),

wobei A ® B 485 B ® A die beiden Tensorfaktoren vertauscht und der durch diesen Iso-
morphismus definierte Isomorphismus zwischen Tate-Gruppen ebenfalls mit ¢4 p bezeichnet
wurde. Wir betrachten eine kurze exakte Folge (1) und h” € H?(X"). Wir setzen voraus, daf
X ® B exakt bleibt. Um das Verhalten von ® unter dysp zu kliaren, wenden die Konstruktion

_ /
vor Definition 7 an. Dann ist dyh” durch die Homtopieklasse von 7,4 1y X' gegeben. Zur
L_g_pl

Berechnung von dygp(h” @ ) kann dieselbe Konstruktion mit 7, ® T, —L— Z[—p — ¢|
anstelle T, = Z[—p] und 7, ® T, anstelle 7, verwendet werden. Dann ist d xoB(h' @ p) durch

~ /
TnoT, 128, x' g B
gegeben. Aus den Definitionen folgt, dal das Diagramm

(ToT)-1] — 2 e, Zl—p — 1] ® Z[—q]
@) & 2Zl=q) -1 " Zp— g - 1]
kommutiert. Es folgt
(10) dxep(h" © B) = (dxh") © B.
Unter Verwendung von (9) oder durch eine analoge, aber etwas kompliziertere Rechnung folgt
(11) dpex(BO L") = (=1)'8 © (dxw)

Satz 8. Es gibt genau ein Produkt ® wie zuvor, mit den Figenschaften der Funktorialitit sowie
(10) wund (11) wund mit dem offensichtlichen Verhalten fir p=q = 0.

Satz 9. Unter den Identifikationen H'(M) = Coker(M — XHom(G, M)) (Beispiel 3) sowie
HY(N) = Ker(Ng —X&5 NG) (4) und HY(M @ N) 2 Coker(M @ N & (M @ N)E) wird

H' (M) x HY(N) <5 H°(M ® N)
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mit
(12)  XHom(G, M) x Ker(Ng —1G&s N%) — Coker(M ® N —2¢; (M @ N)©)

=Y f)e

veG
identifiziert.
Beweis. Wie bei der Herleitung von (4) sei Q¢ der Kokern von Z — Z|[G|. Sei a € I¢® Q¢ das
Bild von } ;(0y — 01) ® d, unter I¢ ® Z[G] — I ® Q[G]. Wir behaupten, dafl Z L, ®Qq

mit dem Inversen von

(a) I ® Qe 2 ZI-1] @ Z[1] 1% Z
tibereinstimmt. Die in Beispiel 3 konstruierte Bijektion bildet f € XHom(G, M) auf die durch

I 5 M

> ANf@)
7eG\{1}
definierte Kohomologieklasse ab. Das Bild von n € Ker(N Tra, ) unter (4) ist die durch
Qe X N
v(Amod Z) = > Ay
~EG

definierte Kohomologieklasse. Auf Grund unserer Behauptung iiber (a) ist das Produkt dieser

Kohomologieklassen durch Ig ® QG“M M ® N gegeben. Das Bild von a unter dieser
Abbildung ist >, f(7) ® v(n) in Ubereinstimmung mit unserer Behauptung.
Zum Beweis unserer Behauptung iiber (a) betrachten wir

0 Z Z|G] Qa 0

\IdQG

Ie ® Qe —— Z[G] @ Q¢ Qa -0

0

Wenn Z; und Z, die obere und untere Zeile bezeichnen, so ist I ® Qg BAVESIN Qc|—1] gerade
_1¢ in (a), wogegen Qg|—1] % 7 gerade 1y ist. Die Behauptung folgt. O
Folgerung 6. Wir setzen voraus, daff G trivial auf A wirkt. Fir x € Hom(G,A) sei [x] €
HY (G, A) dessen Bild unter der Identifikation aus Beispiel 5.
o Firg e G sei[0,— 1] das Bild von d,— 1 in (Ig)a = f[‘l(Ig). Unter der Identifikation
HY(A® 1) = Aug, fe(A® 1)C —>f(1), haben wir x| @A[5g — 0] = —x(9).
o x(g) € Ayg ist das Produkt aus [g) € H (G, Z) und [x] € H'(G, A).
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o Fiir A=Q/Z ist #Gx(g) € Z/#GZ auch das Produkt aus [g] und d[x] € H*(G,Z).

Fiir H C G sind die Einschréinkung auf H und Ind$ als Funktoren zwischen den Kategorien
der G-Moduln und der H-Moduln zueinander adjungiert. Beide erhalten offenbar schwach spal-
tende Mono- und Epimorphismen und daher auch schwach injektive und projektive Objekte.
Es folgt

Satz 10. - |y und Ind$, definieren Funktoren zwischen $og und $og, die mit [k] vertriglich
sind und die Adjunktionsbeziehungen (1.1.1) und (1.1.2) erfiillen. Wir haben kanonische Iso-
morphismem Z[k|q |g = Z[k]g sowie Morphismen Ind$Z[k|y — Z[k|q — Ind$Z[k] 4.

Die formulierte Adjunktionsbeziehung impliziert insbesondere Homg,. (Z, Ind% M) = Homy,,, (Z, M
Da Ind$ auch mit [p] fir G und H vertriglich ist, folgt

Folgerung 7. Wir haben einen kanonischen Isomorphismus
(13) H*(G,Ind$ M) = H*(G, M).
Satz 11. Sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G.

o Der G-Modul (L, +) ist kontrahierbar.
o Bs gilt H*(L/K,(L,+)) = 0.

Falls M ein G-Modul ist, liefert die Verkniipfung von (13) mit den Morphismen Ind% M —
M — Ind$ M kanonische Morphismen H*(H, M) —Cores, [7+(G, M) als die Verkniipfung
H*(H,M) = H*(G,Ind% M) — H*(G, M)
und H*(G, M) -Bes, f7+(H, M)
H*(G,M) — H*(G,Ind% M) = H*(H, M).
Da M — Ind§M — M mit der Multiplikation [G : H]- iibereinstimmt, folgt der erste Teil von
Satz 12. o Fs gilt
(14) CoresiRes$, = [G @ H] - auf H*(G, M)

e Es gilt ResY = ResHRes$; und die analoge Relation die Korestriktion erfiillen.
e Res und Cores auf H° und H~'.
o FEs qilt

(15) Res(a ® b) = Res(a) ® Res(b).
o Fs qgilt
(16) Cores(a © Res(b)) = Cores(a) ® b
Cores(Res(a) ® b) = a © Cores(b).
Folgerung 8. #G anulliert H*(G, M). Insbesondere verschwindet H*(G, M), falls M M
M bigektiv ist, zum Beispiel fiir Q- Vektorrdume.
Bemerkung 4. Anderer Beweis Kohomologie additiver Gruppe in Charakteristik 0.
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1.4. Kohomologie zyklischer Gruppen. Sei GG zyklisch von der Ordnung n mit Erzeuger
o.

Satz 1. Dann ist H*(G, M) die Kohomologie des Komplexes

(1) 0 M 2=y, gy Ty gy o=Idu, gy T

H.(G,M) die Homologie des Komplexes

(2) 0 M2ty pp T ppoo=ldy py T

und H*(G, M) die Kohomologie des Komplezes

(3) NG /el 5 VANG YN/ AN /el S5V 2N Y AN /el (S5, VAN /Y AN

wober sich jeweils der unterstrichene Term im homologischen bzw. kohomologischen Grad 0
befindet. Insbesondere haben wir Isomorphismen

M€ /Bild(T) g =0mod 2

(4) ﬁp(G> M) === {Ker(T)/Bild(U —1d) ¢=1mod?2

Bemerkung 1. Es gilt 1, om = m!%l1, .
Fakt 1. Fiir [0] € H%(G, Z) gilt 1,4[0] = 1 mod n.

Fakt 2. Sei [ ein Teiler von n, H = [Z/nZ und G % G/H die Projektion und M ein

G/H-Modul. Dann definiert der folgende Morphismus von Kokettenkomplexen Inﬂg/ T auf
H*(G/H,M):

0 M o—Idys M TrG/H, M o—Idys M TrG/H' M o—Ids M TrG/H
(5) IdM\ IdM\ l~\ l-\ 12.\ 12-\
o—1d Tr o—1d Tr o—Id Tr
0 N M ]W‘ M G N M ]\/I‘ M G _ M ]M‘ M G _
Insbesondere gilt
G/H _ _
InﬂG/ L2p1’ﬂ_(g)m =P L2p1,(,m

fir m € MS/H = MY und p > 0 sowie

Inﬂg/ A -1

—jr,—-1
[’2p+1,7r(o)m =1 L2p+1,am

fiir m € Ker(M —S 1) € Ker(M —Las Ar).
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Fakt 3. In der Situation von Fakt 2 sind Res% und Coresg durch die folgenden Morphismen
von Kokettenkomplexen gegeben.

Tra o—Idys Tra o—Id s Tra o—Idys
- M - M - M - M - M -
Id s Zé;%) ol Id s Z;;%) ol Idas
TI‘H ! O'I—Id]\{ ' TI‘H ! O'l—Id]\/[ ' TI‘H ! O'l_:[dj\{
(6) - M - M - M - M - -
b o Id Ll o Id Lh o
Y 4 Y 4
Tra o—Idys Trg o—Id s Tra o—Id s
- - M - M - M M cee
Satz 2. Se:
n—2 n—1
(7) axb= g g ) ® o’ (b
=0 j=i+1

Bei der Darstellung von Kohomologieklassen der zyklischen Gruppe durch den zyklischen Kom-
plex gilt

(8) [a] - [b] = l[a®b] falls wenigstens einer der Faktoren geraden Grad hat
B l[a*b]  falls beide Faktoren ungeraden Grad haben
Bewess.
axb+opa(bxa)=T(a)@T(b) — T(a®b)
(ca—a)xb=T(a®b) —a®Th
ax(ob—0)=T(a)®b—T(a®ab)
g(axb) —axb=T(a)@b—-a®Th

x(ob—b) =-T(a® (6b—1b)) —opa((cb—b)xa)
=-T(a®(cb—b)) —opa(T(b®a) —b®Ta) =T(a) ®b—T(a® ob).

Folgerung 1. v,y 1, ist Multiplikation mit [o] € H2(G,Z).

Definition 1. ¢y.

Fakt 4. e Multiplikativitét.
e Wenn M endlich ist, gilt gu(M) = 1.

Folgerung 2. Fiir eine Erweiterung endlicher Kirper verschwinden H*(L)K, L*) und H*(L/K, L).



19

Satz 3. Seien I' und IV zwei G-invariante Gitter in demselben endlichdemensionalen R-
Vektorraum V- mit G-Wirkung. Dann ist T' isomorph zu einer Untergruppe von endlichem
Index in 1. Insbesondere gilt qg(I') = qu(I7).

Bemerkung 2. Ubrigens ist g (T") durch

ndim V&
9 F pum
©) 1) = et(o —1a [ V/V),

gegeben.

1.5. Kohomologische Trivialitéit.

Satz 1. Sei G eine p-Gruppe und M ein F,-Vektorraum mit G-Wirkung. Dann sind die fol-
genden Bedingungen dquivalent:

e M =0
o HY(G, M) =0.
[ ] Ho(G,M) :0

Lemma 1. Sei G eine p-Gruppe und M ein F,-Vektorraum mit G-Wirkung. Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

e H'Y(G,M)=0

o M = Ind{Glc}MG (nicht kanonisch).

Satz 2. Sei G eine p-Gruppe und M ein Fy,-Vektorraum mit G-Wirkung. Dann sind die fol-
genden Bedingungen dquivalent:

HE(G, M) =0 fiir ein k.

M st kontrahierbar.

H*(G, M) =0 fiir alle k.

M = Ind?lG}MG (nicht kanonisch).

Satz 3. Se: Q eine p-Gruppe uAnd M eine abelsche Gruppe mit G- Wirkung.A Wenn eine ganze
Zahl k mit H*(G, M) = 0 = H*Y(G, M) gefunden werden kann, so gilt H"(H, M) = 0 fiir
alle r und jede Untergruppe H von G.

Satz 4. Sei G eine p-Gruppe und M -5 M ein Morphismus in der Kategorie der abelschen
Gruppen mit G-Wirkung. Wenn eine ganze Zahl k gefunden werden kann, so dajf f[’"(G, M) Hy
]:I”(G, N) surjektiv fir r =k — 1, bijektiv fir r = k und injektiv fir r =k + 1 ist, so definiert
1 einen Isomorphismus H"(H, M) —=» H"(H,N) fiir beliebige kohomologische Grade r und
beliebige Untergruppen H von G.

Satz 5. Sei G eine endliche Gruppe und M eine abelsche Gruppe mit G-Wirkung. Wenn fiir
jede Primzahl p eine ganze Zahl k, mit H*(S,, M) = 0 = H"(S,, M) gefunden werden
kann, so gilt H"(H, M) = 0 fiir alle r und jede Untergruppe H von G.

Definition 1. Wir nennen ein solches M kohomologisch trivial.
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Satz 6. Sei G eine endliche Gruppe und M -5 M ein Morphismus in der Kategorie der
abelschen Gruppen mit G-Wirkung. Wenn fiir jede Primzahl p eine ganze Zahl k, gefunden

werden kann, so daf f["(Sp,M) Wl I:IT(SP,N) surjektiv fir r = k, — 1, bijektiv fir r = k,
und injektiv fir r = k, + 1 ist, so definiert jv einen Isomorphismus H"(H, M) = ﬁT(H, N)
fiir beliebige kohomologische Grade r und beliebige Untergruppen H von G.

Definition 2. Wir nennen ein solches y eine kohomologische Aquivalenz.

Theorem 2 (Tate). Sei H?~1(S,, M) = 0 und H?(S,, M) zyklisch von der Ordnung #5, mit
Erzeuger Resgpf. Dann definiert -f einen Isomorphismus HP(H,Z) = HY(H, M).

1.6. Die Hochschild-Serre Spektralfolge.
Bemerkung 1. EY? = H?(G/H, HY(H, M))=H"(H, M).
Satz 1. 0 — HY(G/H, M) Jnfly, g, amy Bes, gi(g, amerd.

Satz 2. Falls HI(H,M) = 0 fir 0 < q < p, so ist HY(G/H, M") Jofly faG a) fir
0 < q < p ein Isomorphismus, und 0 — H?(G/H, M*) ofly e ary Bes, ge(g, perH.

Bemerkung 2. EY? = H?(G/H, HY(H, M))=H""(H, M).

Satz 3. Hy(H, M)qy —Cores, m, (G, M) Lefls m,(G/H, My) — 0.

Satz 4. Falls Hy(H, M) = 0 fir 0 < q < p, so ist H,(G, M) Refls g (G/H, My) fir 0 <
q < p ein Isomorphismus, und H,(H, M)c/u —Cores , H,(G, M) —Defl, H,(G/H,My) — 0.
1.7. Limites.

Definition 1. Direkte Limites.

Satz 1. H und direkte Limites.

Definition 2. lim und lim'.

Fakt 1. Bei surjektiven Projektionen verschwindet lim'.

Satz 2. Falls lim' C' = 0 hat man eine kurze ezakte Folge 0 — lim" HP~'(C*) — HP(limC*) —
lim H?(C*)

1.8. Proendliche Gruppen.

Fakt 1. Jede offene Untergruppe einer topologischen Gruppe ist abgeschlossen, und jede abge-
schlossene Untergruppe von endlichem Index offen.

Definition 1. Proendliche Gruppe.
Fakt 2. Krull-Topologie.
Definition 2. Kategorie der G-Moduln.
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Bemerkung 1. Ind, ind und Frobenius-Reziprozitét.
Fakt 3. Kurze Diskussion injektiver Objekte.
Satz 1. Shapiro im proendlichen Fall.
Satz 2. H*(G, M) als direkter Limes der H*(G/H, M*).
Folgerung 1. H' und Kreuzmorphismen.
Definition 3. Restriktion und Korestriktion.

Fakt 4. CoresRes = [G : H]-.
Definition 4. [, f(9)dg = [ f(9) dag € A® Q fiir lokal konstante G Ny

Beispiel 1. Sei 0 € G = 7Z ein topologischer Erzeuger. Anwendung von (1.4.5) zeigt, dafi wir
H*(Z, M) als die Kohomologie von

m—)/vmdv G
0— M =2 OM =T, )\ « » (M ®Q)”" =0

berechnen konnen. Insbesondere

7z p=20
(1) HP(2,Z) = {Q/Z p=2
0 sonst

Sei N eine positive ganze Zahl und H = N 7 C @, dann erhilt man Restriktion und Korestrik-
tion aus dem kommutativen Diagramm von Kokettenkomplexen

m—om—m m—>fG ymdgy

0 - M M - (M®Q)" — 0
Id SNtk N
@) 0 e e L LU e S —
o " tdas LN ot

m—om—m m_’fg ymdgy

0 - M M - (M®Q)" — 0
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Insbesondere kommutieren

1) (1)

HY(G,7) v/ H*(G,Z) —— Q/Z
Res 1dz Res N-

3) oz~ 7 ez - oz
Cores N. Res ldg,z

G,z — 2z H(G.2) e 2

Satz 3. Hochschild-Serre fiir proendliche Gruppen.

2. LOKALE KLASSENKORPERTHEORIE

2.1. Die Brauersche Gruppe eines lokalen Korpers.

Satz 1. Sei L/K eine unverzweigte endliche Erweiterung lokaler Kérper.

o H*(L/K,01)=0.
o H*(L/K,L*) YLy H*(L/K,Z).

Durch Ubergang zum direkten Limes mittels Inflation kommt

Folgerung 1. Es gilt HP(K"/K,0*) =0 fir p > 0, wobei O die Vereinigung der Oy, tiber
die einzelnen unverzweigten ist.

K* p=0
HP (KWK, K"W")=:Q/Z p=2
0 sonst,

wober der Isomorphismus im zweiten Fall mittels der invy i hergestellt wird.

Definition 1. Sei H?(K"™/K,L*) vy, Q/Z der durch Anwendung des obigen Satzes
erhaltene Isomorphismus.

Aus (1.8.3) folgt:
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Satz 2. Das folgende Diagramm kommutiert fir endliche Korpererweiterungen L/K :

Res
—_—

HQ(KUV/K, Kqu) HQ(KUV/L, Kqu) HQ(LUV/L, Luv><)

invyy inviyY

[L:K]

Q/zZ - Q/Z

Es sei ix die Verkniipfung Q/Z 2Ky (K™ /K, K<) Infly f2(sp /i, K5opx). Sei
L/K separabel. Nach dem Satz und auf Grund der Kommutativitét von

HY(G/I, M) —™~ HP(G, M)

Res Res

HP(H/INH, M) 2 qP(H, M)
angewendet mit p = 2, G = Gal(K?/K), [ = Gal(K*?/K"), H = Gal(K*?/L), M = K*P*

erhalten wir

Folgerung 2. Fir eine separable Erweiterung L/ K kommutiert

Q/Z iK HQ(Ksep/K’ Kser)
[L:K]- Res

Q/Z L HZ(KSBP/L, Kser)
Zusammen mit der kurzen exakten Inflations-Restriktions-Folge kommt

Satz 3. Sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung lokaler Kéorper. Dann gibt es genau einen
injektiven Homomorphismus ir, i, der das Diagramm

1
[L: K]

7)7 e HA(LJK, LX)
g Inﬂ

@/Z K ]_]2(}(5@)/[{7 Kser)
kommutativ macht.

Da der senkrechte Pfeil auf der rechten Seite injektiv ist, erhélt man noch aus Folgerung 2
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Folgerung 3. Fir jede Galois-Erweiterung M /K und jeden Zwischenkérper K C L C M
kommutieren

[MlzK]Z/Z e (MR M)
[L:K]- Res
1 iniyn
T - H2(M/L,M*)
und
[Ml:K]Z/Z e (MK M)
C Cores
1 ini/n
[M:L]Z/Z ~ H*(M/L,M*)

Die zweite Aussage folgt aus der ersten nebst Satz 1.2.6, denn der linke vertikale Pfeil im
ersten Diagramm ist surjektiv.

Theorem 3. Flir jede endliche Galois- Erweiterung nichtarchimedischer lokaler Korper ist ip i
ewn Isomorphismus.

Definition 2. Sei H2(L/K, L*) —L/K, T L/ Z der zu irx inverse Isomorphismus.

Folgerung 4. Fiir jeden nicharchimedischen lokalen Kérper K hat man einen Isomorphismus
H?(K*P /K, Ksp* VK, Q/7), welcher invers zu if ist.

Folgerung 5. Fir jede Galois-Erweiterung M /K wund jeden Zwischenkirper K C L C M
kommutieren

inv 1
2 Xy ma/K 7
Res [L:K}'
H2(M/L, M) invaz/L 1 1z

(M : L]
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und
inv 1
2 xy /i 7
QUK M) s )
Cores -
1y 1
2 % M/L . 7,

Bemerkung 1. Wir haben einen eindeutigen Isomorphismus H?(C/R, C*) /R, Z]Z.
Der Beweis des Theoremes gelingt in mehreren Schritten.

Satz 4. Sei L/ K eine zyklische Erweiterung lokaler Korper. Dann ist iy x ein Isomorphismus,
und H?(L/K, L*) verschwindet fiir ungerade p.

Beweis. Nach Hilberts Theorem 90 geniigt der Beweis von qy(L/K,L*) = [L : K] oder
qu(L/K,OF7 = 1. Da der Herbrand-Quotient endlicher Gruppen 1 ist, geniigt der Nachweis
der Existenz einer Untergruppe U von endlichem Index in O} mit H*(L/K,U) = 0. In Cha-
rakteristik 0 kann die Exponentialabbildung verwendet werden.

Allgemein sei (27)ccai(L/k) €ine Normalbasis von L/K. Wir diirfen 2 € Oy, annehmen. Sei
V der von den 27 erzeugte freie Ox-modul. Indem man x nochmals durch 7tz mit geniigend

grofiem [ ersetzt, darf man V -V C mgV annehmen. Sei V; = 1 + 7V, dann ist V; eine
offene Untergruppe in O und V;/Vj4; = V/rgV = In d?la;(L/ M als Galois-Moduln. Also
verschwindet H*(L/K,V;/V;41), und nach Satz 1.7.2 verschwindet H*(L/K, Vp). O

Das folgende Lemma beweist nun, dal #H?*(L/K, L*) ein Teiler von von [L : K] ist und
beendet damit den Beweis des Theoremes:

Lemma 1 (“Ugly Lemma” bei Serre in Cassels/Fohlich). Sei G eine endliche Gruppe, M
ein G-Modul, e und p natiirliche Zahlen, so daf8 fir jede Untergruppe K C G und jeden
Normalteiler H C K mat zyklischem Quotienten erfiillt ist:

Es gilt HI(K/H, M%) =0 fiir 0 < q < p, und #HP(K/H, M) teilt [K : H]°.
Dann gilt dieselbe Aussage fiir jede Untergruppe K C G und jeden Normalteiler H in K.
2.2. Die Fundamentalklasse.

Definition 1. Sei up/x = iL/K([L IS mod Z) mVL/lK([LK mod Z)

Fakt 1. Res%ﬁ(uL/K = up/y und Cores]LM/ﬁ(uL/M = [M : Klug/k
Aus Theorem 2 folgt nun
Theorem 4. Wir haben einen Isomorphismus H?~?(L/K,Z) LK H*(L/K,7Z).
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Fakt 2. Verhalten Restriktion, Korestriktion.
Definition 2. /.
Fakt 3. Verhalten Restriktion, Korestriktion.

Folgerung 1. Wenn M C L der mazimale abelsche Teilkorper von L/K ist, gilt Np (LX) =
Ny (M™).

Satz 1. Wir haben
L Kx(Yrx (k) + Z = invge ((dy) U [K]).

wobei x € Hom(Gal(L/K),Q/Z) o FIl(L/K, Q/Z), dx dessen Bild unter I—A[l(L/K, Q/z) d,
H*(L/K,Z) und [k] € H'(L/K, K*).

Der Beweis folgt aus Folgerung 1.3.6
Folgerung 2. Sei L/K unverzweigt, dann ¥ x (k) = sz}({k)
Folgerung 3. v,k (k) s = Yayn(k).
Folgerung 4. Wenn M C L der mazimale abelsche Teilkorper von L/K ist, gilt Np k(LX) =
Ny (M*).

Satz 2. Sei L/K eine abelsche Erweiterung, welche K" enthdlt. Sei K* v, Gal(L/K)

ein Homorphismus mit (k) | = F}’(K(k) und mit (k)| = 1d, falls L/K endlich und
k€ Npjx(L*) ist. Dann gilt ¥ = k.

Bemerkung 1. R.
2.3. Der lokale Existenzsatz.
Definition 1. Normuntergruppe.

Bemerkung 1. Wir haben also eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen endlicher abel-
scher Erweiterungen und den Normuntergruppen.

Satz 1. Eine Untergruppe von K* ist genau dann Normuntergruppe, wenn sie offen ist und
endlichen Index hat.

Folgerung 1. Gal(K®*/K) im nichtarchimedischen Fall.
Satz 2. Kummer-Paarung.

2.4. Verschiedenes. Obere Numerierung, Lubin-Tate.
Beispiel 1. ¢ fiir K = Q,.

3. GLOBALE KLASSENKORPERTHEORIE

3.1. Kohomologie der Idelegruppe.

Satz 1. e H*(L/K,Ag)=0.
o I*(L/K.Ig) = [ ce, H*(Luw/K,, LY).
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3.2. Die beiden Ungleichungen.

Satz 1 (Erste Ungleichung). Es sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung globaler Kdrper.
Dann gilt

(1) #H*(L/K, 1, /L") = [[x : K*Npyglp] < [L: K]
Satz 2 (Zweite Ungleichung). Sei L/K zyklisch, dann gilt qu(I,/L*) = [L : K].

Beweis. Sei immer G = Gal(L/K). Fiir eine Stelle v von K sei G, C G der Stabilisator
irgendeiner Stelle w iiber v.

Sei T eine endliche Gal(L/K)-invariante Menge von Stellen von L, die alle verzweigten und
archimedischen Stellen sowie Erzeuger der Idealklassengruppe von L enthélt. Sei S die Menge
der Stellen von K, die unter 7" liegen. Dann gilt I, = L*I 7, also I /L* = 1, p/L7, wobei Ly
die Menge der T-Einheiten ist. Also

qu(Ipr)  [leesllow : K

) )= ) = (i)

Sei V' der R-Vektorraum aller R-wertigen Funktionen f auf 7" mit ) . f(w) = 0. Durch
r — f mit f(w) = log|z|, ist eine Homomorphismus von G-Moduln definiert, dessen Kern
endlich (die Gruppe der Einheitswurzeln in L) und dessen Bild ein Gitter I' in V' ist. Aus (+)

und Fakt 1.4.4 folgt
L,: K, ves Lw + Ky
% gty /1) = Lres T B Thecs S B
qu (L) qu (1)
nach Satz 1.4.3, wobei IV C V ein beliebiges zweites Gitter ist. Dafiir wihlen wir die Menge
aller T —L 7 mit > wer f(w) = 0. Wir haben eine kurze exakte Folge

0—=TI" = ®eslndl Z — Z — 0,

also
QH(F/) _ HUES QHanZ _ HUES[L'LU : K'U]
qu.cZ [L:K]
und die Behauptung aus (%). O

Folgerung 1. [L : K] teilt []IK : KXNL/K]IL}. FEs tritt also Gleichheit in der ersten Ungleichung
(1) ein, und H(L/K,1,/L*) = 0.

3.3. Artin-Abbildung.
Definition 1. Artin-Abbildung (im Fall abelscher Erweiterungen).
Lemma 1. Im abelschen Fall erzeugen die Frobeniusse die Galois-Gruppe.

Lemma 2. Sei S eine endliche Menge, und fir v € S sei U, € K. Dann gilt [],.q K =
K*1],eq Us, wobei K diagonal in das Produkt auf der rechten Seite eingebettet wird.

Satz 1. e Die Artin-Abbildung ist eindeutig bestimmt und surjektiv mit Kern K*Nprlp.
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e Die Einschrinkung auf M einer Artin-Abbildung fir L/K ist eine Artin-Abbildung fir
M/K.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma 2 und die Surjektivitdt aus Lemma 1. Durch An-
wendung von Lemma 2 folgt

Nyl = (NpjwL* (HU x H ) C KX(HU X H (N, /x, ;,Ogv)).

veES vES vegS

Fiir eine Einzelkomponente k = Ny, /i, L, mit w & S auf der rechten Seite haben wir (k) =
Y1, Kk, (k) = Idg. Auf Grund der Surjektivutdt und der ersten Ungleichung kann der Kern
nicht grofer sein.

Die zweite Behauptung folgt aus den Definitionen. O

Folgerung 1. Wenn x € K* Nyl so ist () [a = Idas.
Folgerung 2. Wenn x € K C Iy so stabilisiert 1, (z) jede Stelle w, die tiber v liegt.

Folgerung 3. Wenn Gal(L,/K,) von m anulliert wird und L,, die mazimale unverzweigte
Erweiterung von K, vom Grad m enthdlt, so gilt 1, = Vr, /K, -

3.4. Die Hautresultate.
Theorem 5 (Globale Klassenkorpertheorie). o HY(K*?/K,Up/xCL) =0, und

(1) 0 — Br(K —>HBr Z—‘>Q/Z—>0

e Fiir eine endliche Galozs—Erwezterung globaler Korper gilt H'(L/K,Cr) = {1}, wéihrend
H?*(L/K,Cy) zyklisch von der Ordnung [L : K] ist. Als Erzeuger ur/k kann das Bild in
H*(L/K,Cy) eines (x,), € [, Br(Ky) mit Y inv,(z,) = oK K] + Z genommen werden.

e Dann gilt Resé?ﬁuL/K = ur/m, und Iflq_Z(L/K,Z) YLK, Hq(L/K, Cp) ist ein Iso-
morphismus.

o Sei Ix/K*Npklp M Gal(L/K)., der entsprechende Isomorphismus, dann ist

Yoy (ko) =TT, YL, x, (ko).
o Insbesondere gilt 1], vV, /k, (k) =1 firk € K*.

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.
Zunéchst definieren wir eine Artin-Abbildung ¢, fir Q(um,)/Q. Fir v = oo sei ¢, (z) die
komplexe Konjugation im Fall x < 0 und v, (x) = Id fiir = > 0.

Lemma 1. Q,(p,x)/Q, ist rein verzweigt vom Grad (p — 1)p*~!.

Beweis. Sei ( eine primitive m-te Einheitswurzel. Wegen

m

L
C 1 ZCJ
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ist ¢! — 1 durch ¢ — 1 teilbar. Wenn auch ¢! eine primitive m-te Einheitswurzel ist, kann man
die Rollen von ¢! und ¢ vertauschen. Das Ideal ¢ — 1 hiingt also nicht von der Auswahl einer
primitiven n-ten Einheitswurzel ab. Wir wenden dies im Fall m = p* an, in Q (1) gilt dann

(+) IT ©€=1)=NopaeC-1).

0<j<pbpfi
Das Minimalpolynom von (¢ ist P(T) = Z?;é TiP*"" " das Minimalpolynom von ¢ — 1 also
P(T + 1) und die Norm auf der rechten Seite von (+) ist P(1) = p. In L = Q,(¢) folgt

(¢ - 1)0) "™ = poy

und die Behauptung, denn auf Grund der Injektivitit von Gal(L/K) — (Z/p*Z)* kann der
Korpergrad auch nicht grofler werden. U

Sei v durch die Primzahl p gegeben und z = p*y mit y € Z, . Seim = pFm/. Es gibt genau
ein ¢ € Gal(Q,(pm) / Qp) mit o(¢) = ¢*" fiir ¢ € iy und o(¢) = ¢V fiir ¢ € pap. In der Tat
gilt Qp(ttm) = Qp(ptn)Qp(ptpt), und nach dem Lemma kann ein Element der Galois-Gruppe
separat auf den Faktoren bestimmt werden.

Sei # = —1, auf e ist ¥,(z) die komplexe Konjugation, wogegen () ) = 1y, fiir
Primzahlen [ # p ist. Da 1o (z) die komplexe Konjugation ist, folgt die Behauptung in diesem
Fall.

Sei x = (, auf e mit p # € ist ¢,(z) ¢* fiir ¢ =, ¢t fiir g = p und Id fiir ¢ & {¢,p}.

Sei x = ¢, auf p ist 1,(z) = Id fiir alle Primzahlen p.

Es folgt die Existenz einer Artin-Abbildung fir Q(u,,)/Q. Aus Folgerung 3.3.3 folgt, dafl
diese mit der durch die lokale Klassenkorpertheorie gegebenen iibereinstimmt.

Lemma 2. Fir eine abelsche Erweiterung L/K sind dquivalent:

e Durch die lokale Klassenkorpertheorie ist eine Artin-Abbildung fir L/ K definiert.
o Fir alle x € Br(L/K) ist Y, inv,(z) =0 in Q/Z.

Es folgt, dafl diese dquivalenten Bedingungen fiir K = Q gelten, wenn L in einer zyklotomi-
schen Erweiterung enthalten ist.

3.5. Abstellkammer.
[K*:K*"]
Hiin (K)

Satz 1. Fir einen lokalen Korper gilt bei der iiblichen Konvention fiir den Betrag
qu(K>) =n/|n|y falls |n| # 0 und G trivial aus K* wirkt.



