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Aufgabe 1 Zeigen Sie, daf} ein eigentlicher vollstindiger geoditischer metrischer Raum
(X,d) genau dann ein Alexandrov-Raum nicht-negativer bzw. nicht-positiver Kriimmung
ist, wenn jeder Punkt z € X eine Umgebung U, besitzt, so daf} fiir jedes Dreieck Ap;pops
in U,, den Mittelpunkt s der Seite pops, das Vergleichsdreieck Ap;psps = Apipops und den
Mittelpunkt 5 der Seite pops gilt

d(p1,8) > [p13] bzw. d(pi,s) < [pi5].
Aufgabe 2 Zeigen Sie, dafi der metrische Raum (X, d) mit X = R?* und Metrik d, die von

der Norm ||(z,y)|| = |z| + |y| induziert wird, weder ein Alexandrov-Raum nicht-negativer
Kriimmung noch ein Alexandrov-Raum nicht-positiver Kriimmung ist.

Aufgabe 3 Es sei B: R" x R* — R" eine bilineare Abbildung.

1. Zeigen Sie, daf} durch
VxY =dY - X+ B(X,Y)

ein Zusammenhang V auf dem Tangentialbiindel des R" definiert wird.
2. Zeigen Sie, daB fiir den Kriimmungstensor R von V gilt:
R(X,Y)Z =B(X,B(Y,Z)) — B(Y,B(X, Z)).
Aufgabe 4 (%) Es sei (X, d) ein Lingenraum. Es sei v : [0,7] — X ein kiirzester Weg. Es

sei p # v(0) ein Punkt in X. Fiir jedes ¢ € [0,T] sei £(t) = d(p,y(t)) und sei oy ein kiirzester
Weg zwischen () und p.

1. Hilfsaussage: Es sei Aabc ein Dreieck in R?, o = Zbac und t = |ac|. Dann gilt

|ab| — |be] t
cosqg— ———| <

t |7 Jabl
2. Ist der Winkel zwischen den kiirzesten Wegen v und oy wohldefiniert und gleich «, so
gilt
£(t) — £(0
lim sup (*) ( < —cosa.
t—+40

3. Essei (X, d) ein Alexandrov-Raum nicht-negativer bzw. nicht-positiver Kriimmung. Wir
betrachten Folgen (o;) bzw. (7;) von kiirzesten Wegen [0, 1] — X mit ¢;(0) = 7;(0) = p;,
die gleichmiflig gegen die kiirzesten Wege o bzw. 7 mit o(0) = 7(0) = p konvergieren.
Zeigen Sie, daf} gilt

Zo(L)pr(1) <limsup Zo;(1)p17(1) bzw. Zo(1)pr(1) > lim sup Zo;(1)p17:(1).
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4. Essei (X, d) ein Alexandrov-Raum nicht-negativer bzw. nicht-positiver Kriimmung. Wir
nehmen an, daf fiir eine Folge (¢;) mit lim;_,, ¢; = 0 die Folge (oy,) gegen oy konvergiert.
Dann existiert der Grenzwert

£(t:) — £(0)

lim ——~ = —cosq,

wobei o der Winkel zwischen den kiirzesten Wegen oy und 7 ist.



