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Blatt 2

Es sei H die hyperbolische Ebene. Es sei 0H = RU {oo} und H = H U 9H.

Aufgabe 1 Es sei T die durch die Matrix A € SL(2,R) gegebene Isometrie von H. Es sei
tr(A) die Spur der Matrix A. Zeigen Sie, daf} gilt:

1. T ist elliptisch genau dann, wenn |tr(A)| < 2 gilt.
2. T ist hyperbolischen genau dann, wenn |tr(A)| > 2 gilt.
3. T ist parabolisch genau dann, wenn |tr(A4)| = 2 gilt.

Aufgabe 2 Zeigen Sie, dal} Isometrien der hyperbolischen Ebene H wie folgt durch ihre
Fixpunkte in H klassifiziert werden konnen:

1. Eine elliptische Isometrie hat in H genau einen Fixpunkt, und zwar in H.
2. Eine hyperbolischen Isometrie hat in H genau zwei Fixpunkte, und zwar in 0H.

3. Eine parabolische Isometrie hat in H genau einen Fixpunkt, und zwar in 0H.

Aufgabe 3 Es sei X ein Alexandrov-Raum nicht-positiver Kriimmung. Eine parabolische
Isometrie v von X heiflt strikt parabolisch, falls gilt in)f( d,(z) = 0, wobei d,(z) = d(z, yz).
re

In dem Fall in}f{ d,(x) > 0 heifit die parabolische Isometrie gemischt parabolisch.
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1. Zeigen Sie, dafl jede parabolische Isometrie von H strikt parabolisch ist.

2. Geben Sie ein Beispiel einer gemischt parabolischen Isometrie an.

Aufgabe 4 Es sei X ein Alexandrov-Raum nicht-positiver Kriimmung. Es sei ¢ : R — X
eine Geodatische. Die Busemann-Funktion h. : X — R ist gegeben durch

he(z) = lim (d(z, ¢(t)) = d(c(0), ¢(t))-
— 00
Eine Horosphire ist das Niveau h, '(«) und ein Horoball ein Unterniveau h,'((—oo, «)) einer
Busemann-Funktion.
1. Zeigen Sie, dal der Grenzwert in der Definition der Busemann-Funktion existiert.
2. Zeigen Sie, daf} eine parabolische Isometrie Horosphéren in Horosphiren abbildet.

3. Zeigen Sie, daf} die Horosphéren in der hyperbolischen Ebene genau die Euklidischen
Kreislinien in H sind, die tangential sind zu R, sowie die horizontalen Geraden.

4. Es sei T eine Isometrie der hyperbolischen Ebene, die einen Punkt £ € 0H als Fixpunkt
hat. Zeigen Sie, da} T" genau dann parabolisch ist, wenn fiir jede Horosphéire S durch
den Punkt & gilt T'(S) = S.



