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Blatt 1

Aufgabe 1 Zeigen Sie die folgende Formel fiir die Fliche F' eines Dreiecks A in der hyper-
bolischen Ebene mit Winkeln «, S und vy

F=rm—(a+5+7).

[Hinweis: Zeigen Sie die Formel zuerst in dem folgenden Spezialfall: Eine Ecke des Dreiecks A ist oo, die beiden

anderen liegen am Kreis vom Radius 1 um den Punkt 0.]

Erinnerung-+Notation: Es sei (X, d) ein eigentlicher vollstéindiger geodétischer metrischer
Raum. Fiir ein Dreieck Ap;pops in X mit Ecken pq, po und p3 sei Apipaps ein Vergleichsdreieck
in der (Euklidischen) Ebene, das heifit ein Dreieck mit Ecken p1, po und ps fiir das gllt \Dip;| =
d(pi, p;) fiir alle ¢ und j. Es sei ferner Z/p1paps der Winkel des Vergleichsdreiecks Apipops in
der Ecke po. Der metrische Raum (X, d) ist ein Alezandrov-Raum nicht-negativer Krimmung,
falls jeder Punkt z € X eine Umgebung U, besitzt, so daB fiir jedes Dreieck Ap;pops in Uy,
jeden Punkt s auf der Seite pops des Dreiecks, das Vergleichsdreieck Apipops = Ap1paps
und Punkt § auf der Seite pops des Vergleichsdreiecks mit |p;5| = d(p;, s) fiir i = 2,3 gilt
d(p1,s) > |p15].

Aufgabe 2 Es seien X1, ..., X, Alexandrov-Réume nicht-negativer Kriimmung. Zeigen Sie,
dal das Produkt X; x --- x X, mit der durch den Satz des Pythagoras gegebenen Metrik
wieder ein Alexandrov-Raum nicht-negativer Kriimmung ist.

Aufgabe 3 Es sei (X;);cr eine Zerlegung des Raums X in disjunkte abgeschlossene #qui-
distante Teilmengen. (Die Teilmengen Y und Z sind dquidistant, falls die Absténde d(y, Z)
und d(z,Y") nicht von der Wahlen von y € Y und z € Z abhéngen.) Durch

d[(XZ',Xj) = 1nf{d(:vl,xj) | T; € Xz-,xj S XJ}

ist eine Metrik auf I gegeben. Zeigen Sie, dafi der metrische Raum (7, dy) ein Alexandrov-
Raum nicht-negativer Kriimmung ist, falls der Raum (X, d) diese Eigenschaft hat.

Bemerkung: Aus der Aufgabe 3 folgt insbesondere: Es sei (X,d) ein Alexandrov-Raum
nicht-negativer Kriimmung, ' eine eine Gruppe von Isometrien von X, dann ist der Quoti-
entenraum X/I" auch ein Alexandrov-Raum nicht-negativer Kriimmung. (Die Punkte von X/T
sind die Abschliisse der Orbits von I').

Aufgabe 4 Zeigen Sie, dal der metrische Raum (X, d) genau dann ein Alexandrov-Raum
nicht-negativer Kriimmung ist, wenn jeder Punkt z in X eine Umgebung U, hat, so daf§ fiir
je vier (verschiedene) Punkte pi, p2, p3 und py in U, gilt

Zpop1Ds + Lpop1ps + Lpspips < 27



