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Aufgabe 1 (Satz von Gauf3-Bonnet fiir Flichen mit Rand) Es sei M eine kompak-
te orientierte Fliche vom Geschlecht g. Es sei v eine geschlossene Kurve auf M, so dafl
M\{im(v)} aus zwei Komponenten M; und M, besteht. Wir nehmen an, daf eine der Kom-
ponenten, zum Beispiel M, zu einem Disk homdomorph ist. Es sei F' = M\ M;. Wir nennen
F eine orientierte Fliche mit Rand vom Geschlecht g mit einer Randkomponente.

1. Beweisen Sie die folgende Verallgemeinerung des Satzes von GauB-Bonnet auf Flachen
mit Rand: Es sei F' eine orientierte Fliche mit Rand vom Geschlecht g mit einer Rand-
komponente mit einer vollstéindigen Riemannschen Metrik, so dafl die Randkurve eine
geschlossene Geoditische ist. Dann gilt

/Kdvol =27 (1 — 2g).
F

2. Uberlegen Sie, wie orientierte Flichen mit Rand mit mehreren Randkomponenten zu
definieren sind, formulieren Sie den Satz von Gauf-Bonnet fiir eine orientierte Fléiche
mit Rand vom Geschlecht ¢ mit m Randkomponenten und beweisen Sie diesen Satz.

Aufgabe 2 (Eulercharakteristik) Es sei P eines der folgenden reguléren Polyeder: Tetra-
eder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder, Ikosaeder. Es sei () das 1-Skelett von P, das heifit ()
besteht aus den Ecken und Kanten von P. Es sei U die e-Umgebung von @) fiir ein gentigend
kleines ¢ > 0. Der Rand F' = OU ist eine kompakte Fliche in R®. Geben Sie eine Triangulie-
rung von F' an und bestimmen Sie die Eulercharakteristik von F'.

Aufgabe 3 (Hyperbolische Dreiecksgruppen) Es sei A ein hyperbolisches Dreieck mit
Ecken 7/p1, m/ps und 7/ps. (Unter welchen Bedingungen an die natiirlichen Zahlen p;, py
und ps existiert ein solches Dreieck?) Fiir £ = 1,2, 3 sei s, die hyperbolische Spiegelung an
der Seite des Dreiecks, die der Ecke mit dem Winkel 7 /py gegeniiber liegt. Es sei I" die von
den Spiegelungen s;, s; und s3 erzeugte Gruppe.

1. Beweisen Sie, daf} fiir £ = 1,2, 3 gilt
(Sk—10 sp41)P* = id,
wobei die Indizes zyklisch zu verstehen sind, das heifit s, = s; usw.

2. Zeigen Sie, dafl das Dreieck A ein Fundamentalbereich fiir die Wirkung der Gruppe I"
auf der hyperbolischen Ebene H ist, das heifit:
(a) Jeder Punkt von H liegt in g(A) fiir ein g € T.

(b) Liegt ein Punkt p von H sowohl in A als auch in g(A) fiir ein g € I'\{id}, so ist p
ein Randpunkt von A und g(A).



Aufgabe 4 (Komplex-projektive Ebene) Die natiirliche glatte Abbildung 7 : S — CP?
der Einheitssphiire S° C C* auf den projektiven Raum CP? heifit Hopf-Faserung. Die Fasern
7 (w(P)) fiir P € S° heissen Hopfkreise.

1. Beweisen Sie, daf}
7 (n(p)) = S°N[P]={e"- P | t €0,2n]}
fiir jedes P € S° gilt, wobei [P] die von P aufgespannte komplexe Gerade ist.

2. Fiir P € S sei Up ein orthogonales Komplement von i - P in TpS®, das heifit TpS® =
(i - P) ® Up. Beweisen Sie, daf§ es eine eindeutig bestimmte Riemannsche Metrik auf
CP? gibt, so daB die Abbildung dr|y, : Up — Tr(p)CP? fiir jedes P € S eine Isometrie
ist.

3. Es sei K ein Grofkreis auf S°, der Hopfkreise senkrecht schneidet. Zeigen Sie, dafl K
eine Parametrisierung der Form (t) = cost - P +sint -V fiir ein P € S5 und V € C*
mit V L P,iP hat. Beweisen Sie, dal 7 o y eine Geodétische in CP? ist.

4. Beweisen Sie, daB es zwischen je zwei Punkten P,Q € CP? mit Abstand d(P, Q) < 7/2
eine eindeutig bestimmte kiirzeste Geodéatische gibt.



