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Aufgabe 1 (Jacobifelder auf Drehflichen) Wir betrachten die durch
fu,v) = (r(u) cosv, r(u) sinv, h(u))

gegebene Drehfliiche, wobei h : R — R und r : R — R, Funktionen mit (h')* + (r')* = 1
sind.

1. Zeigen Sie, da8 fiir jedes v die Meridiankurve ¢,(u) = f(u, v) eine Geodétische ist.

2. Zeigen Sie, da das Vektorfeld Y (u) = 2 f(u, v) ein Jacobifeld lings c, ist.

3. Benutzen Sie die Jacobi-Gleichung fiir Y, um die Kriimmung der Drehfliche auszurech-
nen.

Aufgabe 2 (Killingfelder) Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ® : Rx M —
M ein Flufl von Diffeomorphismen, das heifit ® ist glatt und die Abbildungen ®; : M — M
gegeben durch ®;(p) = ®(t,p) erfiillen die Gleichung &, o &, = &, fiir alle s, € R. Das
Vektorfeld X = %Cbhzo ist das dem Flufl ® assoziierte Vektorfeld.

1. Beweisen Sie, da} ® genau dann ein Flufl von Isometrien ist, wenn das Tensorfeld VX
schiefsymmetrisch ist, das heifit wenn gilt

<VyX, Z> = —<VzX, Y)
fiir alle Vektorfelder Y und Z. Das Vektorfeld X heifit in diesem Fall Killing(vektor)feld.

2. Geben Sie ein Killingfeld auf Drehflichen an.

3. Es sei ¢ : I — M eine Geoditische und X ein Killingfeld auf M. Zeigen Sie, daf} das
Skalarprodukt (X o ¢, ¢) konstant ist.

4. Benutzen Sie die Killingfelder, um den folgenden Satz von Clairaut zu beweisen: Es
sei F' eine durch f(u,v) = (r(u)cosv,r(u)sinv,u) parametrisierte Drehfliche. Es sei
c(t) = f(u(t),v(t)) eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : I — F und (t)
der Winkel zwischen ¢(¢) und dem Breitenkreis v — f(u(t),v). Dann gilt: Ist ¢ eine
Geodiitische, so gilt

r(u(t)) - cosp(t) = const.

Umgekehrt, ist diese Gleichung erfiillt und gilt zusétzlich 4(t) # 0 fiir alle ¢ € I, so ist
c eine Geoditische.
5. Es sei ¢: I — M eine Geodétische und X ein Killingfeld auf M. Zeigen Sie, daf} dann
gilt
R(X oc,¢)¢ = =V, :V:X.

Benutzen Sie diese Gleichung, um die Kriimmung der Drehflichen auszurechnen.



Aufgabe 3 (Jacobifelder auf Flichen) Es sei F' eine Fliche, also eine 2-dimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es sei ¢ : I — F' eine Geoditische und P ein Vektorfeld
lings ¢, so dal P(t) fiir jedes t € I ein zu ¢(t) orthogonaler Einheitsvektor ist.

1. Zeigen Sie, dafl das Vektorfeld P parallel lings c ist.

2. Es sei f : I — R eine glatte Funktion. Beweisen Sie, dafi das Vektorfeld f - P genau
dann ein orthogonales Jacobifeld ldngs c ist, wenn gilt K - f + f = 0, wobei K die
GauBkriimmung von F' (lidngs c) ist.

Aufgabe 4 (konstante Schnittkriimmung) Zeigen Sie, da8 fiir den Kriimmungstensor R
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung x gilt

RX,V)Z =k -((Z,Y) - X —(X,Y)-2Z).



