Lésungen zum zweiten Ubungsblatt

Aufgabe 1

Sei e € R ein idempotentes Element in einem lokalen Ring R. Dann ist e € {0,1} (und damit insbesondere
Spec R zusammenhdingend).

Da e(1 —€) = e — ¢? = 0 kann e nur dann eine Einheit sein, wenn 1 — e = 0, d.h. e = 1. Ebenso kann
1 — e nur dann eine Einheit sein, wenn e = 0.

Ist daher e ## 0,1, so sind e und 1 — e beides nicht-Einheiten, d.h. Elemente des maximalen Ideals in
R. Dann ist auch 1 = e + (1 — e) im maximalen Ideal enthalten, was ein Widerspruch ist.

In Aufgabe 3 des ersten Ubungsblatts wurde gezeigt, dass dann Spec R zusammenhiingend ist.

(Alternativ kann man zeigen, dass das maximale Ideal von R in jeder nicht-leeren abgeschlossenen
Teilmenge von Spec R liegt, damit kann es keine nicht-leeren und disjunkten abgeschlossenen Teilmengen
geben). O

Aufgabe 2

Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus und Idem(R) die Menge der Idempotente von R. Zeigen Sie:
(i) Der Ringhomomorphismus ¢ induziert eine Abbildung Idem(yp) : Idem(R) — Idem(R’).
Fiir e € Idem(R) priift man leicht

ple)’ = p(e?) = ole)

e?2=e

nach. Damit ist ¢(e) € Idem(R’) und das Bild von ¢|iqem(r) liegt in Idem(R’).

(ii) Sei I C R ein Ideal und ¢ : R — R/I die Quotientenabbildung. Dann ist Idem(q) injektiv falls
I C JacR.

Sei I C JacR und seien e, e’ € Idem(R) mit Idem(q)(e) = Idem(q)(e’), d.-h. e — ¢’ € I C JacR.
e Ein direkter Beweis verwendet, dass JacR dadurch charakterisiert werden kann, dass (in un-
serem Fall) 1+ r(e —¢’) € R* fiir alle r € R gelten muss. Dann ist
(e—e)—-14+(e—e))=—e+e +(e—€) =—ede +e* —3e%e +3e(e)? — (¢)?
=—e+e +e—3ee’ +3e’ —€e' =0,
folglich ist e — ¢/ = 0.

e Ein anderer Ansatz betrachtet den R-Modul M = Re + Re’. Dann ist M/( JacR)M erzeugt
durch e + (JacR) M, also nach Nakayamas Lemma auch M = Re. Folglich ist ¢’ € Re. Analog
zeigt man e € Re’, d.h. ¢/ = pe und e = g€’ fiir p,o € R. Dann ist

pe=rc = ()> =p’e* =pe = e=ope=o0p’e=pe=¢.
(iii) Gilt zusdtzlich I C Nil(R), so ist Idem(q) bijektiv.
Wir sahen oben, dass Idem(q) injektiv ist. Sei also e + I € R/ 7 eine Idempotente. Dann ist auch
l—e+1c R/I eine Idempotente. D.h. fiir allen > 1 gilt e—e® € T und (1 —¢e) — (1 —e)” € I. Da
e(1 —e) € I, kénnen wir n > 0 so wéhlen, dass e"(1 —e)” =0 in R.
Nun ist das Ideal in R, das von e™ und (1 — e)™ erzeugt wird, bereits ganz R, denn sonst giibe es

ein maximales Ideal m mit €™ € m (also e € m) und (1 —e)” € m = 1 — e € m und insgesamt
1 € m, was einen Widerspruch darstellt.

Also existieren r, s € R mit re” 4+ s(1—e)” = 1. Nun ist re™(1—re™) = rse™(1—e)™ = 0, also ist re”
eine Idempotente in R. Andererseits gilt 1+ =re”+s(l—e)” =re+s(l—e)+I =s+(r—s)e+1
in R/ 7. Folglich ist

(r—se+lI=@r—s8e+I=(1-se+tI=re"+I1=re+I=c+1,

d.h. re™ € Idem(R) ist ein Urbild von e + I in Idem(R/I).
(Alternativbeweis: Wir sahen im Beweis von Aufgabe 3 des ersten Ubungsblattes, dass eine 1-zu-1-
Beziehung zwischen Zerlegungen von Spec R = AUB in zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen

und Paaren von Idempotenten (e, 1 —e) in R besteht. Nun ist Spec(R/T) Specd, Spec R ein isomor-
phismus von topologischen Rdumen). O



Aufgabe 3

Sei R ein Ring und p ein Primideal. Zeigen Sie, dass das Bild von Spec R, in Spec R der Schnitt aller
offenen Umgebungen von p in Spec R ist.

Die Primideale in R, = S™'R, wobei S = R\ p, sind nach der Vorlesung (Theorem 1.46) gerade die
Ideale der Form qR,, wobei q € Spec R und q N S = (). Daher ist das Bild von Spec(R — R,) gegeben
durch

{g€SpecR|qNS =0} ={qeSpecR|qCp}.
Nun gilt:

e Ist q € Spec R eine Teilmenge von p und U = Spec R\ Z(I) eine offene Umgebung von p, d.h. I ein
Ideal in R und I € p, so gilt I Z q (da sonst I C q C p), also q € U.

e Ist q € Spec R in allen offenen Umgebungen von p enthalten, so betrachten wir U := Spec R\ Z(q).
Dieses ist eine offene Teilmenge von Spec R, die q nicht enthélt. Nach der Annahme ist also auch
p ¢ U, und folglich q C p.

Wir sehen:
{a€SpecR|qCp}= [ U
UCSpec R offen
peU
Dies beendet den Beweis. O
Aufgabe 4

Ein topologischer Raum X heifit irreduzibe]ﬂ falls jede Zerlegung X = X1 U Xo in abgeschlossene Teil-
mengen X; impliziert, dass X1 oder Xo schon ganz X ist.

(i) Falls Z C X irreduzibel und U C X eine offene Teilmenge mit UNZ # 0 ist, so ist UNZ = Z.

Da nicht gegeben ist, dass Z in X abgeschlossen ist, interpretieren wir U N Z als Abschluss von
UNZin Z. Dann ist Z; := U N Z eine abgeschlossene Teilmenge von Z, ebenso auch Zy := Z\ U.
Nun ist Z = Z1 U Zs, also Z = Z; (was wir zeigen wollen) oder Z = Z,. In letzterem Fall ist aber
UNZ =10, im Gegensatz zur Voraussetzung.

(ii) Fine abgeschlossene Teilmenge Z C Spec R ist irreduzibel genau dann wenn Z = Z(p) fir ein
eindeutig bestimmtes Primideal p gilt.

Jede abgeschlossene Teilmenge von Spec R lésst sich bekanntlich als Z(I) fiir ein eindeutig bestimm-
tes Ideal I C R mit I = /T schreiben. Da jedes Primideal p C R bereits p = /b erfiillt, ist p durch
Z(p) bereits eindeutig bestimmt.

Es verbleibt daher zu zeigen: Z(I), mit I = VT C R ein Ideal, ist genau dann irreduzibel, wenn I
ein Primideal ist.

Eine Zerlegung in abgeschlossene Teilmengen Z(I) = Z1UZy muss die Form Z; = Z(11), Z2 = Z(I3)
fiir Ideale I C I; C R haben, sodass Z(I) = Z(I; - Is) gilt, d.h. \/I; - [o = I. Z(I) ist irreduzibel
genau dann, wenn hieraus stets I = /Ty oder I = /I folgt (und Z(I) # 0, d.h. I # R).

e Angenommen, [ sei ein Primideal, und /Iy - Is = I. Dann ist I - I C I. Falls I} C I, so sind
wir fertig. Andernfalls sei a € I so gewéhlt, dass a ¢ I. Fiir alleb € I gilt dann ab € I;-I5 C T,
aber a ¢ I, sodass b € T folgt, da I ein Primideal ist. Daher ist Iy C I, also I = 5. Auflerdem
ist I # R.

e Angenommen nun, Z(I) sei irreduzibel. Angenommen es giibe Elemente a,b € R mit ab € I.
Wir wollen zeigen, dass a € [ oder b€ I. Sei Iy = [+aRund Is = I+bR. Dannist I C I; C R
und 12 C I I, C I, also \/I; I, = I. Dann ist, nach Annahme, I; C I (also a € I) oder Iy C I
(also b € I). Da aulerdem I # R vorausgesetzt wurde, ist I ein Primideal.

Wir sehen: Z(I) ist irreduzibel genau dann, wenn I ein Primideal ist. O

IMan findet in der Literatur hiufig die zusitzliche Forderung X # 0.



Aufgabe 5

FEine Teilmenge S C X in einem topologischen Raum X liegt per Definition dicht in X, falls S = X. Sei
p: R— R' ein Ringhomomorphismus und Spec(p) : Spec R’ — Spec R die induzierte Abbildung. Zeigen
Sie: Das Bild von Spec(ip) liegt dicht in Spec R genau dann, wenn Ker(p) C Nil(R).

Wir wollen untersuchen, welche abgeschlossenen Teilmengen Z(I) C Spec R das Bild von Spec(yp)
enthalten konnen. Das Bild von Spec(p) besteht nach Definition aus allen p~1(p) fiir p € Spec R’. Z([)
enthiilt das Bild von Spec(y) genau dann, wenn I C ¢~!(p) fiir alle p € Spec R’, d.h.

e ) ew=et | ) b )= mIR) = (VIO = Ve T{0] = vKer(9).

pESpec R’ pESpec R’
Damit kénnen wir die Aufgabe wie folgt 16sen:

e Angenommen Ker(p) C Nil(R) und Spec(y)(Spec R') C Z(I) fiir ein Ideal I. Dann ist I C
Ker(y) C Nil(R), also ist Z(I) = Spec R und damit liegt Spec(¢)(Spec R') dicht.

e Angenommen, Spec(p)(Spec R') liege dicht. Sei I = Ker(y), dann ist das Bild von Spec(y) in Z(I)
enthalten. Also gilt Z(I) = Spec R, d.h. I C Nil(R). Damit ist Ker(¢) C Nil(R). O



