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Aufgabe 1 (10 Punkte). (Going between) Sei R eine endlich erzeugte K-Algebra mit einem Korper
K. Sei R C R’ eine ganze Ringerweiterung. Seien p; C ps Primideale in R und ¢; € g3 Primideale in
R mit g "R =p; und ¢3N R = ps.
(i) Zeigen Sie: Ist po ein Primideal in R mit p; C p2 € ps3, so gibt es ein Primideal ¢2 in R’ mit
%S as.

(i) Kann man immer ¢y finden, so dass zusétzlich ga N R = po gilt?

Aufgabe 2 (10 Punkte). (Noether Normalisierung iiber einem unendlichen Kérper) In der Vorle-
sung haben wir gezeigt, dass nach der Substitution

Vi =X — X",
Yy =Xy — X2
Y, =X,

jedes Polynom p € K[X1,...,X,] (K ein Korper) fiir bestimmte 7; in der Form
XM+ h (Y, Y )X b (Y, Y), c€ KT

geschrieben werden kann. Zeigen Sie, dass iiber einem Korper K mit unendlich vielen Elementen
schon die lineare Variablensubstitution

Y1 =X1 —nXy,
Yo = Xo — 12X,
Y, =X,
jedes nicht verschwindende Polynom p € K[X7,..., X, nach geeigneter Wahl der r; in die Form
XM+ h (Y, Y DX 4 by (VL. Y), c€ KY

teberfiihrt.

Aufgabe 3 (10 Punkte). (Explizite Noether Normalisierung)

(i) Sei K ein Korper. Nach der Noether Normalisierung kann man fiir jede endlich erzeugte K-
Algebra A algebraisch unabhéngige Elemente ay, . . ., a,, finden, so dass A ganz iiber Klay, ..., ay)]
ist. Finden Sie solche Elemente fiir die K-Algebra A = K[X1, X2, X3]/(X1X2).

(ii) Zeigen Sie, dass die Aussage der Noether Normalisierung nicht tieber Z gelten kann, indem Sie
das Beispiel der Z-Algebra A = Z[ X1, X2]/(2X1 X2 — 1) betrachten.



Aufgabe 4 (10 Punkte). (Hilbertscher Nullstellensatz) Sei k ein Koérper und K ein algebraischer
Abschluf von k. Seien f, fi,..., fr € k[X1,...,Xy]. Wir nehmen an, dass jede simultane Nullstelle
a € K™ der f;

fila) = fa(a)=...= fr(a) =0

auch eine Nullstelle von f ist. Zeigen Sie, dass dann Polynome g¢i,...,g, € k[X1,...,X,] und ein
N € N existieren mit

N =af+gf+.. gt

Abgabe: Donnerstag, 16.05.2019, um 14 Uhr vor der Vorlesung.



