Ubungen zur Vorlesung Algebra, 1

Losungen zu Blatt 8

Aufgabe 1
(i)

Nach Definition konnen wir X C A™ und Y C A" schreiben als

X:Z(fl,...,fi):{(xl,...,xm)EAm|f1(x1,...,xm):---:fi(xl,...,xm)20}
und
Y =2(g1,---,95) = {1, yn) €A" | g1(y1,- -, yn) == gi(y1,. .-, yn) = 0},

wobel f1,...,fi € k[X1,...,X;n] und ¢1,...,9; € k[Y1,...,Y,]. Mithilfe der
Inklusionsabbildungen

¢X: I{Z[Xl,,Xm] — k‘[Xl,...,Xm7Y1,...7Yn],
oy kY1, ..., Y] = k[ Xy, ., X, Y1, Y]
kénnen wir f1,..., fi, g1,...,g; mit den Polynomen
¢X(f1)7,¢X(fz)7¢Y(gl)aa¢Y(gj) € k[le"'aXmayla'“vYn}

identifizieren. Nun gilt aber offensichtlich

X xY =Z(dx(fr), .- dx(fi), by (91), ..., dy(g;)) CA™T,

also ist auch X x Y C A™*" eine affine Varietit.

Betrachte die Abbildungen
frA™ x A" — AT

(Il,.--,xm) X (ylv"'azn) — (Ila"'axﬂmyla"'vyn)
und
g: AT AT X AT
($17"'7xm+n) = (xla"' ,Z‘m) X (xm+1;-~-axm+n)~

Als Polynomabbildungen sind diese natiirlich reguldr. Auflerdem sieht man
leicht, dass f o g = Idpym+» und dass g o f = Idgymxar ist. Das beweist, dass
A™T und A™ x A™ isomorph als affine Varietéiten sind.



(ii)
Betrachte X =Y = A!, nach Teilaufgabe (i) ist X x Y = A?. Somit wissen wir,
dass die Diagonale

A={(z,y) e A' xA' |z —y =0} CA' x A

Zariski-abgeschlossen ist. Die Teilaufgabe ist gelost, wenn wir zeigen konnen,
dass A! x A\ A =: A® nicht offen in der Produkttopologie ist. Jede offene
Teilmenge von A! x A! in der Produkttopologie kann geschrieben werden als
Vereinigung von Mengen U x V C A x A, wobei U C A und V C A! Zariski-
offen sind. Darum wollen wir annehmen, dass Zariski-offene ) C U,V C A!
existieren mit

UxV CAC.

Natiirlich gilt dann notwendigerweise U,V C Al.

Abgesehen von () und A! sind die Zariski-abgeschlossenen Teilmengen von A!
gerade die endlichen Teilmengen. Daraus folgt, dass sowohl U als auch V' alle bis
auf endlich viele Elemente aus A! = k enthilt. Da k algebraisch abgeschlossen
ist, hat k& unendliche Kardinalitdt. Somit finden wir gewiss ein z € U N V. Das
bedeutet aber (z,z) € U x V. C AY also (z,z) ¢ A, im Widerspruch zur
Definition der Diagonale A.

Aufgabe 2
(i)

Wir wollen zeigen, dass R[[X7,...,X,]] noethersch ist. Da R[[X1,...,X,]] &
R[[X1,..., Xn-1]][[Xn]], reicht es zu zeigen, dass R[[X]] noethersch ist.

Die wesentliche Idee ist es nun, den Beweis fiir Hilberts Basissatz entsprechend
umzuschreiben.

Sei 3 C R[[X]] ein belicbiges Ideal. Wir wollen zeigen, dass J endlich erzeugt
ist. Fiir n > 0 definieren wir

fzfimxiejmxmeﬂ}gR

1=0

1, = {an

Da 3N X" R[[X]] C R[[X]] ein Ideal ist, gilt dasselbe auch fiir I,, C R. Weiters
haben wir stets I,, C I, 11, weil

f=a, X"+ ... cINX"R[[X]] = X - f=a, X" +... € In X"TIR[[X]].

Da R nach Voraussetzung noethersch ist, sind alle I,, endlich erzeugt, und es
gibt N > 0, sodass I, = Iy fir alle n > N ist. Darum kénnen wir fiir jedes
0 < n < N (endlich viele) Erzeuger (a,;); fiir das Ideal I,, wihlen. Nach der
Definition von I, finden wir dann formale Potenzreihen (g, ;); € J N X" R[[X]]
mit

Gnyi = CLn)an +...€ RHX]]



Weiters sind die (an,;); auch Erzeuger fir Iny1, Int2, ... Wir konnen daher
Gni = gni- XN

fir alle n > N und i wéahlen.
Wir wollen zeigen, dass J von den (gp,;); fiir 0 <n < N erzeugt wird.

Sei daher f € J gegeben. Dann gibt es eine Linearkombination go der (go,):
mit Koeffizienten in R, sodass f — go € IN X R[[X]] ist. Nun finden wir aber ei-
ne Linearkombination g; der (g1,;); mit Koeffizienten in R, sodass (f —go)—g1 €
3N X2R[[X]] gilt. Indem wir so fortfahren, finden wir fiir jedes & > 0 Linear-
kombinationen g,, der (g ;); mit Koeflizienten in R, wobei 0 < n < k, sodass

f=90—g1—...—gr € INX"R[X]].
Der Trick ist nun, die Summe gg + ...+ g zu schreiben als
N k
Gt FG=Y gt D o
n=0 I=N+1

Die erste Summe auf der rechten Seite ist nach Definition eine Linearkombina-
tion der (gn;); fiir 0 <n < N, darum haben wir hier nichts zu tun.

Was die zweite Summe betrifft, bezeichne b;; € R fiir N +1 < [ < k den
Koeffizienten von g;; in g;. Dann ist

k & i
Z g = Z Zbl,i gl = Z Zbl,i CgN - xI-N

I=N+1 I=N+1 1 I=N+1 1

= Z( i bl,infN) “gNi-

7 I=N+1

Nun kann k£ > 0 aber beliebig groft gewahlt werden. Darum kénnen wir P; :=
oo n41 b1 XN € R[[X]] setzen und erhalten (nach Definition der g, ;), dass

N
F=> gn—> Pi-gni€INX RX]]
n=0 %

fiir jedes k > 0 gilt. Da aber

M@ X RIX]) =30 () XERX) = 30 {0} = {0},

k>0 k>0

folgt daraus, dass
N
P= 30t S v
n=0 i

Das beweist, dass J von den (gy,;); fiir 0 <n < N erzeugt wird.



(ii)

Sei C[X1, X5, ...] der Polynomring in abz&hlbar unendlich vielen Variablen, und
sei R = Quot(C[X1, Xo,...]) sein Quotientenkdrper. Als Korper ist R natiirlich
noethersch, enthélt allerdings den nicht noetherschen Unterring C[X;, Xo, .. .].

Man konnte hier auch auf (iv) oder (v) verweisen:
Q[X] ist noethersch (weil Hauptidealring), aber Int(Z) C Q[X] nicht.

Q ist noethersch (weil Korper), aber der ganze Abschluss von Z in Q nicht.

(iii)
Bezeichne die endlich erzeugte R—Algebra mit A. Dann existieren n > 0 und ein
Ideal I C R[X;,...,X,], sodass

A= R[Xy,... X,)/I.

Wir erinnern uns, dass es eine inklusionserhaltende Bijektion gibt zwischen den
Idealen in R[X;,...,X,]/I und den Idealen in R[X},...,X,], die I enthalten.
Da R noethersch ist, folgt aus Hilberts Basissatz, dass auch R[X7,...,X,]
noethersch ist. Somit wird jede unendliche aufsteigende Kette von Idealen in
R[X1,...,X,] stationdr. Wegen der inklusionserhaltenden Bijektion gilt das
folglich auch fiir jede unendliche aufsteigende Kette von Idealen in R[ X1, ..., X,]/1.
Das beweist, dass auch A = R[X}, ..., X,,]/I noethersch ist.

(iv)
Wir wollen beweisen, dass der ganze Abschluss S von Z in Q nicht noethersch
ist. Dazu konstruieren wir eine aufsteigende Kette

LCLCz3C...

von Idealen in S, die nicht stationér wird.

Sei n > 1 beliebig. Dann ist 2!/ € S, da es Nullstelle des Polynoms X" — 2 €
Z[X] ist. Andererseits ist 271/™ ¢ S, und das beweisen wir durch Widerspruch:
Wiire nimlich 2=/ € S, dann (da S ein Ring ist) auch 2-! = (2=1/")» € §.
Doch das ist ein Widerspruch, da Z ganz abgeschlossen in Q ist.

Fiir beliebiges n > 1 definieren wir nun
I,:=2Y%".¢9
als das von 2'/2" erzeugte Hauptideal. Natiirlich gilt I,, C I,, 41, weil
(21272 _ g1/,
Wire aber I, = I, 1, dann fanden wir x € S, sodass
21/2n+1 . 21/2n.

Losen dieser Gleichung liefert z = 2=/ 2n+1, im Widerspruch zu x € S.



(v)
Auch dieser Ring ist nicht noethersch. Dazu betrachten wir das ,,prominenteste
Beispiel fiir Z-wertige Polynome (¢ Z[X]), ndmlich Binomialkoeffizienten

<f) _ X.(X—l)..T.L'(X—(n—l)) c Q[x].

() ()

Um zu beweisen, dass die aufsteigende Kette

Fiir n > 1 sei nun

LCLCz3C...

von Idealen nicht stationdr wird, reicht es zu zeigen, dass I,_1 C I, fiir jede
Primzahl p gilt.

Angenommen wir hétten eine Primzahl p mit I,_; = I,,. Dann gébe es Z—wertige
Polynome fi,..., fp—1 € Q[X] mit

X\ = o/x
(55 ()
p i=1 !
Nun kiirzen wir beide Seiten der Gleichung durch X und setzen anschliefsend
X = p ein. Auf der linken Seite erhalten wir

p-1)-p-2)---(p-—(p-1) -1 1

p! p! p

)

auf der rechten Seite hingegen steht (wegen der Z—wertigkeit der f;) eine ra-
tionale Zahl, deren Nenner (p — 1)! teilt. Doch das ist ein Widerspruch, da
bekanntlich pt (p — 1)! gilt.

Aufgabe 3

Wir wollen in dieser Aufgabe stets annehmen, dass R # 0 ist. Im Falle R = 0 ist
némlich Spec(R) = ), woraus sich alle Teilaufgaben auf triviale Weise ableiten
lassen.

(i)
Betrachte die Menge M aller endlicher Durchschnitte maximaler Ideale in R,
oder formeller ausgedriickt,

M ={ m m | A C Specm(R) endlich}.
meA

Beachte, dass M # 0, da jeder kommutative Ring R # 0 mit 1 mindestens
ein maximales Ideal besitzt. Da R artinsch ist, wird auflerdem jede unendliche
absteigende Kette von Idealen in R stationdr. Somit kénnen wir das Lemma
von Zorn anwenden, das uns die Existenz eines minimalen Elements 9 € M



verspricht (d.h., falls D" C 9 fiir ein M’ € M, dann folgt bereits ' = IM).
Nehmen wir an, dass 9T = m; N...Nmy fiir my, ..., my € Specm(R) gilt. Da M
minimal ist, folgt m N9 = M fiir jedes m € Specm(R), also

mom;N... M.

Wegen Aufgabe 7.1(ii) muss nun m; C m fiir ein ¢ € {1,...,k} gelten, und
da m; maximal ist, muss dann bereits m = m; sein. Damit ist Specm(R) =
{my, ..., my} endlich.

(ii)
Die zweite Behauptung folgt aus der ersten, da R/p ein artinscher Integritéitsbe-

reich ist fiir jedes p € Spec(R). (Stichwort: Ideal-Korrespondenz fiir Quotienten.
Siehe auch die Losung zu 8.2(iii).)

Sei also R ein artinscher Integritétsbereich, und sei 0 # = € R. Dann wird
die unendliche absteigende Kette

(z) 2 (@*) 2 («%) 2 ...

von Idealen stationir, d.h., es existiert n > 1 mit () = (z"*!). Das bedeutet,
wir finden y € R mit 2" = z"*!y. Da R ein Integrititsbereich und z # 0

ist, kénnen wir durch z™ kiirzen und erhalten 1 = zy, also z € R*. Somit ist
R* = R\ {0}, also ist R ein Korper.

(iii)

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten, da stets

n n
[[micm
i=1 i=1

gilt.
Betrachten wir die folgenden kurzen exakten Sequenzen von R—Moduln:

0—-m; - R— R/m; — 0,

0 — mimy — my; — my/mymy — 0,

0= My Mg = My My = My My /My =My g — 0,
0—=>0=mg---my, > My My —> My -My_q/my---my, — 0.

Betrachten wir die erste Sequenz, dann sehen wir, dass R genau dann ar-
tinsch/noethersch ist, wenn m; und R/m; artinsch/noethersch sind. Ziehen
wir nun auch die zweite Sequenz hinzu, dann folgt, dass R genau dann ar-
tinsch/noethersch ist, wenn R/my, m;/mims und m;mgy artinsch/noethersch
sind. Da my ---m,, = 0 ohnehin artinsch/noethersch ist, folgt induktiv, dass R
genau dann artinsch/noethersch ist, wenn all die Quotienten R/my, my/mjmo,



.o, My oMy _1/my -+ -m, artinsch/noethersch sind.

Sel nun 1 < ¢ < n beliebig, dann kénnen wir den R—Modul my - --m;_1/my ---m;
auch als R/m;—Vektorraum betrachten, und natiirlich ist my - -m;_1/my ---m;
genau dann artinsch /noethersch als R—Modul, wenn es artinsch /noethersch als
R/m;—Vektorraum ist. Allerdings wissen wir auch aus der Vorlesung, dass ar-
tinsch und noethersch dquivalente Eigenschaften fiir Vektorrdume sind. Damit
ist jeder der Quotienten R/my, my/mymsy, ..., my - -m,_q/my - - - m, genau dann
artinsch, wenn er noethersch ist, und somit R genau dann artinsch, wenn R
noethersch ist.

(iv)
Nehmen wir zunéchst an, dass R artinsch ist. Dann besagt Teilaufgabe (ii), dass
jedes Primideal in R maximal ist. Weiters gilt fiir jedes k > 1, dass

I1 mk=< I1 m)k§< N m)k:Nil(R)k.

meSpecm(R) meSpecm(R) meSpecm(R)

Wenn wir zeigen kénnen, dass Nil(R)* = {0} fiir hinreichend grokes k > 1 gilt,
dann folgt unsere Behauptung aus Teilaufgabe (iii).
Da R artinsch ist und Nil(R) 2 Nil(R)? D Nil(R)3 , finden wir £ > 1,
sodass

Nil(R)* = Nil(R)*' =3 C R

gilt. Wir wollen annehmen, dass J # {0} ist, und das zu einem Widerspruch
flihren.

Sei dazu M die Menge aller Ideale J C R, die J-J # {0} erfiillen. Insbesondere
ist also R € M # (. Da R artinsch ist, finden wir nun wieder ein minimales
Element MM € M. Da M - J # {0}, existiert ein € M mit = - T # {0}. Da
(z) C M, muss also das minimale Element 9 = (x) ein Hauptideal sein. Analog
argumentiert man, dass aus (v-3)-J=2-72=2-7 # {0} (also x-J € M) und
x-J C (x) bereits z-J = (z) folgt. Deshalb existiert y € J C Nil(R) mit zy = =,
was zur Folge hat, dass ¢ = oy = 2y?> = ... = 2y" = -0 = 0 (wobei man
n > 1 hinreichend grof wahlt) ist. Doch dann ist natiirlich x-J3=0-7={0},
ein Widerspruch zu unserer Wahl von z.

Nehmen wir nun an, dass R noethersch ist, und dass jedes Primideal in R
maximal ist. Da (wie {iblich)

Ni(R)= () »= () »
peSpec(R) peSpec(R)
minimal
gilt (wobei minimal hier bzgl. ’C’ gemeint ist), und da jedes Ideal in einem
noetherschen Ring eine Primérzerlegung hat, gibt es nur endlich viele minimale
Primideale p C R, und jedes dieser ist maximal nach Voraussetzung. Wir finden
also my, ..., m, € Specm(R) mit



In anderen Worten, falls Nil(R)* = {0} fiir hinreichend grofes k > 1 gilt, dann
kénnen wir (wie oben) Teilaufgabe (iii) anwenden und die Behauptung folgt.

Da R noethersch ist, ist Nil(R) jedenfalls endlich erzeugt, sagen wir Nil(R) =
(1,...,2Zm). Das bedeutet, es existieren natiirliche Zahlen aq,...,a, > 1, so-
dass 2" = 0 fiir alle 1 <7 < m gilt. Sei nun k:=1+ > " (a; — 1), dann wird
Nil(R)* erzeugt von allen Produkten x}* ... abm wobei 3.7 b; = k. Letztere
Gleichheit kann aber nur dann erfiillt sein, wenn b; > a; fiir irgendein 1 < ¢ <m

ist. Doch dann folgt sofort z%* - - - zbm = 0, und somit ist Nil(R)* = {0}.

m

Aufgabe 4

Bezeichne mit ¢: R — A den (eindeutigen) R—Algebra-Homomorphismus von
R nach A. Auch in dieser Aufgabe wollen wir wieder annehmen, dass R # 0 und
A # 0 ist, da der andere Fall ohnehin trivial ist. Wir befolgen den Hinweis und
nehmen zwei Reduktionen vor:

(i) Wir diirfen annehmen, dass R ein lokaler Ring ist.

Sei p € Spec(R) beliebig, dann ist S := R\ p multiplikativ abgeschlossen,
und dasselbe gilt fiir T := ¢(S) C A. Die universelle Eigenschaft der Lokalisie-
rung liefert daher einen Ringhomomorphismus (genau genommen sogar einen
R,—Algebra-Homomorphismus)

¢:Ry=S"'R—T A

Man priift leicht nach (oder bezieht sich auf die Vorlesung), dass T-'A ganz
iiber ST'R ist. Um zu sehen, dass T~ 'A auch endlich erzeugt iiber S~'R ist,
schreibt man A & R[X;, ..., X, |/I wie in Aufgabe 8.2(iii). Da Lokalisierung ein
exakter Funktor ist, impliziert das T71A = S~1(R[X1,..., X,])/S7 . Somit
reicht es zu zeigen, dass S™H(R[X1,..., X,]) = (S7IR)[Xq,. .., X,] gilt. Doch
auch das ist leicht zu sehen: Man wendet die universelle Eigenschaft der Lokali-
sierung auf die kanonische Abbildung R[X1,..., X,] — (S7'R)[X1,...,X,,] an.
Da p € Spec(R), folgt aus der ,Einfithrung in die Algebra®, dass R, ein lokaler
Ring ist. Weiters gilt T-10 # T 1A fiir jedes P € Spec(A4) mit ¢~ 1(P) = p
wegen der Primideal-Korrespondenz fiir Lokalisierung und B N'T = ). Somit
»iiberleben* alle Primideale in A, die iiber p liegen, die Lokalisierung, weshalb
die Reduktion (i) gerechtfertigt ist.

(ii) Wir diirfen annehmen, dass R ein Korper ist.

Sei m C R das eindeutige maximale Ideal. Dann induziert die universelle Ei-
genschaft des Quotienten einen Ringhomomorphismus

¢: R/m — A/¢p(m)A.

Da A ganz iiber R ist, muss auch A/mA ganz iiber R/m sein. Ahnlich leicht
sieht man, dass A/mA eine endlich erzeugte R/m—Algebra ist. Jedes Primideal
P C A mit ¢~ }(P) = m muss natiirlich ¢(m) und somit das Ideal ¢(m) - A
enthalten, also einem Ideal im Quotient A/¢(m)A entsprechen. Damit ist auch
die Reduktion (ii) gerechtfertigt.



Wir wollen nun zeigen, dass A ein artinscher Ring ist. Dann folgt unsere Be-
hauptung aus Aufgabe 8.3(i) und 8.3(ii), d.h., aus der Endlichkeit von Spec(A).
Da R ein Korper ist, ist R natiirlich noethersch. Somit kénnen wir aus Aufgabe
8.2(iii) folgern, dass auch A noethersch ist. Da A ganz iiber R ist, folgt aber aus
der Vorlesung, dass dim(A4) = dim(R) = 0 ist, d.h., dass jedes Primideal in A
bereits maximal ist. Deswegen folgt die Behauptung aus Aufgabe 8.3(iv).

Aufgabe 5
(i)
Fiir n > 1 beliebig definieren wir abgeschlossene Teilmengen

1 1 l+ 1 C[Ol]
2 n+1'2 n4+1l74%7

A, =
und Ideale
I,.={feR| f(x)=0firallex € A,} CR.

Da offensichtlich
A1 DA D A3 D ...,

iiberzeugt man sich leicht, dass
LCLCI3C. ...

Hier ist etwa ein Beispiel fir ein f € R (rot dargestellt), das in I, liegt (da f
auf dem (blau dargestellten) Intervall A,, verschwindet), nicht aber in I,,_;:

K
5. .

Somit haben wir eine aufsteigende Kette von Idealen in R konstruiert, die nicht
stationdr wird. Das beweist, dass R nicht noethersch ist.



(ii)
Fiir ¢ € [0,1] betrachte die Abbildung
¢ R— R,
[ flo).
Zunéchst ist ¢, ein Ringhomomorphismus, was unmittelbar aus der (punkt-

weisen) Definition von Addition und Multiplikation in R folgt. Weiters ist ¢,
surjektiv, da fiir jedes € R die konstante Funktion

x €[0,1] —r

in R liegt und natiirlich auf r € R abgebildet wird. Offensichtlich ist nun ker(¢..)
genau die Menge aller f € R, die in ¢ verschwinden, d.h.,

ker(¢.) = M..
Da R/M. = R ein Korper ist, folgt bereits, dass M. € Specm(R) ist.

(iii)
Sei nun m € Specm(R) beliebig und betrachte die Menge
Vi:={z €]0,1]: f(x) =0 fir alle f € m}.

Wir wollen annehmen, dass V = () ist, und das zu einem Widerspruch fiihren.
Ist das erledigt, dann folgt unsere Behauptung: Géabe es nadmlich stets ein r € V,
dann ware m C M,., also bereits m = M,. wegen der Maximalitdt von m.

Falls nun V = (), dann finden wir fiir jedes z € [0,1] ein f, € m mit f,(z) # 0.
Da die f,: [0,1] — R stetige Abbildungen sind, gibt es also fiir jedes x € [0, 1]
eine offene Umgebung

x €U, C[0,1],

sodass f,, auf U, nicht verschwindet, d.h., sodass f,(y) # 0 fiir alle y € U, ist.
Wegen z € U, gilt offensichtlich

[0’1]: U U,

z€[0,1]
also impliziert die Kompaktheit von [0, 1], dass es x1, ..., 2, € [0,1] mit
0,1]=U,, U...UU,,
gibt. Betrachte nun das Element
fe=f+. . +f em
Natiirlich ist f2 > 0 fiir jedes 1 < ¢ < n und somit f > 0. Da
0,1]=U,, U...UU,,,

gibt es aber andererseits fiir jedes x € [0,1] ein 1 <4 < n mit f,,(x) # 0. Das
zeigt, dass f(x) > 0 fiir jedes x € [0, 1] ist, also insbesondere, dass die Abbildung

9:10,1] = R, g(z) == f(2)™

wohldefiniert (und € R) ist. Offensichtlich gilt nun f-g =1, d.h., f € R*. Doch
das ist ein Widerspruch zu f € m. Somit muss V # () sein.
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