Ubungen zur Vorlesung Algebra, 1

Losungen zu Blatt 1

Aufgabe 1

(i) Bestimmen Sie die Punkte von Spec Z. Welche sind abgeschlossen und welche
nicht?

Liosung: 7 ist ein Integritdtsbereich, also ist das Nullideal (0) ein Primideal.
Auferdem ist Z ein Hauptidealring, also sind alle weiteren Primideale in Z
genau jene Hauptideale, die von einem primen Element in Z erzeugt werden.
Eine ganze Zahl z € Z ist prim, wenn sie von der Gestalt z = =£p fiir eine
Primzahl p € P = {2,3,5,...} ist. Allerdings stimmen zwei Hauptideale genau
dann {iberein, wenn ihre Erzeuger assoziiert sind (d.h., sich nur um eine Einheit
unterscheiden). Somit erhalten wir

SpecZ = {(0)} U{(p) | p € P}.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die abgeschlossenen Punkte des Spektrums
genau den maximalen Idealen des Rings entsprechen. Da die maximalen Ideale
eines Hauptidealrings genau die Primideale ungleich (0) sind, ist also (p) €
Spec Z abgeschlossen fiir jede Primzahl p, wihrend

0) = N Z()= () Z(3)=Z2((0)) = SpecZ.
(0)eZ(3)CSpecZ JCZ Ideal,
3C(0)

(ii) Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kirper. Bestimmen Sie die Punkte von
Spec k[x]. Welche sind abgeschlossen und welche nicht?

Lésung: k ist ein Integritétsbereich, also auch k[z]. Somit ist das Nullideal (0) ein
Primideal. Da k ein Korper ist, ist k[z] aufierdem ein Hauptidealring, also sind
alle weiteren Primideale in k[z] genau jene Hauptideale, die von einem primen
(oder &quivalent, irreduziblen) Element in k[z] erzeugt werden. Da k algebraisch
abgeschlossen ist, besitzt jedes Polynom f € k[z]\{0} (mit Vielfachheit gez&hlt)
genau deg(f) Nullstellen. Deshalb hat ein primes Polynom f € k[z] notwendi-
gerweise Grad deg(f) = 1. Allerdings stimmen zwei Hauptideale genau dann
iiberein, wenn ihre Erzeuger assoziiert sind (d.h., sich nur um eine Einheit un-
terscheiden). Somit beschrinken wir uns auf normierte Polynome vom Grad 1
und erhalten
Speck[z] ={(0)} U{(z+a)|a e K}

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die abgeschlossenen Punkte des Spektrums
genau den maximalen Idealen des Rings entsprechen. Da die maximalen Ideale



eines Hauptidealrings genau die Primideale ungleich (0) sind, ist also (z +a) €
Spec k[x] abgeschlossen fiir jedes a € k, wihrend

0)= N Z()= () Z3)=Z((0)) = Speckla].
(0)eZ(3)CSpec k[z] JCk[z] Ideal,
J3C(0)

(iii) Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Geben Sie ein Beispiel fir
einen nicht abgeschlossenen Punkt in Speck|x,y|, dessen Abschluss nicht der
ganze Raum Spec k[z,y] ist.

Losung: Betrachte das Polynom z € k[x,y]. Es ist irreduzibel (oder dquiva-
lent, prim), also ist (z) € Speck[z,y]. (Alternativ kann man argumentieren,
dass k[x,y]/(x) = k[y] ein Integritdtsbereich ist.) Weiters gilt

(z) C (z,9) C K[z, y],

also ist das Ideal (z) nicht maximal und somit (z) € Speck[z,y] nicht abge-
schlossen.

Angenommen (0) # p € k[z,y] hat die Eigenschaft, dass p C (z). Da p # (0),
existiert ein 0 # f € p. Weiters diirfen wir annehmen, dass f € k[z,y] irre-
duzibel ist - andernfalls schreibe f als ein Produkt irreduzibler Polynome (das
ist moglich, da k[z, y] faktoriell ist) und wende die definierende Eigenschaft von
Primidealen an. Jedenfalls gilt dann auch (f) C (z), also = | f. Aus der Irredu-
zibilitét von f folgt nun (f) = (x). Somit enthélt (z) genau die Primideale (0)
und (z) als Teilmengen, woraus wir

(@) = N Z = () 23)=2(0)NZ((z) = Z((x))
(x)€Z(J)CSpec k[z,y] Jgk[j:céy(]xl)deal,

erhalten. Allerdings ist Z((x)) € Spec k[, y], da beispielsweise (y) & Z((x)).

FEine allgemeinere Losung: Sei f € k[z,y] ein irreduzibles Polynom und sei-
en a,b,c,d € k, sodass f(a,b) = 0 aber f(c,d) # 0 gilt. (Man iiberzeugt sich
leicht, dass solche a, b, c,d € k fiir jedes irreduzible f existieren.) Wie oben ist
dann (f) € Speck[z,y], aber (f) C (z —a,y — b) € k[z,y], also (f) nicht ma-

ximal bzw. abgeschlossen. Andererseits ist (f) Z (z — ¢,y — d), also stimmt der
Abschluss von (f) auch nicht mit dem ganzen Raum Spec k[z, y| iiberein.

Aufgabe 2

Zeigen Sie: Spec R ist quasikompakt, d.h., jede offene Uberdeckung besitzt eine
endliche Teiliberdeckung.

Sei A eine beliebige Indexmenge, und fiir jedes A € A sei Uy C Spec R Zariski-
offen, sodass
Spec R = U Uy.
A€A
Da Uy C Spec R Zariski-offen ist, finden wir Ideale J) C R, sodass Uy = Z(Jy)¢
fiir jedes A € A ist, wobei wir wie gewohnt Z(J,)¢ = Spec R\ Z(J,) schreiben.



Aus der Vorlesung ist bekannt, dass Z(3_,cx Ix) = [Nyea Z(In), woraus wir

spec =) Z(30)° = ( () 2(0) = 239",

AEA AEA AEA

also ) = (Spec R)® = Z(} 522 Jx) erhalten. Fiir ein beliebiges Ideal 3 C R
gilt nun aber Z(J) = (0 genau dann, wenn J = R ist. Insbesondere ist also
1 € ) yeca Ixn. Gemih der Definition der Summe von Idealen (endliche Summen!)
finden wir also A1,...; A, € Aund ry € Jy,,...,7 € Ty, sodass 1 =r; + ..., 7.
Doch dann ist bereits Z?:l Jx, = R, also gehen wir nun unser obiges Argument
"riickwérts” und folgern so, dass

Spec R = Z(R)° = 2(3°9,,)° = () Z(jM))C ~Uzoan) =

Das ist eine endliche Teiliiberdeckung.

Aufgabe 3

Sei R ein Ring. Ein Element e € R heifit idempotent, wenn e? = e. Zeigen Sie:

(i) Fin Ring R ist zerlegbar, d.h., R = Ry & Ry fiir zwei Ringe Ry, Ra, ge-
nau dann, wenn R ein idempotentes Element e # 0,1 enthdlt.

Lisung: Falls R & Ry @ Ry, dann sind e = (1g,,0) oder e = (0,1p,) Bei-
spiele fiir idempotente Elemente e ¢ {(0,0), (1g,,1r,)} in Ry @ Rs.
Also nehmen wir an, dass e # 0,1 ein idempotentes Element in R ist. Da

(1—e)?!=1-2e+e*=1-2e+e=1—c¢,

ist dann auch 1 — e # 0,1 idempotent. Betrachte nun die beiden Hauptideale
(0) € (e),(1 —e) € R (wobei wir ’C’ schreiben, da e # 0,1 und da Nullteiler

niemals Einheiten sind).

Lésungsvariante 1: Das Einzige, was ein Ideal davon abhalten kann selbst ein
Ring zu sein, ist die (fehlende) Existenz eines neutralen Elements beziiglich
der Multiplikation. Ist aber r € (e), d.h., r = es fiir ein s € R, dann gilt
er = e(es) = e*s = es = r und wegen der Kommutativitiit natiirlich auch
re = r. Analog zeigt man, dass (1 —e)r = r(1 —e) = r fiir alle r € (1 —e) erfiillt
ist. Somit kénnen wir Ry = (e) und Ry = (1 — e) als Ringe (mit 1z, = e und
1r, =1 — e) auffassen und die Ringhomomorphismen

¢1:R_>R1@R27

¢2:R1@R2—>Ra

definiert durch ¢1(r) = (er, (1 — e)r) und ¢2((z,y)) = = + y betrachten.
Nicht ganz klar mag auf den ersten Blick sein, dass ¢; und ¢ tatsdchlich mul-
tiplikativ sind. Doch tatséchlich ist

d1(r-s) = (ers, (1 —e)rs) = ((er) - (es), (1 —e)r- (1 —e)s)



= (er,(L=¢)r) - (es, (1 —¢)s) = ¢1(r) - h1(s)

fiir alle r,s € R, und schreibt man z1 = ery,29 = ery,y1 = (1 — €)s1,y2 =
(1 —e)sg, dann

P2((w1,91)) P2((22,92)) = (v1+y1)- (v2+y2) = 172 +y1y2+e(1—e)(r1s2+r251)

= z1T2+y1y2+0-(r1s2+res1) = x1xe+y2yr = d2((T122, y1y2)) = P2((21, 22)- (Y1, ¥2))-

Nun priift man aber leicht nach, dass ¢1 o p2 = Idg,gr, und ¢2 0 ¢y = Idg gilt.
Somit haben wir R =& R; ® Ry bewiesen.

Lésungsvariante 2: Wir betrachten den Ringhomomorphismus
¢: R — R/(e) ® R/(1 — e) definiert durch r — (r + (e),7 + (1 —¢)).
Zunichst ist R/(e), R/(1 —e) # {0}, da ja (0) C (e),(1 —e) C R. Weiters ist
¢e) = (e+(e) e+ (1—¢)) = (0+(e), 1+ (1 —e)) = (Orye) Lr/(1-0))
und
d(l—e) = (1—et(e), 1—e+(1—e)) = (1+(e), 0+ (1—€)) = (Lr/(e), Or/(1-0));

was die Surjektivitdt von ¢ beweist. Hat schlieflich » € R die Eigenschaft, dass
é(r) = (Or/(e),0r/(1—¢)), dann muss r € (e) N (1 —e), also r = es; = (1 — ¢)s2
fir s1, 82 € R sein. Doch dann ist

r=esy =¢e-(esy) =e(l —e)sg =0sy =0,
womit unser Beweis der Bijektivitdt von ¢ vollendet ist.

(ii) Spec R mit der Zariskitopologie ist unzusammenhdingend, d.h., Spec R ist
disjunkte Vereinigung zweier nichttrivialer, abgeschlossener Teilmengen, genau
dann, wenn R ein idempotentes Element e # 0,1 enthdlt.

Lésung: Angenommen R enthilt ein idempotentes Element e # 0,1, dann be-
trachte die Ideale (0) C (e), (1 —e) € R. Da Nullteiler niemals Einheiten sind,
ist 0 € Z((e)),Z((1 —e)) € Spec R abgeschlossen, und wegen e + (1 —e) =
1,e(1 —e) = 0 haben wir

(e)+(1—e)=R,(e) (1—¢)=(0)
Daraus folgt nun die Behauptung, da
Z((e))NZ((1—e)) =Z((e) + (1 —¢)) = Z(R) =,

Z((e))UZ((1-e)) =Z((e)- (1 —e)) = Z((0)) = Spec R.
R gibt mit

~—

Nehmen wir nun andererseits an, dass es Ideale (0) C 7,3 C
Z(3)U Z(3) = Spec R = Z((0)),

Z)NZ(J)=0=Z(R).



Aus der Vorlesung ist bekannt, dass dann

3-3CV3-3=/(0)ud VI+3J=VR=R=—73+3J=R

erfiillt ist. Letzteres impliziert, dass es 7 € J,s € J mit r + s = 1 gibt, und aus
Ersterem konnen wir folgern, dass (rs)™ = 0 fiir hinreichend grofies n > 1 gilt.
Weil somit (r) 4+ (s) = R ist, folgern wir aus den Eigenschaften der Radikale,
dass

)+ () = VI + V) = V) + V6 = Vi) + (5 = R

und somit auch (™) + (s™) = R gilt. Das bedeutet aber, dass es u,v € R gibt
mit ur™ + vs™ = 1. Setze nun e ;= ur™ € (r) CJ # R. Dann ist 1 —e = vs™ €
(s) CJ # R, also e # 0,1. Auflerdem ist

e =ur™ - ur™ = ur™ - (1 —vs") = ur™ — uv(rs)” = ur" = e,

also ist e idempotent und die Behauptung folgt.
Alternative: Sind r, s wie oben gegeben, dann kann man einen Kandidaten fiir e

auch direkt konstruieren: Der binomische Lehrsatz gilt in jedem kommutativen
Ring und besagt in unserer Situation, dass

2n
2 . .
1= (r+s)" = E ( zn) rig?n

=0

ist, wobei wir (wie iiblich) z € Z mit seinem Bild ¢(z) € R unter dem eindeu-
tigen Ringhomomorphismus ¢: Z — R idenzifizieren. Geméf der Wahl von n
verschwindet (27?) r"s™, der n-te Term in der obigen Summe, was uns erlaubt,
1 =-e+ (1 —e) zu schreiben fiir

n—1
2n . .
e = § < i T7,52n z,
2

=0

L <2n) i 2n—i
l—e= E ) r's .
)

1=n—+1

Daraus folgt dann bereits e — e? = (1 —e)e =0, da fiir alle 0 < i <n < j < 2n
sowohl i+ 7 als auch (2n — i)+ (2n — j) grofer als n ist. AbschlieRend bemerken
wir, dass e # 1, da wegen e € (s) C J sonst J = R wire, und dass e # 0, da
wegen 1 —e € (r) C J sonst J = R wére, was wir beides ausgeschlossen haben.

Aufgabe 4
Sei R ein Ring und f =" a;x' € R[z|. Zeigen Sie:
(i) f st nilpotent genau dann, wenn alle a; nilpotent sind.

Lésung 1: Nehmen wir zuerst an, dass R ein Integritdtsbereich ist. Dann ist
auch R[z] ein Integritdtsbereich, also ist f nilpotent genau dann, wenn f = 0



(und damit jedes a; = 0) ist.

Im allgemeinen Fall nehmen wir zuerst an, dass f nilpotent ist. Sei p C R ein
Primideal und bezeichne mit m,: R[z] — (R/p)[z] die Erweiterung der kanoni-
schen Projektion R — R/p (definiert durch m,(x) = z). Ist f™ = 0, dann gilt
auch m,(f)™ = mp(f™) = 0, d.h., m,(f) € (R/p)[z] ist nilpotent. Da p C R
prim ist, ist R/p jedoch ein Integritatsbereich und folglich m,(f) = 0. Sei nun
0 <i < n beliebig, dann bedeutet das gerade, dass m,(a;) = 0, also dass a; € p
fiir jedes p C R prim ist. Daraus folgt nun insbesondere

AQy ey Ay € ﬂ p = {r € R| r nilpotent}.
pCR prim
Gehen wir nun davon aus, dass ag, ..., ¢, € R nilpotent sind. Dann ist fiir jedes
1 <i < n auch a;z° € R[z] nilpotent, da aus a[** = 0 fiir hinreichend grofies
m; > 0 bereits (a;z")™ = a"'a™" = 0z™" = 0 folgt. Da f =Y. ;a;z’ und
da die Menge aller nilpotenter Elemente in R[x] ein Ideal (das Nilradikal von
R[x]) bildet, muss somit auch f nilpotent sein.

Liosung 2: Angenommen f € R[z]\ {0} ist nilpotent. Wir zeigen durch In-
duktion nach deg(f) = n, dass dann alle a; nilpotent sein miissen. Im Falle
n = 0 erhélt man unmittelbar, dass ay nilpotent sein muss.

Sei die Behauptung nun fiir alle Polynome vom Grad < n war. Da f nilpotent
ist, gibt es ein hinreichend grofses & > 0, sodass

0= fk = aflx”k + ...

Koeffizientenvergleich liefert nun a® = 0, also ist a,, nilpotent. Da die nilpoten-
ten Elemente in R[z] ein Ideal (das Nilradikal) bilden, kénnen wir folgern, dass
sowohl a,z" als auch f — a,z" = Z;L:_Ol a;z' nilpotent sind. Daraus folgt nun
die Behauptung, weil deg(f — a,z™) < n ist.

Nehmen wir hingegen an, dass ag, ..., @, € R nilpotent sind, dann kann man wie
in Lésung 1 vorgehen.

(ii) f ist eine Finheit genau dann, wenn ag eine Einheit ist und ay,...,a, nilpo-
tent sind.

Lésung: Nehmen wir zuerst an, dass R ein Integritédtsbereich ist. Dann gilt
die Formel deg(gh) = degg + degh fiir alle g,h € R[z], also insbesondere
R[z]* = R*. Somit ist f € R[z]* genau dann, wenn f € R*, also wenn ag
eine Einheit und a1 = ... = a,, = 0 ist.

Im allgemeinen Fall nehmen wir zuerst an, dass f eine Einheit ist, d.h., dass
g € R[z] existiert mit f-g=g¢-f = 1. Sei nun p C R ein Primideal und bezeich-
ne wieder mit 7, : R[z] — (R/p)[z] die Erweiterung der kanonischen Projektion
R — R/p (definiert durch 7m,(z) = «). Dann folgt

1=my(1) = mp(fg) = mp(f) - mp(9),
also ist auch m,(f) € (R/p)[z]*. Da p prim ist, ist R/p ein Integritétsbereich
und folglich m,(ag) € (R/p)* sowie my(a1) = ... = mp(a,) = 0. Wie in (i)
argumentiert man nun, dass a; € p fiir jedes 1 <4 <n und p C R prim ist, also
insbesondere
A1y ey Ay € ﬂ p ={r € R|r nilpotent}
pCR prim



gilt. Ist hingegen p = m C R maximal, dann ist m,(ag) € (R/p)* dquivalent zu
ap € m (da R/p = R/m ein Korper ist), also erhalten wir hier, dass

wer\( | w)=r"

mC R maximal

Gehen wir nun davon aus, dass ap € R eine Einheit ist und a4,...,a, € R
nilpotent sind. Nach Teilaufgabe (i) ist dann g := f — a9 € R[z] nilpotent,
also gibt es m > 0 hinreichend grofs und ungerade (!), sodass g™ = 0 ist. Da
f =g+ ap, folgt aus der Identitat

(g+ao) - (g™t —g™ 2ag+ g™ %k — ... +ay ) = g™ +ay = al' € R*
nun unmittelbar, dass f € R[z]* ist.

(iii) f ist Nullteiler genau dann, wenn ein a € R\ {0} mit a- f =0 existiert.

Liosung: Falls ein a € R\ {0} mit a - f = 0 existiert, so ist f nach Definiti-
on ein Nullteiler.

Nehmen wir also an, dass f ein Nullteiler ist, d.h., dass ein g = Z?L:O bjIEj €
R[z], by # 0, minimalen Grades (!) mit fg = 0 gibt. Um einen Widerspruch her-
zuleiten, wollen wir annehmen, dass m > 1 ist. Insbesondere ist dann b,, f # 0,
somit existiert ein maximales k € {0,...,n} mit ayg # 0. Daraus erhalten wir

nun
o= () (S <o
i=0 j=0

also agb,, = 0. Doch das bedeutet dann deg(arg) < m = deg(g), aber f-(arg) =
ar - (fg) = 0, im Widerspruch zur Minimalitdt von m = deg(g).

FEine unvollendete Liosung: Ist f Nullteiler, dann konnten wir wie in (i) fol-
gern, dass m,(f) = 0 ist fiir jedes Primideal p C R, also dass die Koeffizienten
ag, ---, an, € R nilpotent sind. Sind nun m; > 0 hinreichend groft gewahlt, sodass
a;* =0 ist, dann hat das Element

die Eigenschaft, dass a - f = 0 ist. Doch selbst wenn wir stets a?“*l # 0
voraussetzen (und Koeffizienten, die bereits gleich 0 sind, weglassen), haben wir
nun Schwierigkeiten zu zeigen, dass a # 0 ist.



